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U n e  q u e $ t l o n  i m p o r t a n t e  d a n s  i a  t h 6 o r i e  e l e g  f i b r 6 s  v e c t o r i e l s

c o n n p l e x e $  e s t  d e  s a v o i - r  q u e  j - s  s . o n t  l e s  f  i r r r d s  ( v e c t o r i e l s ,  c o m p J - e x e s )

t o p o l o g i - r , l u e s  s u r  u n e  v a r i 6 t 6  c o m p l . e x e  q u i  a d m 6 t e n t  d e s  s t r u c t u r e s

( v e c t o r i e l l e s )  h c L o ; r o r p h e s .  T a r r r j i s  q u e  p o u r  l . e s  f  i b r 6 s  e n  d r o i t e s

I  a  o u e s t i  n n  e s t  r 6 s o l u e  h  1 ' a i d e  c J e  L a  s u i t e  e x a c t e  e x p o n e n t i e . L l e

o u  )  l ' a j . C e  c J u  t h 6 o r b m e  c l e  L e f s c h e t z  s u r  L e s  c l a s s e s  ( 1 , 1 ) ,  p o u r

n a n E  s r - r p 6 r i e r : r  ) - a  c o n n a i s s a n c e  e s t  b e a u c o u p  p l u s  f  a i b 1 e .

L e s  f i b r 6 s  t o o c l o g i q u e s  s u r  1 e s  c o u r b e s  a d m 6 t e r r t  d e s  s t r u c t u r e s

l r o l o m o r p h e s ,  d o n c  l e  p r e m i e r  c e s  h  c o n s i d 6 r e r  e s t  c e . l . u i  d e s  s u r f  a c e s ,

D ' a p r ' , r s  u i - l  r d s u l - t a t  c l a s s i - q u e  d C r  a  H u , 1 - e s  f i b r 6 s  t o p c l o g i q u e s  d e

r a n g  r  2 t ? .  s u r  u r i e  s u r f  a c e  c o n p l - e x e  s e  c l a s s ! f  i e n r  c l : r  r  l e s  c o u p l e s

(  r , .  n  ' r  c l n c  c l a s s e s  d e  C h e r n ,  e t  c e c i  o n  p e u t  l e s  c h o i s i r  a r b i t r a i i - e -
\  v L ,  v 2 l

rn ( :n t

p o u r '  I e s  s u r f a c e s  p r o j  e c t i v e s , S c h r o r a  r z . e n b e r g e r  ( ^ Z J  ^  c l 6 r ' n o n t r d

q L r e  t o u t  r i b r d  t o p o l o g i q u e  c l e  r a n q  , 7 f 2  e t  c J e  c l a s s e s  r : j e  C h e r n

(  c . ,  , c ^ )  s a t i s f  a i s a n t  l a  c o n d i  r i o n ( 6 r z i c i e n e n t  ,  n S c e s s e i r e )  c r  = c . ,  (  L )  ,\  I '  
' l '  '  L  l '

o i t  L  e S t  L J n  f i b r 6  h o l o m o r o h e  d e  r a n q  l , a d m e t  u n e  $ t r u c t u r e

h o l o n o r o n e

l ' 1 a i s  r : i ; e 1  e s t  l e  d o n a i n e  d e s  p a i r e s  ( c ' c ' r )  p o u r ^  l e s  f i b r 6 s

v e c t o r i e L s  h o i o n o r p h e s  s u r  u n e  s u r f a c e - c o m p a c t e  n o r i - r : 1 . g 5 c r i q t l e ?

E l e n c r v a j E  e t  F o r s t e r  f  ]  n e t t e n t  e n  6 v i c l e n c e  u n  p h S n t ) r n U n e  n o u v e e u :

1 ' e x i s t e n c e  d e s  f i b r 6 s  n o n - ' f i l t r a b l e s , L J n  f i b r 6  r t e c t c r i - e I  h o l o m c r p h e

E  s u r  u n e  v a r i 6 t d  c o m o l e x e  s ' a S n e l l e  f  i l . t : r a b l . e  [ a - 1  s ' - ' t l  e x l s t e

L r n e  f  i l . t r ? t i o n  O =  i l o C T f  - - - c $ , - * E  p a r  r i e s  s o L t s - f  a i s c e a L I X  c o h 6 r e n t i i

FV

T n  d e  r i l n q  i .  S l  l a  r , r a r i 6 t 6  e s f  a l g 6 b r ^ i q u e , a l o r s  t o u t  f i b r 6

f , o f l * o r n h e  e s t  f  i l - t r a t r i e , D a n s  ( L r i J , p r o p . 4 , g )  o n  d d t n r l r r t r e  q u ' i l
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e x i $ t e  r " l e s  f  i . b r d s  n o n - f  i l t r a b J . e s  d e  r a n o  2  s u r  t o u t  t o r e  X  d e

d : i - m e r : s : i - o n  ? .  a y e n t  1 e  g r o u p e  N e r r r n - s e v e r i  N S ( X ) - 0 .  L ' a r g u m e n t  d e

d 6 f  o r m a t i o n s  d e  1 . 4 ] m o n t r e  d ' a i l l - e u r r s  q ' i i  e n  e x i s t e  s u r  t o L r t e

s u r f a c e  X  c l e  c l i n r e n s - i - o n  a l . q 6 b r i . l u e  a ( X ) = O , e t  c , n  p e L l t  p r o u v e r  q ' i l

e n  e x i s t e  m € n e  e n  t o u t  r a n g ' 7 r 2 -  ( t h 6 o r i : m e  2 ) .

L e  b u t  p r i n c i p a l  c i u  t r a v a i l .  e s t  d e  c a r a c t d r ^ i s e r  l o s  f i . 5 r ^ 6 s

v e c j o r i e L s  t o p ( ) l o g i t u e . s  e u r  u n e  s u r f a c e  ( c o m p a c t e , c o n n e r . e )  n o n -
"'

a l g 6 b r i q u e  c l u i  a d r " n d t e n t  d e s  s t r u c t u r e s  d e  f i b r 6 s  f i l - t r a S L s g

( t h € o r b m e  t ) , \  l a  c i i f f 6 r e n c e  d u r  c a s  ; a 1 . g 6 b r i - q u e , l a  c a r a c t 6 r ' i s a t i - o n

d 6 p e n d  c l e  r a 1 1 q ,

E n  r a n g  2 n  c e c i  e s t :

U n  f  i b r 6  t c p o l o g i q u e  d e  r a n g  2  e t -  d e  c l - i l s s e s  d e  C h e r n  {  c t ,  c 2  )

a L l m e t  u n e  s t r u c t u r e  h c l - c ' r n o r p h e  f i l t r a b . t . e  s i  e t  s e i l l . e m e n t  $ i

c r € N S ( x ) ,  
" f - * " - . , (  

s u p  { ( c r n t l ; ' \  d c N r s ( x ) }  e t , $ l  x  e s t  K - 3
t ' -  L  2 :  ( - '  t  

^ t  
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a y a n t  a ( X ) = o , c r / O  ( n u d  2 )  o u  c i - ' + c " / " * 4 "

C e t  6 n o n c ( ;  t  r i t 6 ' c J d n c i r r t r 6  q u a r r c l  X  c S t  u n  t o r e  c ) a . n s  t . f i l  , o L  c n

p e L t t  t r f J t i V e r  e u S s i  u n e  c J e s c r i f ; t : - c n  e x p l i c j - t e  d a n s  c e  c a S  p O u r

u r "  i i c , + t ' ( ) 2  !  t e  I ' i s ( x ) ' - -.  
L .  t  
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O n  p e u t  t i r e r -  d u  t h 6 o r b r n e  t .  p l u s i . o u r e s  c c . t r l s d q t t e n c e s '

c o n c e i - n a 1 t  l e s  " ' - i b r d s  h o l o m o r p i - r e s  q r r e i . c o n q u e s  ( v o i r ' 1 e s  c ' 3 1 - o -

I l . a j - r o s  i -  - 4  p o L l f ^  d e s  r 6 s u t t n t s  p l u s  c o f f i p l e t s ) :

- U n  f j . b r ^ 6  t o r : o J . o g i q u e  d e  r a n g  ? :  e t  d e  c l a s s e s  d e  C l r e r ^ r :  ( c ' , , c 2 )

r , 6 r i f  l a n t  c r - =  ( . )  ( m o c l  ? - ) , a d n r e t  u n e  s t r u c t u r e  h o l o m o r p h e  s i  e t

s e u l e m e n t  s i  l r - 6 , f i i S ( X )  ,  , ? r ^ + " r . ( , : ^ A  e t ,  $ i  X  e s t  K * 3  a v e c  a i X ) = C I ,

r'1

.  c i * 4 c  , f ^ a ;

- U ;  f i r r r d  t c i p r r S " o g i . q u e  c l e  r a n g  3  e t  c i e  c l a s s e s  c i e :  C l t + ; r n  ( c l . , c z )

$ u r  L r n  t o r e  n D I l - ' a l g 6 b r i q u e , v d r j . f i g n t  c t E C  ( n r c c i  3 ) , a d r r r e t  r J r t e

t

s t r u c t r J r - e  l r a l , - r n , o r p h e  s i  e t  s e u l e i n e n t  s i  c t r , :  N S ( X )  e t  c i - ' i c  2 " 1 . =  
c i

- t . J n  f j . b r A  t o p o l o c t i q u e  c l e  c l a s s e s  d o  C h e r r r  ( c r = 0 , c 2 )  s u r  u n

t o n e  c J e  r l i n r e n s i o n  a l g 6 ; r i q u e  z 6 r C I  p o n s € d e  r ^ J n e ' t t r u c t t r r e  h o l o -

i n o r p l " r e  s i  e t  s i e u l e r n e n t  s j -  
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L . 1 "  $ o i e n t  X  u n e  v a r l 6 t d  c o n i p l . e x e  c o m p a c t e ,  Y  c X  u n  s o u s - e s p a c e

l o c a l e m e n t  i r i  t o r s e c t i o n  c o m p l b t e  (  o n  v a  a b r 6 g e r  l .  i  " c .  )  d e  c o C i m e n *

s l o n  2 -  e t  L , F 1  * P i c ( X ) .  n  l ' a i d e  c j e  l ' i C e n t i f  i c a t i o n

# f r * ( y m J o , L - )  
' : M l t ' 8 ) L ,  l . a  s u i t e  s x a c t e  c l e s  p r e r . r r i e r s  t e r m e s . c l e  1 a

s r r i t e  s p e c t r a l  o  t n t  = +  E x t  c l e v i . e n t :

o - - -2 .  n I ( x ,m t6L ) * - - 5Ex t11 r ' r a9u , r - ) *>Ho (x  , ' 1 " - r l  ( r . 1s$v ,L ) ) - ?u2 (x ,N%l )
1 11 .

S o i t  3 e  E x t ' ( l ' 1  @ J " , t - ;  e t

() --? L *--.7 E s -*r l-1 6, S -"-* 0
5 Y

1 ' e x t e n s i o n  a s s o r : i 6 e  .  t J n  r d s u l t i : t  d 0  b  S e r r e  (  L f  l , C h  " r  ,  $  n )

m o n t r e  q u e : H s -  e s t  l d c a l e r n e n t  l r i : r e  G ' i  e t  s e u l e m e n t  s i  J - ' i . r n a g e
. )

.  { \  s  , l

c l e  g  r j a n s  l ' i o 1 x , 6 * f t )  e n q e n r j r e  L e  f a i s r c e a u €- r , t r i r ' r  f f  3y ,L ) .

D a n s  c e  c a s
/

. . , \  
* t ,  *  

S  ) = t l (  L ) + c t (  r ' 1 )

l * r t =  E  ) = " 1 ( L ) . c t ( r - 1 ) .  I v . l
^ ; ' ,  f " r ]  e s t  l a  c l a s s e  c l e  c o h o n o i o g i e  d e  Y .  O n  v a  u t i l i s e r  c s t t ev u  L , , i

m 6 t h o r : l e  D C I u r  o b t e n i r  d e s  f i k r r 6 s  v e c t o r i e l s  h o l o m o r p h e s  C o  r e n q  2

$ u r  l e s ' s u r f  a c e s .

i  $ u p p o s o n s  q r J e  X  e s t  u n e  s u r f a c e ,  A i o r s  o n  p e u t  i r j e r i t i f j " e r

l r , ' h 9

{ . # ' ( h l  @ J * 1 . )  A  0 i " . ' s i  H ' - ( X , F 1 ' o 6 L ) * 0 ,  € t r  p a r t a n t  a v e c  u n

6 l n 5 m e n t  i n v e r s i b l e  c l e  S y  e t  e n  p r e n e n t  u n e  p r 6 i r n 3 ' : l e  K  d a n s

E x t - t ,  o f i ' p e u t  r 6 a l j . s e r n  l a  c o n s t i - u c t i o n  c i - d e g s u s  e t  c o t l $ ' t r u i r e

d s S  f i . l r r 6 s  E E  ,  S o u v e n t , p o t J r  a s $ u r e r  L ' a n n u l a t i o n  d e ;

H 2 ( X , M ' f & L ) -  r l o ( X , t . l  6  L X  q 9 ' ( . v ) , o n  v a  u t i L i . s e r  i r n p l i c j . t e r n e n t  1 e

f  a i t  b i e n  c c n n u :  u n  f  a r s c e a u  i , n ' , z e r e  i t l l e  L .  v 6 r i f  i a n t  H o ( X  ' L ) / O

e t  H o ( X , L - F ) i < t l  e s t  t r i r z i a l . .

r _ j n  p r c i . n t  p r i n c i p a l  r ' j a n s  1 e  t r a r r a i l -  e s t  q i J e  l " a  c o n s i i u c t i o n

e s t  r € , a ' . l . i . s a b 1 e  a u s s i  c l : n s  l ' h v i r o t h b s e  p i u : ;  f  a i - b I e  q u e  1 ' e i : p l . i c a t . i ' c n

il( x .'&"i1(N ,p $, ,L ) ) **-*r t'tz{ x , Mue t"")

t r i a  a ' o . r t  i : " 1  n ' l ' i  , , : . r ' l ' i n n  n ' n - .  i ; l  C J  U A l g  C l  r :
s q i , t  n L , | l . j - e .  l " l . l i s  c ' e s t  a p p - ' l - i c r : t i o r r  n ' o s t  a u t r e  q Y u

l - a  r c s t r i c t i o n
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N o t o n s  a u s s i  q u e  p o u r  t 4  € }  | ] i 6 )  t ( X O  0 X  ( e t  s i  1 a  s t t r f  a c e  a

P i c ( X ) = O ,  o f l  t ' t ' a  p a s  c J ' a u t r e  c h o i x ! ) , c e t t e  a p p , I i c a t i o n  n ' e s t  p a s

n u l l e  ( Y  s u p p o s 6  n o n - r r i c l e )  ,  f f i a i s  s i  Y  i o n t  i e n t  a u  m a i n s  d e u x

p o i n t s  c l i s t i n c t $  o n  p e u t  t r : o u v e r  d e s  6 1 6 m e n t s  i n v e r s i b l e s  d a n s

H o ( v ,  $ n ) g t l o ( x , f " ' d ! )  a y a n t  f  i r n a g e  n r . r l l e  c J a n s  H 2 ,  * t  d o n c  c l e

n o u v e a u  r : t i l - i s e r  . l , a  m 6 t h o d e  c l e  S e r r e .

l . . 2 . F i a p n e l o n s  q u ' u n  f  i b r 6  v e c t o r i e l  h o l . o m o r p h e  E  d e  r a n g  r

s u r  u n e  v a r i 6 t d  c o m p l e x e  X  e s t  c l i t  f  i l t r a b l e  L q l  , s ' i l  e N i e t e

u n - e  f i - l t r a t i o n

o = G  c - T , c . -  - C F = E- o  - - v I -  - - r

n a r  c l e s  s o L t s - f  a l s c e a u X  c o h 6 r e n t s  I ,  d e  r a n g  i .  P o u r  r = 2  o n  a

l e s  1 6 s u l  t a  t s  (  L 4 ]  , L  . 4 ,  I  . 6  e t  I  . 1 1 )  :
l

- E  e s t  f  i l t r a b l e  s i  e t  s e u l e r n e n t  s i  o n  p e u t  t r o u v e r  L €  P i c ( X )

. f i . . .
t e l  q u e  H " (  X ,  E  6  L ) / C ;

* l e s  f i b r 6 s  f  i l t r a b l e s  s o n t  e x a c t e m e n t  c e L r x  o b t e n u s  p a r

e x t e n s i o n s  c o r n m e  d a n s  i " I ;

- s i  E  e s t  n o n - f i l t r a b l e , a l o r s  i I  e s t  s i m p l e  (  i . . e  *  E n d ( E )  c : 6 )  .

h l o u s  u t  i l i s o n s  a u s s i  I e

L e m m e  1 .  S o i t  E  u n  f i b 1 6  n o n - f i l t r a b l e  d e  r a n q  3  s u r  u n e

" " . ; ; p r e x e  
c o n r p a c t e  e t  c o n n e x e .

i )  E  e s t  s i m P l e

t f  x  , i \ = o  i = l  , z , 3 , o n  ai i )  P o t l r  t o u t  L  d e  P i c ( X )  t e I  q u e  f { " 1 , r , r -  ) - v '  L * L

l { o m ( E , g & - L ) = O

D 6 m o n s t r a t l o n .  i )  I I  s u f  f  i t  c l e  n i o n t r e r  q u e  t o u t  e n d o m o r p h i s m e

0 -  / O  d e  E  e s t  u n  a u t o m o r n h i s m e ,  S u p p o s L n s  C l a r  a b s u r d , q u e

d 6 t  f f  = 0 . D ' a p r b s  u n  a r g L l n e n t  s t a n c l a r d ,  e n  u t i l i s a n t  l e s  v a L ' ; u r s

p r o o r e s  r j e  t r  ( q u i  s o n t  1 e s  m 8 m e s  p o u r  t o u t e s  l e s  f i b r e s  d e  F )

f  i n c J 6 c o n r o s a b i l i t d  Q e  E  e t  l - ' h y p o t h b s e  d 6 t f r ' : 0 , o n  t r o u v e  f 3 = 0 '

E n  r e m p l a c a n t  , S i  r t 6 c e s s a i r s ,  { i  p a ,  f f z  o n  p e r ' r t  s u p p o . s e r



- 6 -

- f )

f lO ,  S t  *O.  rv la is  O '=  #ac$r=rm( f  )  cFr*gsr (6*  )  C  F"=r  donne une

f  i . l . t r a t i o n  p o u r  E , c o n t r a d i c t i o n  !

i i )  S o i e n t  L  u n  f  i b r 6  e n  d r o j . t s  e t  d : E  " _ * > E &  L  u n  m o r p h i s m e .

o n  p e u t  t r o u v e i ' d e s  s e c t i o n s  d : "  €  l i D ( X , L i ) ,  j - = 1 , 2 , 3 ,  t e l l e s  e u € ,

p o u i ' t o u t  i s o n o r p h i s m e  l o c a l  € , t  - : i - 2 8  , t 3 *  t ( . r 1 ) t 2 *  t ( a " 2 ) t *

*  t (  d )  s o i t  I e  p o l v n O r n e  c a r a c t 6 r i s t i q u e  d e  e  t r  z E S L  J ? 9 *  E .
, ?

s u p p o s o n s  g u e  L , L - e t  L "  n " o n t  p a s  d e s  s e c t i o n s  g r o b a l e s .  A l o r s
a

( ( f  e C )  d i * ) ' = c .  $ o i t , p f r r  a b s u r d ,  u n  f r y 0 .  C o m m e  d a n s  i ) ,  c n  p e u t

t r o u v e r  l o c a L e r r e n t  d e s  f i l t r a t i o n s  p o u r  E ,  e t  c e t t e s  f i l t r a t i o n s

$ e  r d c o l e n t ,  c o n t r a d i c t i o n

1 . 3 .  S u p p o s o n s  m a i n t e n e n t  q u e . X  e $ t  u n e  s u r f a c e  e t  s o i t  E

u n  f i b r e  f i l t r a b l e .  A l o r s  i l  e x i s t e  n r O r r e  u n e  f i l t r a t i . o n

n r:f ",* r,l .. _ t r( =r]=  $o C.  
' {LC -  € ' . f -=r

j::"J

a v e c  S  . ,  l o c a l e m e n t  l i b r e s  "  E n  e f  f  e t ,  o r ' !  p e r . l t  t r o u v e r  u n e

f j . l t r a t i o n  t e l l € ,  q u e  l e s  q u o t i e n t u  e / % i -  s o i e n t  s a n s  t o r s i o n ,

- (:rt
a l . o r s ' + - . ,  s o n t , n 6 c e $ $ a i r e n e n t  r 6 f l e x L . f s , c j o n c  l o c a f e r n e n t  l . i b r ^ e s

p a r C I e  q u e  X  e s t  d e  d i m e n s i o n  2 .  L e  q L l o t i . e n t  F . / g ' "  -  . ,  6 t a n t  s a n s-  r - r

.  t o r s i . o n  c j e  r a n S  l , e s t  c i e  1 a  f  o r m e  L R J y ,  a v e c  L  d e  P i . c ( X )  e t  Y
:
I  

.  d o u s * e s p a c e  d e  d i m e n s i o n  O  o r J  v i C e  ,  ? a r *  c o n s 6 q u f r n c e  , d ' a p r b ' s  u n e

n c l r n a l i s a t i o n  b  l ' a i d e  d ' u n  6 l 6 n r e n t  c o n v e n a b l e  d e  P i c ( X ) ,  o n  p e u t

r ' 6 a l - i g e r  F  c c n n m e  e x t e n s i o n

o -7 F --> E *---*r'?J 
v

F  6 t a n t  . f  i l  t  r a t r i e  d e  r a n g  r - 1  e t  Y  d e  d i m e r r s i o n  z 6 r o  o u  v i d e  ,

0 n a

c r (  E ) = c t  ( F  ) ,  
" p - ( E ) * c z ( F  

) * t r o 1  g " )

( 1 a  c i e u x i , 6 m e  f t : r m u i e  p e i r t  s ' o b t e n i r  &  1 ' a i d e  d e  1 a  o r e m i . b r e  e t  d u  4

t h 6 o r b m e  d e  R i . e n a n n - R o c h  )

7 , ; 4 .  t - " a  m € r t h o d e  c J e  S e r r e  s e  g 6 n 6 r a l  j . s e  a u  r a r i g  a r b i t r a i r e , v c i r

l a  c s n $ t i ^ u c t i - o n  c l e  V o q e l a a r  ( L S ] , C h . I  , 6 . 4 )  e t  ( L i l  e t  l a  v e i - s i o n



p r 6 p r i n t  d e  L { J  )  p o u r  u n  c o t ' t t e x t  p l u s  g 6 n 6 r a l , c o n c e r n a n t

e x t e n s i o n s  r J e s  i d d a u x  d e  6 o r J s - e s p a c e s  d e  c o d i m e n s  i a n ) , 2  p a r  d e s

f a i s c e a u x  r 6 f  l e x i f s .  E n  s e  b o r n a n t  a u x  f i b r 6 s  e t  a u x  s o u s - e s p a c e s

l . i . c .  c l e  c o d i m e n s i o n  2 ,  e l l e  e s t  l a  
^ s u i v a n t e .  

O r r  c o n s i d b r . e  u n e
t - t

v a r i 6 t 6 j c o m p l e x e  X ,  u n  s o u s - e s p a c e  Y C X  f  . i . c .  d e , c o d i n r e n s l o r r  2/\
^ 7 t 2 ) "  O n  a

l r r t t  (  3 r ,  F )  : : ' -  r '  iv r9 'c let(Nvl x) .
" t

s i  5  * . t  u n  6 l 6 m e n t  d e  t = x t l - ( 3 r , F ) , a 1 o r s  r e  f a i s c e a u  c o h 6 r e n t

E x  d o n n 6  o a r  I ' e x t e n s i o r r  a s s o c i 6 e
.>

O -_-g F ---) E.n. -) 3 *, 
--:-> 0

S Y

e s t  I o c a l e m e n t  l i b r e  s l  e t  s e u l e m e n t  s i  f  i m a g e  d e  E  d a n s
/1 i

l - f " ( Y , F l Y  r $ d e t ( i { . r l u ) )  n ' a  i r ' a s  c l e s  z E r o s ,  E n  s u p p o s a n t  m a i n t e n a n t' 1 "

q u e  x  e s t  u n e  s u r f  a c e ,  F l y  A g d e t ( t J " 1 " )  e s t  i s o m o r p h e  e  .  O ; - ir  l / \

d o n c  i l ,  r r r  a  b e a u c o u p  d e s  s e c t i - o n s  s a n s  z 6 r o s .  S i  u n e  t e 1 l e
6

s e c t i o n  e s t  d ' i m a g e  n u l l e  c J a n s  H z ( X , , F ) , a 1 o r s  o n  p e u t  l ' e n l e v e r
'l

d a n s  E x t r (  3 " , n 1  e t  c o n s t r u i r e  u n  f i b r 6  c i e  r a n g  r  c o m r n e  p l u s  h a u t "

t

Q.2_- . .Ex i l te . , !ce*de l_ i ! r6s f  i lu-aLl  e?.  
.

k L .  $ o i t  X  u n e  s u r f  a c e  (  c o r n p a c t e ,  c o n n e x e  )  n o n - a I q 6 b r i q u e .

P o u r  u n  f  i t : 1 6  ( v e c t o r i e l , c o r n p l e x e )  t o n o l o g i q u e  E  d e  r a n g  r  s u r  x ,

n o t o n s

A( r) :=c, (z)? - +fu- cr(E)
P o u r  t o u t  f i b r 6  t o p o l o g i q u e  L  d e  r a n g  I  o n  a

i " r ( E &  L ) = c ,  ( E ) + r  c r ( L )
)  r '  r '  r .

t "  z ( F . @  r - ) = c p ( E ) n (  r - ] ) c r ( r ) c r ( L ) .  
t i  )  " r ( r ) 2

F a r  c o n s 6 i i u e n c e ,  A ( E ) = A G { s L ) ,  d o n c  l ' i n v a r i a n t . n e  d 6 p e n d  p a s

q u e  d u  f  i h r 6  p r o j e c t i f  a s s o c i - 6  l l r (  E )

R a p p e l o n s  q u e  1 e  q r o u p e  r J e  N e r c l n - $ e v e r i  e s t

t J : i ( X )  : =  r n r ( H l ( * ,  t g n )  * * 5  * u 2 ( x , Z ) ) .



Porrr r o u r  + /  c h l 5 ( x ) , s o l r

P o u r  t o u t  f i b 1 6  h o l o m o r ' p h e  e n  d r o l t e s  L ,  u n  r 6 s u l t a t  b i e n

c o n n u  r J e  l ( o r J a i r a  d i t  q u e  c r ( l -  ) 2 4 A  ( v o i r  p a r  e x e r n p l e  ( [ : r l  , ] \ r , 5 . 2 )

[ J o n c  M ( t  )  ( r A  r D n  v a  d 6 f l i n i r  p a r  r 6 c u , \ ? i * * ,  p o r . f  r A  2 ,  c i e s

f  o n c t i o n s  f 4 (  r  , ? f )  e n  p r e n a n t  t 4 ( ? . , T  ) * t . t t  T )  
e t

M(  r ,  T  )= - , J : : ,  oup  |  ( 11  * r  S  )2+ r ( r *? -  ) r ' 1 i r ' *  L ,T1  + r  K  ) l  S  *  I ' r 3 ( x ) t
( r - r )

O n  a  t " l ( r , ?  )  / : .  Q ,  p o u r  t o u t  , V 2  e t  t o u t  f e - f ' f S ( x . ) ,  e t

1 4 { r , ' l ) = O  s i  C l ' ' = O .

$ i  E  e s t  u n  f i t i r 6  t o p o l o g i o u e  a y a n t

M ( E ) ; = l ' 1 ( r g i : , c r " { E ) ) .  P o u r  t o u t  f i t l 1 6  e n

c t { L ) €  t ' , l s ( X ) ,  o n  a  l ' 1 ( E ) = i \ 1 ( E r s L ) .

O r r  p e u t  f o r r n u l e r  l e  r 6 s u l t a t  p r i n c l - p a l  d u  p a p i . e r .

T h 6 o r b r i l e  l - .  $ o i e n t  X  u n e  s u r f  a c e  n o n - a l q 6 b r i q u e  e t  L  u n  f  i b r 6

v e c t o r i e l  t o p o l n q i q u ?  d *  r a n g  r > 2  s u r  X "  A l o r s  e  a d n i e t  u n e

s  t  r u c  t  u  r e  d e  f . i i : r 6  h o l o r n o r p h e  f  i l  t  r a b . l . e  s i  e t  s e u l  e ' m e n t  s i

c r { E ) € t ' t S ( X ) ,  A ( E )  < 1 . t 1 1 ' ; ;  8 t ,  s i  X  e s t  s u r f a c e  l { - 3  a v a n t  a { X ) = O ,

c . ,  (E ) / 0  i n rod  r )  ou  aA  (E ) l  -  
f f - 1t '  

r : \

n  t r o u v e  l " ' 6 n o n c 6 '  c J o n n d  d a n s  l ' i n t r o c J u c t i ' J r i .P o u  f  
. f  

= 2  A  r O n C e  d o n n e  d f

f i a n s  c e  c a $ ,  l a  c o n d i t i o n  { l  ( E ) 4 | M ( l l )  e s t  6 q u i v a l e r r t e  }  i ; . i

s u i r z a r l t e :  i l .  e x l s t e  L  €  N S ( X  )  t e l "  q u e  c o {  E 8  L ) ; r .  o .

l - a  d d m o n s i :  r i l t i o n  d u  t h 6 o r b m e  e s t  c o n t e n u e  d a n s  l e s  s e c t i o n s

c t ( E )  A r u s ( X ) , o n  v a  C d f  i n i r

d r o i t e s  L .  t e l -  q u e

n t ,

F r o u t r o ' , r s  1 a  n 6 c e s s i t d  c l e s  c o r i d i t  j - O r r S  
"  5 o : l . t  d o i i c  f ;  u n

f  i b r 6  f  i l . t r a b L e  d , ' ,

a p p a r t i e n t  A  N S ( X

p a r  r 5 c u r ' i ' e n c e  s u r

0 -*t

r a n c i  r Z 2 .  D ' e r b o r c f  , c r ( E ) = c l (  A r ) ,  c ' i o n c

) .  P r o u v o n s  e n s u i t e  f  i n 6 g a t i t 6  A ( E ) 4 i t l ( E )

f  .  $ o i . t  r * 2 .  I t  e x i s t e  u n e  e x t e n s , i o n

L ._-) E ---r J, e it -*--r o ,
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P o u r  . l  e  p a s  q 6 n 6 r a I  d ' l n . d u c t i o n ,  t e n s o r i s a n t
- t , :

p a r  u n  i n \ / e r s i b l e  ( c e  q u i  n e  c h a n g e r a  p a s  I e s

s r J p p o $ e r  q u ' : - l  e x i s t e  u n e  e x t e n s i o n

(-) *- *+ F **----2 E _--' a - - (J ,- u  
Y  

-  v t

F  6 t a n t  f i l t r a b l e  d e  r a n g  r - l  e t  Y  s o u s - e s p a c e  d e  d i m e n s i o n  v . 6 r o

o u  v i d e  .  P a r  c o n s 6 q u e n c e

- 2  1 r  ,  a ,  r h  r  \  ,  , * , 2  ? - r  , r
A ( E ) = c l i F ) - -  ? : I  1 c r ( f  ) + l r " ( # v i )  L  c t ( F ) - T : I  c z ( r ) L _

2  ? . r  r - 2  . 2  .  I  - , 2. / r  1 t r \ " -z .u l i  r  /  -  i TT  .Z t7 j l  ( t ' l ( r ) - c r (F  ) - )= : i Tz ( c . (  F ) * * r ( r - 2 )N (n )  ) z : -
( . r - r ) -

4 t4 (  r ,  c l  (  F  )  )= l ' 1 (  E )  "

S o i t  m a i n t e n a n t  X  s u r f a c e  l < - 3  d e  d i m e n s i o n

I l -  f a u t  D r o u v e r  q u ' i l  n ' e x j - s t e  p a $  d e s  f i b r 6 s
i

c r = O  c t  c , r = | .  D ' a b o r d  s o - i t  t * 2  e t  s u p p o s o n s ,
L Z

e x l s t e  L i n  t e I  f  i b r S  E  "  S o i .  t

0 *-*-> L -*-'*p E -_-:iJ" Et.t *-> O

u n e  e x t e n s i o n ,  o n  a  r

(  n - . -  / f \ = C ,  (  L _ ) + C ,  ( t " , i )
l \ - /  r '  r '

I
f " r = " 2 (  E  ) = c r (  L ) c r ( t 1 ) * h o (  L o v  ) = - c t ( L ) 2 * t r o  ( t J  y )  .

C o m r r r  e  Y f f r ,  c o r  1 a  f o r m e  q u a d r a t i . q u e  
" ?  

e s t  p a i . r e  s u r  u n e

s u r f a c e  t ( . - 3 ,  l a  s e u l e  p o $ s i . c i l i t 6  e s t  :  c 1 ( L ) 2 = C  e t  Y  s e  r 6 d u i t

b  u n  p o r - n t  s i n p l e .  P a r  l e  l e n i m e  q u i  s u i t  ,  L *  l , l  =  0  ,  d o n c  o n  a

u n e  e x t e n s i o n

0 - - i ' O -  - 2  E  J r i * - + o

x  6 t a n t  u n  p o i n t  s i m p l e  d e  X "  f l a n s  1 a  s u i t e .  e x a c t e

! " r t (  3 *  ,  ( ! )  * * - z  f  ( x , * *LL ) i r  C I  * * ,  H2(x ,  c0 ) : *s ,

1 a  c J e u x i b n e  f L b c l i e  e s t  b i j e c t i v e .  P a r  I a  c o n d l t i o n  c l e  S e r r e , o n

o b t i e n t  u n e  c o n t r a d i c t i o n

P o u r  l e  c a s  g 6 n 6 r a l ,  s u p p o s o n s  q u ' o n  a  m o n t r 6  d e j b  q u " i l

n ' e x i o t E  p a s  a u c i J n  f  i b 1 6  f  i . l t r a b l e  d e  r a n q  r - L  a v a n t . c l a e $ e s  c l e

C h e r n  ( O , : L )  , e t  s o i t  p a r  a b s u i - d  L i n  f  i b r 6  f  r f  r r a b l - e  E  c J e  r a n g  r  A  s

c o n v e n a b L e m e n t  E

i n v a r i a n t s )  o n  p e u t

a i g 6 b r i q u e  a ( X ) = O ,

f i l t r a b l e s  a y a n t

p a r  a b s u r d ,  q u ' i l



-  1 0 *
. : -,  e , t  t e i , q u e  c l ( C ) * C ) , c A ( E ) = 1 ,

' ,  
*  L

I 1  e x i s t e  t _ * p i c ( X )  e t  u n e  e x t e n s i o n

A--* i '€$ L -*+ E {}L 3y ---eO,

F  6 t a n t  f i l t r a L r . l . e  r J e  r a n g  r - 1  e t  Y  $ o L r s * e $ p ; i c e  d e  d i n r e . s i o '  O  o u

v i d e '  O n  a  c l ( 8 6 [ - ) = " ] ( F / e ] t - )  e t  c ]  ( [ 6 . L ) = c 2 ( F d ] t - ) + h o ( O V ) , d o n c

c r ( F ) = c 1 ( L )  e r  c r ( F ) = t + c r ( L  ) 2 " - n o 1 0  u )  "  c n m m e  A ( F ) / = M ( F )  €  o ,
c

o n  d 6 d u i t  -  r " 1 .  { t - ) a + 2 (  r - r  t n o  (  0  , }  4 2 (  r ^ - J "  )  .  N 6 c e s s a i  r e m e n t  ,
. .  n  ^  D
( h "  9 y = o , c ' ,  ( L ) z  = o )  o u  ( h a  ( i l " = 1 , c 1 ( L ) 2 , . c ) .  D a n s  l e  p r e m i e r  c a s ,

L  x  0  ( l e m m e  z ) ,  t J o n c  ( c r ( r ) = o , c a ( F ) = r ) ,  c e  c l u i  c o n t r e d i t

i ' h v p o t h b s  e  d '  i - n c J u c t i c n

D a n s  1 e  s e c o n d  c a s ,  i t  v a  r 6 s u l t . e r  ( c r ( F ) = o : " 2 ( r ) = o ) , e l o n c  e n

u t i l i . s a n t  d e  i l o u v e a u  1 e  l e i n m e  Z  ,  F : :  { ! r * ,  "  O n  a  p a r  c o n s 6 q u e n c e

u n e  e x t e n s i o n

o

x  r S t a n t  u n e  p o i n t  s i m p l e .  L , a p p l i c a t i o n

f ' ( x ,  2 r . 1 1 ' (  J * , d  t - i ) ) o  c r - r  - - - - - - ,  n 2 ( x ,  o t - l ) . . , c . - 1
e s t  b i j e c t i v e , * n  c o n t r a d i c t i o n  a v e c  1 a  c c n d l t i o n  c J e ,  s e r r e .  i . l  r e s t e

d e  p r o u v e r  1 e  l e m m e  s u i v a n t

l - . e t q p  _ ? _  S c i t  X  u n e  s u r f a c e  K - 3  a y a n t  a ( X ) = C .

( 1 )  $ t  L  6 f  i c ( x )  v 6 r i f  i e  c r ( L  ) 2 = r J , a l t i i - s  L  e s r  r r i v j - a l

( i r )  $ i  H  e s t  u n  f t U . { i l t r a b l e  d e  c l . a s s e s  c t e  c h e r n  c 1 ( H } = o  e t

" Z ( E ) = O ,  
a 1 o r s  E  e s t  t r i v i a l .

gfulg lgt t* t fgt"_* (  i )  par Riemann*i?och,  on a

l . , n (  r - ) n h o  { # )  V z
C o m m *  h o (  p ) 4 , 1  ; : o r - r r  t o u r  p G p i c ( X )  ( v o i r L Z l , i v , 6 , { )  i t  s , e n s u i t e

r ' o ( x , L ) / 0 ,  h o 1 r , r - ) F l y o  e t  c l o n c  L  x  ( g  6

( 1 i )  l n c l u c t i o n  d ' a p r b s  t ^ = F a n g  F ,  1 e  c a s  r * l  , . i t a n t  c o r ] s S q u e n c e

c i e  I " i n j e c t i v r t 6  t J e  l ' a p p l l c a t i o n  t - , I ( t , O ' \ - * * _ >  u 2 1 x , Z z 1  .  F , c u r  I e

p a s  g d n 6 r a l "  d e  r d c u r r g n c e , s o i t  E  u n  f  i . b r - 6  f  t l t r : a r t : i e  c l e  r a n r . l  , V z  e t

d e  c l a s s e s  d e  C h e r n  
" l = 0 , " 2 * O .  

I l .  e x i e  t e . :  L l n e  e . x t c n s i o n



-  1 1 - ,
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q L , e  s i  c , r i o  ( r n o d  r ) ,  a l . c r s  M ( F , c . ,  ) = ( J ,  e t  d o n c  1 a  c o n r j i t i o n  $ u r'  I ' -  .  ' , - l ,

L  d e v i e n t  i :  . i * o  "  c i ' r  p e u t  n o r r n a J . l s e r ,  d o n c  s u p p o s e r  c r  = o ,  e :  t  l a

n o n - a l - q e b r i q u e .  A . l o r s  u n  f  i b r 6

( l l ' r r ; r n  ( c r = O ,  c ,  )  a r J m e t  u n e

s t r u c t u r e  h c l l . o m o r p h e  s i ,  e t  s e r . . r l e m e n t  s i  c r : p  A  e t ,  s j -  X  e s t  u n e

s u r f  a c e  l ( * 3  a _ \ / a n t  a ( X ) = 0 , c  
/ l - .

l e [ g J l L t i t t ] g n  D ' a r o r b s  l e  t h 6 o r b r n e  ,  i 1  r e s t e  ]  p r " o u v e r  q u e

p o u r  u n  f  j . l . r r 6  h o l o i n o r p h e  n c n . - f  i 1  t ' r a l : 1 e  E  c j e  r a n g  Z  e t  d e  c l a s s e . .

c j e  c h e r n  c i ( E ) * o  o n  a  a t i s s i  c r ( E ) > o  e t  g u e ,  s i  x  e s t  u n e

s u r f a c e . i ' ( * 3  a ) / a n t  a ( X ) = 6 ,  i 1  n ' e x i s t e  p a s  c l e s  f i b r 6 s  h o l o m o r p h e s

n o n * f i l t r a b l e s  d e  c L a s s e s  d e  C h e r r r  ( " 1 = O , c ? = f ) .  l " i a j _ s  l e s  d e u x

a s s e r t i o n s  d d c c i r r l e n t  d L . r  t h 6 o r b n r e  c j o  R i e m a n n - [ , ? o c l . r ,  c a r  i , o { e ) = h 2 ( E ) . 0

p o u r  f ;  n o n * f i l r i ^ a i : l e  c J e  r a n g  z  e t  X ( x , ( r x ) l o  ( p o u r  l , i n e g a l j . r 6

o n  p e u t  $ e  f r c r r t e r -  a u X  r n c l c l e l s  m j _ n i r n r - r l s  e t  s u i v r e  l a  c l a s s i f i c a t i o n

[ z l , p " 1 c t ) "
C - g . _ , f l i : t i g  ? : .  $ o i r  X  u n e  s u r f a c e  n o n * a l g 6 b r i , 1 u e  a v a n t  l ( y

t r i v j - a " L  o L . i  s a t i s f  a l s s " n t  l a  c o n d i t i o n  t r o l < ] ) = O , p o u r  i = l ,  Z , S .

A i o r s  u n  f r r r r d  v e c t o r i e l  t o p o l o q J - q u e  d e  r r * o  3  d e  c l a s s e s  d e

C h e r n  ( c . , _ = 0 , c o )  a d n " i e t  u n e  s t r u c t u r e  h o - l o r n o r p h e  s i  e t  s e r j l e m e n t

s i  . e 7 r 0  € t ,  s i .  X  e s t  u n e  s u r f a c e  l < - 3  L t v e c  a ( X i = O , c r f L "

! ! m l S " t t 1 1 i p . k "  S i  E  e s t  f i b r 6  n o n - f i l t r a b l e  d e  r a n g  3 ,  d e

c l a s s e s  d e  C h e r n  ( O , c r ) ,  a l o r s  1 e  t h 6 o r b r n e  c l e  t t i e m a n n - i i o c h  p o u r

g t g ( [ )  € t  ] e  l e r n r n e  I  i m p l i _ q u e n r

6,, z_7 
- r ' ,o (:: ldr ) - h' (:, , \ :J,r-) - j  -2- ,

d o n c  c r y 0 .  : l i  X  e s t  t < * 3  o n  o o t i e n t  6 " 2 = 1 . 6 + h t ( I I g = ) ,  r J o r , c  c r / L .

O n  c o n c l u t  p a ! " '  1 e  t h 6 o r b m e  l ,

t - e  c o r o l . l - a i r e  o ' r p p L i q u e  q u a r n ' J  ' / ,  e s t  u n  t o r e ,  u n e  l < - 3  s u r f  a o e ,



_ : r "6 -

u n e  s u r f . r c e  r J c  l " o i - J a j - r a  o L r  r J n e  s u r f a c e  e y a n t  i ( o r J ( X ) = - 1 .  ( e r i  c i r . r l . r i l o s a n . r

h i e r r  s u r  X  n G t l - i l l f i e ! : r i q u e  ) .

O n  p s u t  a f  f  l i . i : 1 r  r  L ' h r l n o t h b s e  
" . 1 _ * 0  

c J i l n *  L . e s  c o r c l J - e l r c s  . 1 .  e t  ?

p l r  n c l * O , n  s n t j . e r f A  
!

.  
l " i i , t i - n l e n a n t  o i ' t  n e u t  c o n G t r u i - r e  d e s  f i b r i : s  d o n t  o n  a  f a i " t  a l i . u s r o n

b  1 a  f r n  d e  l " " i n t r o d u c t j " o n "  C o n s j . d 6 r o r i s , p n r  e x e r n p l e  ,  u r ' r  t c , r ' e  q u i

c o n t j . e n t  c f a n s  l . l $ ( X )  u n  6 l " 6 n r e n t  E  t e j ,  q L l e  ' g 2 - * ' l - "  
A l o r s  l " e  { , j . b r C

v e c t o r i e l  t o p o l o u : i - q u e  d e  r a n g  ? -  d 6 : t * r i r i i r i 6  i t e r  l e s  c l a s s e * ;  r j e

C h e r n  (  c . r  = 6  (  , c . , ! = - 2 4 )  n e  p c s s b d e  p a s "  d e s  s t r u c t u r e  s  h o i c n o r n h e s ,' L r l t '

t a n r J i s  q L i e  s i  c n  a j o u t e  1 e  f i b r : 6  t r i r z i a . l "  c i e  r r . r n g : l . ,  l e  f i h r e

t c l p o . L o q i Q u e . < l ' i  r a n e  3  o r : ' l e r t u  p o e l . & t { r r i o n  a p p l i q u s  I e c  c o r J l . - L a  j " r * e s

c 1 ' a r p r b s  n o r r n a l i s a t  j . c n s  c o f i v e n a b l e s  )  "

C o r c r l - l . a i - r n  : ! .  S o i t  X  u n  t o r e  o u  u n e  s t . l r f a c e  r ( - . 1 ,  s a n s  c ( r u r b e s .

A l . o r s  u n  f i b r d  v e t c t o r i e l  t o p o l o g i q u e  a \ / i i n t  c l D $ i : ) e s i  d e  C i r e r n

{ c . , = O , c . . )  r : c s * b : l e  u n e  s t r u c t u r e  h o l c ' n o r n h e  s i  e t  s e i l l - 8 m a n t  $ i'  - L  1 '

c , > ) 7 A  c t ,  s : i -  X  c s ; t  l < ^ 3 ' i i v e c  a ( X ) = O , c n / L ,
I  i '  - r - .

D 6 m o n s t i " ' a t i r : n "  L r ' a ' : r b s  l e  t h 6 o r h n r e ,  i l  r s s t e  t s  m o n t r e r  1 a

n 6 c e s s j . t 6  c J e s  c t n d i t j . o n s  p o u r  C e s  s t r u c t u r e s  n r ? n * ' { ' i i t r a i : l r i s .  ' , ) n

{ ' e r a  j . n c i u r c t j . o r ^ t  d ' a n r b s  L e  r a n g ,  l e  p a , c ,  i n j . t i a l  i u a : n t  c . L a i i - ' "  i : 1 ; ' , ' J i '

1 e  p a s  g d n f r a i . ,  G o i t  E  u i l  f i b r 6  f r c J . o r , r o r p l - r e  n o n * f j . i - f  r a ' : ; i . e  r l " - :  r - ? r r e  r - ,
^ t

a V a n t  
" : l - ( t r ) * t l  

e t  , ? .  ( E ) = c r .  S i  h " ( E ) * h ' - ( E ) = O ,  a l . o r s i  o r r  c 6 r r c L i r t

p a r  t l i . e r n a n n - R o c l r  q u e  
" 2 7 O .  

$ u p p c s o n s  q u e  | i 2 1 t , ) / O "  U n *  s e c r t . r ) f i

c ; J . o b a . l - e  n o n - n r - r . L l . e  c l e  F i t  d 6 f i n j - r a  u n e  e x t e n s i o n

0 * - - + F  E * . - - ) * I Y , - - - ; ' 0 '

F  6 t a n t  f i b r ^ r i  h c . r l n r n o r p h e  d e  r a n g  r - i .  e t  Y  $ o u $ - e s f r e c e  d e  d i n e n s i o n

z . 6 r a  o u  v i d e  ( p a r  t ' h y p o t h b s e  ,  i l -  n ' y  a  p a s  d e s  D o u r b c * s ) " O n  a

c 1 ( F ) = u l ( r - ) = 0 ,  c ? - . 2 ( E ) = c  ? ( r ) o h o (  d " )  -

\ - ' ,
C i n  d d d u i t  p a r  l ' i r y O o t h i l s e  d e  r 6 c u r r e r ' l c e  q L l e  e " > V . A .  5 i  h ' ( i l i ) ; , ; ( j n

m a : i - s  t r o l t r l 1 O ,  o n  i l € ) L J t  i ^ e r n p - l - a c e r  F  p a r  i r : I  e f  r r r r : L v e r  b  i a  m ' $ i . i € : '

c o r i c l u s i o n .

i . : i r . i l l o o s o n s  m g i n t e n a n t  e u e  X  e $ t  l ( * 3  s a n s  c o u r b r : s  e . : t  n o n t r o n s



:  1 a

,.
" ,

q u e  l e  c a s  ( c . , = C t , C , ' . 1 )  n ' e s t  p A s ' p o s s j . h l e .  O n  r a l s o n e r c o m m e ' ' '
L Z

' f i c i - :  a u  J - e m m e :p 1 . u s  l i a u t  e t  o n  c o n c l u t  c : l r A c e  a u  J - e m m e  t  
, . , *

l'5c ' ("/

.  L e n m e :  3 .  S o i t  X  u n e  s u r f  a c e  l { - J :  $ a n s  c o u r b e s  e t Y F  u n  f  i b r 6

v e c t o r i e l  h o l " o n o r p h e  a y a n t  
" l - ( 8 . ) = o  

,  c z (  E ) = O  (  d o n c  t o p o l . o g i q u e r i r e n t

t r - i v i E l ) , , t l o r s  E  e $ t  t r i v i a l "

D 6 m o n s t r a t  j - r : n .  f  n d u c t i o n  d " a p r b s  1 e  r a n q  r ,  1 e  c a $  r = 1  6 t a n t

c l a i r "  P a r  f l i e n a n n - l ? o c h ,  f i  c r u  f f ' f ;  p o s s b c J e  c J e s  s e c t i o n s  g L o b a : J - e s

*  n o n - n u l l - e s  u  A  i ' a i d e  d e  c e c i  o f 1  c o n s t r u i r e  d e s  e x t e n s i o n s  e t c .  .  .

( v o i l r u e s i  l . a  d 6 r n o n s t r a t i o n  r J u  l " e m n e  2  , i i ) .

O n  p e L r t  a p p l i q u e r  l e  c o r o l l - a i t ' e  a u x  t o r e s  c l e  d i m e n s i o n

a l g 6 b r l . q u e  z 6 . r o ,

C - q f q . l l : L ; g - - f u  S o i t  u n e  s u r f a c e  a v e c  b p ( X ) = 0 .  , { l " o r s  u n  f  i b r d

v e c t o r " j - e I  t o p o l o g i q u e  p o s s b c i e  u n e  s t r u c t u r . e  c o m p l e x e  s i  e t

s e u l e f f e n t  s i  s a  c l a s s e  c J e  C h e r n  c 2  e s t Z O ,

D d m c n { i f  r a t i o n  ,  H t ( X , Z ) = t ' i S ( X )  e t  1 a  f  o r m e  d ' i n t e r $ e c t i o n

9 ' I
H ' ( X  , z )  * i " t ' ( X  , v )  - * * - > Z -  e s t  n u 1 l e  (  H ' ( x , v )  6 t a n t  h  t o r s i o n ) .

O n  c c n c l u t  p a r  I *  t h 6 o r b m e  e t  p a r  f i i e m e n n * R o c h ,  e ! ' l  r a i s c n a n t

p a r  r d c u r r e n c €  s u r  1 e  r a n g  a  I ' a i d e  d e s  e x t e n s i o n s  ( o n  v a  n o t e r

q u e  c . , ( r j r S L ) = c - ( E )  p o u r  t o u t  t i b r 6  E  e t  t o u t  f i b r d  e n  d r o l t e s  L ) .'  I  I '

O n  n e r r t  3 p p l i q u e r  l e  c o r o . l , I a j - r e  a u x  s L : r f  . i c e s  c l e  l - { n p f  ,  a u x

; u r f  e c ; e s  , i e  I n o t r e - F i o m i r i e r i  e t  a u x  s u r f  a c e s  s e c o n d a i r e s  r i e

l (o  c l :  i  ra  .

h ? i  F r x i c f r - ) n c n  c l e\ ' - ' f  i b r 6 s  n o n - f  l l t r a b l e s .

3 . i .  r l a n s  ( [ l i ] , P r o r r  " 4 . 9 )  o n  d 6 m o n t r e  L ' e x i s t e n c e  d e s  f  i b r 6 s

n e n - f  i l . r - r a b l e s  d r i  r a n g  ?  s u r  t o u t  t o r e  d e  d i m e n s i . o n  2 .  a V a n t  I i S = 0 ,
2 .

E g a t e m e n t ,  s U i ^  t O u t e  s u r f  a t c e  i { . - 3  a y a n t  N S = O  (  d a n s  ( : e  c A $  f  P i c = 0 )

i l  e x i s t e  d e s  f i b r d s  n o n * f i l t r a b l e s :  u n  e x e m p l e  e s t  1 e  f i b r d

r r n n o f " r t  ' ? t  i 1  y  i l  l : e ? L r c o u i l  ( l ' a u t f c = i  r J a n s  s a  c l ( : f o r m a t i n n  v e r s e l l . e. , ' , : J ' J l | 1 , \ . | L

t f  i A  
, \\ l-[, j , l-.<-: ir, tr,e li 
1. ^ ., n ./



T h S o r b m o : 2 "  { i u r  t o u t e  s u r f a c e  c o m f l l e N e  c o m D a c t e  d e  d j . m e n e i o n

a l e d b r i q u e  z 4 r o ,  i 1  * x i e t e  d e e  f i L r r 6 s  n o n - f i l t r a b l e s  d e  r a n g p , Z

c u e l c o n q u e .

D a n s  c e t t e  s e c t i o n  o n  v a  c j o n s  j . d e ' r e r  L e  r a n g  2  e t  r a f  f j - r r e r

l  t a r g ; i l f i e n t  d e  d f l f  o r i E n t i c n s  d e  i - 4 1  [ i o u r  e n  a r r : L v e r  . 1  p r o u \ , , e r

l , " e x i s t e n c e ,  $ o i t ' c l o n c  X  u n e  s u r f a c e  D V e c  f i ( X ) * 0  e t  s u i t  E u  u n

f  i b r d  f  i t t r a l : l e  c l e  r i i n q  7  s u r  X n  P r c u v o n s  1 ' 6 n o n c 6  p l " u s  p n d c i s l
' ?

s i  c . ,  ( E ^ ) * o  e t  * e ( E o )  ) ,  3 X ( x  ,  ( 9  u ) + 2 C i r i r  i ) i . c o ( X ) * f  * : L g ) -  ,l " .  o '

a l " o r s  d a n s  1 a  d S f o r m a t i o n  v e r s e l - 1 - e  c l e  l i u  i - 1 .  y  a  c l e s  f l b r S s

n 0 n * f i . l t r a b L , e s ,

O ' a b o r d -  r ' e n a r q o n s  q u e  p o u r  t c u ' i  f  i l l r d  h o l o m o r p h e  F  d e  r e n g  ? -

. ? v e c  c r ( F ) = O , d ' a p r b s  1 e  t h 6 o r B n i e  c i e  F t i e n a n n * R o c h
" t 2

h r ( g n g r .  ) - h z (  ! n c j i ' )  
' Z  + ( c z (  F  ) -  X (  x ,  ( 0 . .  )  )  n l

, S o i  t  (  ( S ,  s n )  ,  E  )  1 a  c J 6 f  o r r n a t i o n  v e r $ e I l ^ e  d e  H o .  O n  a

c J i r n -  s  Z .  4 ( " 2 ( E o ) -  X ( * ,  0  x )  ) o 1 ,u o
O n  p e u t  s u p p o s e r  q u e  i - a  d 6 f o r m a t l o n  v e r $ e l l e  e s t  c n i i i p l b t e  s n

t o u t  p o i n t  d e  S " S c i t  R  1 e  s o u s * e n s i : m b l e  c J e  i ' i c { X ) K $  d 6 f r . n i t  p a r

o =  i (  y , * )  i  * o f  x , t P S  6 r  E s ) / o ]

o i r  l p .  es t  La  f i . b r .e  a r1 - r : . l e$sus  c le  $  cJu  f i r - r r6  cJe  Po j . r r ca rd  iP*

R  e $ . t  ' . i n  s o u s - e n s e m b l e  a n a l . y t  j - q u e  f  * r m S  e  t  o n  v a  n o  t e  r  p a  t -  t i  
r 6 d  .

l . " e c p a c e  r ' 6 r J u i t  a s s o c i 6 ,  e t  p a r  I l : n r U *  - * - - ' ' ?  S r 6 d .  i - ' r p , l - l i c r i i i . o r l

j - n c l u i  t e  p a  r  o r o  j  e c  t i c n  .

$ u p f i o s c n s  p a r  a b s u r c l  q u e  p o u r  t o L l t  G  d e  S ,  E u  e s t  f  i L t i ' a c - 1 " e ,

d o n c  q u e  1 ' a p p l - j " c a t i o n ' i e  e s t  s u r j e c t l v e .  $ o i t  V  u n  o u v e r l  r i g r - r , ' 1 6 ! g

c f e  S r 6 d  r i u r  L e  q u e L  i l  e x i s t e  u n e  s e c t i o n  T  p o t l i ^  E ' "  i l i r  c e u t

c h o i s s i r  V  c o n n e x e  e t  \ t r 6 d  n o n - s i n g u l i e r .  L - i m o g e  i n v e r $ e  d e  l F

r J a r  1 a  c o m i l o $ r t i o n
r t r  -

x x t / rdd *1ts- -*  X r  Rrd. i  1- - - r  Xx F ic(x)x  S . - t l :2  X,n Pj .c(XJ

c l 6 f  i n i t  u n  f  r : : r d  e n  c l r o i t e s  . . 4 4  s u r  X ) . . \ ' r d C  t e 1  l L l e ,  p c u r  t o u i

s  d e  V ,  t l o ( X , / : 8 [ s r ) / C .  F n  r e n ] p l a c e n t  V , * j "  n 6 c e s s a i r e ,  p a i .  t l n



v  3  s  l . - * * * -P  d inH0(x , / "  6 r  E"  )

s o i t  c c , r ' i $ t a n t e .  F n  d  j - m i n u a n i  d e  n o u v e a u  V  ,  o n  p e u t  t r o u v e r  d e s

s e c i i o r r s  n o n - n u l L l e s  d e  J { W f ;  s t . l n  X F V "  P e r  c o n s 6 q u e n c e  { v o i r

e . g ,  U t _ !  , I  " A  e t  1 . 6  )  o n  p e l r t  * b t e r r i r  s u r  X  O  V . d r J  u n e  e x t e n s i o n

c l e  l a  f o r m e

o - _) A __, f; _-_) _tLnJ v___€ o ,

o f r  , l r . t t  s c r n t  i n v e r s i b l - e s  s u r  X o . V . d . l  e t  y ' c X x V . 5 o  e s t  l . i . c . .

E n f  l n ,  o f i  d i m  j - n u e  V  p o u r  u n e  d e r n i b r e  f  o i s  p o u r  s ' a s s L l r e r  q u e

Y  s o i t  p l a t  s u r  \ " r r i r j  ,  c l o n c  q u e  L ' e x t e n s i o n  l o c a l - i s e  e n  e x t e n s i c n s

o _*-' J"

r l o r o n s  t  = c r ( J  * ) ,  q -  = " I (  J t  J  e t  d = h o  (  d "  ) .  o n  a
s

\  o = c t (  E " ) =  {  +  f /
2,

L " r t E o ) =  \ ' t /  * d = -  E ? - * d .
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