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Sur 1 existence des fibrés vectoriels holomorphes sur

les surfaces compactes non-algébriques.

par C.Bé&nics

Une guestion importante dans la théorie des fibrés vectoriels
complexes est de savoir quels sont les fibrés (vectoriels,complexes)
topologigues sur une variété complexe qui admétent des structures

(vectorielles) holomorphes. Tandis que pour les fibrés en droites
Ja question est résolue & l7aide de la suite exacte exponentielle

ou 2 17aide du théortme de Lefschetz. sur les classes (1,1}, pour

rang supérieur la connaissance est beaucoup plus faible.,

£

Les fil

brés topologiques sur les courbes admétent des structures
holomorphes, donc le premier cas & considérer est celui des surfaces.
D7aprds un résultat classique d a Hu,les fibrés topclogigques de
rang r3»2 sur une surface complexe se classifient par les couples
(cl,cz} des classes de Chern,et ceci on peut les choisir arbitraire-
ment.

Pour les surfaces projectives,SchWarzenberger [7]& démontré
que tout fib}é topologique de rang r2;2 et de classes de Chern

(cl,c?) satisfaisant la condition(évidement,nécessaire) Cy

=c, (L),
ik

ol L. est un fibré holomorphe de rang 1l,admet une structure

holomorphe.

Mais quel est le domaine des paires (cl,cq) pour. les fibrés
B . [

i

vectoriels holomorphes sur une surface compacte non-algébrique?
Elencwajg et Forster {4l mettent en évidence un phénom&ne nouveau:
1‘existence des fibrés non-filtrables.Un fibré vectoriel holomorphe
E sur une variété complexe s’apnelle filtrable {4] s°1l existe
P . gL~ Or (7 - LA £ e 4 . s
une filtration Oz\djb<r C..C% =E par des sous-faisceaux cohérents
€

1 r

o

fﬁi de rang i. S5i la variété est algébrique,alors tout fibré

holomorphe est filtrable.Dans ([4],Prop.4.9) on démontre qu”il



S

existe des fibrés non-filtrables de rang é sur tout tore X de
dimension 2 ayant le groupe Neron-Severi NS5(X)=0. L;argument de
déformations de [4]montre d“ailleurs q”il en existe sur toute
surface X de dimension algébrique a(X)=0,et on peut prouver gq’il
e existe méme en- tout rangn 2 (théordme 2).

Le but principal du travail est de caractériser les fibrés
vecyoriels tmpologiques sur une surface (compacte,connexe) non-
algébrique X qui admétent des structures de‘?ibrés filtrables
(théortme l).ﬁ la différence du cass algébrique,la caractérisation

dépend de rang.

ER rang 2y geci Bst

~

Un fibré topologique de rang 2 et de classes de Chern Cq4C )

<

admet une structure holomorphe filtrable si et seulement si

cy & NS(X), c%»@c, < sup §(c *2% )2\ teNs(X)§ et,si X est K-3
ayant a(k)zﬂ,clro (mod 2) ou CiwACO%wA.

Cet énoncé a été démontré quand X est un tore dans 3] .ol on

peut trouver aussi une description explicite dans ce cas pour

= e e
sup 3(c+2%)° | EeNS(X) §.

On peut tirer du théordme 1 plusieures conséquences
concernant les fibrés holomorphes quelconques (voir -les coro-
1laires 1-4 pour des résuitets plus complets):

-Un fibré topologique de rang 2 et de classes de Chern (c],c?)

vérifiant 0}510 (mod 2),admet une structure holomorphe si et

o 2 . : ; . o
seulement si 33E:Nb(X), cy-4c,% 0 et,si X est K-3 avec a{X)=0,
'\;2 A / 4
bl’““iczf’"’ '

-Un fibré topologique de rang 3 et de classes de Chern (cl,c,)

22
&

%))

dme

e
\ Z

1 G o H . 5 - o T 4 = ..‘—.z 5
structure holomorphe si et seulement si cléghq(x, et cy-3

un

141}

sur un tore non-algébrique,vérifiant c¢,%0 {mod 3Y,

e O;

o)
o

)

~-Un fibré topologique de classes de Chern (cl=o,c?\ sur un
tore de dimension algébrique zéro poss&de une structure holo-

it he. si et seulement si c,= 0;
morphe. si et seul 5 A
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7

o
.=Un fibré topologique sur une surface ayant b?=O admet une

structure helomerphe si et seulement si sasclasse c sest == 0O,

2
En utilisant les premiers deux résultats on peut trouver des
fiibrés tepolegiguesE de: rang.2 ne: possedant: pasades structufes
holomorphes ,tandis que les fibrés E @& € possédent(contrairement
au.cas algébrique! ). |
Pour résoudre le probléme formulé il faut maitriser le

domaine des classes de Chern des fibrés non-filtrable,mais la

question semble mystérieuse.



l.Préliminaires

l.1. Scient X une variété complexe compacte, YCTX un sous-espace

localement intersection compl®dte (on va abréger l.i.c.) de codimen-
sion 2 et L MERPTe (X)W A 1lalde de” |l ddentification

o o D : ;

mfmﬂhwguh(ﬁ,ywt1 &L, la suite exacte des premiers termes .de la

suite spectrale “‘f.;: Ext devient:

OwﬁHlO(M ﬁLfmﬁkxﬁ(M®g‘¢ s ”@djm«%“ 1)%7H?Aﬂﬁ@L)

301t & & Ext ( J k) ot

0 > L T-EE~J~M»b?®33\;w4?o

1l extension associée . Un résultat d0 & Serre (L5],Ch.I, ¢5)

v

montre que E% est localement libre si et seulement si 1l7image

gl

b

L ¥ J - 1 : i P
de ¢ ~dans H K,%xi engendre le faisceau “oxl (M @ T{, o

Dans ce cas

(TALY

ou KY? est la classe de cohomologie de Y. On va utiliser cette
méthode pour obtenir des fibrés vectoriels holomorphes de rang 2.
sur les surfaces.

Supposons ‘que X est une surface. Alors on peut identifier
»’ktlmﬁcaﬁY,L} A (QY.'Si HZ(X,MﬁagL)rO, en partant avec un
élément inversible de (ﬁY et en prenant une préimage ¥ dans
Exfl, on ‘peut réaliser la construction ci~dessus et 'construire

sg Tihrés Eg . Souvent,pour assurer 1l7annulation de
HZ(X,Mf@L)aiHO(X,M‘® B§Q§KX) ,on va utiliser implicitement le
fait hien connu: un faisceau inversible L vérifiﬁht HO(X,L)#O
et HO(X,Eﬁ)%O est trivial. |

Un pnint prineipal dans le travail est que la canstrugtion

est réalisable aussi dans 1 hypothbse plus fzible que 1 ’application

1 Dy e
DXl (M@, L)) e HE (XM @ L)

. . 2 - L B han o i
soit nulle. Mais c’est-application n’est autre que-.a duale de

Lo speiabricilon



»,5
0 ¥ : : .
HHX MO @K, ) ——> HO(Y,M@L"‘“@KX\Y)
‘ : R 5 b b 4
Notons aussi que pour M@ L & K =0, (et si la surface a
PAN
Pic(¥)=0, on n‘a pas d’autre choix!),cette application n“est pas
nulle (Y supposé non-vide), mais si Y contient au moins deux
points distincts-on peut trouver. des éléments inversibles dans
Oy, W rh ey oLl A ke

H (Y,(;v)ng (X, L) ayant 1 “image nulle dams H . ‘eridonec de

nouveau utiliser la méthode de Serre.

1.2.Rappelons qu’un fibré vectoriel holomorphe E de rang r
sur une variété complexe X est dit filtrable [47) ,s°il existe
une filtration

0=F cFic.-- EF e
par des sous-faisceaux cohérents ‘@; de rang i. Pour r=2 on a
les résultats (Uﬂ,l.431.6 et aldTL Yy

-E est filtrable si et seulement si on peut trouver L& Pic(X)
tel que HY( (,‘Eéﬁ‘!_)%o;

-les fibrés filtrables sont exactement ceux obfenus par‘
extensions comme dans 1.1;

~si € est non-filtrable alors il est simbleA(i,ee End ( E) 2@l
Nous utilisons aussi le

Lemme 1. Soit E un fibré non-filtrable de’ ranig 3% surt une
variété complexe compacte et connexe.

i) E est simple

Tedt Y uPiOUA tout L de'Pic(X) rel que HO(X,Li)zO, o0 e B S Y O
Hom(E,E$&L)=0.

Démonstration. i) Il suffit de montrer que tout endomorphisme

" #0 de E est un automorohisme. Supposi{ns par absurd,que
dét § =0.0"aprés un argument standard,en utilisant les-valsurs
mes pour toutes les fibres de E

Py ; | o 5 3 ; =5
1°indécomosabilité de E et 1l hypothése dét. 0l =000 .t rouve 0 =0,

(6]

St

(qui sont les m

e - i ; ¥ p
En remplacant ,si nécessaire, (" par G on peut supposer
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G40 s ( a: Kt
G40, G =0. Mais O= 7'c,&1_1m(‘)c_u o=Ker(@ ) C. F4=E donne une

filtration pour E,contradiction!

ii) Soient L un fibré en droits et ¢:E —>EQL un morphisme.

On peut trouver des sections <Xj c- HO(X,Ll),ixl,2,3, telles aue,

% 2
pour tout isomorphisme local g il e Bl 1) Pl

18¢

(gl rd . ~ . . e -
+ c(cx%) soit le polyndme caractéristique de E fo~?E.®i.—~ ————— e b
g ~ ,.,. § 2 3 -, = 3
Supposans que. L L et L n“ont pas des sections globales. Alors

G ek L 5
((L&E) G ) =0. Soit,par absurd, un § #0. Comme dans i), on peut

trouver localement des filtrations pour E, et cettes filtrations

se récolent, contradiction.

1.3. Suoposons maintenent que X est une surface et soit E

un fibré filtrable. Alors il existe méme une filtration
el iEaE L s e
T, ”
T

avec Sﬂi lecalenent . libres. En effet, on peut trouver une

filtration telle que les quotients £/ % . scient sans torsion,

i %

' (3\: 5 > £ . 20 S ! —x ‘1 -t £
alors 3 sont nécessairement réflexifs,donc ocalement libres

parce gque X est de dimension 2. Le quotient E/Eﬁr ] étant sans

torsion derrangsl ,estsde la, ferme L&y aveec Lyae 'Pig(X) et Y

Y &

ous~-espace de dimension O ou vide, Par conséquance ,d’aprés une

s

normalisation & 1’aide d“un élément convenable de Pic(X), on peut
réaliser E comme extension

0

G F e

e

F-etant ¥iltrable de rang r-1"et Y de dimension! zéro ou vi

P
e
@
®

On a
Ve ey i e e ey O
Cl(‘w)"c‘u ) )”"2\ S
(la deuxiéme formule peut s’obtenir & l7aide de la premikre et du
théoréme de Riemann-Roch)
1.4. La méthode de Serre se généralise au rang arbitraire,veoir

ka construction de Vogelaar (Uﬂ,Ch.I,6°4) gt ( [ 1) et la vegsion



préprint de L4 ) pour un context plus général,concernant
extensions. des idéaux de éousvespaces de codimension’; 2 par des
faisceaux réflexifs. En se bornant aux fibrés et aux sous-espaces
l.i.c. de codimension 2,elle est la suivante. On considére une

complexe X, un sous-espace YC X l.i.c. de codimension 2

T .

variét
et.F un. - Fibpe hokomerphe de rang r-L (rs 2). On'a
- ’l 3 1 =
S o o ELY & det () 3
g),CA/J (JY'F) ‘KYW lt(\!\‘/&x)
’ S ] : 9
8i ~F restiun élément de Ext (:3Y,F),alors le faisceau cohérent

E o donné par 1l extension associée

>
&,

0 ——> F e ol g0

est localement libre si et seulement si l’image de T dans

o] g 2 . :
HlY, F Y ®det( n“a pas des zéros. En supposant maintenant

Y\A
s , £ r 3
que X est une surface, {\ ¢det (ﬁylx) est 1aomorp1e 2
donc il,y a beaucoup des sections sans zéros. Si une telle
: g o 5
section est d"image nulle dans H (X;F),alors on peut 17enlever

S : J ; S
dans Exit jY,F) et construire: un fibrécder rang: ricenme:plus. haut.

Q2.Existence de fibrés filtrables:

2.1. Soit X une surface (compacte,connexe) non-algébrique.
Pour un fibré (vectoriel,complexe) topologique E de rang r sur X,
notons

A(E) =04 (E)"- - I ¢, (E)

i re1
Pour tout fibré topologique L de rang 1 on a
Scl(ﬁ(g'f-):cl(E)+r Cl(L) .

lop(E@ L)=c, (B)r(r=1)eq (E)eq (L)+ (7 ) oy (L)

Par conséquence, A(E)=A(E&L), donc l’invariant ne dépend pa

~
(=8

n

que du fibré projectif associé P(E).
Rappelons que le groupe de Neron-Severi est

NE (X Vs T, (OF) B B By
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FeUf tout i NS(X),s90lt

i
W

M(7) ) t=sup { 7 +2F ] TeNs(X)§.

Pour tout fibré holomorphe en droites L, un résultat bien

; : : 2 ; i
connu de Kodaira dit que cl(L) LAOTevele par exenples o EeiSegn
= i

Donc M(q) Y £ 0.0n va définir par récur¥nce, pour re 2
oot et

ronc tions M{r,;

i

) en prenant M(2,7% )=M(7 /) et

1 : S SRR »
MEr , ) ) =———"—_ 5lp 3(7“+r E ) wp(re2 Mlesl D wr ) g & NSEX) 3
e (r=1)2 L ’ S / | & §

On a M(r,? Praad0 Mooun tiout > 2 et tout 7 ENS{ %),
M{r,%})mo si. =97 =0.

Si E est un fibré topologigue ayant bl(E)é;NS(k),on va définir
M(E);:M(rgﬁ,cl(ﬁ)). Pour tout fibré en droites L tel que
cl(L)L-N%( X, onTa MLE)=M(E&®L).

On peut formuler le résultat principal du papier.

Théoredme 1. Soient X une surface non-algébrigue et € un ftibré

vectoriel topoldgfquerdesrang F 225 sur X. Alors E admet une

("\

structure de fibré holomorphe Tiltrable si et seulement si
(E) 2 M(E) et, si X est surface K-3 ayant a(X)=0,

, . 5 ¥ 3 ?
¢, (E)£O {mod r) ou A (B)F - Ep |

Pour r=2 on trouve 'l énoncé donné dans 1 introduction.
b

Dans ce cas, la condition [ (E)LM(E) est équivalente A la

gdvante s 11 existe L & NS(X) tel que c?(EééL)g.O.

43

La démonstration du théorkme est contenue dans les sections

aui'suivent,

? 2./Prouvons la nécessité des conditions. Soit donc E un

\ w«.;u.m-

L1

" ge
fibru fﬁitrlee dee=rafigsr> 2, D abard,oj(E}zcl( /NE), donc
appartient & NS{(X). Prouvons ensuite 1°inégalité: A(E)LM(E),

par ‘récurrence sur r, Soit r=2. IL existe une extension




et
Pour le pas général d induction,tensorisant COHVPanlement E
par un inversible (ce qui ne changera pas les invariants) on peut

supposer qu’ il existe une extension

0~y F o> E > ] e =0,

F étant filtrable de rang r-1 et Y sous-espace de dimension zéro

ou vide. Par conséquence

A (E)=ey (F)= =20 (o,(F)+h%( ) £ ey (F)P-2f oy(F) £
“ 1 =
geoy(F)P- B oTErs (M(F)=cy(F)° -Tm;¢72<cl<%>2+r(r-2>M<F)>é;
; r=1

Vs
foond

Mlr, CL(F)) MEE) .

maintenant X surface K-3 de dimension algébrique a(X)=0

=
(o

Soi
Il faut prouver qu’il n’existe pas des fibrés filtrables ayant

=0 et o.=l. Dfdabond soit r=2 et -supposons, par absurd, gqu’il

oy 2

existe un tel fibré E. Soit

0 ey L B LG

une extension. On =a

iﬁmcl(E)zc](L)+c1(M)
t l=c (E)=cl(L)cl(M)+h“

~
(]

(@y)==c (L)Zeh%(@).

Comme Y#@, car la forme guadratique c? est paire sur une
surface K-3, la seule possibilité est clgL) =0 et Y se réduit
3 un point simple. Par le lemme qui suit, L=M=O ,donc on a

une extension

I, SRS e g

X Létant.un poelnt simple.da X. Dans la suite exacte
tl(yxiig)“”"”V[‘ »;éxt ‘-“~9FF(X,Cny@
la deuxiéme fléche est bijective., Par la condition de Serre,on
obtient une contradiction.
Pour le cas général, supposons'qu;on a montré déja qu’il
n“existe pas aucun fibré filtrable de rang r-1 ayant-classes de

Chern (0,1) et seit par -absurd un-fibré.filerable E.de rang.r >3



; =1 0=
et tel que cl(E}mO,cz(E)ﬁl.
I1 existe L&Pic(X) et une extension
022 F@L v ERL ez ¥ 50
F étant filtrable de rang r-1 et Y sous~espace de dimension 0O ou

vide. On a cl(EL}L) l(FQQL) R R (FéQL)+hO((Q donc

)
PA . ? Y‘} :

cofFN=e (L) el e (Fl=lyei (L tho(ﬂy,). Comme = ZAE NS MIE i 0,
1t b 2 ) Y £ M( 3

on déduit wrc](L)2+2(rml)ho({Qy)ggz(rml), Nécessairement,

-y

(hOCQY:O,cl(L)2 =0) ou (hg(ﬂYzl,cl(L)LmC). Dans le premier cas,

Lev U (lemme 2), donc (Cl(F) Jm(r)ml), ce qui contredit
1 hypothdse d’induction.
BDanms le second cas, il va résulter (cl(F):O,CZ(F)mO),donc en

o s a1 4
utilisant de nouveau le lemme 2 Somea - On a par conséguence

une extension

nale “‘1 i 28 ~
0 e SE L L o
P

x étant une point simple. L application

r"(x' (”){ (j,r(ﬂ'“‘)): (Y,r-.l .._ (x tl\ = /'T_‘,er""l

est bijective,en contradiction avec 1a condition de Serre. il reste
de prouver le lemme suivant
i@mm@ 2_Secit X une surface K-3 ayant a(X)=0.

1) 810 ePIc(X) varithe cl(L)'nQ,alers L sat traivigl

E)=0, alors E ‘est trivial.

Démonstration. (i) Par Riemann-Roch, on a

HE R e

Comme ho(p)éw pour tout P &Pic(X) (voir{2}.iv,6.4) il s ensuite
h2(X,L)#0, ho(x,%)%0 et donc L =~ @@

(1i) Induction d’apr&s r=rang ¥, le cas r=1 &tant conséquence

X ’3 o) ‘
. ATy s F ’ q - P S A 3 il s ¥a 2 2
de 'l injectivité de 1 7application H o Gl Ll HE X 20,7 Payr s

pas général de récurrence,soit E un fibré filtrable de Fang r>2 et

=0,c,=20., Il existe une extension

de classes de Chern c 5

1



ke
0—> FOL—E®L «-—-——a«jY ST ol
F étant filtrable de rang r-1, L&Pic(X) et Y étant sous-espace

(L), e (F)=c (L)2-h(D ).

de dimension O ou vide., On a ¢, (F)=c

ot

Camme A (FMLMIF ) 20 20, oh deduit

2 O, 20 vl
-rc, (L)5+2(r=1)h (U, )£ 0.

9 w
Il s’ensuite Y=g et CL(L)“mOa Par (i), L & v Woleiale (cl(F)aO,

i 2 s .«(“-l
¢,(F)=0) et par 1 hypoth&se de récurrénce, Fo @ .

“‘.

En conséquence,
on a une suite exacte

O “‘"";3 O'/) r”l 3 E = CQ = O i

qui est scindable parce que " (X, 0)=0.

2,%. Démontrons la suffisance des conditions dang le cas r=s2,

leplus difficile. Soit donc un. fibré topdlegigue de vang 2,de

classes de Chern ciet c,, vérifiant les hypotheéses du théoreéme.
e s I, i ; “ preas il ol n
Soit §_, & NS(X) qui réalise le maximum pour (C1+L% 1~ s« Choisslons
E et M dans Pic({X) tels que c}(L) +§ 1(4 s kol PAE
2 S o e

1 ‘hypothsse | cy ~4c, ;:(C]+£go) . dome Cot glc cy T oD Eead
un fibréholomorphe donné par une extension de la forme

N

0

L —2 E —— Y 8N —> 0,

I et M -comme ci-dessus et.¥ 1l.i.c. de dimemsion Oset lohgueur

. ; w fixg ; v finiige > 5 SrENes
Cyt 5501*34) {vide si Cot %(bl+go)~0), alors cl(E)~cl et cz(h,—cza

De méme,si E est denné par une extension de la forme

Bl st Minsii s Rl gL st

ou par des extensions comme ci-cdessus mais en remplacant L et M
par L&P 2t M&Q , P et Q étant dans Pico(x)°
On a l°assertion générale suivante : si C est un@<“urbe et

eﬁ* & K JXC)
ibrés en droites U chu«m \C\ n‘a pas des

~4

51 au moins un des

U‘

sections globales,alors on pelt construire l’extension cherchée.
= £ Lo s 6 Sl O K A 6@ I ~
Fn effet,supposons par exsmple que H (C,L @ MaK, €)=0 et
4 . ol
orenons Y, sous~gspacde l.i.c, de diménsion O et-longueur

e,+ £ (c,+ §;) ,contenu danes. L., Alors. X application



o~
e o

Qi ¥ ’) } 1 ,1 3 - 2 e .
H Sy @M L)) —2H (X ML) est nulle, étant duale de

la restriction

HO(X, L @ MB K, ) > HO(C, LT ® M BK )~ HO (Y17 @ M@ o )e

D’apres 1.1, on peut construire une extension
O etz > E :JY@? P e ()

localement libre et l7assertion est prouvée.

in

ayant
Si par.exemple C est.une courbe lisse rationelle et si C%=-~1

alors au moins un des fibrés LkzimﬁbszC, L&bM%QJKy\C est de

T4 \

degre négatif ‘et on peut utiliser 1 assertion. En particulier,

pour conclurs, on peut supposer (si nécessaire) que X est

surface minimale. On va traiter de fag con distincte les dsux cas:

a(X)=0 et a(X)=1l.

Le cas a(X)=1. La surface sera elliptique et soit 7% :X ——>» S

i

,

un morphisme ayant la fibre générique une courbe elliptigue,

(93]

Etant une surface de Riemann compacte. On va utiliser l7assertion
-dessus pour les fibres de & . S$°il existe un point s de S tel
que un des fibrés Uﬁﬁ/Mést, LEM & ky n‘a pas des sections sur

A

2o oncecomc iy Supposons done gue-pour tout s de' 'S

HOX M e mek, | x )40, HO(><6,L«-}%«;1‘4”*@; Ky Xg )20
Polgn” “tout "g, Kxgxsfﬂcﬂx et pour s générique, m}x. G (px .
s 8 s
n particulier, pour s générigue,
ho(xs,;:"‘(:m & :<X\><S) = %11(x8,x,:*7‘1>;'§~ z.fi:zx'\‘xs (=1).

Par 1 invariashce de la caractéristique de Euler-Poincaré dans
une déformation,on a

Sk &K),\Xo)=h1(>\'s AF 6 MDK

- : e S e o P S = » |]~ ¢ Kol G
pour tout:s. L espace H (Aﬁ,LSG;AS } est dual 3 H (XS,LS\Dﬁsbﬂwxd),
>
B g 3 = e O e A, S s
et donc il résultere non-nul. Similaire,H"(X_,L” &M_)#O0 pour tout s.
2 ~ 7 2

de $, donc ML ®AT{P),

145]

o

<

Par.consédquence, L d'Ms pour tout
P&Pic(8) ( on a utilisé ici le fait que h“((ﬁy =1 pour tout s,
, } (
\rf

stopoleogique initial

o

woiri {2} T11,1041). Si on témsorise le Ffibr

M

ol

avec L , pour les nouveau fibré on a ‘Clwcl(ﬁﬁTP)}g Dans ce cas



&

On va construire des structures holomorphes filtrables par

mO donc M(b,cl)zo,et 1-hypothése concernant A devient cz;;o.

extensions
(! Sl S e T
0 -7 (\1) 2l >/(_,(R2).¢:/]Y >0,
avec. Ry -et R g | PdctS ls que ¢, (R : =0t Y 8-
avec Ry et R, de Pic{5).rel ju cl(3l)+cl(R2) ng J=etY =sou

espace l.i.c. de dimension zero ayant longueur Cop e i R R Big

b

on a
2 Rl o] ol T e do -~ X £ 0] o~ ‘;(‘ M 3
T & H oS L A ﬁ’s ,{n 1'4 s oo LEM e 2. =3 4t ”(\' )
i &G U'\?_)&,_y L7 l)),w H (( (R C\Z)@KX).—-M \D'PL@RZ@/&}‘—E\)X
Mais /Ll(k ) est un faisceau invertible sur S et on peut

prendre Ry de degré suffisamment grand pour conclure.

Le cas a(X)=0. On va supposer X minimale et on va considérer

successivement les cas Kod{(X)=-1 et K8d(X)=0 (si la dimension
de Kodaira Qst l.nécessairement a(x)gﬁl et si Ked(X)=2,X est
algébrique).

Le cas Kod(X)=-1 est clair,parce que on n‘a pas en méme temps
HO(X,L"8 M@K, )FO et HO(X L®M @K, )A0 (autrement, H® ><,“ 2ydoy
contradiction). Par conséqguence, on peut trouver 17extension
cherchée.

Soit donc Kod(X)=0. Le fameux tableau de classification des
su}faces ({z] p.188) montre que X devraif etre uﬁ tore ou une
surface K-3. Pour uh fore , en changent ,si néc salre =g M
entre eux et en les tensorisant avec des éléments de PiQ;X), on
peut réaliser la construction de Serre.

I1 reste le cas: X surface K-3 avec a(X)=0. Dans ce cas Picop

) » | %

o : ; 0 . -
et K, & ¢/, . 8i au moins un des espaces Ho( X, LT @Ml et
FaN N

o w]

O(X,L&?M”) st nul con a8 find . Dans le eas contraire, L-

~

¥ - » o
£n tensorisant par & L , on peut supposer clzo gt la comgition

\‘\\/
&

sur c. devient c, Acyﬁla lLe cas c?mo étant banal, supposons
7% = . 4 . - 3

c,7 2. On peut alors prendre des sous-espaces e formes. par ¢

N

. points simples et .cons truire des exteansions

; "”1 o £
0 oD (Y D Eomeemd | 2 O,

N Y



comme “onm a8 Vvu-dang 1.1,

2.4. Enfin,prouvons la suffisance des conditions en rang

[Errrae—

arbitraire,par récurrence. Soit E un fibré vectoriel topologique
de ‘rang rlﬁ% de classes de Chern cy et c?,satissfaisant les
hypotheses du théortme. Soit TaNS(X) tel que
% Gl v Vi e e
e = ~mmw((c rrfj) +r(r«2,ugrm.,cl+rg ) )

En tensorisant E avec ¥ on peut donc supposer

2 ar I 2
Sy e e s (c +E(P=2 MEr=1 ¢ ).
1. r-l 2 e (rwl)z i

Soit E«F @& C une scindage topologigque. On a
cl(F)mcig c?(:)mc2 et M(F)mM(rwl,cl).
Cn en déduit “alors (Bl MCFY. 81 X n'ast pas 'line surtace

KB ayant a(X)=0, d apres 1"hypoth&se de récurrence F admet une

structure holomorphe filtrable, et de méme E. Il reste le cas

dune surface K-3 ayant a(X)=0. On a par lhypothdse agl{mod r)
aiisie 2r ) e 2{r-1)

Ou ;l(a)# e S c](c)lo (mod r-1) ou A (F)# - e

on conclut de ncuveau par 1°hvpothese de récurrence. Supposons

e ‘ e 2{r=1) .
dorc cl(r)xO (mod (r-1)) et A (F)=- =~ .« Mais alore, sen
. o iy ]

tensorisant & par un éléMment convenable de NS{ (X), on se réduit

2u c&s : c,; &lément non-nul de NS(X) et c2=ln D'aprés le 1emme 2
= 2 Z : 1 - -
Ciﬁ@, donc c,méc?#«4. Il existe donc un fibré filtrable £° de
5 L O
- - - - - b Pt we
rang 2 ayant c, (& )mcl, c,(E7)=1l. Le fibré E'® @ est une

structure holomorphe filtrable sur E. Le théoréme est prouvé,
Faisons la rémarque que 1l argument de 2.4 montre que pour
un fibrd vectoriel topologique vérifiant les hypothéses du
théorgme, il existe méme des st ructures holomorphes filtrables
s = e ’/:\ "N‘ lr""‘\ = A s Fos g -y S '® ~ ;-a { Ly =Y
de la forme E Q)Lle voe (D) Lr~2’ E” étant filtrable de rang 28t

L., fibrés holomorphes en droites.
i



2.5. On va tireg dans cette section des conséguences concerrant
AT 7
les fibrés holomorphes quelconques. D abord on fait 1z remarque
que si c,;:( (mod r), alors M(r,cl)wO, et donc la condition sur

A devident £\ £ 0O, On peut normaliser, donc supposer c 2@ e tialy
VA ,

condition revient & 022500

Corollaire leSoit X une surface non-algebrique. Alors un fibré
. : s

structure holomorphe si et seulement si C,z0 et, si X est une
surface K-3 avant a(X):O;cg%l.

Z
Démonstration D7aorés le théoréme ,il reste 2 prouver que
pour un fibré holomorphe non~f£ltrable E db& ‘rang 2 et de-classe:-
de Chern cl(E)sO on a aussi c2(E);>O et que, si . X est ‘une
surface K-3 ayant a(X)=0, il n’existe pas des fibrés hﬁlomorphes
non-filtrables de classes de Chern (c c,=0, 1 Co= 1). Mais les deux
assertions découlent du'théoréme de Riemann-Roch, car hO{E)mHZ(E):O

/ 'Ir. - - . 3 . ra
pour E non-filtrable de rang 2 et ?;(X,L?X)g;o (pour 1l°inegalité

on peut se borner aux models minimals et suivre la classification

Corollaire 2. Soit X une surface non-algébrique ayant K,
b N

N

e Al B Bl :
trivial ou satisfaissant la condition h (Kx):o,pour de=l 2 B,

Alors un fibré vectoriel topologique de rang 3 de classes de

Chern (c,=0,c,) admet une structure holomorphe si et seulement

Ao

si cqz;O et, si X est une surface K-3 avec a(X)=0 ?fi
o

Démonstration. Si E est fibré non-filtrable de rang 3, de

classesiide Ghern (0,6 alors le théoréme de Riemann-Roch pour

?)'
End(E) et le lemme 1 impliguent

G e s e i
} EndEY=hT{E it
8¢, Zovh (EpdE)=hi(Endlp i,
: . Sl o e
donc €. 312 0. |81 Xest K3 <on- obtient 6co=te+h (Ends wedone et
27 2 e 2

+0n cohclut par le théorkme 1.

Le corollaire s applique quand X est un tore, une K-3 surface,



- 16
“une surface de Kodaira ou une surface ayant Kod(X)=-1l (en supposs
bien sur X non-algébrique).

On peut affaiblir 1 hynothese &y =00 gens les corollaires 1 et 2

par nciﬁﬁ,ﬂ antierﬁo‘

£

Maintenant on peut construire des fibrés dont on a fait allusion

B

& ha fin de l°introduction. Considérons,par exemple, un tore gui
contient dans NS(X) un élément % tel que € “=-2, Alors le fibr

vectoriel topologique de rang 2 déterminé par les classes de

s

Chern (clm6§' ,c?m~24) ne posséde pas des structures holomorphes,

tandis que si on a@joute le fibré trivial de rang 1, le fibré
topologique de rang 3 obtenu pos &e“wkmn appligque les corollaires
i 5

Gd“apres normalisations convenables).

Corollaire 2. Soit X un tore ow une surface K-3, sans 'courbes.

Alors-un fibré vectoriel topologigue avant classes. de Chern
(clzD,c,) pos&de une structure holomorphe si et seulement si
= Qe el Xoegt K=3 avec alb)=0 ,c57l,

P e

Démonstration, D anrés le théoréme, il reste & montrer la

nécessité des conditions pour des structures non-filtrables. On
fera induction d aprés le rang, le pas initial é&tent clair. Pour

le pas général, soit E un fibré holomorphe non~filtrable de rang

o)

avent cj(E)mO et ¢, (E)=c o ho(%)mn"(E

2
par Riemann-Roch que Co > 0. Supposons que B0, Une section

- s . 2
globale non-nulle de E” définira une extension

s J=0p alorsoneomel e
2

0 i > E e,

F étant fibré holomorphe de rang r-l et Y sous-espace de dimension

Zéro 'vou vide (parclhypothese , 1l n“y a pas des courbes).On a

cy(F)=c, (E)=0, c?::cz(r:) c2(F)+hO( R

E ‘ ; g PO, S T
Ondeduit par- 1° 1vootnvuc de récurrence que 022300 Si-RIPE)=D,

: O/ =iy ; - =X B o S
mais ‘h (E)}#0, on peut remplacéer E par E" et arriver & la néne

conclusion.

Supposons maintenant que X est K-3 sans courbes et montrons

(43}

P

-]



que le cas (c,=0,c,=l) n’est pas possible. On raisone comme

plus haut et on conclut gréce au lemme:

Lemme 3, Soit X une surface K-3 sans courbes ef‘m untfibre
vectoriel holomorphe ayant c](Emea cz(E)mO {donc topologiquement
friviall. Alors E est trivial,

Pémonscration, Induetion d apres le reng r, le ©ss r=l eiant

5V
¢ P i

clair. Par Riemann-Roch, E ou E” possdéde des sections g

p—

obales
non-nulles, K 17aide de ceci on construire des extensions etc...
(Voir aussi la démonstration du lemme 2 ,ii).

Gn peut appliquer le corollaire aux tores devdi.%nsion
algébhriqgue zérol

Corolilaire 4. Soit une surface avec b,(X)=0. Alors un Fibré
vectoriel topologique poss&de une structure complexe si et

seulement si sa classe de Chern & est%;O.

e Pl e 0 B [ T e el
Démonstration., H™(X,2)=NS(X) et la forme d intersection
/

)
(K s M G 2 e 7088l Fe if H“(X,f) étant & torsion).
n cenclut par le théorgme et par Riemann-Roch, en raiscmant

par récurrence sur le rang & l7aide des extensions (on va noter

que c (ERL)=c i(E) pour touf fibre E et toutuhibirs en droites L),
On peut applicquer le corollaire aux surfaces de Hopf, aux
surfaces de Inocue-Bombieri et aux surfaces secondaires de
Ko d ra.
stence de fibrés non-filtrables.

=, - B ¥ 7 P v i -
5.1, Dams (14,Prop.4.9) on démontre Liexistence des Tibiics

non-filtrables de rang 2 sur tout tore de dimension 2 ayant NS=0.

=

Uu]LTOWt, sur toute surface K-3 ayant NS= o (dans ce cas ,Pic=0)
il existe des fibrés non-filtrables: un exemple est le fibré

tangent ,et il v.a beaucoup dfautres dans. sa.déformarion verselie




" Théoreme 2. Sur toute surface complexe compacte

algébri igue zéro, 1l existe des fibrés non-filtrables de

guelcongue.

Dane cette section on va considérer le ra

1ltargument. de déformations de L4

Liexisgenca, Soit donc X une surface avec. a(Xj=0.et

fibre filltrable de rang 2 sur X. Brouvons 1 énoncé' p

siie (50

alors dans la déformation verselle de £ il vy

non~filtrables,

Dlabord’ remargons que pour: tout Fibré holomorphe F de rang 2

avec CI(F}zo,d’aprés le théor&me de Riemann-Roc

h'(EndF)-h*(EndF) = 4(c,(F)- X(X, @,

Soit ((S5,s.),E) la déformation verselle de E

5 - - # :
dlms 6‘2‘4(02(t0>" )4X,(yw})T1$

On peut supposer que la déforma r}on verselle

tout point de $.50it R le sous-ensemble de Pi

!.|

n

rig

{.je Bour en arriver

c{X

de

Vi

ol {Pg ast 1o tibee au-dossus de ¢ du fibré

R est un sous-gnsemhle analy yvtigue fermé et on

1’espace réduit associé, et par Zf:ﬁréﬁ e
(R W

induite par projection.

de dimensio

o
=)

rang» 2

2 et raffiner

2

7/

ot

YY#FL.

Negae)

~

LD

A

S

o

30

lus

prouver

a

e

est compléte

gn

définit par

Poincaré iP.

noter pavil (

Supposons pPar ass Wird ~que potir tolut. 8 ge s, E. .l eet
danc que 1l application 7 est surjective. Soit V un
de S, sur le guel il existe une section T pour %

réd

ouver

»

o

ot

i

réd

pplication

w
Y
(=
T

¢ pone-vide

pewul

chodseir -V coninexe et vréd non-singulier. L7image inverse de P

par la composition

JON i e X B e S P (X)) K S
Aoy /red sATES % ‘réd : ( g

défimite Un Fiomé en droites o sur h)ﬂvrgd te

O S I
s e VL o B (XA 8
fe]

nécessaire,

par un



Lo

ouvert plus petit, on peut supposer en plus que la fonction

;

Vio g s > dimHO(X,JJ\O@ES-\

soit constante. En diminuant de nouveau V, on peut trouver des
gl

sections non-nulles de N ®»e sur X/AV. Par conséquence (voir

(o 4 - Vo + . i
€.G. uq},laa et 1.6) on peut obtenir sur X?avréd une extension

g d - ol e M, 0,

¥

ol agﬂjt sont inversibles sur X ¥V et YC,Xeréd es Rl

réd

Enfin, on diminue V pour une dernikre fois pour s assurer que

¢

¥ soit plat sur ¥ . donc que l’extension localise en extensions

réc
¥ s LoD o s Ny
0 — s "MS & J v w0

i Ne P ; /."5« 0 r 8l A
Notons ¥ =c (L ). 7 =c, (A ) et d=h COR s Gna
'8

g \ - -2
Gy(EL )= E07 vd== B 4id.

Supposons dabord que d »0C. Considérons le morphisme
DX
d( )

K
Y )b Dd(x) “est 1l7espace de

()

P r y 5
donné par sjp—— 0 ( [ £ 1. [ M
Douady des sous-espaces de dimension O et lengueur d des X. Fixons

un point v _de V. ((S,v_),E) est une déformation compl&te pour E .
: N

o 0
e i P " o O
Soit @(T,0);R) dlacdéformation verselide de E, el T, 0 e S0 )
y % @]
e G
g o L8 5 _— K ;e A o v
un morphisme tel gue o/ " (E) soit isomorphe comme déformation
& F. Notons par Y la composition
: A2
. ol - ol
i red - £ AP ) % ’
réd. — fPVred = T TP I '1C¥(X)'NP1QQ(X/>“Dd(k>
ot soit z =9 L fd T Tx ) ke
SH & 1 Gt ng J,;ﬁbv_lpsv ) «Earcegue
‘ o 0 0

- s NI o \ ~ ’.” ¥ ~ ~ -
leoT«f:A(c (onmfg(x,(yx))+1, o a 01m022<4(c2(E0)~%/)+l~2p“2d,

N

ol on a noté X = ?é(x,cﬁK) et p=dim Picg(x).
&

Considérons maintenant le morphisme

F sgap bl Sk e Vs e e
réd xEnbaet s geand b,
(0] VC) o)
& D
Z e 1 Tentemsioni0_ 5y .o i E / o ;
v ¢ T o T e /(\/ BV 0.
o A % o
(6]



Comme chaque extension est non-triviale (d» 0), on peut considérer

1l application induite

— - o (4™ 0 1
Z. gy ———> PExt (A, @ 9, 2, 1)
O VO @]

Regardons la suite exacte

1 T e e A . ; 0 :
&5 ‘““V ¢ f)[,»v ) —= Ext ™ ( V!'(v ¢ J v 1',;6 ¥ ¥ s ogitH (‘YV . (,OY Y
O (0] VO » >

Par Riemann-Roch, et en utilisant le fait que hO(X,L)g;l DeLIr" TOUT

L de Pic(X) (LL},IV,6.1), on obtient

(A ‘?fJ )‘:/‘:2_“7@“%;01(‘&)-252,

Vo
: {) : 2 .
Rappelons que h ((&Y =d et que Gmcz(Eo)+ € . En somme, on trouve
¥ 4 :
o
que-la Tibre de 1 application Zrﬁd www-‘{v(rxt ) audessus de
2 oe i 0 o i 5n @ . el
l7extension 0 3.0, —>E, _m~fpvkv @Jy ———-=>0 est de
) 0 o v

Q

c_z(><)2) ; ci(‘X)z

dimension 3¢, (€ )~3%-2p-( § -~ ~=z—]) + —7— >
¢ (>’)
;’;{'C?-(]L:O)"._%%J“' p -+ mm-mmzm :;2.

(pour la derni®re inégalité on a utilise 1 hypothd®se sur c (“0,)g
Par conséguence, on peut trouver un germe de courbe (réduite)

F dans <Zréd L0 (T,0), tel=gue FZ; fvo"pour tpht z%de

i seetriction de F & ( [7,0) sera triviale,: ce ‘qui contredit . ls&
viersallité de ((T,0),F).

Maintenant soit ?d=0, donc on  avsitir xx;vréﬁ une extension

G iR e >0,

Siopour un point N> de V 17extension O—%%fv ~_w~9Ev 'w~>uﬁv ez O
: 5] o} o]

n‘est pas triviale, alors on peut raisoner dans un voisinage de ¥
comme plus haut. Dans le cas contraire, par des arguments
standards a 172ide du théoreme de continuité de Grauert on trouve
v,
’ of o g S ot )
que E=X L& au dessus des ouverts de Stein petits de V_ 4 .
% R W |

n/ 5 ' s
Donc, localement par rapport 2 1a base, F= H¢H,,an



(). Mais 1’ ensemble analytique

3zeT | 2 o ; ‘/M’/; o ,,,/Cé {

L pid S ok 2
est de dimension dimoT«Zp > 1, ete....

2.2. Prouvons 1%existence des fibrés non-filtrables de rang

v

quelconque r>2 , par récurrence. Plus précis, on va prouver par

K
récurrence qu’il existe pour tout r>2 un fibré holomorphe E de

e ;
1 &

gang . tel gue. .: ho(Eé§L)=O pousr tout.lde PielX) st h (BEiz pvo 0,
Un tel fibré sera nonwfiltrable; Le cas r=2 a été considers dang
Biebie Pour <le has général d’induction, soit F de rang r-1 vérifiant
cetteé conditions. D apri&s (QﬁLIV,G;Q), le nombre des courbes
irréductibles de X est fini. On peut donc considérer un point x

qui n’appartient pas A aucune courhe. On va construire des fibrés

w

E de rang r comme extensions

[ i B s B ,fx - 0,
. - & 'OL,U,_‘{]. ¢ - _d' i > %
pae la méthode 88 did..On e b Geqd (QYX»F))*h (F;,j'XFX)mr~l 1
W7 (XGEYL r=1 i Done A7 applicatiiond (A,,vx ) —2>H(X,F)afde noyau

non-nul et on obtient des extensions ayant E localement libre. Vu

" . ' : o S 0
les. hypothtses sun Flet leschioix e willer fleshait sque h((ﬁymh!\aéﬂj
N N
(» DE R 2% h ! .
on trouve h"(EX¥L)=0 et h"(E)4L r-2 . Le théoréme est prouvé.

3.3, On va finir par quelques remarques suc le rang 2. Dans dss

it
exemples concréts , on peut améliorer 1%estimation de cp(ro) donnée
dans 3.1, En se bornant aux modeles minimals , on peut appliquer
le théor&me 2 dans les cas:

1} X tore aver a(X}=0. Dans ce cas X n’z pas des courbeas. La

~ U] ] ~ N ) - ] . FEEE AN e 3 falh
congitieon sun LZ(EO} devient: Clkho/"o'02<“o>3‘5‘ Si en plus EO
est simple, les fibrés E sont en aussi, donc ;fs etw{éo ne
el
) o e T S| G o T
sont pas isomorphes, Il en résulte h (i, & L o)=h (vilg €2 )=0.
3 - = NG ~ =

L7argument de 3,1 montre alors qu’il suffit de supposer c (E Sl
{ & 1 ? o



s
Eng falt, diaprcs dﬁK,Prop.4*9) il suffit 02(E0)2;2, mais pour en 3
arriver on doit utiliser le fait subtil que la déformation verselle
d”un fibré simple sur un tore est lisse ([4],3.6).

D autre part par extensions de la forme Q «—> L~wm~>E~m0.YY~~@>O

avec L~"~1CO(X) non-nul, on peut construire des fibrés filtrables
simples de rang 2 pour tout couple (clmO,c 1) StriUinTtore: de

dimension 2, tout fibré-holomorphe de rang 2 ayant (cle =0) est

18

filtrable ([4],4.6). J7ignore ce que se ,passe pour (cy=0,c,=1).

2

aee K+3 Bvec a(X)=0." L8 condition sur le ffibré filtrable

=h

2) K sur

EO de rang 2, assurant que la déformation verselle contient des

] i - e 3 S35 A ‘ 3 3
fibrés non-filtrables,es t.pl(ho)—ﬂ,e2(ﬁo)3 s Pk EO est méme simple,
alors il suffit c?(ﬁo);'S (la déformation verselle est lisse et
F v% "Lo =0). Supposons en plus que X ne contient pas das

AN T e O ok G : T .
courbes. Alurs n (V{SC?CLq) est aussi nul, et la condition devient
CU(E”); 4. D autre part. , sur toute surface K-3 ,pour|un fibre
non-filtrable de rang 2 et classes de Chern (c)uD,c?), on a
nécessairement ¢, > 4. Mais, 3 la difference du cas des tores,
l7existence des fibrés  filtrables simples de rang 2 dépend de la

latice NS{X) (i:'par exenple i NS(X)=0, 1) n"en existe pas).

3) X une surface dans la classe VII avec a(X)=0,

b o 2
oo . = T Cq A ki A i iy
La - condi tEontcen et Cl(:o):O,C?(:O>z;§Mhm;* .. 81 E_ est méme simole
h S 4 o
c](x)
L: - ?‘ -3 ¥ *‘ ~ l’r" Sy, - —hmw- TRy °
ayant h? ‘(B QLO}no, on peut supposer seulement cz\ho)g,l

Concernant 1 existence des fibrés filtrables simples de rang 2

‘2 S r
ayant h“=0, on peut la prouver oour tout couple (C 20,0, > L) BN
effet, on prend un L de Pico(x) qui n’est pas isomorpne avec un
fibré de ls forme - CQ(D),KX(D) or KQ{D), B divisor:{c“est possivle
car dim Pic (X)=1 et il existe un nombre au plus dénombradle de

divisors) et on considére des extensions

3 o -
Pro coe b ol o £ L B0,
; " 5 S 0 f} e las donnée
ol Y est l.i.c. de dimension zéro ayant h (L/Y)nLd classe donnée
Csin i



Supposons maintenant que b,{X)=0 (par exemple,s ur{ace de Hopf

or surfaces de Inoue-Bombieri). Alors les conditions ci-dessus

devient cl(E ¥=0,¢ \O(F Y= % (résp. c](E )20 e B T2 peur LQ simple

(6]

2 ] L - : : S \
ayant h“(EO)mO}, Par conséquence ., 1l existe des fibrés non-filtrables

{}

de rang 2 ayant clxo et ¢, =l guelconque (en fait, on.péut prendre

¢y quelconque,car dans 3.l on peut remplacer la condition cle

par ncl:O, n entier#0). J ignore s“il en existe aussi dans le cas

gui reste (clmo,c =0).

2
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