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SUR LA THEORIE DE GALOIS ANALYTIQUE

POUR LES CORPS COMPLETS
Alexandru ZAHARESCU

Soit K un corps de caractéristique zero, complet par rapport & une
valuation discrete V de rang 1, telle que son corps rédsiduel soit perfect. Soit K la
clBture algébrique de K et L le éompiété de K par rapport & la seule valuation qui
prolonge V & K (notée aussi par V). Soit GaiC(L/K) le groupe des K-automorphismes
de L qui sont continues par rapport a V. Le but de cette note est de montrer que les
sousgroupes fermés de GalC(L/K), topologise’ avec la topologie de Krull, sont
canoniquement en correspondence biuniveque avec les souscorps de I'extension L/K

qui sont complets par rapport 3 V.

Let K be a field of characteristic 0, complete relative to a rank one
discrete valuation V having a perfect residual field. Let K be the algebraic closure
of K and L the completion of K relative to the unique valuation on ¥ which extends
V (also denoted by V). Let GalC(L/K) be the group of all k—automqrphisms'of L
which are continuous relative to V. The aim of this note is to show that the closed
subgroups of GalC(L/K) with the Krull topology are, in a natural manner, in a one-
to-one correspondence with the subfields of the extension.L/K which are complete

relative to V.

1. Soit K un corps de caractéristique 0, complet par rapport & une
valuation discréte V de rang 1, telle que son corps résiduel k soit perfect. Soit ¥ la
cldture alge’brique de K et L le complété de K par rapport 3 la seule valuation qui
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prolonge V aR. La valuation obtenue sur L sera notéeaussi par V. Il est connu (voir



[1]) que L est algébriquement clos.
Soit GaiC(L/K) le groupe des K-automorphismes de L qui sont continues
par rapport & V. Les automorphismes 0 € GalC(L/K) sont analytiques: V(O(x)) = V(x),

¥ x € L. Nous munirons Gal_(L/K) de la topologie de Krull.
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THEOREME. Avec les notations ci-dessus les sousgroupes fermes de-
GalC(L/K) sont canoniquement en correspondence biunivoque avec les souscorps de

. . \
I'extension L/K qui sont complets par rapport a V. s

/ \
2. DEMONSTRATION DU THEOREME

/(a-
Soit d la distance sur L, définie par da,b) = q" @) o\ qe (0, 1) est fixd
d'avance. Si char k = p £ 0, on suppose que V est normalisée, de sorte que V(p) = 1.

Notons

qP/(P"l) sichark=p#0,

i sichark =0,

Nous avons besoin du lemme suivant:

LEMME. Soit KCFcL et ae K. Alors il existe 0e Gal(F/F) tel que
dt(a),a) > c, inf {d(a,x); x€ F}.

o . 7 S
La démonstration de ce lemme sera donnée dans le paragraphe suivant,

Soit maintenan_t G l'ensemble des sousgroupes ferfnés de GaIC(L/K), E
I'ensemble des souscorps complets de L/K, et solenta: G + E,B:E + G donnés
para(H) ={xe L | h{x) = x, ¥he H} etBF)={¢ ¢ GalC(L/K)l(b(x) =%, Yixe FL,

Soit He G. Alors a(H) eét fermé dans L, parce que les a:utomorphismes-
h€ H sont continues. L est un espace mé';trique complet, donca(H) est complet.

Soit F€ E. Si B(F) n'€tait pas ferme dans GalC(L/K), alors il existerait ¢
dans la fermeture deB(F) dans Gal (L/K) et z€ F, tels que $(z) # z. Soit a€ ¥ tel
que d(a, z) =€ < €, = did (z), z). 1l existe Y € B(F) tel que V(a) =¢(a); ¢ etV sont des
E.somé’tries, donc d(a),d(z)) = d(a, z) = €, et d@ (é), z) = db(a),V(z)) = d(a, z) = €
On obtient ainsi d(z,$(2)) < max{ d(z,${a)), d© (a),d ()} = € <E, c'est-a-dire une

i = e N s
contradiction. Cela montre que@ et 8 sont bien definis.
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THEOREME. Les applications @ et B sont des correspondences biunivoques

A
réciproques.

Demonstration. Montrons que Bee=Idp et a°B=Id.. Soit He G,
évidemment HC B8(a(H)). Pour prouver l'inclusion contraire, H étant ferme/, il suffit
de montrer que H est dense dans B(0{H)). Mais, pour toutes les extensions galoisi-
ennes finies E de 0(H), la restriction ¢ i E coincide avec la restriction d'un €lément
4de H, parce que les restrictions des éléments de H donnent tous les o(H)-automor-
phismes de E. Donc B(a(H)) = H. Soit F € E. Il est clair que FCa(B(F)). Pour prouver
I'autre .inclusion, il suffit de montrer que si z € L\F, alors il existe ¢ € GélC(L/K)
.tei que MF = Idp et d(z) £ z. Soit dg = d(F,;) = inf{d(z,x); x € FL. F est complet et
z ¢ F, donc d0 > 0. 1l existe a €K tel que d{a,z) = €< c0d0_<_d0. Donc d(F,a) = do‘ Du
lemme il résulte qu'il existe 0 € Gal (F/F) tel que d(c(a),a)ZCOd(F,a) = ¢ d .. Mais F
est com’plet par rapport av (qui est de rang 1), donc 0 est continu. Nous pouvons le
prolonger Y un &lément ¢ ¢ GalC(L/K). Supposons que $(z) = z. Alors d(z,qa)) =
= d(¢(z),4(a)) = d(z,a) = €, donc d(a,0(a)) < max{d(a,z.),d(z,c(a))} =£< Codo et on
obtient ainsi une contradiction. Il résulte que &(z) £ z, donc a(B(F)) = F, et le

P4 N\ /7 P4
theoréeme est démontré.
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3. LA DEMONSTRATION DU LEMME

Dans le cas ou [F:K] est fini, on notera rF:inf{V(F)ﬂ(O,m)}>O et

Ap={aeF|V@) £r-Z}). Soit f.: F > QUI{=}, défini par
F F P

i

min - - dVleta)/a 1)} siaeEN{o0}
/ 0 € Gal(F/F)

fF(a) =
L * sia=0.

Alors fF(a)Z 0, VYa€F,et fF(a) = © si et seulement sia € F. Au cours de la dé-

monstraticn, s'il n'y a confusion, nous omettrons l'indice F de_rF : AF et fF.

PROPOSITION 1. Si[F : K]est finiet 0 # ae F \ Ap est tel que fp(a)> 0,

“alors il existe c € F tel que V(a - ¢) > V{a).



Dé&monstration. Il existe be F tel que V(b) = V(a). Soit P(X)e F[X] le
polynéme minimal de a, = a/b. On a fF(al) = fF(a) > 0, donc toutes lés racines de
P(X) ont la méme image a; dans le corps résiduel kg de F. Alors (X-’é\'l)n =
=P(X) e kg[X]. Le corps kg étant parfait, il résulte que @) € kg, donc il existe

bl € E tel que V(ai - bl) > 0. La démonstration sera terminée si on prend ¢ = abl.
PROPOSITION 2. Si[F : K]est finieta € Ap , alors fF(a)SCl’ ol

p/lp-1) sichark=p#£0,
c, =
0 sichark =0.

Cette proposition représente la clé de cette note. Allons voir maintenant comment

elle peut Stre utilisée dans la démonstration du lemme.
P

Démonstration du lemme. Supposons pour le moment que F est une
extensien finie de K. La propriété dnoncée est évidente pour les éléments a e F.
Supposons qu'il existe a € K\F tel que o€ Gal(F/F), d(c(a),a) < ch(F,a). Alors,
N o e Gal(F/F) on a V(o(a) - a) > cp + sup{V(x - a); x € F}. Si l'ensemble discret
{V(a - x) |x € F} n'a pas de limite supérieure, soit a la limite d'une suite d'éléments
de F; parce que F est complet, nous avons a € F, contradiction. Alors, il existe

-
beF tel que V(a-b)=sup{V(a-x); a€F}. A cause des reiations frla-b) =

= min _ V@) - -8} = min _ : {V(o@@) - a)} - V(a- b} > g0 la
o € Gal(F/F) o € Gal(F/F) :

proposition 2 implique a - b £ Ag , et la proposition 1 implique l'existence d'un
élément c € F tel que V(a - b - ¢) > V(a - b), ce qui contredit le choix de b.
Si [F : K] n'est pas fini, scient a; =8 8y .ae,dy les conjugue/s de a sur K

et aj,...,a 2<r<n) les conjugués de a sur F. Alors les conjugués de a sur

r

F1 = Fa K(al, SR ,an) sont pre’cisement a 2. Mais [Fl : K] est fini. Alors, il

TERE
existe i€ {2,...,n} tel que d(a,ai) > cod(a,F]) > cod(a,F), et le lemme est

7 s
démontreé.

Pour obtenir la démonstration du Proposition 2, nous avons besoin de cer-

. v HAing o 5
tains résultats (nous ne donnons pas tous les détails des démonstrations). Dans ce



qui suit F sera fixé.

1)Soient 0 £ ceFetaceF; alors f(ca)' = f(a).

2) Soient a,beF tel que V(a+b)=min {V(a),V(b)}. Alors f(a +b)>
> min{i(a),f(b)}.

3) Soit a€eF\{0}, f(a)>0 et Vsoit m e N*, pym. Alors, pour tout
o€ Gal(F/F), nous avons V(oa™)/a™ -1)=V(oa)/a-1). Par conséquent,
£@™) = £(a).

4) Soit a e FN\{0} avec f(a) > 1/(p-1); alors ** ;e Gal(F/F) nous avons
V(o(aP)/aP - 1) = 1 + V(o(@)/a - 1). Par conséquent £(aP) = 1 + (a).

5) Soient a,b € ENF et o€ Gal(F/F) tels que V(b - a} > V(o(a) - a); alors
£(a) = 1(b). 1l résulte que l'application f est localement constante sur F \F. ‘

6) Soient a,b e F\F tels que f(b) £ f(a) et soit P(X)>£~: F[X] le polynOme

minimal de a (ayant le degref n). Alors V(P{(b)) < (n/(n - 1))V(P'(a)).

. : g g c i
Démonstration. Soient ay =8 8y ..0ya les racines de P(X). L'inégalite

- e : - caa >
annoncée est impliquée par I'mefgahte max V(b - a.) < min \'(al - ai) qui est une

1<j<n 2Ki<n

conse’quence de 5) (on utilise ici le fait que f(al) = f(az) B f(an)).

7) Soit a € A tel que [F(a) : F] = p. Alors f(a) < 1/(p.- 1).

&monstration. 11 est ‘clair, que I’extenéion-F(a)/F est-fﬁtaieme—nt ramifiée .
et V(a) = (h/p)rg, ou ptheZ Alors V(P'(a)) = min{V(pap;l),V((p - l)ciap_z), e
= ’V(Cp—l)}’ ol P(X)=xP+ cl)(p~1 Foike est le polyngme minimal de a.
L'inegalit€ V(p'(a)) < V(pap~l) implique facilement l'inégalité f(a) < 1/(p - 1).

1
= min{l + r,V(Cl) + ({(p- D/pry... ’V(Cp-»i) +(1/p)}, ol r = rp , €t soit a€ F avec

SNsssirtipion P Bl ¢, un polyndme de F[X], soit mg =

les deux proprié’tés V(a) = r/p et £(b) > 1/{p - 1). Alors, ¥ o € Gal(F/F), nous avons
V(o(P(a)) - P(a)) > 1(a) + m .

Pour obtenir la démonstration on peut utiliser 3) et 4).

9) Avec les notations de 8), supposons que P(X) est un polyndme

d'Eisenstein et b un racine de P(X). Alors V(P'(b)) = s = (t/p).



10) Soit a€ F tel que V(a) =r/p, (@) > 1/(p - 1) et l'extension F(a)/F est
totalement ramifide. Alors il existe un poiynéme d'Eisenstein P(X) € F[X] ayant le

degré p et tel que (P@)P e A = Ap

Démonstration. Supposons que P(a) £A, pour tous les polyndmes

d'Eisenstein P(X) € F[X] de degré p: Soit t € F tel que V(t) = r. Pour tous u € F(a)

avec V(u) € (r/p)Z, il existe h,m €Z, 0 < m < p, tels que V(u/(tham)) = 0. L'extension

F(a)/F est totalement ramiﬁe/e, donc il existe c € F tel que V(u/(tham) -¢)> 0, d'ou

V(u - ctham) > V(u). Pour u = aP, il existe b, €F tel que V(aP - by)> V(aP) = r. Par
hypothése, V(ap—bl) € (r/p)Z, donc il existe b,eF et m, e {0,..,p-1} tels que

m
NifaP o b a2 b,)> v(@aP - by J:

2

En continuant la construction, on obtient une suite de polynémes

- = D P s
d'Eisenstein PI(X) = X¥ - b1 3 Pz(x) = XF - b, X" 2 - byye-. ,Pm(X), ... tels que la
suite V(Pm(a)) est strictement croissante, donc convergente vers ®, F étant com-
plet, il existe un polynéme limite P(X) qui est aussi un polyn8me d'Eisenstein et tel

que V(P(a)) = lim V(Pm(a)) = @, donc P(a) = 0. Alors [F(a) : F] = p, ce qui contredit
mo :

%)
11) Soit Fl une extension finie, totalement ramifiée de F. Alors

I'ensemble M = {fF(x) [x e F\N Agl} a un plus grand diément M,

4 B 5 e x - % =
Demonstration. L'ensemble M est discret. Soit t une uniformisante de E*l

\ . : :
et 0 € SCF un systeme de repre’sentants pour le corps résiduel kF. Supposons ¢'il

ho+l A

existe une suite (an) d'éléments de Fi A Ap, avec a_ =t Orbh g e

In

bines, telle que f(an) + ®, De 5) on déduit l'existence d'un entier hl >ho

maximal avec' la  propriété  qu'il existe une suite (a;j), ol
h h hy+1 '
a' =t %+ b! -t L+p t
n hl,n h1+1,n
on déduit facilement qu'il n'existe pas de sous-suite (b! b d'éléments
hl’nk ke N

*...pavec by €S, telle que f(a‘n) + ®, De 2)

e e e s :
distincts, donc il existe une sous-suite (gl o g de dal)

i nelN

SRR En répe’tant la construction on trouve un h‘2 > h1

e,
hpsny. hysny i

i . h
et un ¢, ayant la proprieté qu'il existe une suite (a’r'l), ou a‘r; =1t 94 ot Ly
2 1



h hy+1
el

ek +.... Enitérant la construction on obtient finalement un
2 2.7

1 h . WL
T +...+cht”+... qui a la propriete:

412 B
eléementae F, NAr , a=t P+cC
deesh hl -

¥e>0etneN, il existe 3 ¢ € F, tel que d(an’e,a) <eet f(an,e) >n. Pour € > 0

et n + o, en utilisant de nouveau 5) nous obtenons une contradiction.

12) Avec les notations de 11), si M > 1/(p - 1), alors il existe a € F 1A
tel que f(a) = M et V(a) = r/p. i .

Pour obtenir la démonstration on peut utiliser 1), 3) et 4).

Démonstration de la proposition 2. Soit [F : K]finiet a € A

I) char k = 0. Nous devons montrer que f(a) = 0. Soit P(X) = X" + clx“"l G
e i O le polyngme minimal de a et a; =a, a5, ...,a, ses racines. Si 1(a) > 0,
alors V(Cl) ~ V(ai taeot an) = V(na1 + (a2 - al) +aeo* (an - al)) - V(al) (parce que
V(a; - a,) > V(a) = V(na))), ce qui contredit I'hypothése a € Ap.

I1) char k =p. Dans ce cas nous devons montrer que f(a) < p/(p - 1). Soit
F, = F(a). Nous pouvons admettre que FI/F est totalement ramifide. En effet, il--
suffit de remplacer F par FZ’ la sousextension nonramifi€e maximale de Fl’/F’ et
d'observer que fF(a) < sz(a). Donc, nous pouvons supposer que FI/F est totalement
ramifiée et (avec les notations de 11)), que Mg > p/(p - 1). De 11) et 12) on déduit
éu'il existe a, eFlﬂ A, tel que f(al): M, et V(ai) = r/p. De 10) il résulte qu'il |
existe un polyndme d'Eisenstein P(X) € FIX] de degré p tel que (P(al))P € A. Soit
5 P(al). Si ) W el > 1/{p - 1), alors de 4) on obtient f(uP) =1 + f(u)> Mg
Clest-a-dire une contradiction, parce que uP ¢ A. Donc £(u) < M - L. Il existe alors
o £ Gal(F/F) tel que V(o(u)/u -~ 1) <M_ - 13 donc V(u) > V(o(u) - u) - M + L. De 8) il

résulte que V(o(u) - u) > fla)) + m_=M_+ m_. Ainsi nous obtenons
(*) ‘V(u)_>_m0+ 15

Soit b un racine de P(X). De 7) il résulte que f(b)< 1/(p-1), donc



(a,) > f(b). De 6) on déduit-V(u) = V(P(a,)) < (p/(p - D)V(P'(b)). Puis, de 9) il résulte

que V(P'(b)) = I r/p. Nous obtenons donc:

(*x) V(u) < (p/(p - )m - v/p) = (p/(p - D)m_ - t/(p- 1).

De (x) et (xx) on déduit que 1+ m < (p/(p - Dm_-r/(p-1), donc
1+r/(p-1)§mo/(p—1),d'oup—1+.r§m0:min{l+r,...}_<_l+r, ce qui
implique p<2. Sip#2 la démonstration est terminée. Pour p = 2, nous obtenons
mo=1l+r et V(u) = m_+ 1. Mais 1erZ, donc m € rZ, d'ot V(u) & rZ, ce qui
implique V(P) e iz | Nous. obtenons donc une contradiction, parce que

ul = (P(al))p €A.
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