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sUR LA THE,OR.IE DE CALOIS ANALYTIQUE

POUR. LEs CORPS COMPLETS

Alexandru ZAHARESCU

Soit K un corps de caractd.istique zera, complet par rapport b une

valuation discrbte V de rang 1, tel. le que son corps rdsiduel soit perfect. Soit K la

cldture algdbrique cie K et L ie comptdtd Ae K par rapport b la ser-r le valuation qui

prolonge V b R (notde aussi par V). Soit Ca1.(L/F') le groupe des K-automorphismes

de L qui sont continues par rapport I  V. l" but de cette note est de montrer que les

sousgroupes fermds de Gal.(L/K), topolc,gi.J uu". la topologie <Je Krul l ,  sont

canoniquement en correspondence biunivcque avec les souscorps de l 'Extension L/K

qui sont complets par rapport i  V.

Let K be a f ield of characterist ic 0, complete relative to a rank one

discrete valuation V having a perfect residual f ielcl.  Let K be the algebraic closu're

of K ancl L the completion cf K relative to the unique valuation on T{ which extenc{s

V (also denoted by V). Let Gal.(L/K) be the group of al l  K-autonrorphisms of L

which are continuous relative to V. The aim of this note is to shovr that the closed

subgroups of Gal.(L/K) with the Krul i  t trpology are, in a natural manner, in a one-

to-one correspondence with the subfields of the extension.L/K which are complete

relative to V.

l.  Soit K un corps de caractdrist ique 0, complet par rapport I  une

valuation discrbte V de rang l,  tel ie que son corps rdsiduel k soit perfect. SoitK la

cldture algdlr ique cie K et L le comptdtd ee K par rapport h la seule valuation qui

prolonge V \K. La valuation obtenue sur L sera not&aussi par V. I l  est connu (voir



par

V*

It]) qr.re L est algdbriquement clos.

Soit Gal.(L/K) le groupe des K-autornorphismes cle L qui sont continu'es

rapport h V. Les autonrorphismes o e Cal"(L/X) sont analyt iques: V(o(y)) = V(x),

e L. Nous munirons Gal.(L/K) de la topologie cle Krul l .

TI-lEoRiME.. Avec les notations ci-dessus les sousgroupes ferm& rje

Cal.(L/K) sont canoniquement en correspondence biunivoque avec les souscorps de

I'extensicn L/K qui sont complets par rapport b V. r

/
2L DEMONSTRATION

Soit d la distance sur

d'avance. Si char k = p I 0, on

Notons

DU TI-{EOREME

,  , / " .
L ,  O e l i n l e

suppose que

L )

sl cnar k

si cirar k

suivant:

LEMME" Soit Kc Fc:L et ae K

d0(a) ,a)  )  c^  in f  {  d(a, . r ) ;  xe F} .o

La ddmonstration de ce lernme sera

par ci(a,b) = ov(a-b) o\ qr (0, l) est f ixd

V est normalisde, de sorte que V(p) = 1.

Alors i l  existe o e Cal(F=/F) tel que

donnde dans le paragraphe suivant,

f qPttP-
t o = 1 .

Lr
Nous avons besoin du lemme

- ^ l o- Y f w ,

Soit maintenant G I 'ensernbie des sousgroupes fermds de Gal.(L lK), E

i'ensemble des souscorps complets de L/K, et soien.L o. : G. -r' E, B : tr -F G donnds

p a r q ( H )  =  { x e  L  l h ( x )  =  X r  v h e  I - $  e t B ( F )  = { O  e  G a l . ( L / K ) l 0 ( * )  =  x ,  t r x e  F } .

Soi t  He G.  Alors  a(H)  est  fer rnJ <. [ans L,  parce que les a.utcmorphismes

h€ H sont  cont inues.  L  est  un espace mdtr iq , . re  complet ,  donco(H) est  complet .

Soit Fe E" Si B(F) n'dtait pas ferm/<Jans Gal.(L/K), alors i l  existerait Q

clans la  fermeture deB(F)  dans Gal . (L /K)  e i  z€ F,  te ls  queQ Q) *  z .Sc i t  ae R te l

que  d (a ,  z )  =e  
"o  

=  d (O(z ) ,2 ) .  I l  ex i s te r l e  B (F )  t e l  que r ! (a )  =0 (a ) ;  S  e t t  son t  des

l s o m / t r i e s ,  d o n c  d ( O ( a ) , 0 ( z ) ) = d ( a , z ) = e o  e t  d ( 0 ( a ) , 2 ) = d ( f ( a ) , S ( z ) ) = c l ( a , z ) = e o .

on obtien't airrsi d(z,Q Q)) -( n:axi cj(z,f {a)), cJis (a),0 (z)} - .  o 
( E, c,est-I-dire une

contrac ic t ion.  ce la rnontre queq.  ets  sont  b ien dEf in is .

1



,ii:

f \ -
fffeOnfn'fE. Les applications s et B sont des correspondences biunivoques

/
recrproques,

D e m o n s t r a t i o n .  M o n t r o n s  q u e  $ o o = I d g  e t  o o B = 1 d " .  S o i t  H e G .
/
Evidemnrent HCg(s(H)). Pour prouver I ' inclusion contraire, H dtant fermd i l  suff i t

de montrer que H est dense aans 8(s(H)). fulais, pour toutes les extensions galoisi-

ennes f inies E cJe o(f{), la restr ict ion $ I O 
coincide avec la restr ict ion d'un dldment

de H, parce que les restr ict ions des dldnrents cie H donnent tous les o(l- l)-automor-

phismes de E. Donc B(o(ff)) = Ft. Scit F e E. I l  est clair que FCo(S(F)). Pour prouver

I 'autre.inclusion, i l  suff i t  de nrontrer que si z e L\F, alors i l  existe $ e Gal.(I, /K)

te l  que + lF = IdO et  QQ) tz .  Soi t  do = d(F,z)  = in f {d(z ,x) ;  x  e  h-} .  F est  complet  e t

z *F ,  donc  do>0 .  I l  ex i s te  a  eK te l  que  d (a ,z )  =  e  ( codo (do .  Donc  c i (F ,a )  =  do .  Du

Iemme i l  : 'dsulte qu' i l  existe o e Gal tFlf l  tel que d(o(a),a) ) cod(Fra) = codo. Mais F

est cornplet par rapport ) V (qui est de rang i),  donc oest continu. Nous pouvons le

proionger 5 ,n 6ldment g e Gal.(L/K). Supposons que 0(z) = z. Alors d(z,c(a)) =

= d(S(z),4(s)) = d(z,a) = €, donc ci(a,o(a))S max{d(a,z),dtz,o{,a))} = e ( codo et on

obtient ainsi une contracj ict ion. I l  r&ulte gue 8(z) I z, donc a(BiF)) = F, et le

thdorlme est Cdrnontrd.

3.ln n{nclNSTnATrcN DU [-Ea,rME

Dans le cas oI [F:K] est f ini,  on notera ra = inf {V(tr)n (0,-)} > O et

Ao =  {aeF lv (a )  f  rpz  } "  so i t  f r :  F  *  eu { - } ,  d6 f i n i  pa r

f  min {v(o(a)/o -  l ) }

r - ( u )=  I  
oeca l (F /F )

r t
I
t

Alors f r (a) )0,  Va a F,  e t  f r (a)  = @ s i  e t  seulem

monstraticn, s' i l  n'y a confuslon, nous onlettrons

PROPOSITION l. 5i lF : l(l est fini et 0

alors i l  existe c 6 F tel que V(a * c) > V(a),

s i  a  e  F \ {o }

s i a = 0

e n t s i a s F .

lr indice F de

I  a e F-\aa

Au cours de la d{-

F -  ,  A -  e t  f - .' r  r  r

est tel  que fr(a) )  0,'  r -



Ddmonstration- Il existe b e F tel que V(b) = V(a). Soit

po lyndme min imal  de a,  = a/b.  On a f r (a , )  =  fa(a)  )  0 ,  donc toutes

P(X) ont la m6me image E, dans le corps rdsiduel kp cle F. Alors (X - er)n =

= F(x) e kO[Xl. I-e corps kO Jtant parfait, i l  r6sulte que 6, e k' donc i l existe

bl e F tel que y(at bl)> 0. l.a d6rnonstration sera terminde si on prend c = abl.

PROPOSITION 2. Si [F : K] est f ini et a € AF , alors f'(a) ! c,, ol.'

f P/(P - r)
c l  =

t o
Cette proposit ion reprdsente la ctd de cette note. Al lons voir rnaintena.nt cornrnent

el le peut 6tre uti l isde dans la d6monstration du lemme.

Ddmonstration du lemme. Supposons pour le moment que F est une

extension finie de K. La propriJtd dnon"J" est Jvidente pour les dld-ments a e Ir.

Supposons qu ' i l  ex is te a€R\ f  te l  que VoeGal6/F) ,  c i (o(a) ,a)  (  coC{F' ,a) .  A lors ,

V o r G a l ( F - / F )  o n  a  V ( o ( a ) - a ) ) c ,  + s u p { V ( x - a h  x e F } .  S i  I ' e n s e m b l e  d i s c r e t

{v(a - x) lx e F'} n'a pas de l imite uup&i"u..,  soit a Ia l imite d'une suite u'diJrnents

de F; parce que F est complet, nous avons a € F, contradict ion. Alors, i l  existe

b e  F  t e l  q u e  V ( a - b ) = s u p { V ( a - x ) ;  a e F } .  h  . u u . "  d e s  r e i a i i o n s  f r ( a - b ) =

{v (o (a) -46-u} }  =or r^E3t i lo l  {v (o {a) -a ) } -  v (a -  b ) )  c ,  )0 ,  la

propos i t i on2 imp l i quea-b fAF  ,  € t  l a  p ropos i t i on  i  imp l i que  I ' ex i s tence  d 'un

d.t/ment c e F te.l  que V(a - b - c) ) \ i(a - b), ce qui contredit le choi.x de b.

Si [F : K] n'est pas f ini,  soient a, = a7 e.2t. . .  ,dn les conjug'rdr d" a sur K

et  a1r . . .  ,8r  {2  5r  (  n)  les conjuguJs de a sur  F.  A lors  les conjugrJr  O" a sur

F l  =  F f j  K (a r ,  . . .  , "n )  so r r t  p rJc i se rnen t  
"1 ,  

. . .  , a r .  Ma is  [F ,  :  K i  es t  f i n i .  A lo rs ,  i l

ex is te i  e  {2 , .  .  .  ,n}  te l  que 6(a,a i )  Z cod(a,Fr)  )  cod(a,F) ,  e t  le  len ime est

ddmontrd.

Four obtenir la <ldnronstration du Proposit ion 2, nous avons besoin de cer-

tains rdsultats (nous ne donnons pas tcus les cldtai ls des ddmonstrations). Dans ce

P(x) e F[x]

les racines

Ie

de

s i c h a r l a = p 1 0 1

s i c h a r k = 0 .

= lTl lh

o e Gal(F/F)



qui suit F sera f ix(

l) Soient 0 I c e F et a efl  alors {(ca) = f(a).

2) Soient a,b e F tel que V(a + g) = rnin {V(a),V(b)}. Alors f(a

)  min{ f (a) , f (b) } .

,  Soi t  a eF-\{oi ,  f (a)  )  0 et  soi t

o e Gal(F'lF), nous avons v(o(anr)/am - t)

t(am) = f(a).

4) Soit a e F\{Oi avec f(a) > l /(p-l);  alors V ;u cal(F/F) nous avons

v(o(ap)/ap - l) = I + v(o{a)/a - l). Par consJquent f(aP) = t + f(a).

.5) Soient a,b e F\l et s € cal(F'lF) tels que V(b - a) > V(o(a) - a); alors

f(a) = f(b). I l  rdsulte que I 'application f est localement constante sur F\F.

+ b ) )

m e [n[* , pyrn, .Alors, pour tout

= V(o(a)/a - l). Par consdquent,

Ddmonstration. Soient a, = ar

/  t  .  . .  /
annonc6e est impliqude par i ' . indgali td

uz, . . .  ,an les racines de P(x). L' indgali td

rnax V(b -  a i )  S rn in  V(a,  -  a t )  qu i  est  une
l ( i ( n  ,  Z ( i (n

6) Soient a,b e F\F tels que f(b) I f(a) et soit P(X) e F[X] le polyndme

minimal de a (ayant le degrdn). Alors v(P(b)) { (n/(n - l))V(P'(a)).

.on.dqr"nce de 5)  (on ut i l ise ic i  le  fa i t  que ' f (ar )  = f (ar )  =. . .  =  f (an)) .

7)  Soi t  a  e A te l  que [F(a) ;  F]  = p.Al , r rs  f (a)  I  l / (p  -  l ) .

Ddmonstration. I l  est clair: sue I 'extension F(a)/F est-totaiement ramif ide

et v(a) = (h/p)ra,  ou p{n ez Alors v(P'(a))  = mintv(p"e- l ; ,v((R -  l ) . r"P-Z), . . .

. . . ,V (co -1 ) ) ,  o I  P (X )  =  Xp  *  c rXp - l  + . . .  +  co  es t  l e  po l yndme m in ima l  de  a .

L' inJgali td v(p'(a)) < v(pap-l) implique faci lement I ' indgali td'r(a) ! l i (p - 1).

8)  Soi t  P(X)  = XP + crxP- l  * . . .  +  cp un polyndme de F[X] ,  so i t  f f io  =

=  m i n { l  +  r , V ( c r )  +  ( ( p -  l ) / p ) r , . . . , V ( c O * r )  +  ( l / p ) r } ,  o l ,  r  =  r F ,  e t  s o i t  a e F  a v e c

les deux propridt6s V(a) = r/p et f(b) > f/(p - l) .  Alors, Y o e Cat(F/F), nous avons

V(o(P(a)) - P(a)) > f(a) * *o.

Pour obtenir la ddmonstration on peut uti l iser 3) et 4).

g') Avec les notations de 8), supposons que P(X) est un polyndrne

d'Eisenstein et b un racine de P(X). Alors V(P'(b)) * n o 
- (r/p).



l 0 ) S o i t a e F t e l  q u e  V ( a ) = r / p ,  f ( a ) > t / ( p - l )  e t  | e x t e n s i o n  F ( a ) / F  e s t

totalement ramifide. Alors i l existe un polyn6me d'Eisenstein P(X) e F[X] ayant le

degrd p et tel que (P(a))P e A = Ar"

, D/monstration. Supposons que p(a) f,A, pour tous les polyndrnes

d'Eisenstein P(X) e F[X] de degrd p: Soit t  e F tel que V(t) = r. pour tous u e F(a)

avec V(u) e(rlpV i l  existe h,m eg, 0S nr ( p, tels que V(u/(tham)) = 0. L'extension

F(a)/F est totalement ramif i /e, cjonc ! l  existe c e F tel que v(u/(tharn) - c) > 0, d,ol

V(u-  c that )  > V(u) .  Pour  u = uP,  . i l  ex is te b,  eF te l  que V(aP- br)  > V(ap)  = r .  par

hypothLse,  v(ap-br)  e  ( r /p)2,  donc i l  ex is te b,  e  F et  m,  e {0, . . . ,p- l }  te ls  que
- n m ^

v(aP -  bra" 'Z-  b t )  r  v (aP -  nr ) .

En continuant la construction, on obtient une suite de polyndmes

d ' E i s e n s t e i n  p r ( X ) = x p - b ,  ,  p r ( x ) = x p -  b r x m z - b I , . . . , p m ( x ) , . . .  t e l s  q u e  I a

suite V(P,n(a)) est str ictement croissante, donc convergente vers -. F Jtant com-

plet, i l  existe un polyndme i imite P(X) qui est aussi un polyndnie d,Eisenstein et tel

q u e  V ( P ( a ) ) = l i m  V ( P , r , ' ( a ) ) -  o ,  d o n c  P ( a ) = 0 .  A l o r s [ F ( a ) :  F ] = p ,  c e q u i c o n t r e d i t
m + c o  

r r l

7).

I i)  Soit Ft une extension f inie, totalement ramif i6e Ce f ' .  Alors

I 'ensembleM = { f ' (x) lx  e  FInAF} a un p lus grand J ldment  Mo.

Dd.monstrltion. L'ensemble iVl est cjiscret. Soit t une uniformisante de F,

et 0 e 5c F un systlme de reprdsentants pour le corps rJsiduel kr. Supposons q,i l
.  h -  h ^ + l  \ex is te une su i te  (an)  o 'J ldrnents de F l4 AF,  avec an = t "o *  brnt"o '  + . . , ,  ou

bin t S, tel le que f(an) -> @. De 5) on OJOuit I 'existence d'un entier hl ) ho

maximal avec' la propridtd qu' i l  existe une suite (ai.. ,),  oh
h ^  h ,  h . + l

" ' n  
= ,  o *  b h l , n  t ,  *  b ' t " , r * l , n t ' l ' '  + . . . ,  a v e c  b i n .  S ,  t e l l e  q u e  f ( a n )  +  - .  D e  2 )

on udouit faci lement qu' i l  n'existe pas de sous-suite (bh'no)t 
o * d'dldrnents

distincts, donc il existe une sous-suite (ul-,U)t 
, ru de (?i-,)r, 

e t{ telle que

h t  *  - h rbi- , r rn,  = bi . , r ,nU r . . .  r  chr.  En rdpdtant la construct ion on troLlve un hn )  h,

et un .n, 
"run* 

la propriJtd qu,i i existe une suite (ai{), ou au = tho * cn thl *



+ c,  ,n,  *  o l '  ,nt* t  * . . .  .  En i tdrant la construct ion on obt ient  f inalement un
n2 n2+ l ' l ' l

d t d m e n t a e F r / i A p  t  d - t h o * . n . r h t  + . . . + . n  , l t n * . . .  q u i  a  l a  p . o p r i J t J ,
r l  , , n

' V e >  0  e t  n e i $ ,  i l  e x i s t e  u n , . . F ,  t e l  q u e  d ( a n , . , a ) (  e e t  f ( a n , e ) )  n .  P o u r  e  ' '  0

et n -f o., €o uti l isant de nouveau J) nous obtenons une contradict ion.

12)  Avec les notat ions de l l ) ,  s i  H, l  >  l / (p  -  l ) ,  a lors  i l  ex is te a e Ft f lAf .

tel que f(a) = Mo et Y13) = r/p.

Pour obtenir la ddmonstration on peut uti l iser l)r

I

3) et 4).

DJmonstration de la proposit ian 2. Soit [F : I(] fini et a e AO.

I) char k = 0. Nous devons montrer que f(a) = 0. Soit P(X) = Xn +

. . .  *  cn le  polyndme min imal  de a et  
" l  

=  
" ,  

dZ,  .  . .  ran ses rac ines.

a l o r s  V ( c r )  =  V ( a ,  + . . .  +  a n ) =  V ( n a l  *  ( u 2 - a r ) + . . ' n  ( a n - a r ) )  =  V ( a r )

V(a,  -  ar )  )  t / (ar )  = V(nal ) ) ,  ce qui  contredi t  I 'hypoth lse a.  AF.

II) char k = p. Dans ce cas nous devons montrer que f(a)S pi(p - l)" Soit

F, = F(a). Nous pouvons admettre que Fr/ l? est totalement ramif i6e. En effet, i i '

suff i t  de remplacer F par F2, la sousextension nonramifide maximale de Fr/F, et

rJ'observer que fr(a) < frr(a). Donc, nous pouvons supposer que Fr/F est totalement

ramif ide et (a'rec les notations de I l)),  que tr,to > R/(R - l) .  De.l l)  et 12) on OJauit

qu ' i l  ex is te a l  s  F l f lA,  te l  que f (ar )  = tu lo  et  V(ar)  = r lp .  De l0)  i l  rdsul te  qu ' i l

existe un polyndme d'Eisenstein P(X) e F[X] de degrd p tel que (P(ar))p e A. Soit

u  = P(ar) .  S i  f (u)  )  l , ' lo  -  t  >  l / (p  -  l ) ,  a lorsde 4)  on obt ient  f (uP)  = i  +  f (u)  )  Mo,

c 'est - l -d i re  une contradic t ion,  parce qu"  uPe A.  Donc f (u)  !  Mo - .  1 .  I l  ex is te a lors

o e  G a l ( F / F )  t e l  q u e  V ( o ( u ) / u -  l ) S M o -  l ;  d o n c  V ( u ) ) V ( o ( u ) - u ) - M o +  l .  D e  8 )  i l

rdsulte que V(o(u) - u) ) f(al) + *o = Mo * *o. Ainsi nous obtenons

( * )  v ( u ) ) m o + l .

Soit b un racine de P(X). De 7) i l  rdsulte que f(b) S l/(p - 1), donc

c rxn - l  *  . . .

Si f(a) ) 0,

(parce que



f(ar) ) f(b). De 6) on ddduit V(u) = v(P(ar)) < (p/(p - l))V(P'(b)). Puis, de 9) i l  r6sulte

-  m  -  r  / ^  N l ^ r  r o  ^ F . + o ^ ^ ^ o  . l n n n .que V(P'(b)) = mo - r/p. Nous obtenons donc!

( * * )  V ( u ) l ( p / ( p -  l ) X m o -  r / p )  =  ( p / ( p -  l ) ) m o -  r / ( p -  l ) .

De (*) et (*o) on o6cuit que I + mo I (p/(p - l))mo - r/(p - l), donc

1 + r / ( p -  l ) S m o / ( e -  l ) , d ' o u p -  I  + r  ( m o = m i n  { l  + r , . . . } S l  + r ,  c e  q u i

implique p ( 2. Si p I 2, la ddmonstration est terminde. Pour p = 2, nous obtenons

m ^ = l + r  e t  V ( u ) = m ^ + 1 .  M a i s  L e r Z ,  d o n c  m o e r Z r  d ' o l  V ( u ) e r Z ,  c e  q u io  o  -  o - - - '

implique V(uP) e rZ Nous - obtenons donc une contradiction, parce que
'  

uP = (P(ar))P e A.
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