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Sn the  Nor rna l  Br , rncJ le  to  Abe l l "an  $ur f  ace .$  Hrn t recJded * "n  f46mi

by

lae f'lAruQLACIt{E'

I n  t h i " s  n o t e  o n e  c o m p u t e s  t h e  c o h o m o l o g y  o f  t h e  n o r m a l  b u n r J l e

N x  { a n d  { t s  t w * " o t s )  t o  a n y  a b e i " i a n  e u r f a c e  X  i n  t I D 4 ( 0 )  a n d  o n e

s h o w s  t h s t  N X  * s  s i m p 1 e . A s  a  b y - p r o d u c t  w s  r e o b t a * n  t h e  r e s u l t s

o f  D e c k E r  a [ : o u t  t h e  s m o o . t h n e s s  o f  t h e  i " r r e d u c i b ] e  c o m p o n e n t  o f

t h ' e  m o d u l i  s c h e m e  8 " t ( - 3 . , 4 . )  o f  r a n k  2  s t a b l e  v e c t o r  b u n d L e s  s n
A

F *  w l t h  
" 1 * - t , r ? * 4 , a l o n g  

t h e  o r b t t  o f  t h e  H o r n o c k s * M u m f s r d  b u n d l o

b y  t h e  a c t l o n  o f  s t - s ( o )  ( c f  . [ a ] , l s l  ] .

A o  i s  v e r y  w e l L  k n o w n e a n  " a l g e b r a i c  t o r u e  o f  d t m e n e i . o n  t  s a n

b e  e m b e d d e d  l n  t r z . 8 y  a  r e s u l t  o f  a . V a n  d e  v e n , a n  a l g e b r e i c  t c l r u s

o f  d i m e n s l o n  n v r S  c a n n o t  b e  e m b e d d e d  i n  F z n (  s )  , w h i l . e i ,  f  o r  n * 2  o

H o r r o c k s  e n d  F l u r n f o r d  s h o w e d  1 n  L o l  t h a t  t h e r e  a r e  c e r t d l i n  a b s l t a n

s u r f a c e $  w h f c h  c a n  b e  e r n b e d d e e l  : , n  F 4  a n c J  t h a t  t h e r e  t s  a  v € c t C I r

t r u n d l e  H  o f  r a n k  ?  o n  F 4  s u r c h  t h a t  a n y  a b , e l i a n  s u r f a c o  l n  F 4  i . s

p r o J e c t i v 6 l y  e q u i v a l e n t  t o  t h e  z e r o  s 6 t  o f  a  s e c t l o n  o f  E . T h u s ,

w e  a s s u r n e  X * V {  e ) * ' z e r e  b e t  o f  a  s e c t i o n  s € f ( E )  "  a n d  w e  h a v e  a n

e x a c t  s e q u e n c e  i

o ---+ O -+ E *> IX{5} *> e

H { e  r e c a l l  b n i e f l y , a f t e r  [ g ]  t h e  c o n s t r u c t l o n  o f .  t h e  v e c t o s -

b u n d l e  E , w h i . c h  l s  l n v a n i a n t  t o  t h e  a c t i o n  o f  N H <  $ l - b ( C ) , N H  b e l n g

t h e  n o r m a l i z o r  o f  t h e  l " l e l s e n l : e r g  g r o u p  H  o f  o r d e r  5 . N a m e l y ,  t a k e

vaF{ap(ug ,o }  ,  t  s ' exp  ( ' x IL /5 )  and  s ,T€sLs (c )  g tven  in  Au to (v )  bv

( s x ) ( k ) * x ( k + 1 ) , ( € x ) ( k ) *  a k * ( k ) , . f e i r  x € V s k e Z U ; t h e n  H  l s  t h e  S ! - o u p

g e n e r a t e d  b y  s n €  a n d  l t  l s  r e a l l s e d  e s  a n  e x t e n s i o n

t nfu=-+ H * e{e5 -"--+ 1

( * r )

w h e r e  $ n  l " g  t h s  g r o u p  o f  5 t h  r o o t $  o f  L " O n e  s h o w s  t h a t  N H  l s  6
/ 7
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Ga lo i "s

vt* gtv

F{ CI'> i"l

v2 ' v3

b y  0 1 e 1 *  g ?  a n d  t a k e

compos l " t  ton

d u a l , s " . T h e n  V * V o r V l o

o f  t h e  a b e l L a n  g r s u p

NH "0ons ide r tng  F4 .  ae '  t he

0 ( t )  a n d  f ( 0 ( t )  ) * v * * y ,  .

w i t h  t h e  m u l t i p l i c a t l o n

t  a n s s n t

5 )  g l v e n

s e r n * d i r " o c t  p r a d u c t  H X $ ! * ? ( Z U . )  " L e t  0  b e  t h e  g e n e r a t o r  o f  t h e

g r o u p  o f  A ( e )  o v e r  Q , w h i c h  o e  t s  e n  t ' l

(  namoly  t  he  ac t  tsn  o f  l - l  wh ich  is  t  
lu

* - +  A u t ( V )  ) , " S b s e r v s  t n a t  S Z  * ' "  t o k l n s

t o g e t h e r  w i t h  t h e  2 5  r e p r e s e n t 6 r i o n 6

E g *  4 g  & r e  a l l  t h *  i r r e d u c * b l e  r e p r e s e n t o t i o n s  o f  F l i i n  f e c t  V i

a r e  a l s o  L r r e d u c i b l e  r e p ! ^ e s e n t a t  1 C I n s  o f

s p a c e  o f  } f n e s  i n  V  n l " l  a c t $  n a t u r a l l y  o n

T h e  e x t e r i o r  n l g e b r a  f t ( o ( t ) @ v )  o r o s e r h e r

b y  t h e  e L e m e n t  ? e t ( O ( t ) S V )  c l  H o m C ( V , V )  r , r h l c h  c o r r e s p 6 n d  t o  * d V  r

g i v e s  t h e  K c s z u l  c a m p l e x  K ' ,

o --+ o --* o ( 1, )@v --r 01 e lonzv -* S ( I pnsv -) o 1 *. )@n4v --+ 0 ( S ;en5v *-3 o *

The  Lmage  o f  )  i n  o ( t< )onkv  ie  n  
k - t .F  

,where  ? -  r s  the

b u n d L o  t o  l P 4  , a n d  t h e  s y m m € t r t " c  p a i r i n g  X r O K S - r - > o (

b y  t h e  e x t e r l o r  p r o d u c t  i n d u c e s  t h e  n a t u r a l  p a i r l n g  A l f @ ^ f * * f o g t s :

c o m p a t  i " b I e  w i t  h  t  h o  a c t  l o n  o f  S L 5 (  0  )  " F u r t  h e r  , o n e  s h o w e  t  h a t

r $ ; e H o m n ( V t ,  n  
2 v )  i e  a n  i r r e d u c i l i l e  r e p r € $ e n t a t i . o n  o f  N h { / H d S L n ( / * u } ;

t t d  l e  u n i m o d u l a r  o f  d e g n e a  2  r s o  t h a t  t t  h a s  a n  l n v a n l a n t  s k e w  s y m -

f i r e t r t c  p a i r L n g , u n i . q u e  u p  t o  a  f a c t o r n U * i . n g  t h l e  p e i r i n g  a n d  m a p s

f  r o m  t h e  K o s e u I  c o m p l e x  r o n e  b u l L d s  a  s e l f  - d u a l *  r n o n e d  :

o(2 )@vr  F  " -ne fegv  3>CI (s )@vs

(  t . e ,  p  L s  a n  t n J e c t i , o n  o f  v e c t o r  b u n d i . e s r q c  p * ( 5 )  a n d  Q p * o  )  " T h e

b u n d l " e  F  ; * k e r (  q ) / i m (  p )  1 e  t h e  H o r r o c k e - | . 4 r . r n r f  a r d  b u n d l e  (  s e e  e l s o

t t l  ,  l Z 1  f o r  t h e  e x p l i c i t  d e s c r l p t i 6 n n w i t h o u t  r e p r e s e n t a t i o n

t h e o r y , o f  t h e  m a p s  p , e ) . I n  l g l  i t  l s  c o m p u t e d  a l s o  t h o  c o l r o m o l o g y

o f  e ( n ) , u s 1 n g  t h e  s y m m e t r i e 6  o f  f r . O n e ' s h o w s  t h a t  f ( E )  g s n e r a t e s

E  a n d  t h e n  t h a t  a  g e n e r a l  s e c t i o n  r n  f ( E )  h a s  s m o o t h  z e r o  s e t " T h e n

l t  m u s t  b e  & n  a b e l i o n  s u r f s c e .



As  \ - (E )  l s  en  l6 redurc lb le  N* - rnod t " r l e 'a f  deg ree  4 , the  n lgebra j . c

t w l s t  s

$ S l l @ -  ,

h

s  g i v e n

T h e n

'\{ k
, t] JiL

i n  I o ] ,wh t c

A u t ( V )  n

(* icent r. r.
v r r i t e  (  a , m

t o r l  X * v (  e  )  a r e  n o t  i n v a r i a n t  b y  t h e  a c t  l " C I n  o f  N n  " r n  o r d e n  t o

c o r n p u t e  t h e  e o h o m o l o g y  o f  t h e  n o r m a l  b u n d l e  N x  ( a n d  o f  i t s

N X ( n )  )  1 6  1 * V ( s )  * t  J . s .  c o n v o n i e n t  r o  u s a  t h e  g r o u p  g ( N U

r e z e d  b y  F l  a n d  r h e  o l e m e n r  t n  $ t s ( C )  d e n o t e d  L

e x t e n d e  t o  V  t h e  r e f l e c t t o n  m 6 p  x - { * x }  o n  X . I n

b y  ( a x ) ( k ) * t s { * k }  e n d  i r $  * e r a g e  i  l n  s l ' ( e s }  i s

G i .s  &  semid i . rec t  p roduc t  $  J r  F | ;4Z* ,  and we shaL l

( l " e 1 t  E , m , n  € Z 5 o k * o , 4 " )  f o r  , z r n n , r *  % "  " k  .

I t  i s  a  s t a n d a r d  e x e r c l e e  t o  c o f i r p u t e  t h e  c h a r a c t e r  t a b l e  o f  G

T h e  c h a r a c t e r  t a b l e  o f  G

. , 1

,:,:. l;'-,,,,:;:,;l::, ,.;i, .ff ;::":1,_:"'_""':::.,;il''unn
7 2  d r f f e r e n t  t * , n  )  a n d  c d  - {  ( 4 , m , n } r - \  n , n € E U  ( h e n c e # C  G

= 2 5  a n d  t h e r e  a r e  g  c l a s s e s  C o . ) .

v d e  s h a ] . J -  d e n o t e  b y  z  t h e  d i r e c t  c u f r r  o f  a l l  t w e l v e  2 " ,  *  a n d  w e

have t  he  f  o l lo r , r lng  f  o r rnu lae  :

vi6 l  v i  ' '  ru i* rO avf*a,  VlE vro l  =3VinrO.zvf lJ  ,v i@ v,Lna:  rO z

v t@s *  u f  ,  v l€ lz  =  tzv t@tav f

s 6 s  E  I ,  S @ Z  s  Z

Z@Z ,"  X?I S1?S S 232

s gt( ot)

7

2

s o i ( x )

e s n + t m  +  e - s n - t r r t

{
0*( . (  )

al
6 t

0

-  S'(a )

I

v t

s
7- g r t

,*
V I

I
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e a s i l y  f r o m  t h e  c h a r a c t e r  t a b l o , W e  n e e dwhl .ch  can be

a l s o  ;

e s t  a b  I  l s h e d

nav s ,uT A3v - tuf , n4v Er vz r

T h e  s y f l l m e t r l c  p o w e r  r e p r e s e n t a t l " o n s  w j , L l  b a  c o m p u t e d  b y  t h e

wet  L -known f  onnru la  :

T h e n  t h e  g r o u p s  o f  c o h o m o f o g y

t h e  f o l l o w i n g  t a b l e r a s  w e  c a n

L6l  :

For instance :  sov*r ,g1v*v,sav*rvr  r$Sv*syr€zvf  n$4voLovr@ oof-

sSv '6r@52 ,  $6v*?6v o16v# .s7v
-+1,

*38v1@zsv f  , e t c r

o f  g (  n )  , a s  G - m o d u l e s , a r e  g J , v e n

s e e  r e s t r i c t i n g  t o  G  t h e  r e o u l t s

s l v  F  s i - t v@Atv  - s i -Zv@nzv  *$ i - 3v6A3v  - s i - 4v€ ln4vn$ i - 5v  o

by

o f

a

T a b l e  o f  H - ( E (  n )  )

n HO Ht H 2 H3 H4

e f l

( n > r t t )

-Lo

-9

*8

- 7

- 6

- 5

- 4

. t :

- 2

-L

o

n

n ) l )

o

o

o

o

o

o

o

o

o

.o

o

4I

A- n

o

o

o

o '

o

o

o

o

v3

7 V -- I

2V4

?s

o

i )O

o

o

o

o

o

2S

o

o

o.

i , O

o

o

.0

2$
+t

2V;
fl

/ ) t ,  !- - 3

v l
' o

o

o

. o

o

o

o

o

L ,

o A r.-no

4T,

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

where  An osnVz6as -un* to ,  @z\ f  +  unnty r@3v l  -$n+3vu6,v ,  .
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: -  . - -  :  r '  i '

rn  par t  icu l "ar  ,  d tmLlo(  E(  n  )  )  *  
'  
(  n+ h)  Ln+6J ( ln2+ lonot  )

t

From hene  and  the  ex&c t  sequonce  (  x . - )  , ue tng  a l .eo  the  duar t r t y

o n  X , w e  h a v e  r h e  c o h o m o l o s y  o f  I O ( n )  a n d  O * ( n )  i

For  n)26 i l3 { tx ( -n} }*  $nv-auuh*u osn ' '5v ,n+aq. r* { *n)  ) *sn*5v
? a 2

u * { t x ( - s }  } * B s @  p s @  s a ; . u  r + 4 { [ x ( * s ]  ] * x , p g 3 t r x ( - 4 ] ) * r o v z * u d  e
H 3 ( r x ( - 3 ) ) * * v s @ * v $  :  H 3 ( r x { * z } } = a v t  ,  H 3 ( r x ( * t } } * v  t

,  z  4  Z - ,  #  ?H ' ( r x )  * z s n  H ' ( r * ) = r ,  H o ( r x ( z ) ) = v '  H * ( r x ( r l y " z v { ,  u t ( r x ( , 4 ) ) . z v # ,
r o ! t r ( g ) ) * B r  r u t l r n ( 5 )  ) * z $ ,  H * ( r x ( n ) )  * A n - b * s n * t o " , f o r  n ) r 6 .  A l l

t h e  o t h e r  g r o u p s  v e n i s h .  ' ,

T h e  c o h o m o l o g y  o f  o x { n }  i s  k n o w n  f r o m  g e n e r a r  r e s u l r s  ( c f . l e l ] ,

b u t  a s  6 - m o d u l e s  r s e  o b t a i n :

* o ! n * ) o r u  n t q o * ) = T , * 2 ( o o ) * r , H " ( o x ( t )  ) * v z ,  H o ( o x { z ) ) 6 4 v s  0
H o ( o x ( 3 )  ) * ' v r @  o u f  ,  H o ( o x ( 4 )  ) * r o v € 6 v '  ,  u - ( o x (  s )  ) *  s r  @ z $ @  s z
a n d  f o r  n j r 6  !  H o ( o x ( n ) )  ! F  t n u n  -  A n _ s  *  s n - 5 v ,  .

T h e n  u 2 ( o x ( - n )  )  a r e  G - d u a t r  r o  r - l o ( 0 x (  n )  )  a n d  * { ( o u (  n )  ) = o  f  o r  n l o .

N o r 6  t h a t  H o ( o x ( n ) )  c o n r a t n e  z

f  o r  n = b k  o n L y  c o r ? p o n e n t s  I , s  r Z

f o r  n=5k+ t  on l y  u *OX

for  n=Sk+Z on ly  UyUJ

f  o r  n = 5 k + 3  o n l y  O t , U {

f  o r  p=51q+4 on1Y V ' ,V#.

N o w , d e n o t e  b y  T  t h e  r e s t r l c t i o n  t o  x  o f  t h e  t a n g e n t  b u n d l e

o f  t p 4  , b y  N  t h e  n o r n a l ,  b u n d r e  o f  x  * n  p 4 . o b s e r v i n g  t l r a t  t h e

t a n g e n t  b u n d l e  o f  x  i s  o ^ Q 2 $ r w e  h e r v e  t h e  e x a c t  s e q u e n c e s  !

(4-)  o -- t  ox *  Ox(t)@v ---+ T : - - -> o

( 2 )  o - +  O X @ Z $ - + T - - - - >  N - + o

F r o m  t h e  e x a c r  s e q u e n c e s  ( t ) @  0 * ( n )  a n d  ( z ) @ o r ( n )  w e  o b r e t n ,

f  o r  n ) , 7  :  H o (  T (  n )  ) = H o ( o * (  n + t )  )  g v  H u ( o x (  n )  )  .  r - r t (  T  (  n )  ) * o ,
r * 2 (  T  { n ) ) = o  a n d  t h e n  H o ( r u ( n ) ) * H o (  - l - ( n ) } - H o ( o * ( n ) ) @ z s ,
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4 9
u ' 6 n * 4 n i ) ' o o H t ( r u ( n ) ) o o " B y  c l u a ) , i r y  o n  x  w @  L r e v e  H o ( N ( * n ) ) * o ,

4 e , A
H . r ( N ( - n ) ) * o , n e ( r u ( * n ) ) * 0 2 u o ( o * ( n - 5 } ) r t * n v 6

T h e  e x & c t  s e q u e n c s  o f  c o h o m o l o g y  o f  ( t )  g t v e o  I

u n ( r i * i I $ 6 2 ,  g t { r } * r ,  H e { r } * o ; f r o n r  ( e }  w e  o b t a t n  t h e  e x s c r

s e q u e n c e  :

(A) o -:  ?$ *+ ?$ S z ->l*oqru ) -+ 4r---+ r ***t(N ) * zs -+ o ->t{ZN -,  *
? n

s o  t h a t  H - ( N ) * o , a n d  b y  d u a l $ . t y  f { * ( N ( - 5 ) ) o o , W e  h a v e  s l e o  t h e

f  o l l o w l n g  i n e q u a l l t  t e s , w h o $ e  m e a n i n g  i . e  e v l d e n t  !

s r O  z <  H o ( N ) <  4 r o z ,  a s <  l - l t ( n r ) = (  x e  a $  .

T o  d e c i d e  t h e ' " r - e o i l t e n t "  w e  p r o c e e d  a s  f o l l o w s  :  c o n e i " d e r  t h e

e x e c t  s e q u e n c e  ( * )  O E (  - s )  I

o --) E( -5)--* % --r r.E E --? o
n

f t  \ l

w h e r e  Z z  E @ E -  *  E 6 H ( - 5 )  i s  t h e  b u n d l e  o f  l o c a l .  e n c l o m o r p h i . s m s

o f  E .  F r o m  h e l e , k n o w i n g  t h a t  E  i . e  e l r n p l e  ( b e c a u s e  i . t  l s  s t a t ] l e l o w e

o h r t a i n  t  h e  e x a c t  $ e q r r e n c e  o f  c a h o m o l o g y  :

(B)  o  -+  Ht ( ' t  ) : - - :  H t6r *@E)- - ->  zs  - -+  n2(%)- -+  r+3( rx6E) -+s
a n d  f r o m  t h o  e x a c t  s e q u e n c e

O - > I X @ E - - +  E : , )  N - )  o

w e  o b t a i n  i

(c )  o  -> r  ->4r  -  uo( r * i  - *  l - r t ( rx@E)-+  2s  -> .Ht ( r , r )  ->  H2( r r ,@el -+o

R e c a l l  n o w  t h a r , f o r  a  v e c t o r  b u n d r e  F  g i v e n  b y  a  m o n a d

a  5  e  5  c  w e  h a v e  u 2 6 f n o n  ) s  c o k e r {  d }  o w h e r e  d : H o m ( A , B }  @ h t o r n ( B , e }  - - >

- 2 H o m ( A , C )  i s  d e f i n e d  b y  d ( u , v ) = b u + v a , i f  c e r t a i n  g r o u p s  o f  c o h o *

m o l o g y  v a n i s h  ( c f  . L 4 , l e m m a  4 " ' ! " . 7  ) . $ i n c e  w e  a r e  i n  t h e  c o n d i t i o n $

o f  t h l s  L e m m a  ( e a s y  r o  v e r i f y ! )  , u ? ( t )  i s  a  q u o r r e n t  o f

F l o m ( 0 ( ? ) @ u t  ,  0 ( J ) 8 v l ; u  v r @ v 3 @ v a  , a n d  1 r  i s  a n  N n - m o d u t e ,  c J

b e l n g  c o m p a t i b l e  w i t h  t h e  a c t l o n  c l f  N * . V r l e  h a v e , u s i n g  t h e  t a b 1 . e  o f

t e n $ s r  p r o d u c t s  f o r  6 - r * o d u l e s  V r @  V 3 & V Z  * 3 X  e  A S ( D S Z  .  I n  f  a c t  X t

! " s  n o t  d t f  f  i c u t r r  r o  m a k e  t h e  c o m p u r 6 t  i o n s  o v e r  N *  o u s i n g  [ 6 ]  !
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B y  l e m m a  2 , 4 . .  i n )  i " n  l o c . c l t .  v ' ' i e  h a v e  V Z E V S  ,  ( S W O U ) @ V ,  , e n r 3

u e i n g  t h e  t s o f f i o r p l ' r i o n r  V t @ V B o  f  g r Z , C I n s  o b t a i r r s  V r S V l  @ V *  e

0 W  O t l @  5 7 - , t h *  d e e a n r p o e t t * o n  A n  i . r r e d u e  i b l e  r e p r e e s n t a t t c n s " T h e

r e s t r i c t l o n  o f  O i V  t o  G  t s  e S  a n d  t h a t  o f  U  I e  S I  "

v ' d e  s h o w  r h a r  N t i r u i  * p $ , h e n c *  l + o ( N ) * 3 : O z ,  w 2 t 4 )  * 0 u s ,  H n { %  }  * ? o
- 1  ,

F o r , $ . f  H * ( N )  w o u l d  c C I n r e i n  & n  I  t h e n , b y  ( C )  o  H ' (  I x @ E )  m u s t

c o n t s i n  i t  g h e n c $  b y  ( B ) ,  r q z ( t )  m u s t  e l " a o  c o n t o l . n  i . t .  s u t  w n t % ' l  * e

a  l ' i * n - m o d u l e  a n d  a $ ,  s u c h  i t  s l r o u l d  c o n s i " s t  o f  0 v ' l  ,  u  o r  z  p i e c e s . s o

tha t  1 f  ,as  G*snoc lu . l " *  r f ;67  cCIn ta ins  on& I  i t  esn ta ins  U as  f f i * , *mqdu le

h e n c e  3 I  a s  G * m o d u l e , a b s u r d .

T h u s  w e  h a v e  s h o w e c J  H o ( t t ) = 3 t  @ Z , H t 1 N t  *  2 $ ,  l t 2 ( z u )  s  o  a n d n

b y  d u i a l i r y  :  H o ( N ( - s ) ) * o , H t ( r u ( - s ) ) , 2 $ , H 2 ( r u ( * 5 ) ) . r r @ z ,

T a k o  n o w  t h e  c o h o r n o l o g y  o f  ( { " } 6 o x ( - t )  a n d  ( " } @ o x ( - 1 )  :

o * - " v  - - + n o ( r ( - t ) ) - - r  o  - + ? v +  l " { t ( r { * - 1 } }  - - +  V - - r  V  - u H z ( T ( - i " } ) + o

o  -+ r *o ( r ( - t )  ) -+F{o {N( * t }  )  - -+ "  - r s t ( r i  - t }  }  ->Ht (N{ - t  l } ->zv# - *>
-) He{ rFt i ) ---: H26 ru ( *t } } -+ o

S i n c e  h r Z ( N { - t } }  x s  d u a l  t o  t - i n ( r ' i ( - 4 ) )  w e  c o n s i d e r  a l s o  t h e  c o h o m r : -

I o g y  o f  ( t ) 6 o x ( * 4 ) , ( 2 ) & c * ( - 4 )  .  o n e  o b t a l n s  f i r s t l y  t t o ( T ( * 4 ) ) = o ,

$ s c o n d 1 y n C I 1 n l ( * 4 ) ) * o , a r r c l t h e n t - t 2 t r H t ( - t ) ) * o . T h e n n 2 ( r t - t ) } ' c a

q u o t i e n t ' b , o t h  o f  v  a n d  o f  z v , t , u o  t h a t  i t  m u s t  b e  z e r o . I t  f o l l o w s

Ht (  r (  - t ) ;=zv {uo (  N(  *L  )  )=v ,n t (  r . r (  - t )  )=4v f  ,

T a k e  n o u l  t h e  c o h o m o l o g y  o f  ( t ) , ( 2 )  r e n s o r e d  w l t h  Q x ( - z )  a n c l

o X ( - 3  )  . o n e  o b t a  j . n e  n o (  r (  - 2 )  )  * o , t { s (  N (  - a }  }  * o , N ? 1 r (  - 3  )  )  * o  o H o (  N (  - g  )  }  * o

a n d  t h o  e x a c t  s e q u e n c e s  :

o  - > H t ( t (  - a )  )  *  > r - r ? (  o x (  - a )  ) - +  H 2 (  o * (  - 1 )  )  6  v  - - o  H 2 (  r (  - a )  )  + o

o **#6r(  -a)  )  *>ut(  N(-  zJ )  -+ uuf l * rH2( r (  -a)  )  - ->o

o --*Ht( r( -3 ) )* BVjs au{ --rzvg@.BoT -*H?( r( -3 } ) --> o

o  -+* t (  r (  -3 )  )  * "Er t ( f r ' (  -3 )  )  - -+evr@Lovf+  N2( r (  -s )  )  - -? ,  o

r t  f o t t o w s  u 2 ( r ( - z ) ) " r u {  ,  H t ( r ( - ? } i = v t  , n t ( r u ( - a } } * v t 6  6 v f  . B y
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1 +1.
dus l i t y , t ' I " (  N (  - 3 )  )  " vuS  ov i  .

P r o p o s i t i o n  1 " ,  I n  t h e  e b o v e  a s s u m p t i o n s , t h e  n o r m e l  b u n d l e  N  t b
^

X C  $ ' *  j . s  o ! . m p l e  a n d  l t s  c o h o m o l o g y  i s  g ! , v e n  b y  t h e  f  o l l o w i n g  t a b l e

Htr" 
' 

v&n Fi0

* f i

( n ) 2 6

* )

- 4

- 3

- 2

. - t
o

n
( n  > r t )

CI

o

o

0

o

V

3 r @ z

- n

o

t t .

25

t :

.,o.!,^.ehc c- = t-t'(Oo(n*oi)o V - h"(0*(^t) - H'(o*{* )) o zs

P r o o f  * W e  h a v e  o n l y  t o  s h o w  t h a t  N  i s  s i n r p l - e , F o r  t h i s , c o n s i d e r

( t )  a n d  (  2 )  t e n s s r e d  b y  t ' l (  - 5 i  :

o  - +  N ( * 5 ) * +  N ( - 4 ) @ v - - - )  T r s N ( - 5 ) - - - +  o

o --+ t { (  -5}@ 2s -**}  r@ N( - : } - - - -+ '6nd(N )  - - -+ o

a n d  t a k e  t h e  c o h o m o l o g y " . A s  p l 2 (  t t (  - 4 )  € V )  r F  I O  Z  i t  f  o I l o w s
t

t h a t  H - ( T @ N (  - 5 )  )  c o n t a l n s  a t  m o s r  o n e  I  a n d  n o n e  $ , s o  t h a t
, o ^

H d ( S n O r u )  a n d  i t s  d u a l  H o l 6 n d n r )  c o n t a i n  p r e c i s o l y  o n e  I  (  N  a d m i r s .
a t  r - e a s t  t h e  m u l t i p l l c a t i . o n  b y  a  s c a l a r  e s  a n  e n d o m o r p h i s r n )  a n d
n o  $ . B u t  w e  h a v e

o - ->  Ho( r@ N(-s )  )  - r  uo6$noru)  - - :  4 r  - -  - - .

o - - )  HoqroN(-5) )  - - ->es

$ o  t h a t  i t  r e m a i n s  n " ( % n r t h t ) = I , f " l 2 ( % n d N ) * 1  a n c l  r h e n  H t t t f t O N ) =
I

=BSCI 5Z . E

o?c*- s-

25 3r@ z

4v: v^
4 Z

#

v -  @6v ;  o
J J

#
V, t  O 6V""  o

L r

4v f  o
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p r o p o s $ t i s n  ? . o  T h e  * r n e d u c n b L e .  c o ' m p o n s n t  o f  t h e  r * o d u } l  $ p * c s

f , 1 ( - 1 , 4 )  o o $  s t a b l e  r s n k  ?  v e c t o r  b u n d l e e  o n  $ e 4  w t t h  * t * * 1 ^ , c A * A ,

wh i "ch  cont t * f ,ns  the  F fonro*ke*1"1* tn f  o rd  bund le .  S  has  d imens ion  t .4

a n d  i . e  s m o o t h  a l o n g  t h e  o n b l , t  c f  E  b y  $ L o ( f i ) . T h t o  o r b L t  h a s  a l * o

d i m e n s l o n  ? . 4 .

P r o o f  , T h e  f  a m t l y  . *  o f  e b e l j . a n  s u r f  s c e e  t n  t r 4  h e e  d * m e n s * " o n  2 7 ,

b * e  a u s e  t h *  n r o d i r l l  $ p n c G  c l f  t h e r n  h e s  e ! * m e n s l o n  3  (  c f  ,  L g l  , T h e o r e m

6 . 1 , )  a n d  o n ) . y  f  i n l t e L y  m a n y  a u t s r d o n p h * . e m e  o f  a n  a b e l J . a n  v a r t e t y

a r e  r e s t r t c t i o r r s  o f  a u t o r i o r p h i " s n r s  o f  t h e  a r n b t e n t  p r o J e c t i v e  6 p o c e

( c f . L A l , p  " 3 2 6  ) " F o t r  a n  e b e l l a n  s u r f a c e  Y  X n J t  c o n s L d e r  t h e  v e c t o r

b u n d L e e  F  o b t a l n e d  b y  r h e  m e t h C I d  o f  $ e r r e , a s  e x t e n s l o n s  ( c f , L g J , [ y ] l

Y  c o n e i s t s  o f  t h e  o r b i t

a c t l o n  o f  S t - b ( C ) , a s  a n y

e q u i " v a l e n t  t o  t h e  u e r o

o f  t l ' r e  H o r r o c k e - t ' t u m f o r d  b u n d l e  h r y  t h e

a b e l i a n  s u r f  a c e  t n  S t 4  i s  p r o J  e c t  i . v e l y

s e r  o f  a  s e c t  i o n  s e  f (  r  )  a n d  t " x t t l  r y {  5  }  n f i  1 * 6  -

o -? 0 --* P '----P Iy{ 51 --+ o

c o r $ - e s p o n d i n g  t o  e l , e m e n t s  !  I o c a 1 I y  s e n e r a t l n g  n x t t l l y { 5 } , o }  a /

H o ( O y ) , a n d  d e n o t e  U V  F  t h i s  f a m i l y  o f  v e c t o r  b u n d l e s ' I n  f a c t

luce  have f ro6n; *a  f  o r  a  F  . . in  ts  rhence the  f  amt ly .F  hau d i r *enet ron  ! *

d r * r " l t  o h C I ( o y ) - h o ( F  ) * 2 4 " 1 \ s  t + t 1 6 n o 1 r  1 ;  i " s  n a t u r a l l " y  l s o m o r p h t c  t o  t h o

t a n g e n t  s p e c e  o f  t h e  m o d u i . i  s c h { 3 m e  M ( * 1 , 4 )  j . n  t h e  p o T *  c C I r r e s p o n -

d i n g  t o  F  l c e  . [ s ] )  a n c l  f t t t 6 n a t F ] ) * ? 4 . t o r  F  i n  S , i t  f o ] ] o r r y e  t l r a t

M {  - 1 . , 4 }  i . s  s r n o o t h  o f  d f n r e n e i o n  2 4  i n  t h e  p o L n t s  o f  F " ( N o t e  t h e t

w s  m a d e  n o  d i s t l n c t i o n  b e t w e e n  v s c t o r  b u n d ] . e e  w i t h  
" 1 . - : .  

r r 1 o 4  a n d

t h o s e  w i t h  
" 1 * S r c r o t o , w h e n  

w a  r e f e r e d  t o  t h e  m o d u l i  s p a c e $ r b e c a u s e

t h e y  c t l f  t e r  o n l y  b y  e  t w i s t  w i t h  O ( 3 ) ' )
tf
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