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SUR LES ANNEAUX ARTINIENS LOCAUX DE TYPE
FINI DE: REPRESENTAT TON
par

Adrian IOVITA
14

Si A est un anneau artinien leocal nous dllons montrer
que A est de T.F.R. si et seulement si A est un anneau prin-
cipal. Ensuite, on pourra etablir la structure des anneaux
artiniens A de T.F.R. gui -satisferont aux conditions:

i) A est fini engendré sur son centre 7 (A)

ii) A/J est une algébre séparable sur Z(A)/J(Z(A)).

Il en résultera comme conséquences: la structure des
anneaux artiniens commutatifs de T.F.R. et celle des annecaux
artiniens primaires de T.F.R. satisfaisant aux conditions i)

Sotai e

If Ards a . local artinian_fing we wili show that A is
of finite repregentation type if and only i? Ads a prindipal
ideal ring. Next we shall examin¢ the strueture of an arti-
nian local ring A which satisfies the conditions:

i) A is a finitely generated module over its centre Z(A).

L AT A s a'separable.éléebra ovier Z(BR) T (7R ))

It will follow as conseduences: the structure of commu-
tativesartinian rings o FaR T and that of primary artinian

rings of B.R.T, satigfying the conditions lhaand; di).



1. Les anneaux artiniens de type fini de représéntation
(T E R} eht «te introduits par rapport & la conjecture de
Brauer—Thrall. Les résultats obtenus sur la structure de
la catégorie Mod A, ou A est un anneau de T.F.R. dans les
travaux d’Auslander.et d’Auslander—-Reiten, nous suggerent
1’idée que ces anneaux alent une structure suffisamment intel-
ligible qui puisse étre decrite. Dans ce travall nous ‘exami-
nerons surtout cet aspect. Les anneaux considérés. dans ce tra-
vail ont un élément unité et le modules éont unitairés.

Si A est un anneau artinien local nous allons montrer gue
A est T,F.nR° si et seulement si A est un anneau principal. La
technique developpée est due a J.P.Jans et R.Colby (voir 4
chapitre 6). Ensuite, en utilisant ce résultat etfemployant
les théorémes de structure pour les anneaux artiniens (voir
5, 6 ) on pourra é€tablir la structure des anneaux artiniens
A dec T.ELR, qui satlisferont aux conditions:

i) A est fini engendré sur son centre 7 (A)

ii) A/J(A) est une algébre séparable sur Z(A)/J(Z(A)) ou
on désigne par J(A) le radical de Jacobéon de A.

Ti én résultera comme conséquences: la ‘structure des
anneaux artiniens commutatifs de T.F.R. et cell des anneaux
artiniens primaires de T.F.R. satisfaisant aux conditions

e b

o Définitions et notations

Si k est un corps de caractéristique p (p prime) on
désigne par W(k) l’unique (jusqu’a un isomorphisme) p-anneau

du corps résiduel k.



Soit Wn(k)zw(k)/PnW(k); ne&N. i k eset un corps parfait;
W (k) est l’anneau des vecteurs de Witt coupés.

Soit D une algébre & division finis sur son centre
Séparable sur k, on désigne par Wn(D) la Wn(k) algébre sena-
rable du corps residuel D et de l"idealimaximal-gencre par D
(voir. .. 6 .chapitre-3).

Soit A un anneau ét 0":A—»A un morphisme d’'anneaux;

w5

alors on deésigne par A[§,UJ 1’anneau des polynomes tordues

(avec les relations: x.a= {'(a).x pour tout a&A).

3. Anneaux artiniens locaux de T.F.R.

idéal bilateral. 8i A/K n'est pas de T.E.R. alors A ne l'est
pas non plus.

La démonstration est évidente.

Théorame 1. Soit A un annesu artinien a gauche, local.

Les assertions suivantes sont éguivalents:
i) J est un idéal principal & gauche de A

) Arests de el R,

On a J=A.x=x.BA. BAlors A est un anneau principal, et le seuls

idéals de A (a gauche, a drodite, ot bilatérales) sont: A; Ax;

2

2 ; m-
R s s

l;O (o m est le plus petit des nombre entiers
pour lesquels J0=0) .
Si M est un A-module a gauche de type fini on a: (par

application du Théoréme des facteurs invariants, voir 1

k k. k
chapitre 3): Mchll Q>M22 e @}Mrr ou M; sont des A~modules



34 gauche cycliques pour chaque i=1,2,...,r.

De 1a les A-modules & gauche indécomposables de type
fini doivent etre cycliques, donc ils seront des suivants:
NN T A/sz;,,e;A/Axmﬂl. Alors Alest de T IR,

Pour la réciprocité supposons que J n'est pas un idéal
principal & gauehe.-Aleors J/J2 est un &space véctoriel a
gauche sur A/J et dimA/J(J/Jz):>l (par 1"apnlication 'du lemme
de Nakayama). Nous allons construire un nombre infini des
A-modules 3 gauche indécomposables de tvpe fini, nonisomorphes.
Nous pouvons supposer J2:O (si 13 n’est pas le cas on prendra
au lieu de A, Z-\./J2 et on peut appliguer le lemme).

Si dimA/JJ'>l il a xoved lindaircment indépendent
SuraB /.

Soltn =2 et el;ez;...enéiAn; elm(y;~x;0,.,.,0);
e2=(0;y;~x;0,..e,0),°.,, en_l=(0;u..;y;wx)r en=(05“q,,0,y) et
L=he +Ae,+t...+Re_; N

Nous allons montrer gue N est indécomposablé et que la
longueur de N est au .moins n. .

Sioin %@gHomA(N,N). Puisque A" est un A-module libre
il a“@c&HomA(An,An)ﬁan(A) (17anneau des matrices'éur A)

tel que le diagrame suivant soit commutatif:

l

ou Test la projection canonigue. On a 7Tﬁ;37¢ et alors
grLel. Soit B:{.@QEMH(A)/@Lg&Lg. pour chacue $&B il v a

F:N-—>N tel que @/7T=7T¢. On définit 1l'application naturelle

oA :B~w%HomA(N,N) par'<ﬁ(¢):¢.



Alors & est un morphisme d'anneaux et une surjection.

s

Alors, suivant notre but, il est suffisant de montrer
que B est un anneau local. On dé€signe par ¢=(a,

elément de B. Pour chague: i=1,2, c..,0 G0 Sl o e e
ay4 = r &y 14 Y @ {’.‘V}l 7 }/}3"‘12, é.)_]nh,

v

€A tel que

1 lels e i el iy SRl e e (e 2t
S L < n et i< non a aljy d13+1( X) &jly et
i

i)

a, .y+a, (-x) = [X (=52 )+ pﬁiy et pour j=n et l<i<n on a:

13 16 et {3jiwl
= ] r ot 5 : =t o %, - /:

&1nY !7n1y Shcypd (Bni~l( K)r{}niy°
¥ 5 { . i

On désigne par =~ le morvhisme canonique A——=»A/J et par

a 1’image de

joi]

par

Q

e morphisme. Pulsque x et y sont lindaire-

ment o indépendents sur A/d on a pour 1o etile 1o n:

Ber e

= = ° ":—:‘\1 = o ‘ :M, ':—'O.,
alj+l 14 ai+lj+l’ pour j=n et 1L 1L n as

n
Alore & ma = .=a. et g =0 pounrelid
. 417920 nn 13 I =

Alors ®»all.lB
g 2 ol ~ 1 “’/2
— b == ~ o - = A 7 2 s = -~
(9 alllB’ 0. Et encore @ all.lB% T ou. &B et # 0. On a:

a tous ses components dans J et ensuite

@ n'"est pas inversable darsB si et seulement si a n'est pas

11
inversable dans A, si et seulement si aiy est un élément bl
potent de A si et seulement si ¢ est un élément nilpotent de
B. Alors B est un anneau local ce qui Veﬁﬁ dire aue HomA(N,N)
est aussi un anneau local et ensulte N est indécomposable.

On désigne par 1(N) la longuér de N. On a: 1(N)=nl(A)-

=1 (L). Mais A/J est un A-module simple et si on désigne par

r=dim, ,.J on aura: 1(A)=1+1(J)=1+4r. Mais 1e lors 1o
<nl (F)=nry 1 (N) > nlrrl)-nr=n,

O EiDyq
Soit maintenant A un anneau artinien local fini enqendfé
(comme module & gauche) sur son centre 7 (A). En vertu du
Théoréme Bjérkmﬁisenbud (xroix - 6: chapitre 1) 7(A) est aussi

artinien et local (si TR smkdtal tepas e loealo contiendrait



des idempotents différent de 0 et de 1).

Coit =N etttk ZiBn ) A 7oA e

Théoreme 2. Soit A un anneau artinien logal  finids engen=
dre sur - Z(A) et solt D une k-algebre éébarablea A est de
T.F.R. si et seulement Si

a) si la caractéristique de A est O ou,@ (p prime)
alors A est isomorphe a Dilx,ﬁ?/(xm).

b) si- la caractérisgiue de A est pm (p prime, mpl) et
peﬁJ—Jz (on dit que A n'est pés ramifig) alors A est isomorphe
a Wm(D),,

¢) si la caractéristique de A est pm (b prime, m>1)
et pG:Je~J¢+l; e;’l fon dit gue A est ramifié et 1’index de
ramification est e) alors A est isomqr?he 3 une extension’

Eisenstein du type:

W (D)Y X,WJ ety ) ou f(x)=xe+pa x?_l+,.e+pa

m i : e-1 e}

et a =0 mod J).
ST

Preuve. En vertu de 6 Théoreme V 214il vy a B une
sous-algebre inertiale des codéfficients de A telle que:

ay.si la caractéristiqﬁe de A est 0ou p BazD.

aAlors soit T le D-bimodule défini en: 6 Lemma WV 13.
onia il @szzJ et J:T+T2+,.,+Tm comme D-bimodules.

Puisque A est de B ER R dimDJ/JZZdimDT=1.

Soit alers x un qénéfatéur de T comme D-éspace vecto-
riel & gauche. Chaque y& A peut étreldésigné soué la forme

mn—1 .
de: ymbo+blx+.,.+bm_1x : bi&:D.



Mais T est un D-bimodule, et on a une application
g:D—=D telle cque x.b=0(b);x polr chagiie be D, et o est un
morphisme de k-algébres.

©

Alors AC&DE;,Q?/(Xm)

3ot

b) si la caractéristigque de A est pm dlors BaW (D).

s

P

ol pé%Jsz suivant le théoréme 1 on a J=A.p. Tout élément
Y&A peut étre désigné sous la forme: yzbo+blp+go.+bm“3p :
bi&;wm(D) tvodlr o 6 sllbemme N Lol )
= =N { : \ =W 2
Alors y\mdm\D) et A Ym(D)

e ekl
3 (4

c) si p&ed -J e >l et J=A.x (Aest T.B.R) on a

e 5 . Sai : :
X = &p et o est un élement inversable de A, Alors
: : m=1 :
C%:'Nb+'£lx+..,c{m~lx et on peut substituer ™ dans la re-

. : @ : : -
lation x™= p et remplacer les pouvoirs de x plus ogrands: que

i : e B : :
e par la méme relation x = p (plusieures fois) et on obtient:.

e =l , )
: +pe X Tetiaa : & J.
X pa._» % P e a &J

%xC=p.a
] p”e—l' o)

Alors x est une racine d’un polynome d’Eisenstein.

Dl By

Corolladire 1. Soit A -un anneay artinien commutatif.

Les assertions suivantes sont €auivalentes:
1) A estide T, FE.P.

140 Ac:AleZX..,xAt ol Ai sont des anneaux artiniens

locaux commutatifs, soit kizAi/rad Ai et:
Si la caractéristique de A est 0 on Dy (pi prime)
.,
P : l
Al'nleXY/(X ) o ;
-
Si-la caractéristique de A, est p. (pi prime, mijyl)

et A nfest pasramific AW ().
: i m,



m,
. P . 3 ~ 1 . ~.
Sl laicardceterigtigue de Ai esit Py (pj prime, mi(>1)
est ramifié et l'index de ramification est e, on a:
E eiml

-giae‘_lX +..,+piao); aoaéo (mod pi).

Preuve. On applique le théoréme de structure pour les

anneaux artiniens commutatifs et le Théoreme 2.

Gorellaire 7, Soit A un anneautartinieniprimairesrini

engendré sur Z (A) tel que  A/J soit une algebre seéparable

Shr %

(A) /3( %2 (A)). Les assertions suivantes sont équivalentes.

A pdech des TP R,

ii) A est isomorphe 2 Mn<B)’ ou B appartient & un des

Epes

décrits par le théoreme 2.

Preuye. Si A est un anneau artinien primaire alors il

Vv..a un anpealr artinien local B tel que Ac:Mn(B). Puisaue les

catégories Mod A et Mod B sont Morita équivalentes B est aussi

de T.E.R. B est finl engendre sur % (B) et B/J(B) est une

algébre séparable sur 7 (B)/J( Z(B)). Et maintenent on peut

appliquer le Théoreéeme 2.

(O8]

Bibilllegnaphic

N.Jacobson, The theory of rings, American Mathematical
Society, Mathematical Surveys no.ll (1943).

K;R.McLean, Comnutative artinian principaliideal rings,
Proe. lLondon Math. Soe.: (3)26 (F9F3), po2d9=272,

K.RchLean, Principal ideal rings and separability, Proc.

London Math. Soc. (3)45 (1982), p.300-318.



e

4 R.S.Pierce, Assoclative Algebras, Springer-Verlag, (1982).
5 H.Pop, Commutative rings with a finike numper of ldeals,

Rese Math., 7(1884),; pal=2.
6 H.Pop;, On the structure of certailn artinian rings (ph,
D.these, Bucharest 1983), voir aussi Preprint

INCREST No .60 /1983,

Tovitad Adrian

St. Cetatea Histria 3
BlL.M1l4d, sc. A, an.3
77314 Bucuregti .

Romania






