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A  K ( X )  D ' U N E

-vsI,yArl lctr pgs"gL *sR g.J
.  par

Vic tor  ALEXANDRU et  Nico lae PoPEscU

so ien t  K  un  co rps  e t  v  une  va rua t i on  su r  K .  on  d i t  qu rune

v a l u a t i o n  w  s u r  K ( x )  e s t  u n  r . t .  p r o l 0 n g e m e n t  d e  v  s i  s o n  c o r p s

rds idue l -  es t  une  ex tens i -on  t ranscendan te  du  co rps  r6s idue l  < ie  v .

on montre comment  on peut  ddcr i re  tous les r . t .  nro longements de

v  b .  K (x )  s i  l ' on  conna i t  un  p ro rongemen t  de  v  i  une  c lO tu re  a lqd_

br ique de K et  res rac i -nes de tous les polyn6mes de 
"  

[ " ]  "

9N 4 CLASS OF EXTENSTONS 'IO K (X) OF A VALUATION

TO A I? IELD K

Let  K be a f ie ld  and v a va l r r .a t i -on on K.  one says that  a

v a l u a t i o n  w  o n  K ( x )  i s  a  r . t .  e x t e n s i o n  o f  v  i f  i t s  r e s i - d u e

f i e ld  i s  a  t ranscenden ta l  ex tens ion  o f  t he  res idue  f i e rd  o f  v .

One shows tha t  a I I  r . t .  ex tens j -ons  o f  v  to  x (x f f ie  cons t ruc ted

i f  one  knows  an  ex tens ion  o f - v  t o  a -n  a lgeb ra i c  c losu re  o f  K  and

lhu  roo ts  o f  a I l  po l ynomia l s  o f  x  l x j

l .  No ta t i ons  e !  dd f i n i t i ons .  Les  no t i ons  comme:  va lua -

t i o n  s u r  u n  c o r p s r  p r o l o n g e m e n t  d ' u n e  v a l u a t i o n ,  i n d i c e  d . e

'  r a m i f i c a t i o n ,  e t c . ,  s o n t  u t i l i s d e s  d , a p r b s  F l  .  c h .  v r .



sous-corps  de  k r .

soient K un corps et  v une
inddtqrmlnde,  K (X)  l_e cor6s des

pro longement  de v  b.  K (X)  .  on d i t

re.?i.dyel . rj[.?nsc_en*g.ry1 (on dcrira
s i k ,  le  corps rds iduel  de va,

Soi t  f  un dtdment  de x l "x j

n o t o n s :

. p.B.9|gs,rT{pI_:. soir
Alors i l  ex j -sce un polyndme

es t  I e  p ro longemen t  e  K  (X )

par  v  et  f  draprbs l t i r r f i * r r * .

Soit v une valuati-on F:i. . lr

va luat ion vr  kr ,  le  corps

ordres de v ,  S. i  6  € Ay

est  un pro longement  de

de fagon canonique f
V

un corps K; notorg;  A, ,

rdsiduel- cle v et 
t,

,  notons a  N  l , i m a g e

v b.  une extensi-on L de

h oun, sous-qroupe de f
w

l t a n n e a u  d e  l a

Ie groupe des
A

d e  d a n s  k _ _ .  S i  w, V

K,  on  i den t i f i e

o # L \ , . -v  e  r \ V  c t  L I I I

a  K ( x )  .

gue w

dd f in ie

va lua t i on  su r  K .  So ien t  X  une

funct i "ons rat i -one11es et  w unegs
gue w est /pro lonqement  de v

Dr . t . evemen t  :  r .  t ,  - p ro longemen t )

es t  t ranscendan t  su r  k_ -

,  ,  y ' * .  s i  p=ao*ar f+ . . lnu, r rnc x  f r1  ,

w t ( P ) = i n f  .  ( v ( a u ) )  , '

D ' a p r d s  [ t J ,  c h . v r ,  
f  r 0 ,  . o '  s d i t  q u e  r r o n  d e f i n i t  a i n s i

une va lua t ion  w,  sur  l ' anneaux n l f ] , .  qu i  a  une pro l .ngement
c a n o n i q u e  e  K ( f ) ,  n o t d  a u s s" t  t f .  on  d i t .  que  w ,  es t  1a  va lua t i on
Fur K (r) egi*tl i t=',Pal v qg r @. on sait (voir i; lc h . v r ,  f  t o )  e u e  w ,  e s r  u n  r . t . - p r o 1 o n q " ; . ;  d e  v  h  K ( f  ) .  , " r u . * _
ment  tou t  p ro longemen . t  w ,  de  w ,  2  d  K (x )  es t  un  r . t .  p ro loncemen t
de  v .  On  a  l e  rdsu l ta t  rdc j_p roque :

w  u n  r . t . - p r o l o n a e m e n t  d e  v
c  ^  t r l \ t -  -r  t  KLAJ  ,  de  te1 le  man ib re

de  Ia  va lua t i r r n  w f  s u r  K ( f )



es t  t ranscendan te ,  i 1  y

ranscendan" i .  sur  kr r .  Sc i t
I

. 1 1v o i r  L r . l ,  c h . v r ,  y f r o ,

dd f in ie  pa r  v  e t  d

r
l '  Q t  que  1  ' ex tens  j . on

s o u s - g r o u p e  d r i n d i c e

\  -  - - f - - 1

I  o u  t , 9 € K L X I .  O f l  a :

n remplacant ,  6ventu ie l -

( f  ) c  '  ; .  o n  a  d o n c

resoect j -vement  par  f  / .a

T  r L . , * ^ r - r - X ^ ^.  u  r r J l r - r r r = o =  O (  t r a n s -

ranscendan t :  su r  k . - .

: f ,ggyg. Vu que l- 'rr-; i1-t;ns:i-on kro/k'

ement  c(e Aw a ins i  que ot  €  kou est  t

es t r i c t i on  de  w  b  K  (o ( )  ,  On  sa i t  (

t i o n  2 ) .  q u e  * o = r 1  ,  i . e "  e ] l . e  e s t

l ' in f i * , rm. 11 est  c la l r  que 
t  

=

x )  e s t  f i n i e ;  a l - o r s  
f  e s t  , - , i .

l*-t l-* ,q 1

,  w .  s o i t  e =  / l ; r  / r r j  e t  o (  = f  / 9

( f  ) - w  ( g )  = 0 ,  € t  w  ( f e ) = e w  ( f  ) c  f "  E

o(  par  d*  on peut  supposer  que w

a )  ,  a € x ,  a l } .  E n  r e m p l a c a n t  . r - , g

on  peu t  supposer  que  w  ( f  )  =w  (q )  =0

sur k.,, montre que E, au F ."e|t- t

a u n 6 1

T r 7  l r  r" o

Propos i

d t  aprbs

K ( X ) / K (

f i n i  de

w ( o < ; = *

1  ^ * ^ *  L
I E l t t e l l  L  f

w ( f ) = v 1

a 4 -  R  / ^
E L  Y l d t

cendant

2 .  L e  c a s K  a lqdb r iquemen t  c los . Soien t  K  un  c rJ rps  a lqd-

br iquement  c los  e t  v  une va lua t ion  sur  K"  f l  esL  fac i le  de  vo i r

que le  g roup.  I  es t  d iv is ib re ,  i . * :  pour  tou t  t 'e  f -  
" t  

chacrue

nombre naturel  n i l  existe f ,e l l ,  a.r  que n f  ,= f

PROPOSITTON 2  "  So i t W  l l n  l ^  ̂  f  -  - n f r ) l  n n r y o m o n #  r l a  r  T /  r ' \ r \!  6  u .  y ! v l v t r y E l l r s l t L  U E  V  d .  . r \  \ . . ! i  .

Alo rs  w  es t  I a  va lua t i on  d6 f i n ie  d 'ap rbs  i n f imum de  v  e t  d {un

po lyn6me l i nda i re  f=ax -b  ,  a f \ .

D r o r r r z a  f )  f  : n r A -  
' l  =M u v s .  u  q F / l g - )  I O ,

-  - - r - - ) .  -g €  K L X J t e l .  q u e  w  e s t  l e

w -  s u r  X  ( g )  .  s o i  t  o  ( x )  = a
I  

e  : '  \ z r l  * o

en  
' f ac teu rs  

l i nda i res .  Vu

e t  pou r  t ou t  j - ,  14 i<n  i l .

w  ( X - x i )  = v  ( . i )  .  O n  a  g = d o c

Froposi t ion f  i l  ex is te un polyndme

pro lonoemenL  a  K (X)  de  l a  ve r lua t i on

( X - x ,  ) . . .  ( X - x - )  l a  d 6 c o m p o s i t i o n  d e  o'  r  n '  Y
11 rr 11q u e  l - -  e s t  d i v i s i b l e ,  o n  e  I  =  l '' a - -  , v  , v  , w

y a un 6 l6ment  c ,  €  K te l -  que
X - x -  X - x

I  L \  l  n \  - s( - E - - )  " . .  ( * h -  )  o d  c = c t . . . c n .  f I  e s t
" I  * n



f=*- - - -9  dans l<- -  esL Lr :anscendante sur  k  .  Onc ,  w  ' - v -
t_

polyndme f  poU.r  f in i r  la  ddmonstrat ion.

3I9E9F.lgIpN,. 3. soient f .  =arx-br,
.  * -  t - - - lde  K  lX  t  e t  w .  =w .  l a  va lua t j -on  su r  K  (X )|  )  . r  I i

. l

d ' a p r b s l i n f i m u m ,  L = L , 2 .  L e s  c o n d i t i o n s

l e n t s :

L=I  ,2  ,  deux nolyndrnes

d d f i n i e  d e  v  e t  f ;

su j -vantes sont  dqui r ra-

te l s  que

c l a i r

X - x ,
l-

^ \
d . )

b )

r 2 - v ! 1 r u .

c )

den te  su r

d )

14i:, : '1":,  ert:  pour au moins U"n  i  ,  I t imaa , .  do- o

n e l t { -  9  ' ^ o n d r e  l c :

r r  l ' n )  = O  o i -  d l l a
w \ v / \ ' l g v

W ,  = W .
L Z

1 1  e x i s t e  d e s  6 l 6 m e n t s  c r d € A _ ,

w ,  ( f r ) = 0  e t

k

v  ( a 1 )  = v  ( a ,  )

P : :euve .

,  f  imaee  de  f .  dans  k_ -  es t  t ranscen-
Z  W I

I

e t  v  ( a r b r - a r b . - ) ) v  ( a ,  )  .

F
z

' 4 .

a ) : - - )  b )  O n  d  w ,  ( f . ) = w . ,  ( f  . t - n '  m s i  a  E  - 4 @ , x - b , ) +
1 .  Z ,  Z .  2 t - u  i  r r r d r s  t z - {  \ a l ^ - r . r I l - r

a r b . ,  - a . , b ,
+'.".':.:*-.::x"..-,

o l
d o n c  w ,  ( f r ) = m i n  ( v ( a Z ) - v ( a r ) ,  v ( a r b l - r t b 2 ) - v  ( a r )  ) = 0 .

M a i s  a l - o r s ,  v ( d . > ) ) r v ( a , )  e t  v ( a , b " - a " b , ) ) t v  ( a , ) .  P a r  s y m d t r i e r  o Dz ' l - r z z L ' t - '

r r o i t  l ^ l l r o  r r ( a  ) l r r ( a  )  d n n r .  f i n a l e m e n t  V ( a , ) = V ( a ^ ) .  O n  a  d O f r C.  Y s v  '  t * 1 ,  / /  "  \ * 2  /  t .  u v r r v  
I  Z

F  - a €  r , r  ^ " r ,  / ;  , _ t 2 o t - a r D 2L 2 - \ - L  
I  

, * r  L r u  w - a ,  
I / d 2  ,  " - T -

L ' imp l i ca t i on  b )  := )  c )  es t  ev iden te  e t  f  imp l i ca t i on

r : )  : - * \  a )  o q f  u n e  c o n s d q u e n c e  d e  L t l  r  C h . V I ,  f  f  O ,  P r o p o s i t i o n  2 "L - l '

L a  c o n d i t i o n  d )  e s t  u n e  a u t r e  f o r m u l a t i o n  d e  b ) .

n
S o i e n t  f  ( x ) = a | f  ( x - * , ) c x i x l  ,  f  C K ,  € t  w ^ = w -  l a  v a ] - u a t i o n

i = I | L ) I o r
su r  K ( f  )  dd f i n ie  de  v  e t  f  dnap rbs l ' i n f imum.  Nous  vou lons  dd te r -

mj-ner  tous:  les pro londements de w. .  a  K (X)  .  En ut i l j -sant  Ies

mdrnes arguments que dans f .  p tuu, r "  de la  Proposi t j -on 2,  on

ob t i en t  l - e  rdsu l ta t  su i - van t :



e x i s t e

n l 1  €  -
v u  ! . -

a

PROPOSf  T fON 4 .  So i t  v ;  un pro longement

une  rac ine  x "  de  f  e t  un  d ldmen t  c .  t r  K
X - x .  r  r *  -

l-

r

I

d e  w _  h  K ( x ) .  r l()

a in#r  que W=v/ r .
l-

\,J

0 
r=vr  

(X-x .  )  =v  (c ,  ) ,  c r G  K ,  l < i f  n  e t Q t .  s o i r

de f in ie  de

,  a lo rs

/ ^ ' / v \

Y-v

l-
E o
* i  

. 1

o l -
n

r r  a f  'F
f

A, i

LEM},IE 5. Soient  w un pro longement  de w =w,  a

r.
I

= c r r r n  /
v g l J \

o i
J"
st.A l o r s  w = w -  i . e .  w  e

I .
i
L

va lua t i on  su r  K  (X )

v

d t aprbs l t inf imum" T n r z o r q o m o n +  S i  V " t = W _  ,  f - ," " ' " f i  '  - i Y-
t  u i =

D r o r r r z o D'ap rbs  1a  P ropos i t j - on  4  on  vo i t  qu ' i l _ ex i s te  un

X - x .
ind ice  i f  ,  l ( i r f  n  te l  que *=r f  ,  ,  t r .= -#

t l  t  t l

\d  . r - '

Alors  o  =  i
l -  l - .

U I

X - x ,
!

1*-?;  =g=
- ( 1

f

U

)  ( 0 ,  c ' e s t - e -

o
.  Ma is

I A

c .  X - X ,  X i  - x .  x .  - x ,

=',#( .+) . - l i*})=inr tv(ci/c. ) ,,,1J]:; ley- r - o  - i I  - i o  - I  * o  " i o

E n  e f  f e t  s i  o n  a  U  < Y ;  ,  a l o r s  o n  d d d u i r :  w* I  * o

\ 4 L r g  W - W  -  t  L' 1
I

a )  L e s

-d i re  une  con t rad i c t i on "  Donc  ndcessa i remen t ,  I ' .  =
* I

a l o r s ,  v . ( c i  ) = v ( c . ,  )  e t  v ( x +  - x -  ) ) r v ( c *  ) .  D o n c  d ' a p r b st l  t o  t I  t o  l _ o '  
- !

Propos i t i on  3  ,  d )  i l  r dsu l te  que  w f .  = * f ,  =w
t o  t l

La dern idre par t ie  du Lemme 5 rdsul te  auss i  de-

I a  P r o p o s i t i o n  3 ,  d ) .

LEI{iuE 6. Soi t  w un pro lonsement  de

X - x t
I --  

" ,

* o  a  K ( x ) .  s u n p o s o n s

cond i t i ons  su j - van tes  son t  dc ru i va len tes :

0:
I



i )  w=w-  ,  f  .  - ,
r ,  ] -

i i )  v ( x . , - ' x * ) ) ; s u p
L l - /

( v  ( c r )  , v  ( c r )  )

i i i )  v ( c r ) = v ( c ,  )

b )  S i  , 7  ( c i )  i v  ( c r )  a l o r s  , 7  ( c i )  =  
[ = , ,  

( x r - x r )

D r a r r r r o  r  lq t

resul tent  du Lemme

d 'ap rds  l e  Lemme 5

w=w -
I ,

l-

b )  O n  a  v ( c i ) = w ( X - x i ) = w

v  ( x r - x ,  )  )  ,  d ' o D  v  ( c ,  )  = v  ( x r - x ,  )

Nous montrons maintenant

un  616men t  d *  C  K ,  a ins i  que  Ia
. 1

X - a .
.l-

et  * ' r * :  d 'aprds in f imum esL un
u .

.l-

miner  1 '616men t  d ,  on  cons idb re
1

m r r l e  d e  T a w l o r  d e  f  :

Les imp l  i ca t ions  i  )  : - )  i i i  )  ,  i  )  ==)  i i  )

5 .  P o u r  m o n t r e r  q u e  i i ) . : ' >  i i i )  o n  v o i t

q u e  v  ( c r ) = s u p i  ( v  ( c - , )  )  = v  ( c 1 )  ,  c ' e s t - d - d i r e ,

X.X . ,
( X - x ,  )  = w  ( c ,  ( " - 1 - : )  + x ,  - x ,  )  = i n  F  ( t r  (  r  \'  ' 1  I  a I  

'  ' " I  " L t  + r ' !  \  
" - 1 '

f  ( x ) = ( x - x ; ) h r + , .

d'o i r  f  (x )  =drh l  (+)  * .  .
l_

l ,-t \

' r I ,  
f  t r ' ( x ' )

.  + (X-xr)"hr,  ,  oi l  h j=**Tt '-  ,  t< j<n

X - x .
.  - n ,  ,  l - .' - f a t  

n  { # l
f n n

l_

+ )
d ' a p r b s  I  i n f i m u m .

w o ' ( f  )  = 0 = w i  ( f  ) = i n f  ,

que  pou r  tou t  i ,  16 i {n ,  i l  y  a

va lua t i on  du r  K  (X )  dd f i n ie  de  v

pro longement  de wo.  Pour  d6ter-

le  ddveloppemenL selon la  for -

So i t  w .  I a  va lua t i on  su r
l-

On r rn ' i  l -  . f l l r :  r ^ r .  eStv r l  v v r  L  \ 1  u u  
" " 1 _

( v  ( h - ,  ) + j v  ( d . .  )  )  d ' o i l
. . ) r

K  ( X )  d d f  i n i e  d e

un pro longement

X - x .
. l _\ /  a r

c l ,
t-

d e w  s i

(,J )
v ( h * )

v (di ) =-inf ., (*j-*r-) , 1-< j_u n

La .  cond i t i on  (4 )

d 'un  d ldmen t  d i  de  I ( .

nous permet la  ddterminat ion (non  un ique )



Soien t  d . i  i l n

v a l u a t i o n  s u r  K  ( X )

vou lons  mon t re r  que  w .  es t  u r r  p ro l cngemen t  de  w

s u f f i t  d e  m o n t r e r  q u e  f e ' a - .  e t  q u e  l , i m a s e  d e

t r a n s c e n d a n t e  s u r  j < "  E n  e f f e t  s i  ) t ' i ,  o n  a :

= i n f  ( v  ( d i )  , v  ( x r - x 3  )  )  = v  ( d i i  )  ,  o D  d i i  e  ^ ,  d i i

d ldnrent  dc K ddt .ermind d 'ap: :bs (U et  w '  la
X * X .  r

ddf : .n ie  c ie  v  et  " -T-*-  d 'aprbs in f imum. Nr : , . ;s( 1 ,
.l-

P o u r  c e l a  i I

f  dans  k  es tw ,
l_

w 1  ( X - x  '  ) =
L . . ,

* d . ,  L a  c o n d i t i o n

w .
1

( f  )  = 0  m o n t r e  q u e  I ' o n  a :  v  ( a )  +
n
) , t  {d i  j  )  =0 .  Notons :

o n  v o i t  q u e  v  ( d ,  ) p v  ( d i  
i  )  ,  c  ' e s t * h - d i  r . e  q u e

dans  k . .  es t  t ranscendan te .su r  k , -  ou  a r : r ra r t i en . tw . :  
-  - V  " t ' t

J

f  imaqe
X - x ,

. l -Oe **  c ians J** .  est  t ranscendante sur
l - a

. r l r A  1  f  i m r a a  n g  f  d a n S  k  e S t  a U S S j -' a * -  , ' w i

n =_-r X_X,
. ,  

- i ?  
-  I  t '

u i=* / {  u r i  ;  on  a ,  f=adf  J / f - : i l
J - L  l l

X - X ,  d ,  X - x .  x '  * X  ,
vu que =- +=*A-t-;*fl + i-*J' cl , d* i i  * j - j  * i  * j . j

X - x .
e t  w .  ( *  *  1 ) = o" i '  d . . '' r - l

X - x ,
I ' imaqe 4s * -J

" a l

1 l

a  k__ .  Pa rce  oue

k '  r  or r  vo i t  f ina lement

t ranscendante sur  k , ,

D n r r r  { - a r r J -  i  1 t ' i z n  . i ' l
u v s u  L l  r - ! \ \ l t  I l  , y

su r  I (  (X )  de f  i n ie  de  v  e t

du  w  .  f f l ve rsemen f  -  { - n r r j -" o '

)  un .  de byoe vr ,

TEBOREME 7. Soi t  ,=. '#
i = I

( X - x .  )  u n  p o l v n 6 m e  s r r r  K -  g  , / r ,
- l _  

-  . :  r r v r r r u  D u !  I \ t  r  Y 1 \ .

a un d ldment  dr  6  K te l  que la  va luaLi .on vr i
2 t - X .
* ; *3 d 'aprbs in f imum est  un pro longement

U .
l-

n r n ' l ^ h n a m 6 h f  d e  W  a  K ( X )  o q { -  o r r r r i r r n I o n ty !  v  r v r r \ J  u r l r : / r !  . ,  
o  

s a  u  s \ l  u r -  v  q r s t

On d i t  que X l  = , ,  (d*  )  €  f ,  Udr tn t  c1 'aprds  ( I  )  es t  1  'o rd re
- I  

- L  V

propre  e t  c lue  \^ i .  es t  la  va l -ua t j -on  prop . ] :e  assoc ide  e  f  e t  ra ic ine
" ] -a-_r'::*'"+:r*€

x . .  S i  X .  r X ,  s o n t  d e u x  r a c i n e s  d i s L i n c t e s  d e  f  -  o 6 n d r = l a m a n +  " r a o
- - i  .  . . i  r . ^ i  r t t t r ; J  u r J  r - J r r u  L ( - ; u -  L t t r ;  L  1  \ _ , r E r r c : I  c l r s r t r s l l  L  - L u ; ; )

v a L u a t i o n s  p r o p r e s  a s s o c i d e s  w .  e t  w .  n e  < n n J -  n : r q  d i s t i n c t e s ." i  " j

On  ob t - i en t  1e  rdsu l ta t  su i van t :



PROPOSIT ION B"  So i .en "L  f  6  K

f |  f ,  ,  YZ les ordres plropres et.

assoc ides  respec t i ve rnen t  h  * ,  ,  x2

son t  dqu iva len tes :

l l ,  I

I  t '

W r  r W
I

^ +

f f K ,

^  les

X ,  r X .  d e u x
L Z

va lua t i r i ns
s

condi  t i  ons

racirres de

prorrr.e s

su ivantes

l  )  *1=*2

z)  { ;=% er v (xr-x2 )>r{ i
3)  f .=*r(X-xr)  et  6=*,

preuve  ddcou le  d . ' ap rds  l es

(x -x ,  )

lemmes 5 et  6
. dn*

a + \  l : r  D r n n n -

s i t i o n

! o

COROLLAIRE 9 .  SoJ . t

^ , , 6  r r / r \ - o  a { -  v ( x ,  ) )  0  p o u r  t o u t  i ,  I $ i . < n .  A } o r s  i lY . * '  v  \ q /

pro lonqemen t  w  de  wo  a  K  (X )  .  w  es t  l a  va lua t i on  su r

de  v  e t  X  d 'ap rbs  i n f imum.

l t
B

f=a l  l  (X-xr  )  un polyn6me de
. . i  - 1  L

I - J "

\ 7
.I

K

r 1
K Lx )  a ins i

a un uni-que

/ t ' \( x i  o e I  l _ n r - e

3 .ne } . yg .  So i t  w  un  p : :o lonc remen t  de  wo  a  K  (X ) .  D 'ap i :bs  1es

hypo thdses  on  vo i t  gue  v r  (X )>  0  e t  ndcessa i remen t  w (X->< ,  )=g  Dour

t o u t  L t  t ( i 3 n i  M a i s  a l o r s  d ' a p r d s  l a  p r o p o s i t i o n  B ,  2 )  o n  c o n *

r ' . r l 6 f  c f l l o  n n l r  # n r r { -  . i  - i  A h  a  W r = W . .  P O U f  f i n i f  I a  p f e U V e  O nY * '  u v s e  L t J t  v r r  , , i  , , j .

u t i l i s e  1 a  P r o p o s i t i o n  3 ,  b ) ,

COROLLAIRE 10.  Soi -ent  f=a
n
I l \ , - - l -I  t  (X-x i  )  €  K  LXJ e t  pour  tou t  i  ,

-.L - -L

i )  r ,  a lo rs  o r r  rk ro

w. :  La  va lua t i on  p rop re  assoc i6e  a  f  e t  x .
l - ] .

a )  S i  w 1 = . . , = w . -  ,  € t  w , 7 t v -  p o u r  t o u tr  r  I '  t -

es t  une  ex tens ion  de  deq rd  r .

b )  S o i t  t i ,  " .  " , w i  u n  s y s t e m e  c o m p l e

t
w ^  a  K ( x )  ;  a l o r s X " 6 r ' r / w ^ ) f  ( w j / r ^ ) = f i < f x l

C , )  
i = - r  J  C )  J ' ( J  L

I t i nd i ce  de  ram i f i . ca t i on  e t  f  l e  deq rd  rds

t d e p

-
I

: K  ( f  ) /

i due l

ro lor igement  de

^ i ,- t r  
,  \ J  L l

l t t n i  r

^  a a l

r 4
l -  |  r  ^ n  \

l r l ,  p . . L J o /



g3ggyJ."  a)  Soj-eni :  t ;  l f  ord: :e propre associd h f  et  rac1ue
L

x ,  e t  v ( c "  ) = w  ( X - x  )  ' l + l . i < ; n "  
D ' a p r d s  l e s  h y p o t h b s r , $ .  e t  I a  P r o p o -

r  r  1 \ ' r  
r r i /  '

s i t i o n  B  o n  r r o i t  q u e  v ( c i ) =  q  s i  l ( j . r c r ,  e t  v ( c r ) <  i l  s i  i )  r .

Donc ,  d 'aprbs  la  Propos i t io i r  3 ,  c )  o r r  conc lu t  c4ue f  image de

X - X ,

" , * , * . :  dans  k "  es t  t ranscenc lan te  s r r r  k  s i  e t  seu lemen t  s i  l . ( i 5 r .
c ,  w ,  

' - v
l - I

1 1  e s t  c l a i r une extension de degr6 r .f r t t a
Y " *

a f l l 0- 1 * -

w 1

It v

errdsu l t

/ V  a c { -' w
o

:  l - - 1  l < i  < +  o n  v o i t  c r u e  e  ( w l / w  ) = 1 .- , W l  ,  I \ \ I + L  - - -  . ;  
L ,  O

l-

a  a l o r s  d ' a p r b s  a ) .

b )  V u

L ' a s s e r t i o n

3. k*"_g,es*I1_S]l-glgg=3"gqg. Soient K un corps et v une valua-

t ion sur  I { .  Nous voulons d6terminer  toutes les va luat ions vJ sur

T { {v )  r - r r r i  qnn t  des ,  n ro lonoemen ts  rds idue ls  t ranscendan ts '  de  v "r \  \ r \ /  Y s *

Pour  ce la ,  oD  f i xe  une  c l$ tu re  a lqdb ruque  R  de  K  e t  V  un  p ro lon -

\ -
c r o m o n r  d e  \ / ;  X .  S o i e n t  w  u n e  v a l u a t i o n  s u r  K ( X )  q u i  e s t  u n  r . t .

pro longement  de v ,  f  un polyn6me sur  K dont  f  image E dar ts  k ,^ ,
w

es t  t ranscendan t .e  su r  k , ,  (P ropos i t i on  1 )  e t  f f  un  p ro lonqemen t  de

w a X (X)  .  Vu que k== €st  une extension a l .gdbr ioue de k- -  ,  o i l  vo i t
: 1  * *  ' - V  - -  J  '  V

c r r r o  F  e s t  { - r a n s c e n d a n t  a u s s i  s u r  k - ,  c ' e s t - b . - d i r e  i l  e s t  u n  r . t "
Y u e

pro longemen t  de  V .  Ma is  a lo rs r  o f l  conc lu t  d ' ap rbs  Ie  T t rdo rbme

q u r i l  y  a  u n e  r a c i n e  a  d e  f  e t  u n  d l d m e n t  d €  R  a i n s i  q u e  V ( d )
d l-a

e s t  I ' o r d r e  p r o p r e  a s s o c i 6  d  f  E T p a c i n e  a ,  e t  t e 1  q u e  W  e s t

une  va lua t i on  de f i n ie  de  V  e t  +g  c1 'ap rbs l ' i r r f imr rm.  s i  g rK /XJ ,

d e

est  le  ddveloppemeni l iav lor  de q
m  ( i  )

.  \ '  ( a ) , _ -  _ , Jet '  s r  g  (X)  = L * - - - - *  (x-a)
j = l  ) '

d t a p r b s  X - X .  r  o h  a :- J -

( 2 )
( - i  )  .

w (q{)=i l  (ei=i1f - .  ( ;  (q-.  i . ; - t i l )  +iv,"
J  ) .



1 0

^/- b :u
o i r  g  =v r (X -a )=V(d )  ,  es t  l  r o : :C . re '  p rop l :e  assoc id  h  f  e ' L / rac ine

a  e t  d d f i n i e  d ' a p r b s  ( f  )  p o u r  x * = d "  O n  a  d o n c  I e  : r . F : , u l t a t
l-

s u i v a n t :

THf lORI1ME 11.  Soient  K un corps,  v  une va luat ion sur  K

e t  w  un  r . t "  p ro longernen t  de  v  a  k (X )  .  11  y  a  un  po l yn6me

- ^ --r.---1f €  K I X J  e t  u n e  r a c i n e  a  d e  f  a i n s i  q u e  w  e s t  d d f i n i  d ' a p r b s
:\' ( 2 ) ,  au  V  es t  un  p ro lonqemen t  de  v  &  une  c ld tu re  a lgdb r ique

d e  K  e t  t r -  e s t  l t o r d r e  p r o p r e  a s s o c i d  b  f  e t  a .

Inve rsen ren t  s i  f  ( x )  es t  un  po l yndme su r  F  e t  a  une  rac ine

de  f  (dans  une  ex tens ion  convenab le  de  K )  a lo rs  on  peu t  dd f j -n i r

d ' a p r b s  ( I )  1 ' o r d . r e  p r o p r e ' f i  a s s o c i d  a  f  e t  r a c i n e  a ,  e t

d ' a p r d s  ( 2 )  u n e  v a l u a t i o n  s u r  K  q u ' e s t  u n  r . t .  p r o l o n q e m e n t  d e  v ,

Une valuai:ion v sur le co:l1ps K est dit tlegs-*j--en?-e- si pour

tou t  ex ' t ens ion  f i n ie  L /K ,  v  a  un  un ique  p ro longemen t  a  L .  Le

resul ta t  su ivant  est  un compl6ment  a un resul ta t  de Ohm (voi r

l  " t l  l n i t
L . ) r  Y . L v L / .

THEORhMtr  1 ,  Soient  K un corps et  v  une va luat ion F lense*

l i enne  su r  K "  Supposons  que  w  es t  une  r . t "  p ro longemen t  de  v  a

K (x)  i  ters  que l i=  (  ,  ko,=k, ,  ( t )  r  t  t ranscendente sr ' *  1-  n t -
- l r  ^ V  t  s L

w ( X ) = 0 .  A l o r s  w  e s t  I a  v a l u a t i o n  d e f i n i e  d e  X  e t  w  d ' a p r b s

inf  imum.

Preuve .  So i t  f 6  K IXJ  un  po l yndme de  deq r6  m in im  a ins j .  que

T  r  v  , a c *  + .  r ^ n s g e n d a n t e  s u r  
' L  / r r n i  r -  p t O p O s i t i O n  1 )  .  L a  c O n d i . -,  E ^ w  r D u  u r q r r r v v r r u q r r u u  , ' v  \ v v r r

t ion l l= f  ,  montre que f  est  i r rdducible.  D'aprbs le Tr"rdorbme' v  w

I I  i l  y  a  une rac ine  a  de  f  a ins i  que pour  tou t  poJ-yndme g(x )=

\ *  i  , - 4= )  a -X -  de  . x i - xJ  on  a  :
l_

l_



.|

1 l

w  ( g  ( x )  ) = m i n  ( T ( a -  )  + i  f )'  
1 '

ou v est  l tun ique pro longement  de v  d L,  1e corps des rac ines

d.e f . On a

D

w (X)  =0=min  (V  (a )  ,  [  )

.  d ' ou  V ta l  
)O  i . e .  a  €  A - r .  La  cond i t i on  v  Hense l j -enne  mon t re  que

a:  es ' t  Ia  fermeture in tdqra le de A dans I  (vo i r  f f  1  ,  
'  

€  g,-  
V  

. -  . . v  =  \  v v + r  
L - J ,  )  v ,

Propos i t i on  6 ) .  Vu  que  a  es t  en t i e r  su r  A - -  a l -o rs  l es  d ldmen ts
V

con jug6s  A a  Ie  sont  auss i ,  c 'es t -h -d i re  f  es t  un  po lyndme

un i ta i re  de  I 'anneau d .e  po lyn6me a- - l x i  .  Ma is  a lo rs  d ,aprbs-  
v L  /  -  t .  -

l e  Coro l l a i re  9  on  vo i t  que  w  es t  dd f i n ie  de  v  e t  x  d 'ap rbs

f  in f imum.
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