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SUR UNE CLASSE DE PROLQNGEMENTS A K(X) D'UNE

VA;UATION SUR,UN,CORPSWK

par

Victor ALEXANDRU et Nicolae PORPESCU

Soient = K un corps et v une valuation sur Ke On dit gu'une
valuation w sur K(X) est un r.t. prolongement de v si son corps
résiduel est une exténsion transéendante du corps résiduel de v.
On montré comment on peut décrire tous les r.t. proiongements de
v a K(X) si 1’on connait un pfolongement de vV & une cléture algé-

brique de K et les racines de tous les polyndmes de K[XIQ

ON A CLASS OF EXTENSIONS TO K(X) OF A VALUATION

TO A FIELD K

Let K be 2 £leld and v a valysbton on K. @ne &ays that &
valuation w on K(X) is a r.t. extension of v if its residue
field is a transcendental extension of the residue field ofvv.
One shows that all r.t. extensions of v td K(X%%%e constructed

if one knows an extension of v to anh algebraie elosure of K and

the roots of all polynomials of X[X].

1. Notations et définitions. Les notions comme: valua-

tion.sur un corps, prolongement d’une valuation, indice de

ramification, etc., sont utilisdes d’aprés El], Chi. VL.
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Soit v une valuation esur un UOrps

valuation v, kv le corps résiduel

ordres de v. Si ae’Av 5

est un prolongement de

=l

notons

-

K nctomy:Av 1’anneau de 1a

de v et

.
[, le groupe des
a

8, inaee 0 an k,» Siw

V 4 une extension L de K, on identifie

de facon canonique - 3 »uni Sous—-groupe de f; et kv & un

Sous-corps de kw.

Soient R yp COrps et v une valuation sur K.Soient X une

indéterminge, K(X) le corps des functions rationelles et w une

un

prolongement de v é\K(X)ﬂ On dit gque w est7§iolongement de v

residuel transcendent (

si kw v le conps résiduel de w,

S0it f un &lément de K[x

notons:

wf(P)=1nfi

D'apres ﬁ], Ehy

une valuation wf sur 1l’anneaux KZE

-

canonique & K (f), noté

. Sur K(f) définie par v

SChOVE, 510) [ue w. est
) . q E

ment tout prolongement

de V. On a le résultat

on écrira bridvement : r.t.-prolongement)

1=

Grln Y

S e = 0o e
e Pra ta;f+...+a ek [f

est transcendant sur kv.

i

Vil § 10, on sait que l'’on definit ainsi

aussi Wee On dit que We est la valuat

-
!

J+ qui a une prolongement

ion

s

it £ df@présfﬁqﬁimum. On sait (voir [lj

un r.t.-prolongement de v § K(f). Evidem-

w, de We 'y

réciproque:

a K(Xx)

est un r.t. proloncement

PRQPOSITIONA;. Soltw un r.t.«prolonqement de v a K(X),

«

Alors il existe un polyndéme fGIﬂXj

~

est le prOlongement a K(X)

par v et f dlapreslinsi

mume.

» de telle maniare que w

de la valuation wf sur Ki(f) definie



Preuve. Vu que l’extension kw/kv est transeendante, 11 y

a un élement G(GAW ainsi que %;ékw‘est transcendant
%

‘ sur kv“ SOlit
W la restriction de w a K(x). On sait (voir [l}, Chs VI, .§l0’
Proposition 2) que W i.e. elle est définie par v et o

- ) L3 £ » 0 3
- d'apréslinfimum. Il est clair que E: = (; €t que l’extension
‘ o}
K(X) /K(e<) est finie; alors r; est une sous-groupe d’indice

. o : L= . :
fini de }w' Soit &= ZEZ: lvj et 0<=f/g, ol1 f,géSK{X}. on a:
W(X)=w(f)-w(g)=0, et w(f%)=ew(f)c {;, En remplacant, éventuel-

lement, « par @(e on peut supposer gue w(f)¢ f;. On a donc

w(f}=v(a), a€K, a#0. En remplacant f,q resnectivement par f/a

et g/a, on peut supposer que w(f)=w(g)=0. L’hypothé&se &< trans-

cendant sur kv montre que £, au g ¢£§i.transcendant: sur kv‘

2. Le cas K_alqébr}quemenglplosu Soient K un corps algé-

briguement clos et v une valuation sur K. Il est facile de voir
gue le groupe ﬁl estdivisible, di.e, pour tout 3465; et chaque

. X =
nombre naturel n il existe Y¢ lv tel ghe m 1=

- PROPOSTITION 2. Soit w un r,.t.-prolongement de v a K(X).

Alors w est la valuation définie d’apreés infimum de v et d’un

polynéme.linééire f=ax-b, a#0.

“Preuve. D’aprés la . Proposition L i1 e%iste un polyndme
gc K[X}tel que w est le prolénqement a K(X) de la valuation
Wg sur Kigl. Seit g(X)=aO(X—xl)...(X—xn) la décompositionvde_g
en facteurs lindaires. Vu que (; est divisible, on a {l= P;

et pour tout i, l<idn il v a un élénéent ciﬁ?K tel que

X—x1 X~xn
w(X—xi)=v(ci), On a q=aqc(m€?«)..,(~cn ) ou C=Cy...c . Il est



Ne=oe

: i T , : : :

clair que w(mgwm)=0, l€i<n, et pour au moins un i 1'image de
i b
A=,
Jo

f= FiE dans kw est transcendante sur kv" On peut ®rendre le

1 .

polyndme f pour finir la démonstration.

PROPOSITION 3, Soient fi=aix“bj, i=1,2, deux polyndmes

de K{X} et wi=wf la valuation sur K(X) définie de wv ot fi
; i : :

; kgl . : e :
d’aprésiinfimum, i=1,2. Leés conditions suivantes sont &quiva-

lents:
a) W, =W,
b) Il existe des €léments c,dé?Av tels que v (c)=0 et que
=cfl+d.
c) wl(f2)=0 et ?2 , ;’imade de f2 dans kwl est transcen-
dente sur k
d) v(al)=v(a2) et v(albzuazbl);v(al).
- = - i . e
Preuve, a)t=>b] On a wl(fz)—wz(f2)—0, mais fz—g;(alx b)+
a2bl~alb ; ;
+ «ﬂwmgz—«e, donc wl(fz):mln(v(az)—v(al), v(azb -a b2 (d ))=0.

Mais alors, v(az)ZV(a ) et v(a b -a b );v(a ). Par symétrie, on

1

voit que v(al)ZV(a2), donc finalement V(a ) V(az).'On a donc

Sk

oy

L’implication b)-;>c) ----- est evidente et 1'implication

£,

= -+ T == Ve
cfl &, wou ¢ al/a2 , d=
)::9>a) est une conséquence de {l&: Chi VL, §.10, Broposition 2.,

‘La condition d) est une autre formulation de b).

S /

Soient fI[x)=a [l )CKLX1F FEIR. et w =w. la yvaluation
- <5 J T o

sur K(f) définie de v et f d’apreéslinfimum. Nous voulons déter-

miner tous les prolondements de Wi a K(X). En utilisant les

mémes arguments que dans la preuve de la Proposition 2, on

cbtient le résultat suivant:



PROPOSTTION 4. Soit w un prolongement de W a8 K(x), 11

existe une racine X de £ et un élément C, €KX ains® que w=w

X g gt
X%, &)
5 AL
ou f,=———=
i el
i
LEMME 5. Soient w un prolongement de W We & )
K=t
T ) R X lO
W (XK= =il . CEK 1&3.< B = o) i friima T
i ( - ( l), L £ 5, ign et . sgp( Jl) Soit = .
: el @i
/ o)
: s \*‘ : . .
Alors WEW l1.e. w est valuation sur K(X) defindie de v et fi
i
o , -~
; X--xi ,
< YES . : S
d’apreslinfimum. Inversement, si Wl =, fi:'c =, alors, Xﬁ= i
. ; i i
i i o

Preuve. D'apres la Proposition 4 on voit gu’il existe un

s s

X=-x.
3 L 1 g N/
indice i. , 1<£i.<n tel . gue w=w ; £, Fee—a= |, Alors 25. =4,
i 1 e i 6 Al i
i I} ol O 1
1 1
X
-~ = % ‘L()
En effet s1 on a ﬁi Z W, alors on ddduit: W (=) =0 =
1 lo e Ci
o)
Ci X-x Xi “Xi xi *Xi
l . / ~
:w(wmm(ew~m$) + m—lmmmg)rlnf(v(c;/c' )i v(—%lv‘ng))<10, clegt-a-
(e &, o it .
i 1. 1 Gy 5
o) k e} O

) VR
—dire une contradiction. Donc nécessairement, Xi = B. . Mais
1. O :

= : T £ ) =
alors, v(cil) V(cio) et v(xil xio):}v(cio). Donc d’apreées la

f. :Wfl =W
1o 1

Proposition 3, d) il résulte que w

La derniére partie du Lemme 5 résulte aussi de-. -

18 Propesition 3, d).

LEMME 6. Soit w un prolongement delwo a K(x). Supposons

e

X_
Ce
£ e
1 4 1

a) Les conditions suivantes sont éaquivalentes:

que WEW



mei
i) w=w j it = meeee
) e T @
1. il

bS5 v(ci)¢:v(c

Preuve. a) Les dmplicabions i):“ﬁ>iii), i)::>ﬂii)

e s o

-
resyltent du Lemme 5. Pour montrer gque ii)==3iii) on voit

d'apres le Lemme 5 gue v (c ):sup.(v(c.))zv(ci), c'est-a-dire,

. il 1
w:wfi °
X-—x1
b) On a vic,)=w(X=-x ):w(XMxﬁ)—w(cl(mEmm)+x - )=inf(v(cl),
A : 1 i
- ’ N : = .
v(ﬂlei)), dlot V(Ci) v(xl xi).

Nous montrons maintenant gue pour tout 1, l=izn, il v &

un élément dic;K, ainsi que 'la valuation sur K(X) définie de v

Nl
Gohiag A : : . e
et ——— dfaprés infimum est un prolongement de Wo' Pour déter-
i .

miner 1’élément di on considere le développement selon la for-

mule de Taylor de f:

f(j)(xj)

hn r OL hjxww“[m—" )

B
v

f(x)=(X~xi)hl+.u.+(X~xi)n

S b B
(b td l—ma)
i i
K(X) définie de v et e d’apréslinfimum. On velt que wi est

: i

d’oﬁ f(x)=dih Soit Wi la valuation sur

12

= 5 =) i - ::., =0 £ ; y Eor
un prolongement de w, si wo(f) 0=w, (£) lnwj(y(hj)+jv(di)) d’ou

_ V(hj) :
(4) v(di)=~infj(~?w~w) ;iledn

La condition (4) nous permet la détermination (non unique)

d'un é€lément di de K.



Soient di un élément de K déterminé d’aprés G et v o
e i

K%
valuation sur K(X) définie de = al &s infimum. Nous
] ion s 3 efinie de v et o d’apres infimum. Nous

i

voulons montrer que wW; est un prolongement de W Pour icela il
suffit de montrer que fé‘Aw et que l’'image de f dans k est

s : W

i i
transcendante sur k. En effet si j#i, on a: w, (X-x.)=

. i
=4 7 (d., ) )= 0 = it

nf(v(dl),v(_xl AJ)) V(dij)’ ol dijﬁ“h’ dii di. La condition

: n. ;

wi(f):O montre gue. 1l%on &: v(a)+2;nv(d..):0. Notons :
: S 14

n -—r X-x, Xeztod oo X Tt

= Ed. . oongy fzadi[/(wmwi) . Vu que = e Ly T
gl i 17 i i i

et wi(waw%):O, on voit que v(di);v(dij), cfest~é~dire que
A=z,
1l’image de maml dans kw est transcendante. sur kv ou appartient
A 17 i
X=X
a kv. Parce que l'image de b Jans kw est transcendante sur

d. ;
b i

kv » on voit finalement que 1’image de f dans kw est aussi

i
transcendante sur kv s

. % n ; .
THEOREME 7. Soit f=a77°(X-xi) un polyvnéme sur K, féfK.
i=1

Pour tout i, 1l<ign il y a un élément dig K tel gues 1o valuation W
N=ag,
sur K(X) definie.de v et = o d’aprés infimum est un prolongement

e
¥

du W Inversement, tout prolongement de W a K(X) est equivalent
a un de type W,

On dit que X}=v(di)@ [Z défini d’aprés (1) est 1l'ordre

e

propre et gque w. est la valuation propre associce a f et racine
% ooy g J_ - e - rwfierm oo e > = r DT = - =
X, . S xi,x_j sont deux racines-distinctes de £, generalement les
valuations propres associées v, el wj ne sont pas distinctes.

On obtient le résultat suivant:



PROPOSITION 8. Soient £€ KZ fV?K X, 1%, deux racines de
i X}J K; les ordres propres et Wi W, les valuatigns propres
associées respectivement a Xy X, et £, Les conditions sulivantes
sont équivalentes:
1) wy=w,
2) fizﬁ; et V(xl—xz)}ﬁz
3) "f”l=w2<;<-xl) et T=w, (X-x,) .

da
La preuve découle d’aprés les lemmes 5 et 6 et la Propo-

ap

SEEEen 3

COROLLAIRE 9. Soit f= afrr (X~ %y ) un polyndme de K[k] ainsi

i i=1

gque v(a)=0 et v(xi)z‘o pour tout i, 18ign. Blews il v .o un uniaue
prolongement w de W a K(X). w est la valuatioen sur K(X) définie

de v et X d’apreés infimum.

~

Preuve. Soit w un prolongement de W, a K(X). D'apres les

hypothéses on voit que w(X)g,O et neécessairement w(X~xi)=O pour
tout i, 1€ign. Mais alors d’apres la Proposition 8, 2) on con-
elut-gue pour tout: i, ou a wi=wj. Pour finir la preuve on

utilise 1a Proposition 3, b).

- COROLLAIRE 10. Soient f= aTT be Pr e e pour tout i,
OROLLAIRE .

W la valuation propre associ€e a f et Xy

i = — N B S |
a) Si Wyse . =W, et w, v, pour toutil,r, alor kw /kw

: 1 ()
est une extension de degré r.

b)Seoit w! W)

£ un systeme complet de prolongement de

17°° "

e = - e cwley = > -
Wweoa KX calors ) Qéw?/wo)f(wﬁfwo)—ZK(X).K(fﬂ n, ol e est

l’indice de ramification et f le degré€ résiduel (voir [1], Diaelis 80
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PREUVE. a) Soient V. l'6rdre propre associé & f et racine

<2 e 1

Xy et v(ci):wl(X~xi), 1<€ign. D'aprds les hypothese® et la Propo-

. . ' N 5 & ~

sitien 8 on voit que v(ci)= il Si - lgldr, et v(ci)«:‘}1

Donc, d'aprés la Proposition 3, c¢) on conclut gue 1'image de

X»Xi :

= dans kw est transcendante sur kv si et seulement si lg<ig<r.
1 1 :

Si 4 v

Il est clair que kw /kW est une extension de degré r.
Lo :
) =\ : . ;
b) Vu que ’ =] ., 1<ict on woit que e(wi/wo)=1_
1 .

L’assertion résultera alors d’apres a).

3. Le ecas K guelcongue. Soient K un corps et v une valua-

tion sur K. Nous'voulons déterminer toutes les valuations w sur
K(X) qui sont des prolongements résiduels transcendants de V.
Pour cela, on fixe une cldture algébruque K de K et V un prolon=
gement de v 2 K. Soient w une valuation sur K(X) qui est un r.t.
prolongement de v, £ un polynéme sur K dont 1’image f dans k

est transcendante sur kv (Proposition 1) et w un prolongement de
w a ?(X). Vu que k$ est une extension algébrique de kv , Oon-veit
que T est transcendant aussi sur e c’est-a-dire w est'un_r.t.
prolongement de v. Mais alors, on coﬁclut d’fapreés ie Théoreme
qu’il y a une racine a de £ et un &lément d €K ainsi que v(d)

: Al

est 1l’ordre propre associé a f e

‘une valuation definie de ¥ et‘z-{—»éi d’aprésfinfimum. S gGK[X},

2 g (g ] : g
et si q(X):fL~g~fvm~m(x~a)‘ est le développement/Taylor de g



-~

- 3 la
ol GAﬁV%X~a)=v(d), est l'ordre’ propre associé a f et/racine

a et définie d'apres (1) pour Xi:a; On a donec le ré&sultat

suivant:

et e E e — i

et w un r.t. prolongement de v a k(X). Il y a un polyndme

£ e K[Xj ét une racine a de f ainsi que w est défini d'apres

~
~

(2), Bu v est un prolongement de v & une cléture algébrique
de K et ¥ est 1l'ordre propre. associé a f ctia,

Inversement si f(x).est un polyhéme sur F et a une racine
de f (déns une extension convenable de K) alors on peut définir
dfapres (1) l"ordre propre’fdassocié aaf ét racine a, et
d'apres (2) une valuation sur K gu’est un r.t. prolongement de v.

Uné valuation v sur le corps K est dit Henselienne si pour
tout extension finie L/K, v a un unique prolongement a L. Le
resultat suivant est un complément a un resultat de Ohm (voir

2] w20y

THEOREME 1 , Soient K un corps et v une valuation Hense-

lienne sur K. Supposons que w est une r.t. prolongement de v a

Ki(X) ; tels que f;= f; ’ kw=kv(t), t transcendente sur kv , et

w(X)=0. Alors w esf la valuation definie de X et w d'aprés

infimum.

Preuve. Soit ke K[X] un polyndme de degré minim ainsi que

e

f'gkw est transcendante sur kv (voir PBropesitienm 1). La condi=
,"""1

m . P i ~ -~ N
tion {V= i, montre que f est irrcducible. Diapgres e ihcorens

11 il y a une racine a de f ainsi que pour tout polynfme g (x)=

s

=j§iaixi de K[kj on a



w(g(X))zmin(G(ai)+i5v)

ou V est l'unique prolongement de v.a L, le corps des racines

def. On a

>

Wi =0—min (V) )

d’ou V(a)Z}O 1.6, aG?AV. La condition.v Henselienne montre que
e est la fermeture intégfale de A dans L (voir [i], i§8,
Proposition 6). Vu-que a est entier sur AV alors les éléments
conjugés a a le sont aussi, c’est-a-dire f est un polyndme
unitaire de 1l’anneau de polyndme Av[k]‘ Mais alors d’apreés

le Corollaire 9 on voit que w est définie de v et x d'apres

1’infimum.
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