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Structures doubles et triples sur un sous-espace

complexe,apnlications®

par Constantin Béanicé

Introduction

Les structures "multiples" sur un sous-espace d”un espace

complexe,i.e. les sous-espaces qu’on peut les construire en

o

-conservant le support topologique et en faire épaissir le

faisceau structurel 3 1°aide des éléments nilpotents, jouent
un rdle important dans la question de savoir si le sous-espace
est ensemblistement intersection complete. De méme, dans le
contexte algébrique. Pour des références récentes déns cette
direetionvoir-Lz2] 19 . ‘ |

Les constructions de structures multiples s aviérent utiles
aussi dans l’étude des courbes de Cohen~Macéulay de multiplicité
petite damns upe variété de dimension 3. (on trouviera dans. [27]
une application 3 la classification des courbes de Cohen-
Macaulay de degré -4 dans'l’espacé projectiflPB).D’autres
applications concernent les fibrés vectoriels ( [lO]'et les
références qu’on va les faire dans ce papier).

La.construction‘de Ferrand (8] permet de_“dbubler" un sous-
espace ef dans ([10],Prop.9.1) on décrit par un argument ad-hoc
les courbes localement intersection compldte de degré 3 de

support une droite de [P Dans [2] un étude plus systématique

3

des structures multiples est fait surtolt sur Ume eourbe lisse

(%) Version élargie de la conférence faite au Semestre de

singularités, Centre-Banach,Varsovie (1985).



oL
d‘une variété de dimension 3.

Le présent travail a comme but de doﬁner un apercu de la
partie de [2] qui se refére aux structures doubles et triples,
et d7indiquer guellgues applications. Pour 1‘auteur, 23 l'originé
de cettes recherches se trouve un séjour & Minster,il y a
quelques années, chez Otto Forster. Je lui exprime ma profonde
reconnaissance.

Les constructions de structures multiples seront présentés
dans 16 cas analytique,ie cas algébrique est similaire.Tous
les espaces complexes sont supposés de dimension pure. On va
noter par N (résp. ¥ ) le fibré normal (résp. conormal) et
abréger intersection compléte (résp. localement...,ensembliste~

Meiitess ) por i ce. (frcene S e, 601 .04 )

I.S5tructures doubles

1. Dabord on va présenter la méthode de Ferrand (8] de
"doubler” un sous-espace l.i.c.,sous la forme donée dans [2].

Proposition L. Soient X un espace complexe, Y un sous-

espace l.i.c., L un fibré en droites sur Y et supposons qu’on

-a un épimorphisme u: gY/ijg'——ﬁ L.Alors le sous-espace Z de

i 2
13déal Jo=kee( &, —=Jy/ T Y 5 L) est l.i.c.,
¥ 'ZC;Y(l) dét(N Y /Y =2dEet (N )(&Lfl et il existe une
= : 7% i
suite exacte
2
Bl Bl 7 eestE. SPESEY) —HE (Y L)

(Y(l)z(Y,(ﬂx/:Yi\Y) c’est le premier voisinage infinitésimel -
de X).
Pour la démonstration on va remarquer d abord que localement

on peut se ramener & la situation spéciale suivante: J; est



e
donné  par une suite féguliere Fl""’fr (r=codim Y) et . u la

2

premi&re projection. Dans ce cas, ° =(f1,f?,...,fr). O voit

Z
donc gue Z est l.i.c. et que jjsf;jyz<:39. Dfautre part, i1 v a

une suite exacte : ae &
> ' ‘ -
0 ——"aijy/:injZ _*%“YZ/~7Y:72'——€> Y/:ys 7 Y/Eyz >0

dont les morphismes sont induits par inclusions et dont
1l ’exactitude se vérifie localement. On a L:zJY/.ﬁz ;
‘vZ\Xl Yoz 72/‘7Y 32} Lg multiplication Qéfinit un morphisme

'\7\{/572®]y/ g m>j3/jY3/Z , c’est un isomorphisme

(vérification locale). Par conséquence, on obtient la suite

exacte

Gl >))Z\X{Y--—>))Y\x > L—>0
et d7ici, la formule sur dét. La suite exacte cohcernant ie
groupe de Picard résulte "de la suite exacte
0 — L —> (ﬁ; -~——~>(§’j~—>o[
qui se déduit de la suite exacte

'O -—-9\7Y/ 32 = (ﬂz_ —_— &Y -

’

car Lf:jY/fYZ, regardé comme idéal_dans_CQZ, est de carré nul.

Si X est lisse,alors en utilisant les formules dfadjunction

on trouve pour les faisceaux dualisants: u)Z\YiﬁﬂﬂY_6§Lf1."

On va regarder les deux cas suivantes,olu on peut réaliser
la construction de Ferrand.L existence d“un épimorphisme u est
équivalente & 1l existence d’une section sans zéros du fibré

holomorphe N ®L.

'y
Si X est de Stein et dim Y < £ dim X (méme £ si dim Y est
impaire), alors il existe toujours une telle =section. En effet,

d’aprés le théoréme Andreotti-Frankel-Hamm un espace de Stein

-«

de dimension n a le type‘d’homotopie d’un CW-complexe de



St CO) il

dimension n; on conclut d“abord qu’il existe une section
continue sans zéros, et ensuite une section holomorphe sans
zéros par le principe de Oka pour les fibrés vectoriels démontré

par Grauert (voir [3] ,[19] pour des renseignements exacts)

T

On va considérer le cas particulier: dim Y4£ 3 et codim Y > 2.
Si on prenne L=dét (NY[X)'On trouvera une structure double Z

sur Y ayant dét(N trivials N

zlx) e

arguments comme plus haut. Si on supose de plus que

pésultera trivial par ides

dim Y ¢ %dim X, par un résultat de Forster et Ramspott ol o

est intersection compl&te,par consequernce Y est e.li%Ce.BDEne:

tout sous-espace l.i.c. Y de dimension < 3 d“un espace de

de Stein X,vérifiant dim Y< }4dim X)est ensemblistement inter-

section compléte.

Dans 1a mdme direction,signalons aussi le résultat:

tout sous-espace l.i.c. de dimension 3 d’un espace de Stein

: n ; e / :
contractible (e.g. C ) est ensmblistement intersection compléte.

Pour les détails concernant les deux résultats,comme pour
’d’autres résultats analytiques sur les sous-espaces Cwlntay
voir [zl ll8] @8];[}9]. :

Méintenant on va regarder un cas algebrique. Supbosons que
X est une variété aigébrique de dimension 3 et Y une courbe
1.5.c. devx 51 10 #ibre NY\XGDL est engendré par les sections
globalgs, alofs par un résultat»de Serre on peut trouver une
section sans zéros, donc un épimorphisme IY/Is —> L paf
conséquence on peut faire 1a construction de Ferrand.C’est
donc toujours possible si X est affine ou si X est projective
etisi on.remolace L. par L6@P®n, P 6tant fibré en droites ample

et n>0. On va ilustrer par 1‘exemple suivant. Soient
X:PS' yY 1la courbe rationelle générale de dégré d+1 et r>1.
S1 1R w;eﬂPB Est un plongement d”image Y, alors

i%(‘3Y/:7$):12(2P1(-2d—1). Par conséquence on peut trouver des



e
o . 2 '
&pimorphismes jY/;yY ~—~—>&)Y(r), et pour les courbes l.i.c. Z

ainsi obtenues on a:

VZl =Y, deg Z-2(dnl) et szfi CQZ(-F)?
®

2% RappeIOﬁs la méthode de Serre de construction de fibrés
([20]1,[17]).,sous la forme plus générale regardée dans [l](voir
aussi 1la variante—prébrint(de b1l Préprint 27/1984 ,Increst=-
Bucarest). Soient X uhe.variété complexe. , r> 2 un éntierJ
e Xkl conade codimension_z et F.oln fib}é viectoriel de.rang
r-=l1 sur X. Supposons que HZ(X,F)=O et que le fibré F@;dét(Nle)

des‘ramg =1 "str Y a-Une - cection: sams Zerose Alers il Inexicte

un fibré E de rang r sur X,donné par Une extension

0—>F > E ng =0,

En effet, comme FQ9dét(NY\x):x_éx[l(\Y F), une section

Y ?

globale t de F®dét(N ) définit un élément de HO(X,%xil(:YY,F))

Y| X

et soit e de Extl(iﬁY,F) une préimage de ceci (17application

Extl( 3Y,F)~——>HO(X,'éxtl(\yy,F))vest surjective ,car HZ(X,F)=O).

a

Alors e corrésponde & une extension comme plus haut et le
faisceau cohérent E est localemeht libre si et seulement si

't ne s>annule pas sur Y (la question est locale et on raisonne
comme dans [17],Ch.1,1emme.6.4.3). : o -

Si r=2 , alors la condition sur F(&dét(NY\X) est équivalente

au fait que (;QYQQ)X@F-l

Y, en particuliecr Wy doit &tre la
pestriction & Y diun fibreé en droites sUm Xt G 8ot une
condition assez restrictive,mais la construction de Ferrand
germet parfois de "doubler® la structure,afin qu’bn peut utiliser
la méthode de Serre. Soit par exemple X=1"espace affine mé

et Y une courbe l.i.c. de X. On peut réaliser la cofistruction

de Ferrand 3. l°aide 'd“un épimorphisme :7Y/EY$ — > QJY et
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obtenir une courbe 1.i.c. Z, de support ¥ et ayant édz 21 CQZf
Par la méthode de Serre on obtient donc une extension

g0 J, —so0,
E étant un fibré de rang 2 sur Mi o Mols ek Sest Triviial (Quillén,
Suslin),par conséquence jé est engendré par 2 polyndmes,donc
Y est encseblistement intersection compléte. Ceci est le
raisonnement bien connu de Ferrand et Szpiro. Dans le méme
esprit,Murthy [16] a prouvé que touf surface ndn~singuliére
de Aé' telle que cl(Y)2 soit un élément de torsion est e.i.c.
Il y a un analogue analytique{3],[l§]:

tout sous-vari&té complexe Y de dimension 4 dans une

variété de Stein contractible X de dimension 6 (Cends X:®6

)

telle gue cl(Y)265H4(Y,Z) soit un €lément de torsion,est e.i.c.

3. Supposons dans cette section que X est projective,de

dimension 3. Considérons des extensions

0 P ﬁE_-—>jY =0

comme plus haut. Si r=1, on 4
cq(E)=c (F), c,(E)=1Y] |

( LY]étant la classe de cohomologie de Y 81 r=2on 2
c1(E)=c) (F), cp(E)=cy(F)+1Y]

e (E)=((eq(F)+e (X)) .I¥l-29(d)

La détermination de c, est une conséquence du fait que cl=O
pour un faisceau cohérent de codimension 2 (ou,du fait que
. = _
l‘application HZ(X,Z)‘—5>H“(X\Y,Z) E5t injective),celle de Cs

résulte de la formule de Porteous et celle de c, du théoreme de

3

Riemann-Roech. S$Si X=P on peut déduire les formules en utilisant

3 !
les polyndmes de Hilbert.A 1‘aide de la construction de Ferrand
et de la méthode de Serre, on construit dans (10} .th.2.5) des

familles larges de fibrés holomorphes sur un fibré wvectoriel
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topologique de réng 2 surlP3 . De méme, en qtilisant des
stiructures doubles, des fibrés.holombrphes F de neng 2 assez
simhles et des extensions O0->F—E —~%>C7Z-——ao on démontre
dans [2] que tout fibré wvectoriel topologique de hang 3 sur
une vafiété'projective rationelle,hdmogéne de dimension 2
admet une structure holomorphe. |

Récemment ,Hulek et Van de Ven [13] ont trouvé une surfaée-
de degré 10 danslP4, en doublant une quintiqué, 4 lcaide de
la quelle on peut retfouver le fibré de HorroEks—Mumford.

On va illustrer encore le procédé  ci-dessus par quelques
exemples de fibrés stables de rang 2 surIP3 ayant cl=-l(alors
02=2d,d';1), mais auparavant on va rappeler un exemple de
.Hartshorne (1) 89 Oh par: d“une courbe plane Y de degré
d on-constriuit sur Y des structures doubleé Z ayant Q)Z!ECQZ(~2).
A l’aide de ceci, par exténsions, on constrqif des fibrés
stables E de rang 2, de classes de Chern (cl=O,02=2d—l) et de
spectre maximal (odal, oue 0 coepd=1] o ER fait,on peut montrer
gue ‘teout fibréde M(O,?.d—l)max est donné par cette construction
et oh obtient ainsi un moyen de parametriser le spectre
~maximal.

Le premier exemple est par analogie. On part d’une courbe
plane Y de degré d et on construit des courbes 7 de support
X par des épimorphisﬁes jY/:js”:i CQY(~1) @)0Y(—d)‘——>d§(d)-
On a (@, ?iCOY(-B),on obtient des fibrés E stables de rang 2
comme extensions

S0

0 —~—9Cﬁ(—l)_faE ~—~aiyz

1
Les classes de Chern de E sont cl=—l,02=2d. Comme h E(-d)=
=hl:72(—d)=hoCyZ(—d)=l, E est de.spectre maximal
oL 0 sad=1]l 8 nEme nathonende [11](plan instable,

"reduction step”)donne également dans ce cas une paramétrisation

de M(~l,2d)max,avec les mémes propriétés que celles de'



S S L
: ; Wt :
M(O,2d—l)mgx. D autre part, M(~1,2d)max es;Y?grmé du schéma
M(-1,2d) de Maruyama,et regardons la structure réduite induite.
N U <
A 17aide du théoreme de continuité .0n peut prouver que les
deux paramétrisations coincident. En somme:

,avec la structure réduite induite:par le schéma

e

M(-1,2d)

max

de Maruyama, est quasi-projective,connexe,lisse,rationel,h de

dimension 3d2+7d+2 pour d > 2,

Pour d:l,M(-l,Z)zM(-l,Z)max ‘est lisse de dimension L1

‘(Hartshorne-Sols, Manolache). Pour d=2, le résultat ci-dessus

sur M(-1,4) on peut l°obtenir sans utiliser [ll],il est

max

aussi une conséqguence de la classification des courbes l.i.c.

de degré 4 donnée dans([2] .De plus,pour un fibré E obtenu par

une extension O~——4>CO(—1) > E >:7Zv-~§>0, Z étant
une structure double sur une conigue Y, on peut montrer que
1

h (End E)=28. Par conséquence M(-l,4)w

‘ast Une composante
1ax

connexe lisse de M(-1,4) (voir [4] pour les détailé). Nous
ignorons sipourad >3, M("l'Zd)max est un ouvert lisse de
ME=1,2d}.

L exemple suivaﬁt concerne le spectre minimal. On peut

‘prendre Z réunion disjointe de d droites doubles,ayant

W ci(QZ(-z); Par extensions O~—9(O(~l)——€>E“”9:72'~““9C

on obtient des fibrés stables de rang 2 ,de classes de Chern
(cl=—1,02=2d),de spectre minimal (-1,-1,...,0,0) (parce que
hlE(—Z )=0),et h®E(1)#0. Si d=1,les fibrés obtenus ainsi
épuissent M= ,2) mais st d>2 la famille est épaise. Une
famille plus large est la suivante. On part d“une courbe
rationelle ¥ de degré d+1 et on regarde des épimorphismes
\yy/;yg “‘7>50Y(l). Les courbes doubles Z associégs ont

LJY-QLCOY(~1). Par extensions O ——>C9(-2)——€>E -9\72(1)~—~>C)

on construiuit des fibrés stables de rang 2, de classes de Chern



e
(cl=~l,¢2=2d),et de spectre minimal car hlE(-2)=h1:72(~l)=
=h®@,(-1)=0. Dans ce cas h°E(1)=0 et hOE(2)#0. Pour d=2,

la famille de fibrés obtenue est de dimension 27 et un caleul

i ' - :
va montrer que h (EndE}=27 pour un tel fibré,il s‘agit donc
dun ouvert lisse du schéma de-Maruyama M(-1,4),contenu dans

le spectre minimal [47].

4. On va reprendfe ici Y idee originale de Feprand 81 ,

de doubler une courbe de Cohen-Macaulay de |P pour en arriver

21
g une 'courbe qui est ie schéma des zéros d’une section d’un
filbré de‘rang 2 (en particulier;laigourbe double est . 1.1.c.).
On a 1%énoncé suivant f4],inspiré 5 la ftois de (8] st 2], et
dont la motivation en [4]a &té 1 étude de M=l

Proposition 2. Soient X un espace complexe, Y un sous=

espace de Cohen=Macaulay, L&Pic(¥Y) et u: ﬁY é>&JYé©L un

épimorphisme. Alors le sous-espace Z défini par iyz=ker U est

de Gorenstein, Y(l)C_Z C Y., pour-teutix de v ona
mult (Z)=2mult (Y), Q)Z\Y &iL—l_ et on a une suite exacte

Hl(v_,coY@L)z—a,Pic(Z) s o e W, ®L) .

Pour la démonstration on considére la suite exacte
i

Comme CJY est de Cohen-Macaulay, il résultera d“abord que'Z

>CﬂY-—e>O.

Oe od)y L

G ] Lomme
est de Cohen-Macaulay. En utilisantYﬂEﬁEj[B] un argument de

bidualité (ici pour les foncteurs Hom g (2,9 x),xé’:Y)
s : ZIX ’

on trouve gue . est inversible, donc Z de Gorenstein. La

Z
‘relation entre multiplicités est une conségquence du fait que
pour tout anneau local noethérien A, de Cohen-Macaulay, on a
mult(C,)=mult(A). On va trouver des détails dans [4]l(ou le

cas X=lisse de dimensfon 3 et Y une courbe est regardé , mais

la démonstration est la méme dans le context ci-dessus). Si X



est lisse et codim Y=2 ,Z résultera l.,i.c..

On va illustrer la construction d’abord par un.exemple
S : o ; )
glebal. Beit G L une droite Jx=y=0 tet ¥=L '~ . On 3 la

résolution

OAﬁ——>2(9(*3) Ae>3<9(—2)M§—>y\{ =05 ' ’
' - 2 2
A-étant donné par (y wolie & opar Ly i) O dedun e
0 vy

la résolution
0 —>((-4) 3

L2 U(=2) AL 20(-1)—5@, — 0.
- Soient ' r>1 et P,Q.des polynbmes homogenes de degré r+l sans

zéros communes sur X. On obtient un diagramme commutatif

0 - o 3o
Bt . B
/ ; A
2 K 2lio)
-~ P O P | Q B . . . : . .
ot B est donné par (P 0 O)‘ Ceei dinduit: une slirjectiaon
.7Y —w—"$>COY(r), par la construction de Ferrand ci-dessus on

obtient une courbe l.i.c. Z de dégré 6,dé shpport L quiSconticnit
L(l); ayant (UzﬁiCOZ(~r).

On peut penser & utiliser la proposition dans la question
oliverte 'si Une tourbe Y “de (@3,0) est e i.c.e Mals quand
existe-elle une surjection f3Y~ﬂ?COY? Considérons l’exemple 
suivant, en context algébri@ué et en codimension 2 et dimension
quelconque. Soit R un anneau lopal Fégulier etrsolt TR uUn

idéal de codimension 2 .Supposons que I est donné par les

| . : M ;
mineurs d’ordre n d’une matrice A de la: forme A:(m_), M étant

symetrique nxn. Alors I est en&ﬁblistement intersection compléte
(lse. 11 existe dn ideal Hic. T de méme radicalk guecT) e est
un résultat de Valla, obtenu dans (Comp.Math.,42 (1981),3-11)

par-calculis iEn falt, le diagremme commutatif
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n n+ 1
ey,
i(é) l( 1,0)
e e
induit une surjection IA_,gm_ﬁao)R/T et of peut eonclure

par la propesition 2. Diailleurs, dans 17| Valla reprend la
question et démontre ad-hoc que 1 idéal J=ker u est engendreé
>

par deux éléments.

5. 81 ) est uyne varicte conplexe et usi Y= eet WUne: sous-
variété, alors tout sous-espace Z de.Coheh-Macaulay de support
Y et multiplicité é est donné par la construction de la
proposition 1 ,voir [21.L inverse de la construction . de Ferrand
a été abordé plus généralement par Boratynski-Greco,Manafesi LA
Signalons aussi 1°énoncé suivant L4l

Proposition 3. Soient X un espace complexe, Y un éous~espace

de Cohen-Macaulay et ZcX l.i.c. Supposons que Y(lé; T et
et ‘gque multx(2)=2mu1§x(Y) pour tout x de Y .- slens: Z s’obtieat
de Y par la construction de da propositidn 2

Dans [4] le cas X=lisse de dimension 3 et Y courbe a 6té
" regardé ,mais l’argument s’adapte dans le contexte général .
On-doit pr@uvef que 3Y/ 3Z_est de la forme.vaégL,»Lé}Pib(Y)f
Comme éﬁd&U YCiCOY(par bidualite ) il suffit de prouver que
localement 3Y/fyz£i &)Y. Mais localement CJZ CiCyz,donc |
a)YdQ@why%(cﬁY)67z) s‘identifie gu 1 ideal (0 &§/£VZ) de sz.

2 A = :
Comme ff; Ciyz,on ebtient une injection 3Y/j& —> &, et soit

C le conoyvau. On a le diagramme commutatif et exacte

0

H

0 ;?jY/ i}’z —_— (/OZ———?&Y-——»———%O

L hypoth&se,l additivité de la multiplicité et 1°égalité



b N ;
mult%(C)Y)zmul%x(Y) pour tout x de he impiiquent: dim C‘idim Vgl
Lapplication induite C;—%CQY étant injective et Y de Cohen-
Macaulay,C=0.

Les propositions 2 et 3 sont utiles dans .la classificatign

dees courbes loi.ci de degré 6 dans!PB,om s’apercoit que beaucoup

sont des stfuctures doubles sur des courbes de Cohen~Macaulay

de degré 3. Une telle Classification est réalisée dans|4] ,pour
les courbes de degré 6 et ayant a32(9(~L), A 17aide de ceci,on
hontre gue 1l ouvert de M(-1,4) mentionné & la fin'de la section

3 est dense dans M(-1,4) « On peuf maintenant énoncer le

min
résultat principal de(4]:

Le schéma de Maruyama MP

(-1,4) a deux composantesiconnexes.
2 >

M(-1,4 agui est lisse,rationelle,quasi-projective,de dimension

)max

28 et M(-1,4)

e gui est rationelle,guasi-projective,de dimension

270
" Nous ignorons si M(—l,4)min est lisse partout. L.Ein a obtenu

indépendament des résultats sur M(-1,4).

II Structures triples

a D’abord,lé constriuction des structures triples l.i.c. Gl
On reprend les_nofations et la construction de la proposition 1:
X est un espace coﬁplexe, VYoc X oot liiicea, L Picly) et Ziest
une structure double sur X donnée par un épimorphisme

u: j\,/ﬁa

0

~ 1., 0On a etabli Une suite eBxacte de fibrés str Y

2 :

?O.

: . 2 2 . 1 ¢ Q
Identifions L™ & .jg/ﬁYjZ et ))Z‘X\Y a JZ/:jY~jZ‘

Proposition 4. Soit T:’QZ\X Y<w—-—a~L2 upe ‘rétracte pour i

et soit T le sous-espace d’idéal

¢ > & 2 : S S a' ° °
ro::ker((}fZ .-__4.__—:732‘/3\( jz _,-.._éw._,_.>JY/jY\(jZ)' AlOI"\) T est l.d.c )
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sl 5 Wi : . -2
Tey(?) et Ayl )zé,dét(NT{x)\Yﬁ:det(NY\X)@)L et on a une

suilte exacte

1 > o -
e o) >Pic(T) —restr. Pie(Z).—s HE(Y,L7)

Envoyons & [2]pour les détails de la démonstration et

bornons nous ici a indiquer nourqu01 T est l Taek Localement>

11 existe une suite réguligre fl,...,fr telle que 9

et ? 2,9.. fr). Alors Lzﬁiffs/:ynyz est engendré par

= J
'f2"”'fr° On a Z(fi)“‘*ifl avec _g(iéECQX, On peut

2
I

i mod( L Z]A‘Y par les clasces mod(ijiyz) de
. v
i

remplacer fi par fi—cﬁ.f DOUr 122, ..4,F; done sipposer en

i
plus que 'C(fi)zO DOUE 152, cuw s 0N s apercoit alors gue

A = 3
et

L existence d’une rétracte de i est équivalente au scindage
de.la suite exacte de fibrés sur Y

2

0t —>n Sate i JY~—~E? kee p = @

z{x

il

S5i codimf¥)=2,8l0rs ker p 2?dét(7)Y\x)63Lm cet -l fobstriiction

se trouve dans Hl(Y,dét(N }@DLS). En particulier,en partant

‘ e
dunesstructure double Z; - si X est Stein alors on peut trouver
~des structures triples qui prolongent Z. De méme dans ie cas
~algébrique,si X est affine ou si X est projective et L
suffisement positif.

Par la suite on va supposer X lisse de dimension 3 et Y
une courbe lisse.Alors on peut démontrer que tout courbe l.i.c.
desmultiplicite 3. etodesupport. X peut s ‘obtenir par la
construction ci~dessus. Pour ce résulfat,et pour d autre
(paraméfrisation des stfuctUres passage aux voisinages infi-
nitesimelles suivantes) renvoyons a 2 A titre d’application’

on démontre dans {2\ que les courbes l.i.c. de degieé 3 et

support. une droite Y:%}=y=0% dans\P3 se stratifient par un



entier r>0 et ,ceci étant fixé , se paramétrisent par
‘ : 0 ) S () : Foe
{f,gé&H (Oy(r), a,b,c€H CQY(rwl)) f .9 sansizéres communee}/@f
L’idéal homogne d‘une telle courbe T est

ok
(fx+qy+ax2+bxy+cy2,xd,x2y,xy2,y3)
et le faisceau dualisant &)Tii T(-Zr)

Cette question a été abordé auparavant par un argument ad-hoc

»

dens. ([10] prep.9.1).

2. On va présenter une application aux fibrés vectoriels.
Soit X une variété projective non-singuligre,de dimension 3.
Supposons qu il existe un systéme de générateurs §l,'.a,§k de

2 - e o - : : :
H™(X,Z) ayant la propriété suivante: il existe des courbes
disjoines Cﬁ',lé;ié:k Bl o . el que [.Cﬁ}z & "bour
‘ i nEt ’ i i
tout i et tout L . Alors ,comme tout entier > 2 est combinaison
& coefficients positifs de 2 et 3, en doublant et triplant des

?

courbes Ci (3 1l aide des fibrés en droites sur Ci' suffisament

positifs) et en prenant des réunions disjointes,on peut ohtenir
des .courbes l.i.c. Y ayant la classe de cohomologie (Y] donné

Aauparavant 21”i€ o (m

i ;72).'D’autre part, dans les propositions

4 et 4 on a la possihilité de varier L et ainsi de résliser la

condition que @ soit globalement induit,.Par la méthode de

X
Sérre ,on peut utiliser les courbes Y pour construire des fibrés
vectorielsiiiEn Wrilicant cetie idée (et on classifiant diabord
topologiquement les fibrés) on peut montref [5] que tout fibré
vectoriel topologique de ranmg 2 sur une variété rationelle
homogéne de dim@ﬁsion 3 admet uné structure holomorohe .En
combihant avec le résultat sur’le rang: 3,rappelé dans 1.5 ,0n

peut enoncer les résultats de [l] et [5] sous la forme:

tout fibré vectoriel complexe topologique sur une variété




-15-

1la

rationelle homogéne de dimension 3 UP7,'la quadrique QB;
P o)

variété de drapeaux [F (P5MPI'IPP“P1ﬂP1) admet une structure

g

de fibré holomornhe.

-

Ceci généralise le résultat bien connu sur IP Il semble

5 3 :
assez difficile d’arriver & un résultat général (condition
nécessaire et suffisante) sur une variété projective lisse de
dimension 3 quelconque.
Une autre application.des structures triples (en fait,on
utilise éeulement des droites triples) est dans la construction

des fibrés instables de rang 2 sur IP,, ayant le degré d insta-

5
bilité donné (si E est un tel fibré, normaligé, alors le degré
d“instabilité est le plus 9hand entier d >0 tel que hOE(—d)%O),

voir Ll auteur ;ArchaMath= vol . 45 250-257 ( 1984 ).

. 3. :0n vessupposer Xilisse ‘de dimensien: doetaadif Y ¢ X Une
courbe lisse. Si T est une courbe de Cohen-Macaulay de support
Y et de multiplicité 3,alors on & les cas suivantes:

1} Z est 1.1.¢.,donc de la forme étudie aluperovant

)

Z
3) Z . est génériguement i.c.

)

= : . ; > : o
n‘est pas i.c. en aucun point,alors necescairement Z=Y(

Soit Z une structure double sur X, obtenue & l7aide d“un

épimorphisme S?Y/iyé' =1L, et soit 4 L2——aVQZYX}Y l7injec—

tion de fibrés associée. Considérons un diviseur D> 0 sur. Y.
La classification des courbes de type 3) résulte du
.= LZ(D) un épimorphisme

= . : : 2 2
tel ‘gue’. (:L-coincide -3 I inclusion canomigue L= e L (D) et

2 ' oA, 3 y (= S A Cos B
Proposition 5. S0dt (,.‘Qzlx

: . 2
soit T le sous-espace d’idéal 3T=ker( 37 ——9172/j§72_42e E=ED) .

Alors 1 est ‘unescourbe de multiplieite 5 de Stippost Y.,
intersection complete dans les points de Y~ |D|, de structure

locale (tdx+y2,xy,x2) dans les points de [D}, Réciproquement,



L )G
vtoute courbe de Cohen-Macaulay de-support Y génériquement 150
et “de mul g i et s 20 s’obtient par cette méthode.
Dans 1°enoncé , d est 1l ordre de D dans le point considéré
et (x,y,z) un systeéme de coordonnées locales convenables.
ErivovioRe 3 L2 pour 1a démonstration. Les suites exactes

O—L --~>(_‘?7 e dY~~>O, 0 ~>L2(r)) -————><’ﬂT ——-—9(92— =)

sontoutiles peur lier les dnvariants de Y, Z et T.

A titre dapplication on démontre dans [zjqué les courbes
de Cohen—Macaulay,généfiquement i.d.,de degre 5 et de slppoft
Ure droite ¥ de PE se paramétrisantvpar Upentier r—=0 (deter-

o

miné par LNKQY(F—I)), par un diviseur positif D de dégré d>0

3 s X
et pour (D fisce, par A/L x Boou

A

i

Sl g \f,gé;HOCQY(r)fsans zéros commun §

B= {ngHOUQY(BF-l+d) \'C(P)#O pour tout P € lDi%

Pour une telle courbe T,’X)((yT)=3r+d,‘Si x=y=0 sont des
équations‘pour Y et O est un polynBme sur Y tel dque (Q}=D,
alors les courbes ci-dessus sont exactemeht celles dfidéal
hohogéne de la forme

(Q( Fxrgy)+axPebxyioy? x(Fxray) ,y( Fxeay),x>,y5),
a,b,eﬂ% étant homog&nes de degré r-l+d sur Y et ayant la
propricte  (Eur corréspondé a la surjicet ivite de C dans 17énoncé

‘de la proposition)

(agz—bfg+cf (P)#0 pour tout P de.lDL
Biern glLe cette déscrintion n“est pas une paramétfigation
(il y a plusieurs triplets (a,b,c) associés-au méme'Z)J elle
fournit aisement des exemples.
Par reunmion disjointe de droites doubles ou de multiplicité
3 comme plucsvolits on tpeut sconstruire des courbes de Cohen-
Macaulay, génériquement i.c.,ayant'le degré donné,avec contrdle

sur les points de Cohen-Macaulay et 9% . Ceci, via la méthode

de Hartshorne {11},peur 8tre util dans 1 étude ' des faisceaux
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réflexifs, voir par exemple [15].

4. On peut utiliser les structures multiples dans la construc-

tion de courbes lisses ou de surfaces 3 singularités A

_ _ &
& l‘aide des faisceaux réflexifs. Soient X une variété

2k=-1"

- projective lisse de dimension 3 et 95 un faisceau réflexif de
Fang.2.sur. X. g,est 1libre & l’exception de 1l ensemble fini
Supp(%bxtl(ﬂj(ﬁ)) ; lé lieu singulier de F. on dira que o est
spéedal.si pour  fout ﬁoint sangulier x, 2ap g
‘ e
Extl(fyx) (QX)&ﬁC&/(u,V,W 2
(u,v,w) étant un systeme de coordonnées convenables au voisinage
de x et n,zl. On a ({lf},wemark A dudl et [l . Proped) i T oo
engendré par les sections globales , alors pour la section
générale s de HQ(Sf) le sous-schéma des zéros Z(s) est une
courpe. lisse (Z(s) -ect défini par I ideal Im(?*——fie>wx)). De
plus si X=P3, on.peut calculeﬂ?ég et pg paf rapport aux cl(gi),
o o (8 ), ' |
Dans [12] , la construction de Barth [67] des surfaces 2
noeuds & partir des formes quadrafiqﬁes sur des fibrés a é&té
généralisée aux faisceaux réflexiveé de rang 2 . OO a:¢ si éf
(supposé special) est engendré par les sections globales, alors
pour la section générale dev82§) la surface discriminant_
aslsgeice st de ctilasse ZCl(ﬂi) dans Pic(X) et a seulement des
singulafités de typé.Azk_l, en nombre de 4c1(§7)02(§f)-303(%7)
(en fait,dans [12] seulement le cas nle est regardé,donant

lieu aux surfaces 2 neeuds) s Ici une singularite des wype A2k—l

sé compte avec multiplicité k,et si x est point singulier de‘gﬂ

alors la surface a nécessairement une singularité A2n 1 &N X.
Le moyen direct d“obtenir des faisoeaux.soécials est de

partir d‘une courbe lisse Y, dun P de Ric(X) et idiun clémnent

T de dét(NY‘X)@>P'1 qui éngendre génériguement ce faisceau:

Uﬂﬁl%@yz



> 0

1“extension associée 00— (J > ¥ el &P
définit un fadiseeal réflexif (1], th.4.1).0n 2 éx, ?}&)

dét( @)P"l/(g),doncgfest spécial.

Y}y
Par la suite on va prendre X=P_, et donner deux constructions
- de faisceaux spécials & 1l°aide des courbes nonwréduites. Soit.

1 tpe courbe 1.i.c. dans X,de support lisse ¥ et de dimensien

Zariski 2 en tout point (par exempnle une structure double ou
triple éur Y).Localement on peut trouver v,w tels que 3Y=(v,w)
et gTs(v,wn), n étant Ta multiplicité de T. Supposoﬁs en plus
que &)T‘QfCQT(m) ,mEZ. Soit k un entier tel que k< m+4

et soit € Un polyntme homdgéne générél de dégré m+n-%« surlP3

(dont l;ensemble des zéros coupe tranversalement Y).Ceci définit

un élément dans Extl( 4 (k),(O),donc une extension

—> G—F —w~>ﬁ' (RS avec T réflexif. On a

= 1, : A '
éxt (dv(ﬂ)cwﬂT(m+n-k)/(§'),et les hypotheses faites montrerons
que q est. spécial.

Pour la deuxigme construction on va regarder d’abord une

question locale. Soient Rs(OEB O:@<t,u,v;> et

?

I=(tnu+v2,uv,u2);) 3=(tnu+v2.u2) (m=11)

est dsomerphe & ~(J:I)/3, donc &

e e sl 2 0T =00

Wit

On s’apercoit que sify est la classe d un élément v+S(t,u,v)u,
alors %ﬁ engendre &I R/T en dehors de 1l7origine et
: n
~J 4 5 \E
Q)R/I/(W7) S Gl b AU )
Soit I’=(u,v2). 1“/I est R/(u,v)-monog&ne,engendré par la classe

de u.

On a la suite exacte 0 —» IJI —>R/I —— R/’ 50 et

par dualité la suite exacte O“”“aCOR/I‘ _9CJR/I =

=R/I(0U) et Q)R/(

on peut.identifier CQR/I’ a0 g u,v)

R/T
R/(u,v) de manidre que la fleche FOR/I’“*%>Q)R/I A e



Sl
17inclusion R/I(d)él*9tﬂR/I=(U,O) et que la fldche
@Wrp—> R/(u,v) envoye Vv en 1. Il résultera alors que tout

? de w R/I,de 17imade inversible dans R/(u,v), a les
propriétés ci-dessus.

Maintenant le cadre global. Soit Y une courbe lisse de(F’3
et ‘I une courbe de Cohen-Macaulay,génériquement i.c., de support
Y et . de multiplicits 2 .. 7T est obtemyu comme dans 1o section
précédente,et conservons les notation Lo, D Baca s stite
ekacte

0 ~f>L2(D)~——>(9T = -

et la suite exacte duale

: =2
O———>&)Z >(,JT~—7@Y@L (-D)—> 0.

Supposons que GJYéQL—Z(—D)ﬁCQY(m), me Z,et que Hl(&JZ(nm))=QL

On trouve alors une section globale Z? de CJT(-m) dont 1%image

dans CQY soit 1. Par la discussion:lecal, 11 résu]tera que ?7

engengre -m) sur Y~|D| et gque dans un point x de (DI'

¢
la fibre de QJT(-m)/(QT(OZ) sera isomorphe & C<u,v,t>/(u,v,t"),

n= VX(D). Soit k un entier , k<L 4+m. Si P est un polyndme

homogéne de degré 4+m-k tel que ses zéros coupent transversa-

~lement Yoet avistent [D} alors £ =P7 dofinit Une extension

(k) —> 0, F érant réflexif spécial.De

plus,dans un point x de \Dh
Extl(g?x)gk)ﬁliﬁa/(u,v,tn), n= 2 (D).

Dans les deux constructions il est difficile d avoir des.
renseignements précis sur les entiers q, tels que EF(q) soit
globalement engendré: en utilisant le critere dé Castelnuovo
on aura a vérifier les conditions (g0

h 3 (g+k=-1) TyT(q+k~2)=b3:ﬁT(q+k-3)=O

Regardons le cas particulier Y=une droite et soit d“abord

T upe structure double, Soit F2 =ledonps par | - 3Y/‘7T=CpY(r\




Lo

L existence d’un faisceau special,donné par une extension
b‘~ﬂaCﬂ—€xg3~%{7T(k)~—aO, est assurée si k£1l=r. De plus, si
ay 2+rik pduﬁ r> Qet q - 2-k pour rz~l,@f(q) est.globalement
engendré. Les classes de Chern sont c (?—(q))=k+2qfcz(?f(q))=
—?4kq+0 i C C? =4-2r-2k, On obtiendra alors des. surfaces de
degré 2(k+2q),ayant 401(35(q))c2(§f(q))-303(§7(q)) Boante
singuligres(comptés avec multiplixrité), dont 2-r-k de type AS
(ceci pouvant &tre donnés a priori, sUF une droite) et les
autres des noeuds. Les plus simples exemples sont: surface de
degré 4 ayant un point A3 et 8 noeuds, surface ae degré 6
avee 2 poiffts Ao et 352 noeuds,surface de degré 8 avec 2 points

5

A3 et 80 noeuds ou 3 points Az et 72 noeuds.

Supposons maintenant que T est une structure triple sur Y

et L=(9Y(r), Fo=le 51 kK< 1-2r, alors: il existe F spécisal,

> 0. De

donné par une extension 0 -— = 7.r(k)
plus,si gz 3+r-k pour rz 0 et gz 5=k pour r==l; salors gf(q) est
‘globalement engendré. Pour ceci, on utilise les suites exactes

O;éyzvﬂﬂyY—%>&YU#ﬁO,Q~aﬁ{*¢>32

£ -
> (2r)=0,

le seul point plus difficile étant a4 prouver. que 1l7application

induite

O:} q+k ) ,_fi,9 HO (J (2r+q+k—1)

est surjectlve. Pour .¢a,soient f,g &R Cﬁ (r+l),tels que l7idéal

homogéne de 3 soit (fx+gy,x2,xy,y”). L image par 8 de fx+gy

7
e 2 D 2
peut s‘écrire sous la forme -ag +bfg—cay SUotE b etiic tontrue
O(Y,CQY(F)); e Ltilise le comnlexe de Koszul de (f,g) et sa
; . e 0 g
puissance symétrique 82, On s“apergoit que si Pilg "1 ﬁ@(q+k~r—5)
' ' ; 2
et A,G,CfEHO(QY(q+k—3), alors 1”image par €& de (fx+gy)P+Ax +
+{‘%xy+Cy2 est P(—ag2+bfg~cf2)+Ag2meg+Cf et on conellt "en
utilisant de nouveau le complexe de Koszull (fF cUffiride

chercher des préimages ayant P=0).

Les classes de Chern de F sont cl(fr(q)) k+?c ( F(a))=



e

=J+kq+q2,c3(gi(q)):6~3k—6r; On obtient des surfaces de degré
; | -
2(k+2q), ayanﬁ2—2r~k singularités de type Ag et des noeuds. Par

5

surhace de dedré 8. aveec 2 points A5 et 72 noeuds,surface de

exemple s surface de degré 6 avec un point A et 24 noeuds,

degré 10 avec 3 points ALS et 144 noeuds ou un point AS et 1168
noeuds.
Regaedons enfin le.ces: Z une structure deouble sur la

droite Y tel que\?Y/jé -U\Af”), r>-1, D un divicedr positif

de degré d>~O sur Y et T une courbe de multiplicité 3 comme

dans la proposition 5 (il existe toujours ). Si k& 2-2r-d,

alors la construction donnée permet de constﬁuire des faisceaux
vspécials @J,comme extensions O’—9CQ——>EﬁA->i7T(k)——«9 O

Si q;;d+2+r—k e et,.q;;O si- (r=-1,d=1k=8} alors £ (g
est globalement engendfé. Pour vérification le painmt plus

difficil sera de montrer la surjectivité de' 1 application
& e :
e 3 (g+k-1) ——— . H CQY(d+2r+q+k—l),

induite par la suite exacte o-«ex7T -—éﬁy -~>Cﬂ e e U
On choisi d abord ¥e HOCOY(F) tel gue (CW)ED. Qn: trouve
f,g<§HOG7Y(r+l) sans zéros Communsbet a,b,gegHOCQY(d+r) tels
que agz—bfg+cf2 ne s’annule pas sur |D|, de maniere que
(P(fx+gy)+ax2+bxy+cy2 soit dans 3T(d+r+2) (om Cerit £ (fx+qy)
sous la ferme.:s. ). On s apercoit gue siiPé§HOC9Y(q+k—r~3) et

A,B,C éHOCQY(q+k-3), alors l’image par & de (fx+gy)Pfo2+Bxy+Cy

est P(~ag2+bfg-cf2)+<?(A92-Bfg+cf2). On conclyt a l7aide deé
complexes de Koszul donnés par (Cf,ag2~bfg+cf2) e tig i Poun

un tel F(q) oy (F(a))=ke2q .o ( F(q))=3+kqra” et
c3(§:(q)):6~3k—6f—2d,’La surface discriminant de la section
générale de SZ(ﬂi(q)) est de degré 2(k+2q) et a des singularités
de type A, j.en nombre de 4cl(9f(q))cg(gf(q))-SCS(Sf(q)); en

‘tout point de |D| on aura une singularité A,, , avec Vo= petol,



Con P o iboe

en déhors de |D| on aura des noeuds ou des singularités A ,les

L) ;
.dérniéres en nombre de 2-2r-k-d et situées sur Y.On obtient par
exemple: strface de degré 4 avec un point Ag et 9 noeuds,surface
de degéé 6 avec 2 points A5 et 33 noeuds, surface de degré 8
avec 3 points A5 ot 73 noeuds,surface de degré 10 avec un point
-Ag,un point A5 et‘160 noeuds. Pour arriver aux combinaisons plls

Variées des simgularités, il faug que le degré de la surface

soit assez élévé.
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