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.  L e t  C  b e  a  c o m p l e x  a l g e b r a j - c  c u r v e  1 n  t h e  p r o J e c t i v e

' ' 2 .  T h e  p u r p o s e  o f  t h i s  p a p e r  i - s  t o  c a l c u l q t e . t h e

f  u n c a r n e n t a l  g r c l L l p  G  o f  t h e . c o m p l . e m e n t  o l  C  i n  t h e  c a s e

w h e n  C  =  X n i J " f l  . . .  O l { . -  . - 7  w h e r e
. t .  

'  " - ' n - Z
( -  

- ; - - f l . t  t -  '  
)

X  =  I  [ = r : . . . : z n - ] € l P "  -  , 1 \ - o  r . . . r - r n ) * f  z ( = r * l r . . . r z n ) = O  JL '  o  t l "

a n d  H r  a r e  g e n e r i c  h y p e r p l a n e s  (  i = 1  '  . . . , n - 2 ) .
+ r - J

T h i s  f a m i l y  o f  c u r v e s  c o n t a i n s  t h e  Z a r i s k i ' s  e x a m p } e  L l 1 I
.  r . . - l

a n d  t h e  c u r v e s  s t u d . i e d  b Y  o k a  L 6 l

.  I n  t h e  e n d  r J e  c o n s i c l e r  s o m e  e x a m p l e s  r r u 1 t h  G  a b e l i a n l

b u t  C  w i t h  " b a C "  s i n g u l e r i t i e s .  ' .
:

i .
, j -

,l

ON THE FI.JI ' ID'qMEI{TA,L GROUP OF THE COI'IPLEMEI{T

oF cERT,{ \ I t i  SI t . , tGt lLAR pLr , } , tE CURVES

j f

bY Andrds t , lEt " iHT[ ' l I

I f . sggg, ne-ne.,la L LSqgL! ?

1 . 1 ,  S u l : p o s e  f ( z o , . . n , z n )  i s  a  c o m p l e x  h o m o g e n e o u s  p . o l y n o -

m i a l  o f  d e g r e e  d .  L e t  X  b e  t h e  a l g e b r a i c  h y p e r $ u r f a c e s  c j e f i n e C

n

b y  f  i n  t h e  c o r n p l e T  p r o J e c t i v e  $ p a c e  [ " t  a n d  C e n o t e  t h e
' l  

n + l

a f f i n e  h y p e r s L t r f a c e  f - ' ( 1 ) c 0 ; " ' :  b y  F .

( 1 . 1 . 1 )  ] ' , h e  f o l l o w i n g  $ t a t e m e n t s  a r e  e q u l v a l e n t  i

.  t  u )  F  i s  n o t  c o n n e c t e c i

{ b )  f  =  g '  ( r > 1 )  ( .  ;

P r o o f . T h e p a r t ( b ) . . = + ( a ) i s i r n m e c . l i a t e . T h e p n r t ( a } - * ( b )

i s t h e c o n s e q u e n c e o f t h e . f o 1 1 o w i n g a 1 g e b r a i c a } r e s u 1 t

F , - . - ' l

I s e r g e  L F n g  : . .  A " l . g e b r a  
. ,  

P . ? 2 L  J :
'  l _ e t  k  b e  . a  f  i e l r J  a n c J  d  a n  i n t e g e r  >  2 .  L e t  a  €  k ,

a f a . A s s u m e t h a t f o r a } 1 p r i m e n u m t r e r s p s u c h t h a t p l . j
'  t . n  i  L  A  r

w e  h a v e  
" + k -  

,  A n c i  i t  4 i C  t h e n  u $ - + t  *  
.  T h e n  X " - a  i s

" r , - 1

i r r e c l u c . , i b l e  i n  k L X l  .

L e t  k  b e  t h e  q u o t i e n t  f i e l c l  o f  t h e  p o l y n o m i a l  r l n g

t' l

i l l '
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=  S L t o  |  . .  .  ' = n l  .  U e C A U $ e  F i s  n 0 t  c o n n i l c t  e d  J

] . n  K t  z  . t
L  N + 1 J

t h e  p o l y n o m i a l

,  h e n c e  t h e r e

( r > 1 . ) .  S i n e

o b t a i n . ( b ) .

.  t h a t  F  h n s

a n d  g  i s  n o t

c a n  a $ s p m e  t h a t

c o n n e c t  e d .

i $  C l  f  f e o -

--*> l

by oka L t l

r e e  c o m p l e x

L)
t \

z d  . .
n * 1 * f ( z o , . . .  r Z n )  i s  n o t  i r r e C u c i b l e

e x i . s t  p o l y n o n r i a l s  Q ,  P e R  ,  s u c h  t h a t  Q t , f  *  P r

t h q  r i n g  R  i s  u n i q u e  f a c t o r i z a t i o n  c j o m a . i n ,  w e

. ( 1 " 1 . 2 )  A s  a  c o n s e q u e n c e  o f  ( 1 . 1 . . 1 )  w e  o b t a i n

r  c o n n e c t e c J  c o m [ ) o n e n t s  i f  a n c l  o n l y  i f  f  =  g r  ,

a  p o r , , r e r  o f  p o l y n o m i a l .  :  g  I  h s  v ; 1 . t h  s  )  1 .

Because  f ( r t on - z (  g )  )  -K t (u ' n - z (g t )  i  we

f  i $  n o t  a  p o w e r  o f  p o l y n o m i a l . '  T h e r e f o r e  F  i s

L . 2 .  B y  t l i l n o . [ 4 ]  t h e  a f  f i n e  h y p e r s u r f a c e  F

m o r p h i c  t o  t h e  l ' 1 i 1 n o r  f i b e r  a s s o c i a t e c i  t o  f  , - I f  w e  t a k e  t h e

m o n o c . l r o r n y  t . 1 : F - - - + F  a s s o c i a t e c J  t o  t ' h e  M i l n o r  f i b r a t i o n  !

m ( z )  =  e x p ( Z 1 T i /  c , l ) .  z  ,  t h e n  Z a  a c t s  o n  F  v i a  M .  T h e  m a p

p  I  F A - - * F , . n - X  c J e f i n e c l  b y  p ( z ) = [ z l  i s  a  c y c ] i c  c t - f o l d  c o v e r

a n d  M  g e n e r a t e s  t h e  g r o u p  o f  c o v e r i n g  t r a n s f  o r m a t i o n s .  , # e  o t i t a i n

a  s h o r t  e x a c t  s e q u e n c e  :  '

( 1 , ? . 1 )  I  - r T r  ( F , z o L L * 9 t ,  ( F n - x , [ = J  1  . 3 \ z a

( w h e r e  * o  i o  a  f i x e d  p o i n t  o n  t h e  f i b e r  F )

( T h i s  s h o r t  e x a c t  s e q u e n c e  F J a $  o b t a i n e d  a r r c l  s t u c i i e d

a n c l  R a n d e l l  l O _ 1  i n  t h e  c a $ e  w h e r r  f  i s  a  s q u a r e - f

h o m o g e n e o u s  p o l y n o m . i a l )  .

H e n c e  G  = r f r ( e n - x , [ = J  )  i s  a n  e x t e n s i o n  o f  t =  f i r ( F , e o  ]  h y  z d .

1 . 3 .  B y  t h e  t h e o r y  C I f  e x t e n s i o n s  o f  g n o u p s  ,  t h e  e x . t e n -

s i o n  G  1 s  u n i q u e l y  C e t e r m i n e c J  h r y  t h e  g r o u p  H  a n c l  t h e  f a c t o r

s e t  a s s o c l a t e c l  w l t h  t h e  e x t e n s i o n  G .  ( s e e  f o r  e x a m F l e :
r f

f " l  .  Suzuk i  [ 1o  ,  ]  
t J  )

.  L e t  0 € G  s u c h  t h . a t  ! [ ( g )  =  t  ( t h e  g e n e r a t o r  o f  t h e

g r o u p  Z d ) .  T h e n  t h e  c o n j u ! l a t i . o n  b y  g  i n t J u c e s  a n  e u t o r n o r p h i s n r
,..|

T  o f  H n  B e c a u s s ' p r ( g d )  =  A  ,  r . . , r e  o i r t a i ^ n  t h a t  h o  -  g d e " l - 1 .

'  
( 1 . 3 . 1 )  G  i s  u n i q u e l y  r j e t e r m i r r e c J  b y  t h e  a u t o m o r p h i s m

T  r  l " l  " * ) l . i  a n r j  t h e  d i s t i n g u l s h e c l  e l e m e n t  h 6 €  F { "



T h e  p r o o f  i s  e a s y .  .

.  .  A s { i u m e  t h { r t  H  i s  d e f  i n e d

a n d  t h e  r e l a t i o n $  ( r . ) u _ -  :  H
J ' J E J

l . . ie  d : , ,  f  ine a new g roup hy

( H , T , h C I , d )

( 1 . 3 i 2 )

P r o b f .  ( H

anC t .>  de t

I n  p 3 r

I n  t h e

/\
Z d r P r ( c ^ r  )  =  1

a n d  t h e  e l e m e n t  h . , .

o n  t h e  c h o i c e  o f  g "

by  t  he  monoc j romy  !o {  .

b y  t h e  g e r l e r a t o r $  ( O r ) r * ,

, / ,  I  \=  
\ ( g i J i € r  I  ( t t ) l * t /

n  o f  H  b y

t  o n i o  r p h l s m  . T

e s  n o t  c i e p e n d

T a n d h
o

/ ,  - -  l .=  (  ( 9 i ) i u r , @  l ( 1 3 ) 3 e :
b

6  r  ( H , f  r h o , c J )

, T , h o , d )  i s  a n  e x t e n s i 0

e r m i n e s j  e x a c t l y  t h e  a . u

t i c u l a r  ( H , T , h o , d )  . d o

f o l l o w i n g  w e  d e s c r l b e

f * t a , ( k + 1 ) / , i ]  .

,  c J )  c i o e s  n 0 t

d i s t i n
;
c

ht  r A r
I , r  r {

rl 1
/  n t  L l - L  r r
\ , \  \

f

\

r ' {a  no  n  r l

.  
p r o

T h e n

l i J e  C e

,  ( r(  gr.) . -1Si1.^r) r e  '  n ; t ' . o ' )

1 . 4 .  L e t  $  b e  a  t o p o l o g i c a l  s p a c e  a n c i  l e t

b e  a  h o m e o r ' : o r p h i s m  $ l i t h  p e r i o d  p ,  L e t  s o €  $ .

a n d  l e t  o ( , [ 4 , { - - - - + S  b e  a  p a l h  w i t h  o ( ( i )

, Q

.L

CI

]-

N  :  S - - > $

s  * ( . " o )

f  o r  i = 0 , 1 j

l r v e  d e f i n e  t h e  a u t o n r o . r p h i s m  T F i , n  r l i [ ( s , u o )  - - + 9 T r t s , g o )  b y
' '  ' rN,d (  [p:  1 *  [a 

- ] r ' r (  
p ) "  d. l whe. re

(  . ( - r " N ( p  ) . o (  ) ( t )

F o r  a n y  p o s i t i v e  i n t e g e r  r J  r r i t ' h

g u i s h e c l  e l e m e n r  n n * , n *  K r ( s , s o )
f , - 1 1

=  L N n - t (  d .  ) "  . . . , t i (  o (  ) .  o (  I

" (  ) o  . , . o d  ) ( t )  =  r i k ( C I (  ( d t - k ) )

L . 4 . 1 )  T h e  g r o L r p  ( f r f 1 $ , s o ) ,

o f ' l  t h e  c h o i c e  o f  t h e  p a t h  o (

0 f  .  L e t  o ( r  n n  a n o t h e r  p a t h

- l  - l

S o =  [ X '  
* "  {  J  i s  a r ' ]  e l  e n r e n t

f i n e  t h e  i s c r m o r n h i s m

t  €  [0  , r /37

t e [r, 's ,2/17

r  €  v tu , l l
3

p l d  w e  c l e f i n e  a

b y

w h e  r e

i f  t €

T h' l i  
,d 

'  " l ' l  ,d

y r i t h  o ( ' ( 1 )

o f  t  h e  { . i r o u p

=  $ .  f o r  i = f l , 1 .
1

t r ( $ , s o ) .



0 ' {2 t r re
Q t a r l

s t i l n d a r

l{e n

o n  t h e

, s " ) ,  o * , * h  n \,  n r , ; , d  , c ) - ) ( f r r ( 5 ; s o ) ,  t r , , n ,  , n * , d ,  , d )
, T '

,  a n c l  Q  ( -  I  *  c , J , g o .  T h e  c o m p u t a t i , : : n s

a r e  n o t  g l i v e n  h e r e .  :

( K r 1 $ , s o ) ,  t r , n  ,  h N o o  ,  c J )  c r e p e n r i

t h e  h o n e o m o r p h i s n r  N  * n c 1  t h e  e n t e g e r  r j .

by

a r e

*  g i  ( i e  r )

r js an c i  t  he re

c e  t h e  g r o u p

$ p a c e  $ ,o n l y

( 1 . 5 . 2 )

/ ^ \  r

t c 1  /

( D ( H )  a n c l

4  d e n o t e s

( b )

( r v h e r e  X

(  urhe re } ' l * :  t . , t ,  ( f  ,A)

( c )

1 ' 5 .  T l " r e  r e l a t j o n  b e t u v e e n  t h e . a l g e n r a i c  a n c J  t h e  t o p o l o g i c a l

C e s c  r i p t i o n  i s  t  h e  f  o l l o . w i n g

l_] , - !  .1  )  Thec rern

1g,n*X, [ rJ ]ry *  (  K r l t ' , zo ) ,  T r .1  
,oa ,  h l .1,c ,  c)

P r o o f  .  r i , , l e  t a k e  g  =  L n t " f  1 1  a n d  u s e  t h a t  p . n = p .

T h e r e f o r e  
\ { u - ' n - x . l = J )  1 "  

c o m p r l r r v  a e r e r m l n e c j  b y  t h e
f i b e r  F  a n d  t h e  a c t i o n  I , l  : F . * * F .

. t 3 y  s o m e  c a l . c u l a . t i o n s  w e  o b t a j " n  t h e

D ( r { )  4  D ( G )  d  H  4  c

D ( C )  a r e  t h e  c o a m u r , " r o r  s u h c r o u p s  o f

a  n c r  r n a l .  s u b g  r o u p  )  .

f  o L  l 6 r . r i n g  c 0 r r s e q L r  e n c e s

t {  a n d  G r . '  e l n c i

nAr*,
* r n r , . . , , d 1 , )

h a s  k  i r r e c j u . c t b l e  c o m n o n e n t s  r . . r i t h

D ( G )  /  _  . i'  ' , /D ( t . t )  =  im( ! ' . 1 * - . . l . )

*  
, /o t* l  =  coker( t1**1.  )

-"-> t41.(F ,Z) is

c . l e e  r e e  d .  )- 1 '
&

( u
G  a b e l i a n  g {

LT

G  f i n i - t c  S  H

I f  X  i s  i r r e

D(G)  x  i - l

z ( G ) r t  r l ( $ )  "  z

7 . ( l j )  a r e  t h e

abe 1 ianl
- I

* 1  )

f t n : . t e

r u c l L r l .  e

( H ) n { i , e  n : r ( h )  =  h }

c e n t c r s  o f  G  a n d  H  )

l n d u c e d  b y .  t 1  .  )

(  u  a t : e 1 i . n " )
e ( |

L H * =  I  )
( c l )

( e )

(  Z ( G )  a n r J

1 l z * 1  \ t  h e l n
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1 . 6 .  E x a m p l e s :  :

( a )  S u p p o s e  t h a t  d i m $ i n g { X )  {  c i m X * 2  ( i n  t h e  c a s e  o f  c u r v e s  ;

S i n g X  =  f r  ) .  T h e n  b y  l ( a t o  a n c l  f ' ' i a t s u m o t o p ]  F  i s  l " - c o n n e c t e c l ,

T h e r e f o r e  G  =  Z d ,

( b , )  $ u p r p o s e  t h a t  f i = 2  a n r J  t h e  c u r v e  X  h a s  o n l y  n o c J e s  a s

s l n g u l a r i t i e s .  T h e n  b y  o k *  t 7 ]  t h e  r a t i o n a l  m o n o c r o m y  t 1 r { 6 1 d 1' \{,

i s  t h e  i c e n t i t y  ,  b y  l t a n d e l :  L g l  .  f " 1 x * 1  a n C  b y  F u I t o n * D e l . i g n e

L l J  G  i s  a h e l  i a n ,

e . l ,

o f  u n i t y

l '1o{  z  )  =

t h e  j o t n

i n t  e g e  r

G  [ u , .  , d l

e$ .

L e t

T h e  q r o u p  G [ s , t , r l l

c j e n o t e  t h e  s e t  c o n $ i s t i n g  o f  a l l  a - t h
;l

' ,  o f i C  r v e  c 1 e f  i n e  t h e  t  r a n s f  o r m a t i o n  f 1 " : O *  * - - + - f )

e x p ( ? ^ x i / a ) ' z  
"  

l i J e  c o i l s i r j s 1 : t h e  ; 1 o i n  s p a c *  J ) s * - f ) t

r 0 0 t  s

O V
d

,

p o $  i  t  i v e

g r o u p

t  r a n s f  o r m a t l o n

d  s u c i r  t h a t

b y :

r,,i$* ',i* , O;1Ot -----+ 0 JC, anc a

u  [ , j  a n r i  t  l C  .  T h e n  w e  c ' l e f  i n e  t h e

f t  i s  e a $ y

r a n l <  ( s * 1 ) ( t -

, t , d l  i s  s i m

2 ' . ?  .  E x a m p l e

( a )  c p , t ,

( b )  c [ 2 , a ,

( c i  G f z , 3 ,

. . r z r . r )  *  f t

a n r:l 1.....* f 11
/ -  t .

{ - - l r { F -  ( t h e

i r I  g r o r - i p  o f

p  o f  r a n l <  (

r i ; :mcn t

e  g r o u

s € .  t h a t

- { * : l - l  r  \  - "
: ' l  \ r / *

***n, ts]
f  t h e  f u n

i $  f f  f r e

o (r 9 .
:.

3 . 1 .  S u n p o

( 0 ( m ( n ) .  L e r  r I

t l ka  [e ]  anC t rd

i J y  a n  n n a l y s r $  0

/ir-
t h a t  / \ 1 ( i ' , z o )

t o  s e e ,  t 6 a t  s -  '  D  ' x  O/ t 1 ( i / s ^ \ L r , z o )  i s  t h e  f r e e .

1 )  "  T h e  c o n p u t a t i o n  o f  t h e  r e l a t i o n s  o f  t h e

p l e  b u t  . t e c i i o r r s  a n r l  a r e  n o t  g i v e n  h e r e .

d l  F z ,r c
.l

d J x  ( 7 ,  i c i  ,  r l / t ,  ,  c j

ofx  z ;z '  
. r=  

(e  yce  I

0 u  r  s p e c i a l  c € ? s e

( -  -  \ .
\ t O ,  c  o  t  t L * J t

|  1  \  /  n  f l - m
\ J / \ - u ,  .

' i o i n  o f  F ,
t-

; l o l n  s p a c e

n " * 1 " ) ( n ^ - 1 )' _ L  " ' e
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