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SUR LES SOUS-TACTBURS D ' INDICE FINI  D 'UN FACTEUR
>

DE TYPE IT" AYANT I,A PROPRIHTE T
L

par

l . [ ihai  Pimsner et  Sor in Popa

,Nous ddmontrons que si NClt{ sont des facteurs de type f l t  avec

f  i nd i ce  de  Jones  [u : t r t ]  f i n i  a lo rs  M a  l a  p rop r i6 t6  T  s i  e t  seu le -

men t  s i  N  l t a  auss i "  U t i l i san t  ce  rdsu l ta t  nous  mon t rons  que  s i  M

a  la  p rop r id t6  T  a lo rs  l r ensemb le  des  va leu rs  noss ib les  des  i nd i ces

[ t c : i r t l  ,  pou r  l es  sous - fac teu rs  NcMf  es t  au  p lus  d6nombrab le .

. {u-:_kr' 
On subfael;ot,s of fi.nite index in a property T tyr>e iTf,. We pr.oue that i.f

NCM ar.e type TI, factors aith finite Jones' ind.er lrtr,li] then M has property T

iff N has it, IJsing thi.s z,esull; ae shou 'bhat if M Vns pz,opez,ty T then the set of

possible iaLues of the inder [u:wJ for s;ubfactors Nc M, is countable.

Soit lul un facteur de typg If . , ,  ,  
'G sa trace normalis6e et IrI  c M

l - '

un  sous - fac teu r  de  M.  A lo rs  l r i nd i ce  [ r " r : r f l  de  N  en  M es t  de f i n i  pa r

J o n e s  ( L 6 J )  c o m m e  l a  c o n s t a n t e  d e  l i a i s o n  d e  N . d a n s  s a  r e p r 6 s e n t a - .

)
t i o n  s u r  L - ( M r R  ) .  0 u a n d  M  e s t  l f  a l q e b r e  L ( G )  a s s o c i 6 e  a  u n  g r o u p e

d i s c r e t  G  e t  N = L ( G o )  p o u r  u n  s o u s - g r o u D e  G o c c  a l o r s  L t ( c ) : L ( G o ) l

c o i n c i d e  a v e c  l ' i n d i c e  I e : c o 1 ,  1 1  e s t  b i e n  c o n n u  ( 1 7 ] )  e u € r  p o u r :

[ c :eo - l  f i n i ,  G  &  l a  p rop r i6 t6  T  de  Kazhdan  en  m€me temns  qub  co .

r ) ' a r r f rp  na r t  Connes  a  d ( f i n i  ( [ 4 ] )  J .a  p rop r i6 td  T  pou r  tou t  f ac teu ru  e q u l e  y q r  u

f i n i  M  e t  dans  Ie  cas  I r {=L (G)  ce t te  p ron r i6 td  equ ivau t  l a  p rop r i6 t6

T de G.  Le thdoreme suivant  est  l textens ion au cas des facte i , r . r :s  du

r6sul tat  pr6cedent sur les  g ro .upes .

M sont  des  fac teurs  de  type  f I l  e t  s i  M:N

T  s i  e t  s e u l e m e n t  s i  N  a  l a  p r o p r i d t 6  T .

Th6orbme t .  S i  N

: l n r c  L l  :  l a  n r ^ n r i 6 ' t - 6



une

X .  ,, I '

D6monst : :a t ion.  Supposons que M a la  p: :opr i .6 t .6  T et

l :

"base orLhono i :ma le"  de  M par  rappor t  A  t t r  t l ! r ] ,  t

-  x  r : :  M  o f  i j . , o  0  r r r r i  dnnn r .n f  un  VO iS inaqe  r : r i  1 - i  n - r ' r e' .  t r \ h v de

d e N h M

e , ? o * J

s o i t  \ m . ? r . c l , lC  . J J J

Soien t .

i a  co r res -

corr :espondence <ie N et  ie >[  ,  \ t  i : .  l l  =1,  avec t \  y l . , - , i .  -2y1,-  l \ "  5 pour tous" - l K -  - r l K ' r  *

pondence  i : r i v i a l l e  de  M"  Par  (19 - i ,  1 .3 )  on  a  * i * j { . *On*  ( * : -T : )  e t

r ' 5 i*J*r=ZgBN(* j" i * i l ) * f . .  Not ton= yJt=BN(mlxrmu)e N" Soi t  a lors ) ' t  une

L ,  J r  k .  So i t  auss i  \ ( '  l a  co r responc lence  i ndu i te

(donc ,  X '  = t2  ( tq , z )  g  
*  X  € l  N  t2  ( v , , t , ) )  e t  t=Z r^ ,

( L 9 l ) .  \ \  t ' \ \  
2 = [ M : n l z t  e t  1 ' o n  a  t \  x j _ ? , -  t , x i \ \  =

=t\Z: (*i*j 6 t a *l**: e ! ap *j"rl\{Aj,r.(\yii e ?c,mj-n, 0p i ar v],.nqlt\ =

pqr ),{-

.  A lo rs

=ilzj,o(*3oJo s, ? 6, 4.*: qr 1{e ylk'i)li-liIj,o*j or {vJr.:-tvjot ar q: tl

SL,  u i l  v ] * t  -1v ]u i t  s  ( [u :N l+ t )2 . : .  pa r  ( l s ] l  s i  i , / -  (  [ y 'w j  + r ) - z i -  es r
J  l "

pet i t  a lo rs  i l  y  a  un  vec teur  1 'e  
, ( '  cen t ra l i sa teur  pour  l { ,  p r :bs  de

t '  .  Donc 1a project ion 
"L 

d" ' i '  sur ) \=t  6 iL r  t  c K'  est  prbs de 1.

( = 1 a  p r o j e c t i o n  c 1 e  L '  s u r  X ) .  D o n c ' v 1 e  ) t r  1 l 0  e s t  1  e s t  c e n t r a l -  n o u r . l ;

R6c ip roquement  supposons c rue  N ?  la  p ropr i6 t6  T ,  q lue  y t r . . .  ryn

e  N1 t , '0  donnent  un  vo is inage c r i t ique  de  1a  cor respondence t r i v ia l - le

de  N e t  so i t  > t  une cor respondence de  l {  e t  le  I t  ,  \ [  2 l t=1 ,  te ls  que

l t r r r - ? r r  i i  <  L ,  l [  m . : - t r r r * [ " e .  B n  r e g a r d a n t  ) |  c o m m e  N - b i m o d u l e, ,  r i .  ' r  j _ ' ,  J  J

i l  r6su l te  qu ' i I  ex is te  1e  l (  p rds  <1e 4L  cent ra l  pour  N.  Comme X r i  - t i i

n c ' r -  n n + - {  t -  l  m - * 4 - " l m *  l i  s o n t  r : e t i t s n  d o n c  Z ' = 7 - . . m - r 1 m ] l O  ( 6 t a r r t  p r b ss L  y c L I L r  , t . ' . j (  
t . ' . j  

. r  r v r r L . t J c L I L s f  L r ( r r r v  ,  ^ i . . . j t , . . . 1

de lu tn ] '1 )  e t  par  un  ca l -cu l  an t6r ieur  L '  es t  cen t ra l  pour  M.

Une ques t ion  fondamenta le  posde par  Jone= (  lO l  )  es t  la  su i -
'  

, ,o

vante :  pour  M f i xd  que l  es t  1 'ens  mble  des  va leurs  poss ib les  5 (y f )

d e s  i . n d i c e s  l u : n ]  p o , t r  l e s  s o u s - f a c t e u r s  N . M .  S i  l u , N l  " .  + ,  l u r n l
( .  ? d i  . .  . - t . . ,  1  - I

e l a c o s ' f r [ " t s  1  t [ o ] 1 .  s i  [ u : n ] r - a  o n  a  u n e  a p p t i c a t i o n  t r - " ( 1 + t ) z t - :

du groupe fondamenta l  de iv t  dans StMl  (  Le l l .  Ce groupe 6tarr t  d6norn-

b rab le  pou r  I , I  ay .en t  l a  p ion r i6 t6  T  ( [3 ] ) .  Jones  a  co r r j ec tu . r6  que  
"

r l r - t r l r  rn  fo l  facteur  i i  fU l  est  {qa lement  c ldnombrable"  1,e 'Lh$orb i re su i*I / v  s4  \ . /  \  ra  , f  \ /

Van t  dOnne  U t1 . .  r d^nnoa  r f  r : j - yp ;1 l j . yg  A  Ce t te  COn iec tg1 .e :



THEOREI4E 2.  S i  M a la  p ropr id td  T  a lo rs  $ tu l  es t  au  p lus

d .6nombrab le .  En  ou t re f  pou r  chaque  te  5 (M) ,  t 4da  I ' ense tnb le  des

c lasses de coniuqaison par  automorphismes j -n t6r ieurs de sous ' ' fac-

teu rs  d ' i nd i ce  t  es t  au  p lus  d "6nombrab1e .

Ddmonstrat ion.  L t6space produi t  de Ia  boule uni t6  de

f , j ( t2  (Mr"e)  )  avec la  topologie de Ia  convergence for te  et  de t r *  est

sdparable ( r ,2  ( l r t rz)  d tant  sdparable) .  Pour  chaque te $(r ' l )  so i t  NacM

un  sous - fac teu r  d ' i nd j - ce  t  e t  e *  I t ex tens j -on  ' de  En  e  L2 (U 'Z ) .
tnt 'nt

s i  € t r l  es t  non  d6nombrab le ,  
'S t y r l n  

I t , x ]  es t  non -d6no tnb rab le  pou r

un cer ta in  K et  par  la  s6parabi l i t6  ment ion6e i t  ex is te dans

I  ( .n  ,  t )  I  t  e  5(m) i i  [ t ,x ] l  un po int  d 'accurnulat ion ( . r  ,  to)  (o i r
.  r \ +  _ .O

N^=N* ) .  11  ex is te  a lo rs  des  sous- fac teurs  NkCMr k i l r  avec

In i ,N , ] -=1r . -nL^ ,  tv fL^ ,  € t  €n  r€ r , . r  .  En  par t i cu l ie r  l i  E rv -  (x ) -Eu (x ) l i2
L  K"  K  O '  K '  O '  t nk  t no  . r k  . "o

- : 0 r  x € M .  1 1  r 6 s u l t e  q u e f o r N ; N o r  Y O ( x ) = E N  E * ,  ( x ) ,  x e N o  ,  s o n t  n o r -
"o  ^ ' k

males et  compl6tement  pos i t ives et  sat is font  l j rn l iYk(x) -x l \2=0. '  xeNo"

Par  l e  t h6o rbme 1 - '  No  a  l a  p rop r i6 t6  T  donc  ( l 5 l )

l im,  t t tPO (x)  -x  t t  =Q uni form6ment  pour  xeNo r  l \  x  \ \  I  { -  .  A ins i  '

i l  x-Erv (x) t  7= ,r" \ \ t-  l \ trr .r .  (x) 1\ ls f \" l l  I' t n k L L r t k

12 l \  x r \  (  r t  x i t  - ,-  \ l  B^, Er.,  (x) \ \  )) t2 \ l  x-E*

uniform6ment io.. , ,r  l : -"- ,  
*t \  

*r l t .  1. no.rto

t l on  on  u t i l i se  Ia  su i van te :

-  \ lEn  " * ,  
( *  )  t \3

O K
E* (x)  i i  2=2 \ i  Yo (x)  -x  \ l  2  *  a

I \ '
K

en d6dui re une contradic-

PROPOSITTON'  So i t  K l t ,  r I  ex is te  un  t tO te l  que pour  tous

s o u s - f a c t e u r s  N o , N c M  v 6 r i f  i a n t  f l ' r : U J  S k .  [ u , U l s k  e t  l i  n *  ( x )  - x  I  r e  1 '  '

x t lNo, \ l  x I |*  t  i l  exj-ste un uni ta i - re uoeM sat is€aisant uoNot locN'

Donc (  t6 l  )  s i  l .u , rvJ= lm:NJ a lo rs  *oNo*o=N e t  s i  I  u :NJ l  [y tNJ  a lo rs

f _ {

Iwr:NJ eft t :No.l  +2.

La  ddmons t ra t i on  de  ce t te  p ronos i t i on  es t  une  app l i ca t i on

d i r6c te  des  techn ique  e t  r6su l ta t s  de  t  [ t l l  conme su i t :  so i t  Mo



I r ex tens ion  de  M pa r  N ,  ' e  sa  t race  no rma l i sde  e t  e=e*eMr .  Pour

ue ' l l {No )  on  a  i l  ueu  -e  t \ l =Ze  l e )  i \  u=Ero (u )  r t  
l :Z lu ,N l " t5  .  Donc  s i  L r f  : ! ' f i . ' 1 ,

h6,K =co- t t lu"u*  1 ue?i tuo)1 est  1r616ment  unl -que de norme l l  l t ,  min imal .e

d .e  Ku  a to rs  i \  h -e  l l *Z t - l ! ,  heN;nMt .  11  ex i s te  donc  une  p ro jec t i on

"o*  
N i l  t t  avdc  l i  eo -e  1 l  ,  

pe t i t  e t  on  peu t  cho i s i r  des  p ro jec t i ons

fe N,  foeNo et  une j -sometr j -e  par t ie l le  veMn te ls  que v{v=foeo ?

vv t  = fe ,  l i  v -e  l l Z  pe t i t  ( I  . 4 ,  IZ f  )  "  Comme eMre=eNe=Ne i l  r 6su l te

que .ofoNofoeolxr - - rvxvo(C efMrfe=efNfe donne un isomorphisme sr  de

€  r . r  +  A - * -  +N f  e t  on  a  r ( x )v=vx r  xe foNo fo "  Done i  a=Er (v )  sa t i s fa i tt o rno to  r , Lc r l r 5  ! .

a ( x ) a = a x r  a = f a f o  e t  l l  
" - t  

l  
l l Z  e s t  p e t i t .  O n  d 6 d u i t  q u e  s i  v o e M  e s t

l t i somet r i e  pa r t i e l l e  de  Ia  d6compos i t i on  po la i re  de  a  a lo rs

ro *= r r ( x )vo  
. ,  

Vo= fvo fo  ,  l l  v - t  \ l  245 ' ,  ou  5 ' - t  0  quand  f  -o  o ,  e t

r l roo ( foNofo)  'n fot l fo .  Par  (  [6 ]  )  ,  s i  v f ,vo l fo  a lors  e ( fo-v jvo)  z

i  l foMfo :  foMof  o1- t= fu1,  NJ 
1Z 

t<-1 .  Donc t  suf  f  isement  pet i - t  imr :ose

vf ,vo=fo et  vofoNofov+aN" Comme Nor N sont  des facteurs de tyne l f t

\ r  no r r f  6 t r c r  p ro long6e  e  un  un i ta i re  uo tM te lhue  uoNouocN.  Le .  res te
" o  Y * *  - - o '

r6su l te  de  le l .

.Cet te  proposi t ion renforce Ie  r6sul ta t  ( l8 l )concernant  la  s ta*

( N o r l l )  =

=sup  l .  l f  x -n *  ( x )  t \ r \ xe  N ,  \ \  x \ t l  { - }+sup l t t  * -n * (x )  \ l r \ xc 'No ,  t t  x t< { -1 .
t  t no

Nottonl  que le thdorbme 2 impl ique Ia d6nombrabi l i t6 ae F(ru)

( L l 1 l ,  m a i s l a  p r e u v e  n ' u t i l i s e  p a s  c e  r d s u l t a t .

b i l i t 6  de  f  i nd i ce  aux  pe r tu rba t i ons  dans  l a  d i s tance

ttl
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