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SUR LES SOUS-FACTEURS D'INDICE FINI D’UN FACTEUR
>
PDE TYPE II‘1 AYANT LA PROPRIETE T

par

Mihai Pimsner et Sorin Popa

Nous démontrons que si NCM sont des facteurs de type II, avec

1
1’indice de Jones [M:N} fini alors M a la propriété T si et seule-~

ment si N 1’a aussi. Utilisant ce résultat nous montrons que si M
a la propriété T alors l'’ensemble des valeurs possibles des indices

[M:N}, pour les sous-facteurs NcM, est au plus dénombrable.

: {acibr/
On subfactors of finite index in a property T tyve fi&) We prove that if
NCM are type II, factors with finite Jones’ index [ M:N1 then M has property T
iff N has <t. Using this result we show that if M has property T then the set of

" possible values of the index [M:N) for sabfactors Nc M, 7s countable.

Soit M un facteur de type II‘,'Efsa tracé normalisée et N M
un sous—facteur:de M. Alors l'indice [M:Nl de N en M est défini par
Jones (|6}) comme la constante de liaison de N dans sa renrésenta-,
tion sur L2(M,E>). NQuand M est l'algebre L(G) associée a un groupe
discret G et N=L(GO) poﬁr un sous-groune G CG alors {L(G):L(Go)l
coincide avec 1’indice [Gzﬂoﬂ, Il est bien connu ({7}) que, pour.
XG:GOX fini, G a la propriété T de Kazhdan en menme temps qué GO.
D' autre part Connes a défini ({4]) la propriété T pour tout facteur
fini M et dans le cas M=L (1) cette propriété equivaut la propriété .
T de G. Le théoreme‘suivant est 1’extension au cas des facteurs du -

résultat précedent sur les groupes.

Théoreme 1. Si N M sont des facteurs de type IT; et si M:N

alors M a la propriété T si et seulement si N a la propriété T.




A

Démonstration. Suppoqono gue M-a la promrleté T et soit %mJ%ﬁcm

T

une "base orthonormale" de M par rapport a N L91, e3 )i Soient

Xi""’XnGM et €20 gui donnent un voisinage critique de la corres—

pondence trivialle de M. Par ([9), 1.3} on a ximjsz&ka,\rerﬂ) et

. =

o * = i A o > v = K
mjx (wzjximk)mkn Nottons ij E (mjximk)cN, Soit alors ¥\ une

S,
1Ty N

correspondence de N et e, wel =1, avec || ygya-¢y§k\VLS pour tous
= : : ‘ :
1, ., ke Boilt anssi W 14 correspondence induite de N & M par W

(donc, Y =L2‘(M %) Y\' ® y L2(M 60 et ?&'=ijj KB mg . Alors-
), sl —Ua N_‘,»{L ot ltopa U x.s i’x.'\\ =

A , e W= - e
m, @te mix N2 k(mk 3 ® @i @ § e yhmnl

90 1

Z“Eij(ximj ® ¢ ®m

S

- y = l - l 4 el
S X mj ]k ® % & mk m &4 y mk% X‘Z'_ : m & (yjki %yjk) @m}( {
= el 15 C = e ] n2
Sldj,ku ijé“%yjk“ £ (LM:N1+i) D Par (LSA)/Sl:/;([ﬂ:Nl+1) & est

petit alors il y a un vecteur'q’ex' centralisateur pour M, preés de

$%... Doncla projection*{ die-m! sur =1 @l ® 1 ¢ X' est pres de %

(=la projection de &' sur){). Donc’Qeﬂ,Vl#O est 9 est central pour.N
Réciproquement supposons que N a-la propriete T, que Vyree oYy

¢N, ¢>0 donnent un voisinage critique de la correspondence trivialle

de N et soit W une correspondence de M et %€ X , L ed=1, tels que

Ly -ty Lo, i mjé—%mj& < ¢ . En regardant X comme N-bimodule
il résulte qu’il existe Qéﬂxprés de % central pour N. Commél(ﬁ-%ﬁ :

est petit, "\ ij~Qmj\§_ sont petits, donc ¢'= umj%O (étant pres

L
de [M:N}Q) et par un-ealeul cantérieur ¢! est cepbeal pour M.

Une question fondamentale posée par JOnes‘(16}) est . da sll-
'vahté: pour M fix€ quel est l’ens mble des valeurs possiﬁles g(M)
des indices LM:N] pour les sous-facteurs NM, Si [M:NE<C4, [M:N}
&ggéoszginZB}' ({61). si {M:N124 on a une application trr(14t) 2671
du groupe fondamental de M dans J (M) (161). Ce groupe dtant denom-
brable pour M ayant la pfopfiété T ({131), Jones & sonjecturé que .

pour un tel facteur S(M) est également dénombrable. Le théoréme sui-

vant donne une réponse affirmative a cette conjecture:



THEOREME 2. Si M a la propriété. T alors 4(M) est au plus

e y e i ' :
dénombrable. En outre, pour chaque t€ B(M), t<eg, l’ensemble des
classes de conjugaison par automorphismes intérieurs de sous-fac-—

teurs d’indice t est au plus dénombrable.

Démonstration. L’éspace produit de la boule unité de

@ALZ(M,EJ) avec la topologie de la convergence forte et de R, est
+

séparable (LZ(M;@) é€tant séparable). Pour chéque te%(M) soit Nth
un sous—facteur d’indice t et e 1’extension de E a L2(M;Z)@

Nt Nt

S %(M) est non dénombrable, %(M)ﬂ Ei,Kl est non-dénombrable pour

un certain ¥ et par la -séparabilité mention€e il existe dans

SL(eN ’ t)ftéﬁ(M)ﬁ[ﬁ,K}k un point d’accumulation (e ,to) (ot
= : : o

N,=N, ). Il existe alors des sous-facteurs Ny CM, k21, avec
[M:Nd =t —t , £ 7t , et eNkweNo. En particulier || ENk(><)—-EI\IO(><:)\{2
>0, xe¢M, Il résulte que%kmgaNo, ?k(x)=ENOENk(x), xc—NO ; -sont . ners=

males et complétement positives et satisfont lbnﬂ?k(xyﬁ<“2=0,>mNo.
Par le théoreme 1, No a la propriété. T denc (154

limpﬂ?k(x)—x“ =0 uniformément pour'xeNO, WxWsl. Adinsi,

| x=Ey () = x o WEy ()0 24 tx 2= By B (%) 03
k k getles o :
$2hxh (il - B By () §,082 Ux-By By (x) N =20 (x)=x U, =0
. No k o] k ?

= :
uniformément pour cho , N xig 1, Pour en déduire une contradic~

tion on utilise la suivante:

e

PROPGSTETION.. Soit k»1. 11 existe un 270 tel que pour tous
sous-facteurs N_,NcM vérifiant \_M:NOMK, [M:N]<k et BE (x)-x [,45
% i : = : : C 1 i Ea i
XLNO,\\XUS 141 existe un unitaire udﬁM satisfaisant uoNouOcN.
Donc ({61) si {M:N1=1M:Né] alors uONOu0=N et st EM:N}#(M:N&K alors
: | '7“;: :L : + .
Ny zimen 1 +2
‘ La démonstration de cette proposition est une application

dirécte des technique et résultats de ({1]) comme suit: Soit M,



1’extension de M par N, © sa trace normalisée et e:eNCMi‘ Pour
u¢’U(NO) on a (| ueu -e ﬁ§=2ﬁ(e) i\ u-E, (u)\lZSZEM:Niﬂig. Donc silmzﬂk&;

héKé=co_w{ueuk\ucd(M )% est 1félément unigue de norme | minimale

2< iQ SN
\2u2t or heNM

MZ

de i alors i\ h-e | 1 Il existe donc une projection

eégNéf\Mi avec Ezeo—e “2 petit et on peut choisir des projections
o . - . P ) + o $ 6 =

ng, fOLNO et une isometrie partlelle veM, tel; que Vv foeo i

vt =fe, | v-e |, petit (1.4, {21). comme eMje=elle=Ne 11 résulte

que e £ N f e »x»vxv'e efM, fe=efNfe donne un isomorphisme ¥ de
OHO; 010G ; 1

fONOfO dans fNf et on a «(x)v=vx, xefONOfoq Don¢ a=EM(V) satisfait

T(x)a=ax, a=fafo etilla-t “2 est petit. On déduit que si voeM est
1’isometrie partielle de la décomposition polaire de a alors

vix=wlxly o, V SRy £l o, A vl 548", ou $*—0 quand T->0, et

& - re . ¥ % : ¥ -
Vovoé(foNofo)'\foMfo‘ Par (F6l ), sl vov ZE aliors a(fO vovo)z

o)
Z{foMf s M i 1_1=[M:N‘]niZK"1. Donc % suffisement petit impose

Viy=f et v £ N £ Vs *¢N. Comme N r N sont des facteurs de type II,;

(0} (07 LE(E) 0o 0.6
v, peut étre prolongée a un unitaire quM te#ﬁpe uoNouocN. Le reste
résulte de [6]. .

Cette proposition renforcele résultat (|8))concernant la sta-
bilité de l’indics aux perturbations'dans la distance , (NO,N)=

=sup § U x-E, (x) “2\xéN, Lox g i}+sup%)xx«EN(x)“Qixaﬂy.& el

N
o -
Nottons que le théoréme 2 implique la dénombrabilité de J (M)

(13%), maisla preuve n’utilise pas ce résultat.
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