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RIGIN ITY THEOREI ' IS  FOR GROUP ALGEBRA$

D

R r r  { . R U I U M.  r  a r - < v * v r  I

o . T e r m j . n o l o g y .  l f / e  u s e  s t f i n c f a r r J  l - l o p f  a l g e h r r a  t e r m i n o l o g y
- r ' - t

f  r o m  L o * j  .  F o r  c o n v e n i e n c e  l i r e  r e c a 1 l  s o m e  o f  t h e  b a s i c  c o n v e n -

t i " o n s  -  F i e l C s  a r e  a l w a y s  c o m m u t a t i v e  w h i - 1 e  g r o u p s  a r e  g e n e r e l l y

n o t .  A l g e b r a s  a r e  a s s o c i a t i v e  w i t h  u n i t  b u t  n o t  n e c e $ s a r i l y  c o m -

m u t a t i v e .  H o p f  a l g e b r a s  h a v e  a n t i p o d e s  a n c l  a r . e  n . e i t h e r  c o m m u -

t a t i v e  n o r  c o c o m m u t a t i v e  i n  g e n e r a l  .  l * / h ' e n  w e  s a y  t h a t  a  H o p f  .

K - a l g e b r a  ( K  a  f i e l d )  i s  f i n i t e l y  s e n e r a t e d  w e  m e a n  i t  i s  f i n i -

t e l y  g e n e r a t e c  a s  a  t ( - a l g e b r e .  g y  a  g r o u p  K - a l g e b r a  w e  u n d e r -

s t a n c '  a  H o p f  a l g e b r a  o f  r h e  f o r m  r c s * , S  K g  ( w h e r e  G  i s  e

g r o u p  a n c J  K G  i s  e q u i p p e r J  w i t h  t h e  - r : f o : r c J  H o p f  s t  r u c r u . r e  a s
. f 1

i n  1 _ s w J  p . 5 4 )  .  F i n e l l y  w e  f  i x  t h r o u g h o r - r t  t h e  p a p e r  a n  a l g e b r n  j " *

c a l l y  c l o s e d  g r o t i n c l  f  i e l d  l <  o f  c h o r F l c t e r i s t i c  z e r o ;  a l 1  f  i e l ; d s

u n d e r  c o n s i d e r a t i o n  w i l l .  b e  a s s u m e d  t o  c o n t o i n  k ,

t h a t  t h e  c a t e g o r y  o f  c o m m u t a t i v e

e [ : r a s  i s  e q u i v a ] . * r , t  t o  t h e  c a r e c j o r y

t l n c i e r  t h i s  . e q u i v a l _ o n c e ,  c o m m [ J t a t i V e

g l e b r a s  c o r r e s p o n c l  t o  c l i a g o n a l i z a L r l e

p , 1 0 5 ) .  S o  i t ' i s  f t  g e n e r a l  h o p e

g r o u D $  h e v e  t h e i r  n o n - c o m r n u t F l t l v e

1 .  l n t  r o d u c t i - o n .  R e c a 1 l

f i n i t e l y  g e n e r a t e c J  H o p f  a 1 g

o f  a f  f  i n e  a J , g e ' u r a i c  g r 0 u p $ .

f i n i t e l y  g e n e r a t e c i  g r o u p  a l

rg  r o u p s  (  c - i l  r o u p s  ,  s e e  [ * " ]

t h a t  b a s i c  p r 0 p e r t j . e s  o f  d -



a 1 : - *

( . i . e , . H o p f )  a n a l o g  j . n  o t h e r  w o r d s  t h a t  t h e y  e x t e n d  t o  p r o p e r t i e s

o f  c ; r o u p  a l g e b r ; . r s ,  ! ' / e  r r i l l .  b e  c o n c e r n e d  h e r e  l , r l t h  r i . g i c i i t y  p r o -

p e r t i e $ .  A  t r i v i a l  e x a m p l . e  o f  s u c h  s  p r o p e r t y  i s  t h a t  t h e  n u t o *

' m o r p h i s m  
g r o u p  o f  a  g r o u p  a l g e b r a  K G  e q r - r a l s  t h e  a u t o n o r p h t s m

g r o u p  o f  G  i t s e l f  I  t h i s  i s  t  h e  a n a l o g  o f  a  w e l l  l < n o w n  ( t  r i v i a l  )

p r o p e r t y  o f  . t - g r o u p s  F 4 o . i . r u .
T h e  a i n  o f  t h i s  p f i p e r  1 s  t o  p r o v e  n o n - c o m m u t a t i v e  a n a J . o g s  o f

s o m e  d e e p e . r  r i g i C i t y  p r o p e r t i e s  o f  c " l - g r o L l p $  r  f t o u g h l y  s p e a k i n g

t h e  p r C I p e r t i e s  v ' . i e  h a r r e  i n  m i n c J  a r e  t h e  f  o l l . o l v f n g :

( 1 . 1 )  T h e r e  . ? r e  f 1 o  n o n - t r i v i a l  f a m l l i e s  o f  c l - g r o u p s  i n s i d e  a

g i v e n  a f f i n e  e l g e b r a i c  g r o u p .

( 7 , . 2 )  T h e r e  n r e  n o  n o n - t r i v i . a I  f a m i l i e s  o f  c l - g r o u p  R c t i - o n s

o n  a  e  j - v e n  p r o  j  e c t  i v e  s c h e m e  "

I n t u i t i v e l y ,  b y  i ?  t  r i v i a l  f  a m i - 1 . y  o f  c J - c r o u p s  (  r e $ p e c t i v e l y  o f

a c t i o n s  o f  a  c 1 - g r o u p )  ! , v e  u n c i e r s t f f n c l  h e r e  &  f a n r i l y  w h i c h  " S e n e -

' .  r i c e l l y "  i s  o b t  a i n e c J  b y  c o n  j  u g n t  i n g  a  f  i x e c l  c i - g  r o u p  (  r e s p e c t  i v e l y

a  f  i x e r !  a c t i o n )  b y  a  v a r i a t r l . e  e l e m e n t  o f  t h e  c i i v e n  c { r o u p  ( r e s p e c *

. t i v e l y  r , r i t h  l :  v i : r i a b l e  n u t o m o r p h i s m  o f  t h e  g i v e n  p r o j e c t i v e

s c h e r n e ) .  P r o p e r t y  ( l . f )  f o l l - o w s  f o r  i n s t a n c e  f r o r n  t h e  c o n j u g a c y

o f  m a x i r n a l  t o r i  1 n  a f  f i n e  a l c l e b r a i c  g r o u p s  [ r - r " ] n . 1 3 5  w h i l e  p r o *

p e r t y  ( 1 . 2 )  i e  *  c o f t s e q u e n c e  o f  ( 1 . f  )  a p p l i e c r  t o  t h e  a u t o m o r -

p h i * r n  g r o u p  c , f  o u  r  p r o  j  e c t i V e  s c h e m e  e n  w h i c h  i i  p o l a r i s f l t i o n

t  h , r u  b e e n  f  i x e  d  .

[ . ] r e c j - s e  s t n t e n ' r e r r t s  c l f  o L r r  n o n - c o m m L l t n t i v e  e r n a l o i r s  o f  ( 1 . 1 )

. : n c J  (  1 . 2 )  w i . 1 1  b e  . q i v e r r  i n  t f r e  n e x t  s e c t i o n .  h i C I t e  t h a t  i n  t h e

n o n - c o n ! ' n u t f l t j . v e  c R G e  j ^ t  i * n o t  a n y . m o r e  c l e a r  t h a t  t h e  a n a l . o g  o f

( 1 " 1 )  a 1 - r e a c l y  i n r p l i e s  t h e  a r r a l o g  o f  ( 1 . . 2 )  ( s e e  t 7 . 4 )  b e l o w ) .
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3 ,  $ t a t e n e n t  o f  t t r e  r e s u l t s .  B e f  o r e  e t a t i r r g  o u r  n o n - c o m r r t u t o t i v e

a n a l o g ;  o f  ( 1 ' . 1 )  - 1  e t ' s  r e c a l . l .  $ o m e  f a c t s  a h o u t  c o c n n J u g i a c y  i n  H o p f

a l g e l r r a s .  t " . e t  l (  b e  a  f  i e l . c i  a n C  f {  b e  a  t - l n p f  K * a l g e t l r a  w i t h  c o -

n r u l t i p l L c : r t i o n  A  n n c l  a n t i p o d e  5  "  f , : o r  a n y  l ( - a l . g t e b r a '  m a p  u  € :

n l S K ( l - . 1  , l < )  r s r i t e  u S = i r o $  € : A I g K ( 1 " ' l  , l ( )  , ' + n c l  c j e f i n e C ( u ) : H - - - - > H

a r e  s a i c J  t o  b e  c o c o n j u -

i f  t h e r e  e x i s t s  a  c o i n n e r

6 ( t & , . 8 ) = J & , - (  (  h e r e.  K  
- K

t h e  n a t u r a J "  w a y ) .

t C I  h e  t h e  m a p  C ( u ) = ( u b @ 1 @ 1 6 ) A o  r , , h e r e  A r * - > H @ * H  & , < H '  i s

t h e  n a t u r a L  c o r i u l t i p l " i c a t i o n  A z =  t L @ A ) A  = ( A O f  ) n  a n C
' -
u t 6 I @ u : H @ , a H @ r l " l  - - + l - {  t a k e s  a  @ b e c  i n t o  u " ( a ' ) u ( c ) b ;  C ' ( u )

1 s  e a s i l y  s . e e n  t o  b e  a  H o p f  t < * a l " g e b r a  a u t o r n o r p h i s m  a n d  w i j . 1  b e

c a l l e d  c o i r r n e r  l { - n u t o n o r p h i s m  o f  H .

f i ow  t v , i o  l " l op f  i r Jea l s  l .  aneJ  J  i n  l ' l

g a t e  o v e r  s o n e  f i e l c l  e x t e n s i o n  I  o f  K
N

[ * o u t o n o r p h i - s m  o '  o f  H & , , K  s u c h  t h a t

v / e  v i e y r  l - l  6 , . t  a s  a  H o p f  

' - u * * l g e b r a  

i n

H e r e  j - s  o u r  a n a : 1 o 9 1  o f  (  1 . 1 )  :

{ 2 . 1 . )  T l t e O R E f ' l .  [ - e t  l . " l o  ! : e  r t  f i n i t e l y  ! e n e r a t e d  ! . l o p f  l < - a 1 g e i : r a

l <  a  f i e l e l  e x t e n s j . o n  o f  k ,  t l = l - 1 ^ 6 , '  a n c J  J .  a  H o F r f  i c l e a l .  i n  l - t
O -

. s u c h  t l r a t  v l / J  i s  a  g r o L r p  a J . g e h r n .  T h e r r  t h e r e  e x i s t $  a  l " i o n f  i d e a l

J _  i . n  l " { ^  e u c h  t h a t  J  a r r C  J ^ @ K  a r e  c o c o n j u $ a t e  o v e r  s o m e
o o o

f i e l d  e x t e n $ i o n  o f  l < .

l .  n t u i t  i v e l y  w e

" c o e m b e d d e d "  i n  H

s a y $  t  h a t  a r l y  s t r c h

s h o u l - d

a n r J
0

f  nmi 1. .y

v i e l v

lvi- t h

n u $ t

H / J  a $  n ' f a m i l y  o f  q r o u n  a 1 9 e U . * "

p a r a m e t e r  $ p a c e  $ p e c  l < .  O u r  t h e o r e n r

b e  c o c o n j u g a t e  t o  n  " t  r i v i a l "  o n e .

T o  s t € r t e  o u r  i l o n * c o r n m u t a t i v e  a n a l o g  o f  (  1 . 2 )  r e c a l l

f a c t s  a h o u t  c o a c t i o n s .  l , - e t  l - {  i - : e  a  H o p i f  l ( - a l . g e b r e  w i t h

p l i c a t i o n  A  a n d  c o L r n i t  6  a n c l  l e t  A  ' b e  a  l ( - a J . 1 e h r a .

t i o n  o n  A  $ J e  n t e ; t n  a  F l * c o m o d u l e  a l c ; e b r n  s t r u c t u r e  o n

l t . 3 2 4 . )  i , e .  a  i ( - n l  i , c : 5 r n  m a p  o (  : A  H @ , , A

f  i  r s t  s o m e

c c l m m L r l t  i -

r t y  a  H * c o n c *

A (  see l - t ru l. L J
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s u c h  t h r i t  ( e e  t ) o <  = I n  a n d  ( A e  I ) " <  = ( 1 4 <  ) . r  : A - - + '  H 6 ' K H @ K A .

G i v e n  t w o  c o a c t i o n s  o ( : . 4 - > l { @ , , A ,  a n d  o ( '  : / , 1  - + -  f l ' @ , , A  .  w e  s a y
t \ , r \

I

t h a t  o <  a n c l  c { '  c o r n m u t e  i f  ( J - e a  )  o < '  *  { ' C  O t ) (  I  @ 4 '  ) o < ; A - - . * - * ; " -

l { ' & , , r i  & , , A  r r u h e r e  T ,  z l 4 & , , f r '  - - * -  H ' @ * H  i >  t h e  b w ; s t  r - a P -- t (  
l " r  " ' - K  K  t

F u t  T * t { 7 L * t < f t , t : 1 1 = H c , p f  a l g e b r a  o f  t h e  l - d i . m e n s i o n a l  t o r u s . .
L - J

A  T * c o a c t i o n  o n  A  ,  d  t A  * - _ ; - ' T & o A * s . [ r , r - t - ]  i s  c a l l e c l  p o s i t l v e

i . f  o ( ( A 1 c  n [ t ]  a n c i  t t l *  i m a g e  o f  
" { ( A )  

i n  * = n f t l / t t }  e q u a l s  K .

A  H * c o a c t i o n  o n  A  w i l l  b e  c a l l e c l  p r o j e c t i v e  i f  i t  c o m m u t e s -

v l i t h  e i o m e  p o s i t i v e  T - c o a c t i o n  o n  A .

F ina l . l y  l e t  c {  :A  - ->  H&uA anC f3 ;A  - - - ->  i ' l  @, ,8  h :e  two  coac -
K .  /  K

t i o n s  a s  a f r o v e ;  w €  $ a y  t h e y  a r e  e q r . r i v a l e n t  o v e r  s o m e  f i e l C  e x t e n -

l^-)

s i o n  f ( o f  t (  i f  t h e r e  i s  a  i Y -  i s o m o r p h i s m

f  :X =A *o( *--->. 6 =u e,*!  such t hat (  la f  )g =

X tX----> H @Kf an cl fi ,E-- H eKlY a re t he

d u c e d  m a p s  .  H e  r e  i s  o u  r  a n a 1 o g  o f  (  1  . 2 )  :

o f  a l g e h r a s

A  f  w h e r e
T

n a t  u  r a 1 . 1 y  i n -

( 2 , ? . )  T H I C ] R E H ,  L e t  H u  L l e  a  g r o u p  k - a I g e b r a ,  A o  a  f i r r i t e 1 y

g e n e r a t e d  l < - a l e e b r a ,  l (  a  f i . e l . d  e x t e n s i o n .  o f  k  a n C  H a l ' ' l o & K ,

A = . { o 6 l l ( .  T h e n  f o r  a n y  p r o j e c t i v e  H - c o a c t i o n  o ( : A - - - + -  l ' { @ t < n  t h e r e

i s  a  f l n i t e l y  g e n e r a t e c i  l < * a l . C e b r "  B o  a n c l  *  H o * c o a c t i o n  F o r l n *

H o @ B o  s u c h  t h a t  j " f  w e  p u t  S * B o & l (  t h e n  o /  a n d  1 3 *  P r & L z t l - - >

H  @ K B  i t r e .  e q u l v a l e n t  o v e r  s o m e  f  i e l c i  e x t e n o i o n  o f  K .

I n t u i t i v e l y  t h e  a l r o v e  t h e c l r e m  $ a y $  t h a t  a n y  . f a r n i l y  o f  p r o -

j  e c t  i r r e  c o a c t i c n s  o f  a  g r o u p  a l g e b r a  i s  e q u i v a l e n t  w i t h  i n  " c o l " l :

$ t n r t t "  f  a n r  j " l Y .

T h e  p r e i o f s  o f  T l r e o r e m s  ( ; l . l  )  a n d  ( 4 . 2 )  a r e  s i m i l a r  1 n  s p i . r i ' t

b u t  i n C e p e n c i e n t  o f  e a c h o t h e r .  f : i r s t  s t e p  w i l l  
. t r e  

t o  p r o v e  s O m e

" i n f  i n i t r t s i m a l "  v e r s i o r i s  . n 1 _  o u .  $ t a t e m O n t s ;  t l " t i s  w i l . l  h e  a o n e

b y  c e r t a i n  t  r i c l < s .  w i t h  c i e r i v a t i o n s .  T h e  s e c o n d  s t e p  r ' r i , l 1  b e  i  r



t o  " i r r t e i J r a t € " ;  t l - r i s  w i . ! - I  b e  c l o n e . b Y  a p p l y i n g  n  v e r s i

e x i s t e n c e  t l " i e o r e m  f r : r  f r i c a r c J * V e s s i o t  e x t e n s i . o t r s  [ a " t ]

T h e  u s e  o f  l ' ( r . r l c h i n ' s  t n e o r e r n  i s  a  s o r n e r r l h a t  L l r l e x p e c t e d

o u r  p r o o f s  b u t  o n  t n e  o t h e r  h a n e J  o u r  m e t h o c J  i s  q u i t e

c a n  b e  a p p l i e c f  j . n  v a r i o u s  o t h e r  s i t u a t j . o n s  ( s c e  l * " 1  I

T h e  p l a n  o f  t h e  p a p e r  i s  t l - r e  f o l l o r r ; i n 9 1  .  $ e c t i o n s  3

c J e v c l t e c J  t o  i h e  p r o o f  o f  
' t  

h e o r e n r  ( 2 . : L )  ;  s e c t i o n s  5  a n C

v o t e c J  t o  t h e  p r o o f  o f  T h e o r e r n  ( 2 . 2 ) ;  i n  s e c t i o n  7  w e
I

c o m m e n t s  a n c i  c l i s c r . r s s  s . c ) f f e  o p e n  q u e $ t i o n $ .

* 5 *

o n  o f  l ( o l c h i n '  s

p p . 4 i : A - 4 2 J . .

f e a t u r e  o f

g e n e r a l  a n d

a n d  4  a r e

6 i '  re  c ie*

m a k e  f u r t h e r

3  "  l n f  i n i t e s i m a l .  r i g i d i t y  o f  . l - l c p f  1 d e a 1 s .  F i r s t  s o m e  m c : r e  t e r -

r n i n o l o t . j y  t n C  c o n v e n t i o n s ,  F o r  a n y  l ( - l i n e a r  s p e r c e  V  w e  p L l t  V x =

= H o m , a ( V , t < )  t n e  l i n e a r  C u * . 1 .  o f  V .  F o r  u € V 4  a t r c J  x € V  l v e  w r i t e

( t t , x )  i n s t e a c j  o f  u ( x ) .  F o r  a n y  i ( - 1 i n € a r  m a p  f  : V - - - > V J  w e  d e n o t e

b y  f x : 1 , t ' x - - - - * , V x  i t s  u s u a l -  t r a n s p o s e  s o  ( t t u , X ) =  1 u , f x ) f o r  e 1 1 .

x  €  V , L l  6 r / l x ,  I  f  ( u r ) i  1 s  a  f  a m i l y  o f  e J , e m e n t s  i n  V o  a n C  i f  f  o r  n 1 l .

x € v  t h e r e  a r e  s ' l t  m { r 5 t  f j . n i t e l y  r i a n y  i n r j i c e s  i  s u c h  t h a t  1 u | x > /

, < '
t '  0  t h e n  / , u ;  i s  a  w e l l  d e  f  i n e r j  e l e m e i r t  i n  V * ;  b 1 . i e  s h a l . l  c a n s i -

.  C e  r  s e v e  r a l  t  1 i ' t r e s  s u c l ' 1  i n  f  i n i t  e  9 u m $  .

I f  f  : A - - > B  i s  a  l ( * a l g e b r a  m a p  a r r c l  L  i s  a  s u b f i e l - C  o f  l <  t l ' r e n

a  n l a p  c j : / r - - - - > i l  i s  c a L l e c l  a n  L - * f - r j e r i v e t i o t r  f r c n r  A  t o  $  i f  i t  i s

L - l i n e a r  . a n c i  
.  c i ( x y ) = c i ( x ) f  ( v ) + f  ( x ) c J ( y )  

. f  
o r  a l l  x , Y  € t " x ;  i f  f  i s

t f r e  i c J e n t i t y  r , v e  s a y  t h r r t  c j  i s  p n  L * C e r i v a t i o n . o n  A .  l ' h e n e v e r

d : A - - - + t 3  i s  a p  L - - f - c l e r j - v a t l o n  a e  a n o v e  u r j . t h  d ( l ( ) c l ( ,  t l r e  L - l i n e a r

m. ip  cJ @f + f  €d :A6r_A - -> $&,-B ser ic1s ke r (  k  &r l+ - -> f^ '&t<o)  in to

t < e r ' ( i l € . L S  * + i  & X , r )  h e n c e  j . t  i n r j u i c e s  a n  t - * f  6 f  - c { e r i v a t i o n  f  r o m '

n @ * o  r o  n & K g  w h i c h  u J e  s t i l " l -  r J e n o t e  b y  d @ f + f & c J  ( r t o t e  t h t r ' t

n e i t l r e r  c l e f  n o r  f @ n  a r e  w e l l  c i e f j . n e c j  m a p s  f r o n  A @ t < A '  t o  $ @ l , q

w h i l , e  t h e i r  $ u r n  i s  )  .

F i n p L ) " y  f o . r  3 ' n y  l - ' l o p f  a l . t i e r i r r a  t " l  v r e  c l e n o t e  b y  4 . ,  , f * , S r ,  ( o r

s i m g r l , v  b ) ,  A ,  f  , S 1  t ! " r e  c o r , i u l . t i p l i c n t i o n ,  c o u n i t  a n c : l  i r r r f  i p o d e  o n  l ' l  ;

i i  x 6 l - . 1  r . , r e  w r j - t e  A x * 2 x " , @ X ^ - , .  R e c a l l  f r o m  [ * S w l p . n  t h a t  f o r
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$ )  H o p f  l ( - a l q e t r r a  a $  a b o v e  t h e  r J u a l  F { x  h a e  { }  n a t u r a l  K * a l g e b r a

s t r u c t u r e  w i t h  r l u l . t i p l - i c a t l o n  g i . v e n  b y  u x @ , a t . . l x c  ( H e * n ; o  A * " . N *

a n d  u n i t  e l e m e n t  g i v e n  b y  E U .

F r o n  n o F J  o n , t h r o u g h o u t  t h e  p r e s e n t  $ e c t i o n  a s  r - ; e 1 1  a s , , , t h e  n e x t

o n e , w e  k e e p  r ' l o t a t i o n s  f r o n  1 ' h e o r e m  ( 2 . 1 " )  a n d  c l e n o t e  b y  r : H - - - + .  l l T l * f O

"  t h e  n a t u r o l  p r o j e c t i o n  ( u ; n e r e  G  i s  $ o m e  g r o u p )  "

$ t n r t  r v i t h  a n y  k - c j e r i v a t i o n  f ,  o n  K  a n c J  c j e f i n e  l < - c J e r : i v 6 r i o n s

d H  a n c !  c x c  o n  l ' l = l - { o c O  l (  a n c  l ( G = k G @ t (  b y ' d H ( x c > a ) = x @ S a .  a n C

d , < c  ( V  o  c ; * y o o f , i :  r e s r r e c t i v e l y .  T h e  f o l l  o w i n g  o i : v i o u s  f o r r n u l , r e  h o l r - {  :

(  3  "1 )  L .E r ' l t i , t \ .  (  f  @ dKGo,J r<G@ i  )AxC= A*CC '<G and

(  I  @  d n + d *  @  l )  A H =  A " . i , r .

t 3 . 2 )  L E I ' I M A .  T h e  t ' o p ? , = d l ( G r - r r i *  l s  a  l ( - r * r l e r i v € l r i o n  f r o m  H

t o  l < G  a n f J  t h e  f o l , l . o r v i n g  f o r m u l a  h o l c l s  i

(  0 a r * r e 0  ) A u = A , . * J  .

P r a a f  .  L J s e  ( 3 " - 1 )  n n c J  t . h e  e q u a l l t y  ( r @ . r )  A r - r *  A r G r : ! , , i  - - > o , r g o * . * .

{ 3 . 3 )  L - F . i { f , 1 A .  T h e  m a p  A "  i s  a  K - r * - . t * r j . v a t i o n  f  1 6 m  ( r q c ) *  r o  H x "

P r o o f  .  F o r  n l 1  u , v  G  ( t < G ) x  a n c l  x  6  t - . i  w e  h a v e

< A o ( u r r ) , ^ ) =  ( r - r v ,  3  * )  =  { u @ v , 4 * * ? x )  b y  ( g . t )

=  ( u  & v ,  ( A  g  r +  r 6 t )  )  A u * ) ,
' &

*  l t 0 n r ) ( " * r r ) * {  r x u ) i  J * , r ) , n )  Q r s .

'  l ' l o t ' v  f  o r  a n y  S €  G  l e t  u o  €  ( l < G ) *  h e  C e f  i n e c J  l r y  t h e  p r o J e c t i o n
g

r n f f p  u . . , : K G =  @  r n  { ( g * 1 4  o n t o  t h e  g - c o m p o n e n t  a n < J  I e t  w . _  €  H xU  h  a - .

t r e  c ie f  j . nec i  by  !1 . , * r xg , , *u^o  ; ^  o
\{ L,l u
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{ 3 . 4 )  t E l ' i t ' n .  T h e  f  o l ) . c w i n g  r e } n r i o n s  h o l d  i n  r h e  a l  g e h r r n  ( t < c } x :

u s u g = u g  f o r  a l - 1  { } € G

-  u g ' h * 0  f o  r  g  ,  h  e : ' G ,  g +  h

:C_1
-,> U =l
? s. v

h e n c e  t h e  c o r r e $ p o n d i n g  r e l n t i s n s '  v , ; i l . l  h o l c i  f  o r  t h e  w ^ , $  i n  H x
I

P r o o f  .  . F o r x € t- l  anC

1 * r , ( 3 * u g ) , * )  =  G n @ a x

w h i c h  v a r r i . s h e s  f o r  o l l  b u t

f i n e c l ,  T o  p r o v e  t l - l f f t . i t  i s

f o r  a l l  x , y f  t - l  e n d  g , h e G

. / \
( . t { ^ , x Y  7  =

w
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-!J e 5 ! ' ,e have :

.  A  . . \ .  = i -  . .U . ,  r  A U X 1 2 ' =
v r, --I-

f i n i t - e l y  n a n y  S : . s

a  K . -  t  - C e r i v f i t i o n

lve.  have

g  ' x l i >  <  ' n ' 3 * z i )

s 0  0  i s  w e l l  C e -

r e m a r k  f l r s t  t h a t .

p f 6 o f ;  I t  i s  a  t r i r r i a L  e x p J . i c i t  c c r m p u t a t i o n . .

( 3 . 5 )  L E t i l t r , .  T h e  s u m  g r = 7 - . * . , ( r * r ^ )  1 s  a  r " v e l . l--lq- :, v
e l e m e n t  i n  t h e  a l S e b r a  H x  o n X ,  v i e r r y e c  ̂s  *  m a p  f  r o r n

i t  i s  a  t ( - E - d e r i v a t i o n

c J e f i n e c J

l"{ to l(

z
f

,,/ \ -/( . w + , x ) ( ' . * r  . ,  , y )
f  

- ' n ancJ

-*
/ t ,

i

{ u u g , * 1 i ) ( t " n , * 2 i }  =  4 n @ r r r r ,  A n * ) =  ( , o n r n , x )  =

, / \
q i v . , ' X 2

n i f  s  f  h

t  h e  a b o v e  f  o  r n r u l a e

L T(=T g : h

l J $ i n g

S_--'r--r
( 0 , x y ) =  )  ( t o

t \

1 ,  j  , g

vJe c ie t  :

g ' * . t " i Y r i  )  ( u n , 3 (  * z i Y : i j  )  )  =



= =-l 1*r^rr)(*
i ; J , g , f , h

- >-l-' (*r,xrr)(ru
' i , j , g , f  , h

( 3 . 6 )  L r r " l i ' i , r . .  r n "  m a p  E : = ( e @ l a 0 - 0 a s . e t ) A =  i s  a  t ( - c j e r i v a *

t l o n  o n  H  a n r J  f  o r  a I 1  u €  H x  r . . r e  h a v e  F i u *  u l l L u

'  
f ) r o o f  .  T o  $ e e  t h a t  E  i s  a  l ( - d e r i . r r a t l o n  o n  H  i t  1 s  s u f  f  i -

c i . e n t  t o  c h e c l <  t h a t  l + z l - : H @ , a t ( [ r ]  *  H  o * x [ z ]  i s  a  r < [ r ] - e l g e b r a

r . : p ,  w h e r e  r < [ r ] - K @ K z ,  z 2 = a .  B u t  r + z r = (  { € - z g ) & r @ (  { + z o ) ) A - 4

a n c {  ( 3 . 5 )  e a s i } y  i . m t r l . i e s  t h a t  f + z O , t * z O a r e  o P l - a } g e i : r a  m a p s

.  f  r c l m  H @ * X l = ]  r o  
" L * J ;  

c o n s e c u e n r l y  l + . z E  i s  e l s o  a n  a l E e b r . n

m a p .  T o  c o f f r p u r e  E x u  n o r e  t h a t  { t A I @ 0 - 0 o t @ t } x u = f 6 l u e 0 -

?  F i . n e r l l y  o u  r  i n f  i r r i t e s i m a l  r i g i C i t y  i s  . e x p r e s s e c !  b y  t  h e  f  o l l " o w i n g

t  ( 3 . 7 )  L E l " 1 t ' l l ' \ .  1 f  l J : = d * + E  t h e n  n  i s  a  l < - d e r i v a t i o n  o n  H  l l h i c h '

a g r e e s  r , ' v i t h  S  o n  . l <  a n c J  s u c i r  t h a t  D ( J ) c  J ,

P r o c r f  .  I v e r y t h l n g  i s  c ] - e o r  e x c e p t  n ( ; J ) c f , .  $ : i r s t  n C I t e  t h s t  b 1 ,

( 3 . 4 )  r v e  h a v e  X r ( , u , , = l  h e n c e  h y  a p r r l . y j - n g  A *  w e  S e t  b y  ( 3 . 1 )

t h a t  Z t a " , , 9 l n , u n  i i n ( 3 * u g ) = o .  c o . s e i r L r e r r t l y  f o r  a r l  g € c  w e

h a v e :

* 8 -
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l ' , i a w  t l ; k e  a n y  x  €  J  a n c j  l e t t ' $  p r o v e

t o  c h e c l <  t h a t  ( * o , D x ) = g r  f o r  a l . l .

cxwo*wo 0 -  6o,n* po,snoh(Ouui. ,)  -  
, {  

(Juutr)vohuu,,=

* w n  ( J * r o ,  o  { A * r , g  ) * g *  d * (  , n u n  ) * 1 X
o  u . r '

:J

t h a t  D x g J .  f t  i s  s u f  f i c i e r r t

Q € G .  R u t

' 1 , , g ,D*  
)=  6 r , c1u rx )  *  ( *U ,Ex )  *  ( *g ,d *x )  *  ( u l u rn , * )=

=  G o , d r - r * ) *  4 o , , n , x  ) =  ( u n , r c i , r x )  .  d n , a * ) *

=  < u g , d , , G r x ) = g  n [ D .

4 .  ' r ' , c t t J a l  r i t l i . c l i t y  o f  i l c ' p f  i c l e * l - s . . 1 , 1 { e  s h e l L  k e e n  n o t a t i o r . r s  f  r c r , r

T h e o  r e m  (  2 . 1  )  .

( 4 . 1 . )  C j o r r s i r j e r  r l - r e  f u r r c r o r  X o u \ n , l , r o p r n r u r a t i v e  l < - a L c e r r r " u ] - - - -
(  )  * t 7  d - t 9

/ s r o u s i s  !  c i e f  i n e c i  b y  # o o ' n r r ) = o i o , . ( * o , B ) = 4 1 0 8 ( F 1 o & 8 , $ ) ;  h e r e
o 1 ! i k { i ' ' l o , B )  j . s  a  S r o u p  r r , r 3 - t h  m u l t i p J i c a t i o n  i n c u c e d  b y  t i r e  m u " l . t i *

p ) - 5 - c a t i o n  i n  t h e  c o n v o . ! . r - r t i o n  a J c ; e t r r n  t , o l k ( t 1 o , B ) ,  s e e  [ t * ] p . g z . .
l ? e c a l . l -  a i s o  t h a t  1 f  u  € . q l  $ 1 . ( r l o , s ;  t ' n e r r _  i t s  g r o u p  i r r v e n s e  i s  g i -

v e n  t r y  o s , . . u o $ .  c n  t l - r e  o r L * n  i - . , 1  ] ( " t g  1 s  o b v i o u s l v  r e n r o , " " . , *

t a i : L e  i r y  s o m e  f : . r r t t g l y  g e n e r f f t e c !  l < * a l . c e h r a  n o " t S  y , , h j . c h  h e c o m e e  a n

a f  f  j " n e  a J . E e ' , , : r r n i . c  q r o u p  o v e r  k .  t i o w  t r v  [ t r r ]  r  " 4 7  t h e r e  i s  , r  f  t n t t e ,

c i m e n s i o h ; : l  $ u ' " : * c o a L g e b r a  o , ,  o f  H o  s u c h  t h a t  H o  j . s  ! i e n e r s *

t e d  b y  V o  r i s  a  ! < - a l - , , e h r a .  l ' ; i x  a  
^ l < - b a s i s  

* 1 , . n . . r X n  i n  V o  a n t J

c o f r e i c i e r  t l r e  s t . a n d a r c J  f  u r i c t o r  S f - , { " o * * r - r t a r i v e  k - a l u e b r a "  
1 . . - o(  1  ' p ,  

n t

{ S l r o u p s  J  ,  r z i e w i r r $  J f n t n  )  e s  i . c - j e n r i f  i e c i  w r t h  x l r r g ( V o 4 p i . ] )  v J . a

o i l r  f  i x e d  t r a s i s  i n  V o .  O f  c c , r i r s e  9 4  i s  r e p r e $ e n t a b l e  b y

t h e  $ t a n r j ; l r d  o l r i e h r a i c  u r o u p  ( l L n  ( c o r r s i r j e r e c J  f i s  a  s c h e m e  o v e r  i < ) .

T h e r e  i s  a  f  u n c r r : r l a l  h r : i a o m o . p t . , i u *  , € ,  ] ( ^ o u 1 ' g  - * 9 (  c e f  i n e c r  n s  f  o l *

r o v , $ ,  r : , r  a n y  , u X o o t o , n , ,  ; " : .  a r  

-  

; -  : -  r ,  m a ; " ; ,  
" ;  

; ^ r ;  

' r o
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a n c l  l e t  4 $ u l ( u )  e  A u t B i v o @ B ) b e  t h e  r e $ t  r i . c t  i o n  o f

R e p r e s e n t a b l . l i . t y  y e l d s  a  r n c , r p h i s m  o f  a L g e b r a i c .  g r o u p s

l e t  T  b e  j . t $  l r n a q e  a n . c J  l . e t  t  b e  t h e  L . i - e  a " L q e h r a  o f  f

n  o " ' " s  
- -+GLn ;

v i e u r e d  a s

a n c J  c o n e -

( u $ &  L & t t ) A r , : H $ 9  B  * +  ( H P t ,  j W n ( l { o d ) R } @  n ( l - l o @  
n )  - - - - - ' l - l o d ? B  t o

V o @  3  (  w h i . c h  t a k e $  V o d p t i : t  i r r t o  i t s e l . f  b e c a u E i e  u o  i s  € r  s u h , -

c o a l g e b r a )  .  l i i e  ! " r r J n ' t  c h e c k  l r e r e  t h a t  €  G r l  i s  a  S r o u p  h o m o m c , r *

p h i s r n  b u t  o n l y  r i o t e  t h a t  t l r e  r n o s t  c o n v e n i e r r t  ! v ' d e y  o f  c l o i n E  i t  i $ .

t o  u $ e  t i r e  t a c t  t h a t  t l t e  B * m o r 1 u l e  t r a n s p o s e  ( 1 . e .  t h e  i m a g e  v i a
q A

H o m * t - . 8 ) )  o f  ( u " @ I & u ) A z : t f n & n . _ + u o & B  i s  t h e  m a p  f r o n t

H o m , . ( l ' l ^ , 1 3 )  t +  i t s e l f  e J e f  i n e r i  b y  v  l - )  u * l - r r u ;  . i n  o t h e r  r ' l o r d s '  t h e
t ( '  o '

1 3 . . r n o r i u l e  t  r a n s F U $ e  o f  a  c o i n n e r  a u t o i n o r p h i s m  i s  a  "  g e n u i n e "  i n n e r

a u t o r i l o F p h j - s m  o f  t h e  c c n v o l u t i o n  a l g e b r e .  O n  t h e  p t n e r  h a n r j  t h e  m a n s

Iv F - > u  - v u  c l e a r l y  f r e h a v e  n j " c e J . y , n i t h  r e $ p $ c t  t o  g r o u p  o p e r a t j . o n .

a  L i e  s u l r a )  g e t : r a  o f  g ( n .

l { o w  i f  D  1 s  A s  i n  ( 3 . 7 )  t i r e n  F J e  h a v ' e  D ( V o & l < ) c - V o & l (  ( o n c e

a q a i n  i : e c a u s e  V o  i s  a  s u l r - c r : a J - g e b r a ) .  L e t  
" r j O  

O  f : e . s u c h  t l r . l t

D x ,  =  Z r r * X " i .  v : j e  c J . a i m  t h a t  a = ( a * ,  )  €  Z ^ ( r ) .  I n c J e e C  s i n c e  F o i " "
] -  a  j . J  J  r - J -

* E x .  i . t  i - s  s u f  f  i c i e n t  t o  n r o v e  t h a t  t h e  r e E l t  r i c t i o n  o f  l + z S .
]-

t o  u o @ ' . [ = l  ( u v h r : r e  = ? = a )  b e ] o n g s  t o  [ - - ( r < f = J )  .  B u t  a s  a l r e a c j v

n o r e d  i n  t t r e  p r o o f  o f  ( 3 , s )  w e  h a v e  5 - v z i l € t o ^ t g t o [ . J ]  a n d  l + e f . =

' - € t ' . F ] ) ( 6 n 2 0 ) e  f 1 ( r < [ * l )  s o  o u r  c ] a i m  1 s  p r o v e r l "

$ a  f n r  v * e  w o r k e c J  w i t h  a  s i n g l e  l < - c i e r i v a t j . o n  t  e n  K

I  t r u c t e c J  a  l < : r J e r j . v a t l o n  n  a n d  a  m a t r i x  a = ( * i i ) a  Z ' t ' < t .  f i o l v  c h o o s e

.  a  f a m i . t y  t J ^ l ^  o f  k - c J e r i . v a t i o n s  o n  l (  s u c i ' r . t h a t  i f  x 6 l (  l s
: l-, I)

s u c h  t h a t  5 ^ * = U  f  o r  n l l .  p  t h e n  x  €  l <  ( s u c h  g  f  a m i l . y  e x i s t $  b e -
t . ,

c f r u $ e .  l ( .  i s  a l g e b r i . r i c n l J . y  c l . o s e c l  o f  c h a r a c t e r i s t i c  z e r o )  a n c J  i : l e -

n o t e  b y  D *  a n c j  a . - . = ( a - ,  -  )  €  A ^ ( K )  t h e  c o r f l e  $ i l o n c i i n g  c l e r i v a t i o n s' p p n I . l

a n c i  m f i t r i 6 s s .  : { l t  t ' h i s  F o i r ; t  r r y e  n e e c j  t l r e  f o l } . o w i . n g i  v e r s i o n  o f  K o l *

c h i n ' s  t h e o r e m  r n e n t j " o n e c l  i r J ' s $ c t i o n  2  ( n n t a t i o n s  a r e  n o t  n e c e $ $ P r

r i l !  t h i :  o n e s  u s e d  a h o v c  l ) :
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{ 4 . 2 )  T l 4 E : 0 t i E t l .  t - e t  f  b e  i ?  c l o s e c i  s u b c r o u p  o f  G L n  ( v i e w e c J  n s

f t n  a L g e l r r r r i c  c l r o u p  o v e r  k ) ,  l - e t  K  h e  e  f i . c l d  e x t e n s i o n  o f  l < ,

( d - ) ^  i t  f i . . m i l y  s f  l < * r J e r i v 6 r t i . o i l s  o i " t  l {  s l l c h  t h n t  i f  x € K  i s  s u c h'  p ' r J

t l r a t  4 * * u  f  o r  a l l  p  t h e n  x  €  l s  * n d  l e t  ( e ^ ) ^  b e  a  f  n r n i l y  o fp  p ' p

r T r a t  r  j - c e s  j - n  F ( l ( )  w h e r e  b "  i s  t h e  L i e  a l . g e h r a  o f  f - l r r i . e w e c l  e s  h  L l e

s u b e l . . g e b r *  o f  g S € r r ) .  T h e n  . t h e r e  e x i e t  n  f i n i t e l y  ! i e n e r a t e c l  f i . e l c j

e x t e n s i o n  F .  a f  t (  a ' n d  c i e r i v a t i c n s  ( 4 r O  c l n  i i  e x t e n c l i n g

. t h *  C e r i v a t i o n s  4  a n c l  t i r e r e  e x i s t s  a  n l a t r i x ,  a € f ( f )  s u c h  r h n r :
' ' \ 2 7

1 )  I ' l  x e  l {  i s  s u c h  t h i ? t  d O x = O  f  o r  a l l  p  t h e n  x 6  k  ; * n e j

2 . 1  i ^ o =  - f a ^  f o r  a l . l ,  [ ) . . .p t r :

r \  p r o o f  o f  t 4 . 2 )  i s  c i v e n  i n [ n u ] i n o t n  i f r e t  t n e r e  i s  a  w s . r l < e r

v e r s i o n  o f  { 4 . . 2 ) ,  j . n  
[ r r l t J  n . 9 $ 2  v , r h i c l - r  i s  n o t  s u i t e c J  f  o r  o u r  p u r n r a s e )  .

F o r  c o f l v e r r i e  n c e  r l e  b r ' i e f  l y  s l < e t c h  a n  r r r q u m e f l t  f  o r  ( 4  " 2 )  .  F l u t  g ;
( - 1

= l ( l T u *  l ,  t v l t e r e  i , j  r u n  f r o m  1  t o  n  a n c J  C e f i n e  k - c } e r i v a t i o n s  o n
L  r . J  -

A ,  e x t e n c ! j . n q  { ; h e  d e r i v a t j . o n $  d -  a n d  s t i l l "  r l e n o t e c {  ' - ' .  ?  ' | -  '  ' i_ n  . , f  L t J -  c € r n o r  e a  D y  o p  D y  p u t  -

e <1 *t i n g  d ^ T * * = *  l . T . ^ a - - , ,  f J r r e  c h e c l < s  t h n t . t l ^ r e ;  c i e f i n i n g  p r i r n e  i c ' e n i"  P  i - J  ?  1 $  P e J  
-  -  * " - " ; i  ' -  " -  -  ^ .

1 c  i l  O f  t n c  i d l n t i t y  c o i n p o n e n t  o f  l -  i "  { - t n v a r l a n t  f o r  a l l .  p "  T f r e n

o n e  p i c k s  a  i : r i m e  i d e a l  Q  i n  - q  w l r i c h  j " s  m a x i m a l  a m o n E  t h e  i d e a l s

c o n t a i n i r r g  I  ; i n C  w h l c l r  a r e  $ ^ - i n \ / a r i i : r n t  f o r  A l l  p .  F i n i : r l l y  o n ep
. N

c i r e r : l c s  t h i i t  { 4 , 2 )  f  o l . J . o w s  r r u ' i t t ' r  i i * n O / Q 8 6  a n r i  u -  * l a i j  )  ,  o i j = i n r ; : g e
- ( v x f

. . c r f  T n  n  i n  t (  r  A ' o  =  A p  m o d  A .. J J r

( r i , 3 )  L e t  u $  i : p ; r I y  T h i ' r o r t : m  ( 4 . ? )  t o  t h e  s i t { - r f i t i , J r r  c j e s c r j . i : e c J  i n

( 4 . 1 . )  n o m e l y  t o  o L r r  $ p e c l f i c  I - , f i " , . .  L e t  1 i ,  3 ' ;  a n d  c  b e  n $  i np p
' f  

l r e . o r c ' : ; n  ( 4 . 2 : . )  ;  n o t e  t l ' r l t  r * f  t e r  r e p l a r c i n g  U ,  b y  $ $ m e  f  i n i t e  e x t s n s i c n

o f  i t  . r n v e . r n . : r , ,  n $ s u m s  t h * t  o  * € ( 1 i ) ( r )  f o r  $ o f f i e  u  € , r . , " 1 g t i i i .  l - e t

6 ^  b e  t h e  u n i c l u e  l c * c i e r i v a t l o n  o n  f r = n O O f t '  v r h i c h  
" 1 1 r u * *  

r ; i t hn
tr t-,t,

D^ on l - l  @1.  i : rn rJ  w i th  t ^  on  iY ,  t ' l o reor re r  l -e ,  i ' -  he  the  l ( -
l.) l.r ^, p

c l t : r i v a t ' i o n  o n  f r  d e f i n e d  b ?  { , ( * @ r t ) * x @ J ' - a  f o r  x 6 i 1 o ,  a € f i
.  t \J  .^ /  " Iu 

f )  P

a n r ' {  p r r t  r l = J  @ , , 1 ( ,  J o = ( c - ' J  ) n  i - t u  .



(  4  .4  )  LST4HA ,

- o - 1 5  f o r  a l I , l r  .

F r o o f .  $ i n c e  O O

e v e r y w h e r e  p r o v i C e d

n p ( f ( " i ) ) = o p (

iot-- t5).fp* .r r froo

1 . @  l (  ,  t  n e y  w i  l 1  a g  r e e

. . . , X  .  f ' l  o w- n

z
{

.l

( 5oo-r* ) **z
I i l

Z
J

otj op*J *

m

, C
( d o 0 i 1 n / x m  + A . , a  x :  e O

1 J  p J m  m
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1  &  1 a t -  _ ' 1  r y

(c . - *D^  r  )  (o - ' j  ) -  d ' i ,  ( i€CI .
F'

O u r  T h e o r e m  ( 2 , I )  w i l l  i r e  p r o v e d 1 f  w e  p r 0 v e  t h e  f  o l . l o w i n g  I
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2 )  J n  i s  a  t ' { o p f  i r J e a l  i n

P r o o f  .  $ t a t e a e n t  1 )  f o l l . o r v s  i n  a  * * y  s i m i l a r  r o  [ s u l n " s s  o . f r , t * ] ,
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,  A  l a

h e n c e  4 , . ,  ( J "  ) c  H a @ J . , + J 0 @  l ' 1 0
CI

ancl  we a re rJc. rne .

5 ,  l n f  i i l i r e $ i m n J -  r i g y i c ' i i 1 y  o f  c o i l c t i o n s  "  T i r i s  $ e c t i o i l  n n d  t h e

n e x t  o n e  6 r *  c j e v o t e c i  t o  t h e  p r o o f  o f  T h e o r e r n  ( ? . ? - ) ,

( 5 . 1 )  $ t n r t . b y  r c j c 3 , l 1 i n g  t h a t  t h e r e  i s  d i c t i . o n a r y  e l . l o w i n g

t o  t r . i : : r r s l a t e  s t n t . e r i e r r t s  ; i b c L r t  c o f l c t i o n s  o f  q r c j u f i $  a l g e b r * s  l < G

i n t o  $ t e t e n c r i t s  * b o u t  G ; ! r : l c j a t i o n $  E n r j  c c l n v e r s e l y "  R e c a l - 1  t h a t

b y  a  $ * g r a d a t : i - o n  o n  a  l i - a l g e b r a  A  w e  i l e n r r  a  f a m i l y  ( ^ g ) U €  
G  

o f

l < - 1 i  n e a r  s l r b s p l c e s  i n  A  s u c h  t h a t  A =  @ 4 ^  n n C  . ' A ^ A *  c  f t ^ r .  f  o rg g n elr l

a l l  i l  , Y i  € .  G .  I  f  t v r ?  a  r e  g i v c n  a  G - l t r n c l a t  i o n  a $  a b o v e  o n e  c a n  c o n *

s t r u c t  a  l * l = l ( G - c n a c t i o n  c ( : A  - - ; '  t " i  & , , 1 , .  b y  n u t i t i n g  o < ( a ) = Z g @ " o

r n r i i e r e  a = T a ^ ,  i r ^ € ; A . , ;  c n n v e r s e i y  f c i r  a r l y') tJ' u sJ
r . e f i n e  a  G * g ; r r i c i , t i - o r t  o n  / .  b y  p r - r t t r n g  L o

the conpose c! r ' iap A ----t f- l  8,,r\* €) Ah -->:
t \ h

t i c n s  * f : o v e  r i r e  i n v e r $ e :  t o  e r ' r c h o t h e r

I f  ( A , , ) , .  i s  *  G - g r R d a t i c l n  o n  A  t h e  e l e t n e n t $  o f  L - / . 4 ^  ; ? r - e'  g ' g  ' -  
\ , i

c a l l e d  G * h o r r o g e n c l u $  a n c J  l ' v e  v ' r r i t e  q * 1 1 e g ( x )  w h e n s v e r  * € A $

I t  i s . t r i r , ' i a r l  t c  c l r e c l < t h a t :

( 5 . 1 . 1 ^ )  i r  T * c o l r c t l $ n  s n  A  i s  p o s i t l v e  i f  , , T t l  o n l y  i f  f  i r e  c o r -

r e s p o n c l r n g  7 L  ̂ V r a d n t i n n  ^ *  @ A m  i s  p . c s i t i r r e  i . n  t h e  s e n $ e  t l r a t

A  = l ( '  f , r nc !  A  = (J  f c t r  n t40 ,

( 5 " 1 . 2 )  A  i . . l * c o i n c t j - o n  g r f , - 7  ! - l 6 K A  c o m m u t e s  w i t i r  a  H ' * c o i - ' * *

t i a n < r ( t ' ' : l ' t c r e  i i = K r ] ,  l ' l ' = l ( G ' )  i f  . a n C  o r r i . y  i . f  * ! . ,  O ' g , =  * ' g ,  O g  f  o r

a l l  i i 6 G ,  g ' €  [ ) '  ;  o t f i e r r , , r i o e  s t i : t e r l , i . f  r : n c J  o i ' r l y  1 f  t h e  f a n r i l y  r : f

l i n e ; . r  g i u i - r s f l a c e u  O U ! " j  , r * A g / \ , ' o U ,  f ' s f  i n c s  i i  0 > < G ' - g r a c l  ; l t i o n  o n  l \ .

( h e r e  r . r e  c l e n o t e c i  b y  g ! '  t h e  e J . e n e n t  ( g , S ' ) e G > < G ' ;  t v e  h a v e  t h e n

:. /1-r ,/r\ a11  . r=  (P  A r , r , ,  ,  , f \ . r ,  =  ( t i  A , . . , .  )  .
: J  - , ,  : , , iU  Y r :  \ i l , '

\ .4  \ . i  '

(  5 . 1 .  . 3 )  A  f l - c o a c t  j . c r n  o (  3 f l .  - : - 7

f t  -  o l  : IJ,"{-J n@ 
,4 -> : - l@,a" f  n r

l o ( ) r \

l ^ ' l= ldG-c0ac t  ion  e( :A->  l -4E14

=  o <  i A )  v { h e r e  4  i s
r t \  .  n
t{ \1

, \ n = A  T l r n  f  v r . . 1  C O n S t  f  U C -
" l i * "  

v  L ' v v

l . i t S , . i i  i s  ( , ; f i u  j . v i ] l , c : n t  o v e r
t\

$ t - r m t l  l - l  = k G . " c n f l c t t c n  f t : { l l
i) | o o

l(  tc l

-> F{u &fr  a
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i f  a n d  o n l y  i f  t h e  c o r r e s p o n d i n g  c r a d a t i o n  d e s c e n C s  t o
r1?

K  i n  t h e  f o l l o w i n g  s e n s e :  t h e r e  e x i s t s  a  k - e l g e b r a  B o ,  a

d a t i o n  ( B ^ ^ ) -  o n  B -  a n c ,  a  ? - i " o * o r p h i . s m  o f  a l g e b r a s'  o g ' g  o

f  : A @ o t - >  B o @ i i  s l r c h  t h a t  t ( A g e * [ ) = B o n @ i t  f o r  a l 1  g

N o w  i t  i s  e a s y  t o  s e e  t h a t . i n  o r d e r  t o  p r o v e  T h e o r e m  (

L s  s u f f i e i e n t  t o  p r o v e  t h e  f o ! l o w i n g  s t a t e m e n t :

k  o v e r

G - g  r a -

6 G .

2 . 2 )  i t

( 5  . 2 )  T H E O f { E t 4 .  L e t  K

t e l y  g e n e r a t e d  k - a l g e b r a ,

a n d  ( , 4 ^ ) ^  a  G - g r a c j a t i o n-  g ' g

t i o n  ( A  )'  m ' m

d e s c e n d s  t o  k

r n d e e d  t o  t h e  H - c o a c t i o n  i n  o u r  T h e o r e n  t ? . . 2 )  t h e r e  c o r r e s -

p o n d s  e  c - g r a c i a t i o n  ( A " ) c €  
c  

( w h e r e  H = K C ) .  g y  t h e  a b o v e  c J i c -

t  j - o n a r y  t h e r e  i s  a  7 L  - g r a c l a t i o n  ( o * ) ,  o n  A  s u c h  t h a t  t h e

l i n e a r  s u b s p a c e s  A " * = A " ^  A *  c J e f  i n e  a  c  x Z -  - g  r a c t a t  l o n  ,  p U ,  G =  ,
c ' x v -  a n r j  l e t  ' i l - :  G  - + 7 L  b e  t h e  s e c o n c f  p r o j e c t i o n .  B y  T h e o r e m  ( 5 . 4 )

t h e  g r a d a t i o n  ( A " r ) " ,  d e s c e n d s  t o  k  o v e r  s o m e  f i e l d  e x t e n s i o n

o f  r c  ,  h e n c e  s 0  C o e s  ( o ,  )  
"  

.

s o  w e  c o n c e n t r a t e  o u r s e l v e s  o n  p r o v i n g  ( s . a ) .  o n c e  f o r  a l 1

c h o o s e  G - h o r n o g e n o u s  g e n e r a t o r s  * 1 , . . . , x . n  o f  t h e  
' K - a l g e b r a  

A

s u c h  t h a t  i f  r J e g ( * i ) = g i  t h e n  1 Y ( g i ) > O . . L e t  n = < [ x ' , . . . , * n t

b e  t h e  f r e e  K - a r g e b r a  o n  v a r i a b l e s  X l , . . . , X n  (  s o  R = t e n s o r  K

a l g e b r a  o n  l < x 1 @ . ,  . @ ) K X n  )  a n c  c f  e n o t e  t h e  p r o c i u c t  o f  a n y  t w o  e

m e n t $  a  , b  €  r i  t l y  a  @ b  r a t h e r  t h a n  b y  a b .  T h e r e  i s  a  u n i q u e

G - g r a d a t i o n  o n  f i  s u c l r  t h a t  c l e g ( X r ) = C I ,  a n C  c l e a r l y  r t i m O R n

f  i n i t e  f  o r  a l l  g c  G .  l r ' i o r e o v e r  p u t  J = k e r ( n  - r n  ,  X i l - >  x i ) ;

c l e a r l y  J  i s  g e n e r a t e c l  b y  G - h o m o q e n o u s  e l e m e n t s .  l V e  w i l J  k e e p

t n e s e  n o t a t i o n s  t h r o u g h o u t  t h i s  s e c t i o r r  a n c l  t h e  n e x t  o n e "

o n  A  ( A * =

o v e r  s o m e

b e  a  f i e l d  e x t e n s i o n  . o f  k ,  A o  a  f i n i -

A = A o @ . K ,  T z G . - > 7 L  a  g r o u p  h o m o m o r p h i s m

o n  A  s u c h  t h a t  t h e  i n d u c e d  7 L  - g r a c l a -

@  A ^ )  i s  p o s i r i v e .  T h e n  ( A ^ ) ^
f ( g ) = m  g '  g ' g

f i e l C  e x t e n s i o n  o f  K .

l e -

L s



S o  f  a r  w e  J u s t  t  r a n s l a t e c l  o u r  c o f t c t i o n  p r o b l e m  i n t o  a  g r a c f a t i o n

p r . o b l e r h .  N o w  w e  g o  i n t o  o u r  " i n f i r r i t e s i m a l _ r : " g i r , l i t y " .  L e t  t  b e
. '

a n y  k - d e r i v a t i o n  o n  K ,  d e f i n e  a  k - d e r i v a t l o n  d  o n  A = A o & K  b y
c

d ( a @  b ) = a @ d b  a n d  r e t  c ( , . , : A - - - ? A  b e  t h e  K - l i n e a r  m a p s  c e f t n e c J
\.4

.  b y  t h e  c o a c t i o n  c o r r e s p o n d i n g  t o  o u r  G - o r F c l a t i o n .

( 5 . 3 )  L E M f l A .  T h e  s u m  V = > - ^ o / ^ c l  o c ^  i s  a  w e l l  C e f i n e f i  k - h e -' r u s
-  r i v a t i o n  o n  A .

P r o o f  .  F . o r  a l l  x . , y €  A  w e  h a v e .

V ( * v  ) =  | , * n n o o ( * y )  
=  

4 o n o (  = o / h ( " )  o ( f  ( v )  )  =
g  g  : r  - h f = '  r '

=  
= , * 6 r ( c ' r ( d r r ( x ) )  - < 1 ( v ) )  +  

* v n f ( * n ( x ) c J ( o r ( y )  )  )  =
B r lh r f  

r r l

=  ( o  n d o h )  ( x )  d r ( y )  .  
T ,  

o / n ( x )  (  (  o ( f  c q f  )  ( v )  )h , f  "  r '  |  - f ; F  
" .

'
=  ( V  , ) y  *  x ( V v )  ,  Q E D .

'  
o u r  i n f  i n i t e s i r n a l  r l g i c i t y  1 s  e x p r e s s e r l  b y  t h e  f  o l l o w l n g :

( 5 . 4 )  l e t " t m n ,  T h e r e  i s  a  k - c J e r i v a t l o n  
' D  

o n  R  w h l c h  a g r e e s

w i t h  f ,  o n  K  a n d  s u c h  t h e t  D ( J ) c  J  a n c j  D ( R ^ ) -  R ^  f o r  a l l  g .
U

P r o o f  .  I ' l o t e  t h a t  V  i n  ( S . 3 )  a g r e e s  w i t h  J  o n  K  a n d  s e n C s

A o  i n t o  i t s e l f  f o r  a l l  g € G .  S i n c b  R  L s  f r e e  V  l i f t s  t o  s o m e

,  
D -  e n  j o y i n g  t h e  c l e s l r e d  p r o p e r t i e s .

6 .  A c t u a l  r i g i d r t y  o f  c o a c t i o n s .  L t - ^  , ( . '  ' )
: t  n o - n i . * 1 , . . . , x n  

i  a n c l  c o n -

s i < j e r  o n  R - ,  t h e  n a t u r a l -  G - g r a c a t i o n  i n c ' ] u c e c J  b y  g 1  , . . . , g n  a sc

i n  s e c t i o n  5  
-  '  - ,  t }  n n a  1 o t; .  F u t  r = m a * { n t  C t  )  ,  .  .  .  , ' t r ( g r . ,  ) }  a n d  l e t  T I L  n e  t h e  s e t

o f  m o n o m i a l s  M  i n  R o  f  r : r  w h i c h  " r I (  d e g ( f - l ) ) - <  r  ( v . r h e r e  b y  a  m o n o -

m i a l  F J e  m e n n  o f  c o u r $ e  i l n  e l e m e n t  o f  R o  o f  t h e  f  o  r m  X i , @  .  .  @ X i
r q
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e  2 . L )  ,  C l e a r l - y  ' l T L  i ,  f  i n i t e .  L e t V o  b e  t h e  k - l i n e a r  s u b s p a c e  o f

R u  s p a n e d  b y  T I L  a n d  l e t  v  ,  i t s  c J i m e n s i o n .  t ' J o w  c o n s i c l e r  t h e  f  u n c -

t o r s  f  :  9 ( u ,  f  r o * * u r a t i v e  k - a t g e h r r a r J - r { n r o r p o } , w h e r e  f ( n j =
= g r o u p  o f  B - a l g e b r a  a u t o m o r p h i s m s  o f  u [ * r , . . . , * n ]  p r e s e r v l n g  t h e

B - m o d u l e s  
. , o o g & *  

f o r  a l L  g  a n d  3 ( v ( B ) = G L v ( B ) = A u t g ( vo@B )

w h e r e  t  n e  l a s t  i C e n t i f  i c a t  i o n  i s  m a c J e  b y  c h o o s i n g  7 I 1 "  a $  a  b a s i s

f o r  - V o .  T h e r e  i s  a n  o b v i o u s  i n j e c t i v e  r e s t r i c t i o n  m a p  ̂ r T - r ! ( u .

O n  t h e  o t h e r  h a n d  f  i s  e a s i l y  s e e n  t o  b e  r e p r e s e n t a b l e  b y  s o m e

a f  f  i n e  a l . g e b r a i c  g r o u p  o v e r  k ,  c a r l  i t  F .  s o  t h e r e  1 s  d  c l o s e < j

i m m e r s i o n  F  - >  G L v  v r h o s e  i m a g e  w i l l  b e  c e n o t e c J  b y  f  ;  t h e  L i e

a l g e b r a  o f  I a  v r i L l  b e  c e n o t e d  b y  t .  r n  p a r t i c u l a r  f o r  a n y  f i e l d

L  a n c J  a n y  L - c l e r i v a t i o n  E  o n  t l t r , . . . , I n ]  p r e s e r v i n g  t h e  G - g r a -

d a t i o n  , t h e  i m a g e  o f  E  i n  g ( u t : ) b e l o n g s  t o f ( l ) , t o r  i f  z 2 . A  t h e n

I+zE  €  T  t r [= ] )  hence  m( r - [ z ]  )  (1 *  zE)  e  Ia1 r_ [z ]  )  .

N o w  c h o o s e  a  f  a m i l y  ( f , ' ) O  o f  k - c l e r i v a t i o n s  o n  K

t i o l  4  a n d  d e n o t e  b y  ( O O ) O  r h e  c o r r e s p o n c l i n g  f a m i l y

c o n s t  r u c t e d  i n  L e n m a  ( 5 . a )  .  S i n c e  O O ( U "  @  K ) c .  V o @  t <

Dol '1= pfrapplr - ;N,  apr , iN(  K, ' for  a]1

a s  i n  s B C -

o f  c l e r i v a t  i o n s

w e  m a y  r 4 J r i t e

n 6 f f l r . v t e  c l a i m  t h a t  t h e . m a t r i x

u p = ( " p * r u )  b e l o n g s  t o  f ( r r ) .  r n d e e c  I e t  O O  b e  t h e  u n i q u e  k - c J e -

- r i i v a t  i o n  o n  R  w h i c h .  * g  r e e s  w i t  h  S ^  o n  l (  a n d  ' v a n i s h e s  o n  a l lp

m o n o m i a l s .  T h e n  o O - O o  i s  a  K - c e r j . v a t i o n  o n  R  p r e s e r v i n g  t h e  G -

g r u d " t i o n  h e n c e  i t s  i m a g e  i n  g ( ,  ( w h i c h  i s  p r e c i s e l y  t h e  m n t r i x  u p )

b e r o n g s  t o  f ( ' a )  a n c l  o u r  c l a i n  i s  p r o v e q l .  N o w  a p p l y  t h e  s a m e  m a -

c h i n e r y  a s  i n  s e c t i o n  4 r n a m e l y  u s e  l ( o l c h i n ' s  t h e o r e m  t o  f i n c J  s o m e

f  i n i t e l y  g e n e r a t e d  f  i e l c j  e x t e n s i o n  t  o f  K  a n c !  s o m e  m . a t r i x  a € f f f t l

s u c h  t h a t  i f  3 = t 6 l x f r  a n r l  i f  J o = ( o - - 1 5 ) A R o  t h e n  r - 1 5 = g o e l .

P u t t i n g  8 o = R o / J n  w e  s e e  t h n t  B o  h a s  a  n a t r r r a l  G - a r n c l e t i o n  i n -

c J u c i n g  o u r  o r i g i n n l  g 1 6 c i a t l o n  o n  n O O [ ;  t h i s  c l o s e s  t h e  p r o o f  o f  {  S . 2 )

a n d  h e n c e  o f  T t i e o r e m  ( 2 . 2 )  t o o .
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7  ,  C o r n p l e m e n t  s  a n d  o p e n  q u e s t  i o n s  .

( 7 . 1 )  o u r  p r o b f  s  s h o w  t h a t  c o c o n J u r g a c y  l n  T h e o r e m  (  2 . 1 )  a n C

e q u l v a l e n c e  i n .  T h e o r e m  ( 2 . 2 )  h o l c J  o v e r  a  f i n i t e l y  g e n e r a t e c l ' ( r a

t h e r  t h a n  a r t r i t r a r y )  f l . e l d  e x t e n s i o n  o f  K .  I t  w o u l " d  b e  i n t e r e s t i n g

t o  k n o w r v h e t h e r  t h e y  h o l d  o v e r  a  f i n i t e .  ( r a t h e r  t h a n  f i n i t e l y  g e -

n e r a t e C )  e x t e n s i o n  o f  K .  ! ' / e  c n n  p r o v e  t f r i s  i s  t h e  c a s e  f  o r  T h e o r e m

( 2 , - Z ) t o y  u s i n g  s o m e  s t a n d a r C  s p e c i a l i s a t i o n  a r g u m . e n t s .  O n  t h e  o t h e r

h a n d ,  f o r  T h e o r e m  ( 2 , I )  s p e c i a l i s a t i o n  a r g u m e n t €  d o  n o t  s e e m  t o

w o r k  w i t h o u t  s o m e  a d c l i t i o n a l  f  i n i t n e s s  a s s u m p t i o n s .

( 7 . 2 \  A l o n g  t h e  l - i n e s  o f  T h e o r e m  ( 2 . I )  i t  w o u l d  b e  i n t e r e s t i n c l

f  o r  i n s t a n c e  t o  c l i s p o s e  o f  a  n o n - c o m m u t a t  i v e  a n a l . o g  f  o r  " c o n  j  u g a c y

o f  m a x i m a l  t o r i  i n  a n  a f f i ' n e  a l g e b r a i c  g r o u p " .  T h e  a n a l o g  o f  m a x i -

m a l  t o r i  s n o u l c J  b e  p e r h a p s  t h ' e  m i n i m a l  p r l m e  g o r : f  i d e a l s  f o r  w h i c h

t h e  c o r r e s p o n C i n g  q u o t i e n t  i s  a  g r o u p  a l g e b r a .

( 7 , 3 )  O n e  i s  t e m p t e c l  t o  c o n J e c t u r e  t h a t  T h e o r e m  ( 2 . 2 )  h o l t l s

w i t h o u t  t h e  p r o j e c t i v i t y  a s s u m p t i o n .  I n c . ! e e d ,  w €  u s e d  t h i s  a s s u t l l p *

t i o n  e s s e n t i a l l . y  i n  o r d e r  t o  f o r c e  t h e  a u t o m o r p h i s m s  w e  w e r e  l o o l < -

i n g  f o r  f o  f o r m  a  n i c e  a l g e b r a i c  g r o u p .  T h i s  s t i l l  h o l . c l s  i f  o n e

.  r e p l a c e s  " p r o  j e c t l v i t y "  b y  s o m e  o t h e r  f  i n i t n e s $  c o n c i j - t i o n s .  T h a t

n o  c o n d i t l o n s  a t  a l l  a r e  n e e d e c J  i s  s u g g e s t e d  b y  v ' v h a t  h a p p e n s  i n

t h e  c o m m u t a t i v e  c a s e  o u h " r * * F " o r *  e v i C e n c e  f o r  o u r  c o n j e c t u r € .

I n d e e c t  l n  t h i s  c . s s e  a  d - g r o u p  e c t i o n  o n  A  m e a n s  r o u g h l y  s p e a k -

i n g  a  g r o u p  h o m o m o r p h i s m  ( w i t h  s o m e  a l g e b r a i c  f e a t u r e s )  f r o m  o u r

c l - g r o u p  t o  A u t ( $ p e c A ) ;  b u t  n o w ,  a s  r e m n r k e d  b y  B i a l y n t c k i - B i r u l a

t h e  l a t t e r  a u r t o m o r p h i s m  g r o u p  h i l s  e  " u n i v e r g a l "  s t  r u c t u r e  o f  C i -

r e c t  l i m i t  o f  a f f i n e  n l g e b r a i c  S r o u p s ,  s o  a g a i n  w e  s h o u l d  b e  l e c l

i n  t h i s  c a s e  t o  " n i c e .  a l g l e b r a i c  g r o u p s "  a 6  i n  o u r  p r o o f  "

lreo Lb{Y)
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( 7 . 4 )  A n

t h d  f u n c t o r s

d e f i n e d  b y X o t * ) = s e t  o f  a l l  l ' l - c o a c t i o n s  o n  a  g i v e n  f  i n i t e l y

g e n e r a t e d  K - a l . g e b r a  A ( p o s s i h l y  w i t h  s o m e  a d d i t l o n a l  p r o p e r t l e s

e . g .  c o m m u t i n g  w i t h  s o m e  g i v e n  p o s i t i v e  T - c o a c t i o n )  .

( 7 . 5 )  V { e  c l o s e  b y  n o t i n g  t h a t  a n t i p o d e s  
" . :  

n o t  a t  a l l  e s s e n -

t i a l  t o  o u r  w o r k .  I n d e e d  b o t h  T h e o r e m s  (  2 . 1 )  a n c i  t i . Z )  s t i l l  h o l c J

( w i t h  i c j e n r i c a l  p r o o . f s )  i f  o n e  r e p l a c e s  H o p f  a l . g e b r a s  b y  b i a l g e -

b r a s  ,  H o 6 r f  i d e a l s  b y  b i - i r l e a l s  a n d  g  r o u p  a l g e b r a s  b y  c a n c e l l a t  i v e

m o n o i C  a l g e b r a s  ( w h e r e  a  m o n o i c J  M  1 s  c a l l e d  c a n c e l l - a t l v e  i f  x = Y

w h e n e v e r  X , y . z e  t 4  a n r j  e i t h e r  X Z = Y Z  o r  z x = z y ) . I n  t h i s  m o r e  g e -

n e r a l  c o n t e x t  t h e  c o n c e p t  o f  c o c o n J u E a c y  m u s t  b e  d e f i n e C  a s  f o l t o w s .
a 1 -

L e t  H  b e  a  K - b i a l g e l - r r a  ,  l e t  l - . l x  b e  t  h e  r J u a I  a l g e b r a  ,  H d r g  t h e

a ' l  n

s e t  o f  a l l  e l e m e n t e  o f  H x  w h i c h  a r e  K - a l g e b r a  m a p s  ( H " ' 9  i s  t h e n

a  m o n o i d  w i t h  r e $ p e c t  t o  t h e  r n u l t i p l i c a t i o n  i n < j u c e d  f r o r n  H x )  a n c : l
'  

.  - - .  a ' l n

H l n v  t h e  g r o u p  o f  j - n v e r t i b l e  e l e m e n t s  o f  t h e  m o n o i d  H - - v  ( i n  t h e

H o p f  c a s e  H i n v = H a t n ) .  B y  a  c o i n n e r a L r t o m o r p h i s m  o f  H  w e  m e a n

a  m a p  H  - >  H  o f  t h e  f  o r m  ( r - 1 O  1 @ u ) A ,  w i t h  , 6  H i n t ,  N o w  c o -

c o n j  L r g a c y  i s  C e f  i n e c j  e x a c t l y  a s  i n  s e c t i o n  2 ,  u s i n g  t h e  a b o v e  c o n -

c e p t  o f  C o i n n e r  a u t o m o r P h i s m .

! q / e  s ' h o u I d  e m p h a s i z e  t h a t  c e n c e l l a t i v i t y  i s  n e c e $ s a r y  t o  g o  t h r o u g h

t h e  c o m p u t a t i o n $  f  r o m  (  3 . 5 )  a n r l  (  5 . 3 )  '

TEPA,Rl I '1ENT OF T4ATHEI" IATICS

I . l J . C . R . E . S . T .  B d u l  P S c i I  2 ? A

796"2 BLiCHAREST, t {CI lv lAFi rA .

i n t e r e s t i n g  q u e s t i o n  i $  t o  d e c i d e  r e p r e . s e n t a b i l l t y  o f
- t 0 C ) C ' )
i l  a ,  I  t t n i t e l y  g e n e r a t e C  l { o p f  K - a l g e b r a s  t - t  i  t e t s  f
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