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SUR LES CONTRACTIONS A CALCUL FONCTIONNEL ISOMETRIQUE, II.
Bernard Chevreau

§1. INTRODUCTION

soit H un espace de Hilbert, - compleXe, séparable, de
dimension infinie et soit TiiGH ) l'algébre des opérateurs (linéaires
bornés). sur H. La classe A(=A{(H)) est 1'ensemble des contractions
T, sur H, absolument continues, pour leééuelles le - caleul

«©

fonctionnel de Sz .-Nagy—Foias, @T:H 5 L (H), - €5t isométrique.
Pl . = (e} ‘- : . A rd
(Nous désignons par H 1l'algebre des fonctions analytiques bornees
dans le disque unité ouvert D, canoniquement identifiée avec
1'algebre 1 (T) constituce des @€léments de I () - dont :les
coefficients de Fourier d'indice <O sont nuls - T désigne le
cercle unité.) On sait (cf. [5, Chap. IV]) gque pour TeA, 1'image
de @T coincide avec AT’ l‘algébre duale engendrée par T, et que @T

[ee]

est un homéomorphisme faible* de H sur AT' Rappelons qu'une

algébre duale sur H est une sous~algébre (unitaire) de L (H) fermée
pour lé topologie faible® de L(H) résultant de la dualite
L(H)=(C1(H))‘, ou Cl(H) désigne 1l'espace de Banach des opérateurs
5 trace finie sur H. (Pouf une telle algébre daale; A, on @, €n
effet, A=(QA)' avec QA=C1(H)/lA.) Ce concept introduit par S.Brown
dans sa solution (positive) du probléme du sous-espace invariant

' pour les opérateurs sous-normaux (cf. [7]) s'est révéle particuli-

drement fécond pour l'étude des opérateurs, notamment de certaines
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contractions (cf. [5] pour les développements essentiels jusqgu'en
84 et ([Chap. III et IV, de 1'introduction de [13])- pour an apergu

de résultats recents).

Etant donnee une algébre duale; A, sur H, nous écrivons [L]
LGCl(H), pour 1l'élément générique de Q. et % S)y‘pour 1'opérateur
de rang <1 associé aux vecteurs x et ye€H (x & yla) = (i n). - On
dit que A a la'propriété (A)l i topt “lL] de QA peut se mettre
sous la forme [Ll=lx & vl- si, de plus, pour tout s>p, on peut
réaliser cette egalité avec leIIHy||<sH[L]|| on dit que A a la
propriéte (By) (P) .

La classe Al (resp. Al(p)) est l'ensemble des TeA tels que
4, ait 1la propriété (Ay) (resp. (Al)(p)). Ces propriétéé et
classes, introduites formellement dans [5] et {4] , ont &te 1l'objet
de nombreux travaux. Les premiers resultats ont conduit Apostol-
" _Bercovici-Foias-Pearcy a conjecturer (5[d:-Eons. AT que A=Al,
et cette conjecture, en liajicon avec un theoreme d'Apostol ([1,
theoreme 2.2]), a constitué une ligne directrice essentielle dans
le probléme du sous-espace invariant pour contractions T dont le
spectre, ()i contient T, résolu récemment (poSitivement) dans
[o]. (En effet, un _argument élémentaire montre que toute
contraction de .la classe Ay posséde des sous-espaces invariants et
le théoréme d'Apostol permet de se ramener, -pour [Tl et (TS,

au cas TeA dans la recherche de sous-espaces invariants.)

Les techniques de [9] laigssent toutefois ouverte la
conjecture ci-dessus dont l'intérét dépasse largement le cadre du
le probléme du sous-—espace invariant (cf. [5; Chap. IV et V] pour

des resultats de structure concernant TeAl ainsi gque [16] et 7l
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- o < B 7 -
pour des resultats de réflexivite 1liés aux operateurs de la sous-

classe Al UA%; de Al).

o et

O

Tout recemment (et [3]) ;- - Bercoviei a prouvé que

(CO.UC,O)nAcAl(p) pour. un. certain 0. L'objet du présent article

est de démontrer le théoréme suivant qui etablit 1la validite
Aposf'ol

compléte de la conjecture dgﬂBercovici—Foias~Pearcy.

THEOREME 1. Il existe p (>1) tel que A=A, (p).

Nous appuyant sur une localisation du procede
d'approximation fonctionnelle de [3] et les techniques de [19],
nous avons d'abord pu etablir que A=A%(p) (TeA%(p) si TeA et si ¥
sﬁp ¥ [L]EQT(=QA ) en .peut eerire [L]=[xl X y1]+[x2 R y2] avec
||le||yl[LH|x2H||y2||<sH[L]ll), Ce résultat, annonce dans [14],
permet déjé, par des techniques connues, de degager de nombreux

cas ou TeAl(p).

N

Pour ‘"passer", dans le cas général, de A; a Al ;. Rous
2

introduisons la notion de borelien essentiel maximal pour une

contraction absolument continue, arbitraire T, ce qui nous permet

de “"localiser" la technique de [3] a la partie CO° de T.

Nous concluons cette introduction par une breve description
du plan de Jrarticles Le §2 développe les notations gque nous
utiliserons tout au long de l'article concernant la dilatation
unitaire minimale d'une contraction ainsi qu'une version largement
généralisée de certaines techniques de .[19). Dans le §3 nous

. 3 Ay 3 . 5
introduisons le concept de borélien essentiel pour une contraction

e s
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absolument continue. Ensuite (84) nous développons la technique
d'approximation de [3] dans ce cadre plus éénéral. lleen 555 688 6
sont consacrés a la démonstration de B=RAy(p) et du théoréme 1,
respectivement. Nous concluons par gquelgues corollaires dans la
ligne de nos resultats de [1B], notamment des résultats de

reflexivite.

§2. PRELIMINAIRES

Les techniques de [19] reposent sur un usage systematique de
l'extension coisométrique minimale (notation: Gl amy ) dlune
‘contractioﬁ et, . part rdualite”, de la dilgtation jsométrique
minimale (d.i.m.). 11 sera commode de "regrouper 1les deux" en
utilisant lé dilatation unitaire minimale (notation: d.u.m.). Nous
rappelons brievement les faits essentiels en suivant, en general,
la terminologie de [24, Chap. ITL].

gi T est ‘une contraction absolument continue, sa d. 3.1,
UeL (U) (UPH) est également absolument continue. La d.i.m., U, -de *

est 1a restriction de U au sous~espace U,~ u"y invariant pour 1.
n>0

Nous écrivqns U+=S* + R,(s* shift é droite agissant sur un espace
Sy w R unitaire absolument continue agissant sur R (R est la
partie residuelle de U)) 1a décomposition de Wold de ut. Dpe méme,
e oo, B, de-T est la compression de ﬁ au sous-—espace

B= UEH= u*Py, invariant pour B {dene semi-invariant pour U)
n<0 n<o0

ot la decomposition de Wold de 5 demne Beftin k55 chifte
gauche agissant sur un espace S reduisant pour B et Ry partie %=

residuelle de U, unitaire sur Ry- Rappelons que Sy et g sont non

reduits a (0). ~des cdiEe T est non unitaire et que r=(0) (resp.




R,=(0)) si et seulement si TEC,  (resp- e clest-a-dire ¥ X
I m*2fl = 0 (resp. ¥ B | x|l = 0). Nous désignons par Q, Qur As
L., P les projections orthogonaies de U sur les sous-espaces S,
S R, R, H (e leateul remarquera le changement de notations par

rapport a [19]- et 7] ou nous n‘utilisons que B) .

Tl est “bien . connu lef . 5, “PEGPD- 8.3]) gue pour toute
contraction absolument continue, reL(H), il existe une application
sesquilineaire B % Xock Ll(T) x5 x?y.

‘La fonckion x?y peut otre définie par Ses coefficients de
Fourier ((Tnx;y) pour n>0; (T*nx,y) pour n<0). Alternativement XTy
est la densite de la mesure (E(~{x,y)' (oﬁ E désigne la mesure

spectirdle de Usit T) par rapport a m. On a donc, pour x,y€H,

T U B U,
xoy::Xeyzx«ny:X. y o

Dans une tellé situation on ecrira donc simplement X-°Y. Il
s Eeulke Gacillement de: 1iume ou 1tautre des d@éfinitions de x°¥ que
[x-y]=¢T([x X y]T), ¢T désignant 1‘application (contractante) de
9 (=QAT) dans le predual Ll/Hé de H telle gue (¢T)*=®T. posant
pour  TEA et ferl (T) . [fBT=¢;l([f]Ll/HL)' on a donc
[x ¥ ylp=[x-¥]lge -

Les operateurs uniﬁaires R et R, étant absolument continues
il existe des poreliens & et I, de T tels que my et Iy soient des
mesures spectrales scalaires pour R et Ry respectivement (cE.
[20] pour la notion de mesure spectrale scalaire). Ici, i1 revient
au meme de dire que, par exémple, I est le porelien minimal (a un
borélien m-négligeable pres) supportant toutes: legsEonct ions U=

u,vER. On cait (16, Théoréme 3.91) .gue o Z*= (ou L=7) on a

e T T RS TN




Tgﬁl(B). Ceci nous permettra de supposer dans les lemmes
préparatoires au theoreme 1 que m(T\Z)>0 et m{rNE, ). De meme, le
principal resultat de [3] ( (Co~UC~o) nh'.:z%l(r) ) permet de supposer

m(y) et m(ILy) strictement positifs.

- . . o
Nous presentons maintenant une extension des techniques de

b

[19]: et [27], basée sur une "jocalisation" des ensembles Eg(AT) a

un sous-espace M semi-invariant pour T. Rappelons que M est dit

semi-invariant pour T si MlenNé avec Nf:Nz et NigLat T, =12,
(Lat T designe, comme d'habitude, le treillis des sous-espaces
invariants de T.) De facon équivalente MeSI (T) (1'ensemble des

sous—espaces semi-invariants pour sl et geulement si, pour tout

entier Kk,
k > k
&L )Mu~($M) u, ueM .

(pour AeL(H) et M sous—espace de H, AM désigne la compression de A

% i S
a M, c'est-a-dire 11élément de L (M) tel que AMu=PMAu, ueM) -

Etant donnes MeSI(T), L un sous-espace de H intermédiaire
entre M et H et e [0,1[ nous désignons par Eg(AT,M,L) 1'ensemble
des [L] de Qn pour lesquels il existe des suites (x.). (% dans

la boule unite fermee de M verifiant:
Tl = . @ v 1] <8
v weL]I[Xn(@ wll] + 0 et ¥y, » 0 faiblement.

On définit de meme Eg(ATuM,L). gi I, eoincide avec H o se
dispensera de ltécrire. Autrement dict, Eg(ATUM)=Eg(ATUM,HW et ,de

A oz o . « -~ -~ .
meme, en accord avec 1la définition donnee dans [19] on ecrira

¥ :
Ee(AT)=Eg(AT,H). Pour MeSI (T) on affectera de 1'indice-exposant




..f.'l___

M les diverses notions liées a la d.u.m. de T Cise. uM, UT}
BM,.,¢,QM,.UQ,Zg... etc.). Notons que si TEA et MESI(T) avec TM

M

HOm: —unitaite . ke cul.me des T B", est également dans A.

M
L'application j:¢;%o¢T est donc une isometrie de Qn sur QBM qui
posséde des propriétés analogues 4 celles déeveloppees pour ¢g °¢T
dans [19, Lemmas 3.5 a 3.8]. " En: outre  on- -d immediatement
j([f]T)z[f]Bhf pour fELl(T). Le lemme suivant s'inspire de "[19.
Proposition 4.6]. Ndus le donnons sous une forme assez technique
pour eviter des répetitions aux $5 5 et 6. (! étant une partie
d'un espace vectoriel normé X, ecef(f) deésigne 1l'enveloppe convexe

équilibrée fermée de & dans X.)

LEMME 2.1. Soient TE€A, MESIAT)  aveec 0<M(3¥)<l, L un sous-—
—~espace de H contenant M, c,d,&M, [K]€B eceng(AT,M,L), f€Ll(Z¥)
¢ be <B<§ § §=8_ 46
et des scalaires 8€(0,1[, 0%B<0 ., 2>||f||l, 1485
Alors il existe des suites (cp), (dp) dans M telles due,

pour* tout p,
X +[R = X 66
Il te x a1+ [KI+(b]-le, * d 111<0%,
1 1
||cp~c|l<352‘, ||dp||<||d||+62 .
Plus precisement cp-—c=up+ap avec
3 P 1
HupH<5’“, ||up||<262

v WEL l‘[up X w]‘l e 0, Ep + 0 faiblement et lldwﬁpll'% 0.

DEMONSTRATIOR. Pour simplifier les notations, nous nous

" 4 - o~ . % .
dispensons, dans cette demonstration, d'ecrire 1les indices-




exposants "M". Nous nous donnbns e>0 tel gue 86+5€<661 , une suite
(Zj) dense dans L et une suite de reels positifs-(ej) décroissante
vers 0 avec ei=e° L'hypothése sur [K] entraine 1l'existence
d'éléments [Ki]sEg(AT,M,L) i=1....,8 et de scalaires a;, i=1,...,N

tels que

N
[x1- ] o; & ll<e et ] {oglst -
i=1 i=1

Soient p un entier fixe et, pour et R

1,n) ¥ (Yi,n) les

suites traduisant 1'appartenance de [Ki] a Eg(AT, M, L). Quitie a
supprimer un nombre fini de termes dans chacune des suites on peut

supposer que, pour tout i<N et tout n, on a
(a) H-[X- ® z31|l<ep/ 2 loy ‘z)r o B T
181Dy, ® 1y ) [l <04e/8

Etant donné un N-uplet v=(nl,e.e,nN) nous posons

N
[L,]=lc ® d]B*'iZl“i[Xi,n ® v; l*+[ETg Ainsi

(b) || (L,1-3([c @ d} gt [K1+ TFT] ) ||<e+B (8+e/8)<BO+2e .

Nous transformons [Lv] comme dans [19, Prop. 4.6]. Tout dfabord:

[Lv]z[Pv]+[Mv] avec

N
[p,l=[0c ® 0dlgt § agl0x;  ® QY 4 g
Je=dls ik 1 :

et
] N
[M\)]z[A*c @ A*d]B.*'-z_ Gi[A*xi,n- @ p“kYirn.]B =3
i=1 a o
N 1 N _1_
2 2 = . . e =
soient u = Z gigi . Z Sxs e suivant la démonstration
i=1 1 = 3t
de [19, Prop. 4.6], nous pouvons choisir e tel que, avec U =u, s

p



on ait

| [PVP'Jm[Q(c-%—up) ® o(d+u,)] | <e

Ilc+upli%g|icl}2+|{upil2p idem pour d+§p i

N
T 1% Mgl ] legl<sy

|l [A*Up ® A.dll|<e -

posons c_=c+u_ et designons par <Z, yE les x, e figurant
P p - i i i,y iyng
— 2 =\ v N ot .
dans up, L%f 11 resulte de la derniere inégalite ci-dessus due

N
||[MpnB—[Mvp]||<e avec M =B.C A d+h et h:izlaiAkx€°A*y§+f ;

Nbus appliguons ; Mp 1a - techmigue de -[19, Prop. 3l
simplifiée~ par le fait (conséquence immediate de m(2$)<l) que
1'espace R (sous-espace de R,, reduisant pour Ry . tel que la
restriction R(i des R, a Ri soit unitairement equivalente a Meit

agissant sur LZ(ZE)) verifie RﬁZ(A*H)“ (car ,en fait, dans ce ¢€as

(A H) =R,) . Ceci permet d'écrire immédiatement
o 1
h=wow', w,w'eR |w|=|w'|=]h]?
Posons wn:RQW(“=”eintw) WézRZW et E={eitz}w(eit)|Z|A*Ep|}. Pour
tout -n-- ow.. A \Ak5p+2XE(R*)wniZMax{‘A*Epl,|wn|} ce qui permet
d'ecrire :
A*EpeA*§+h=A*Ep~A*d+wnown‘=(A*EP+ZXE(R*)wn)ogn
1
avec |agl<lal+nl.
Soit (xy)CM telle que ‘|2XE(R*)W'A*XKI‘ + 0; puisque

|l2XE(R*)w—A*Xk||:|‘ZXE(R*)wanzA*xk]‘zl‘2XE(R*)Wn_A*T;Xk‘



=10~

et
|2,y || =1im|| Ty || e
b - M g YEM s
: N--oo
A = :
nous pouvons choisir une suite yk-:'l}wkxP avec (nk) strictement

croissante telle que

“2XE(R*)wnkmA*ykll 50 et ]‘ka | » 0

La. suite ZXE(R*) converge faiblement vers 0 ((ZXE(R*)wn,z) est le
coef. de Fourier d'indice (-n) de la fonction de Ll, 2XE(R*)WOZ);
il en est donc de meme de (yk)« Ce qui précéde permet de choisir

up:yk‘r L

ngn AR etant suffisamment grand pour gue
I

. ||I\ip~A*(Ep%-Np)°5LPH<5, ||ﬁp||<2‘5% pgar Jr ll = 21‘h||%),
‘|Qﬁp||<gp/(1+“d”+H.EPH) et |(ap,zj)|<€p' i D s

On a alors, avec c_=€ _+u ,
R D P

|| 0= [, @ £p]]<e
I [P\)P%[Qcp © 0(a+u,)1|<2e

Nous en déduisons (car ||[va]w{[Mpﬂ+[Pvp]}|]=]|[Mvp]—[MpB||<e)

|i[va]-[cp ® (Q(d+ﬁp)+zp)]n<4g , soit avec dP=P(Q(d+Gp)+£p)’

g Tl a1yl <4e

via l‘inégalité (b) et j"l, nous obtenons

file, @ dplp-{lc ® d)+g [K1+ [0} || <de+po+2e<08; -

1 " 1 :
En cours de route 1on a. vu gue |‘up|‘<ai, |‘up|l<5262, ce ‘qu1
entraine [}cp~c|l<6355e Par ailleurs,

2
2

ndpll_<_||e<d+ﬁ'p>1|2+Hzpuz>%‘ <nod||2+1|Qfﬁp|12+||%1|2> et

1 : Y < ,'/'
en se basant sur |lngfJ|A*dH+th2’ on obtient 1l'inegalite

désiree. De (a) on deduit H[up % zj][|<gp J=1l e cunP gui entraine;,




- 11 =

par un argument standard de densite, \\[up(@ wl|| + 0 pour tout

wel . De méme, des inégalités \(ﬁp,zj)\<€pp Hem v B 00 deduit la

convergence faible vers 0 de u_. Enfin linﬂ}QMﬁ ||=0 est immédiat.
P L

o - 2 S
Le lemme precedent admet une version duale dont 1la

. = = M
démonstration peut se baser Sur Uge-

5 . % sele
LEMME 2.2. Soient les memes donnees dgue dans le lemme 2.1

sauf: fw au lieu -de zﬁ, ([K]/B)EeceEE%(AT"M,L), a,beM. Alors il

existe des suites (ap), (bp) dans M telle que, pour tout p,

| ta ® b1+ (KI+[Flpfp © Ppl <08,

%

pA 1
2 Z

b -bli<ss, laplisilall+s® -

_ - - 1 5 3
plus précisement b -b=v Vv, avec |\vp‘|<6i - ilvp|l<262,

v welL || [w x vp]|\ e Gp » 0 faiblement, et \‘dg%p{[ A

§3. ENSEMBLES ESSENTIELS POUR UHE CONTRACTION ABSOLUMENT

CONTINUE

DEFINITION 3.1. goit T une contraction absolument continue.

Un borélien E de T est dit essentiel pour T si
@ iz il pons - EouE heH” (bl =l bl gl )

(Nous conviendrons dque tout borélienl négligeable est essentiek
pout T.)
Ainsi TeA si et seulement si T est essentiel pour T.

Remarquons également que @i B sesk essentiel pour’r alors

E*={e~lt;elt€E} el easentiel pour T,
. < 3 3
La proposition suivante donne diverses caracterisations des

ensembles essentiels. (Pour xeL(H), ||x]|e, pilxle et (%) désignent



=) =

respectivement la norme essentielle, le rayon spectral et le

spectre essentiel de x.)

PROPOSITION 3.2. Pour une contraction absolument continue T
sur H et un borélien non negligeable E de T les affirmations
suivantes sont équivalentes:

(1) E est essentiel pour T;

(2).Pour~tout hen”, on a r(h(T))Z[“ﬂ‘E;

(3) Pour tout heH” tel que ||h||=||h||g, on a ||B(T)[|=||h]|g.

o 5 kY
De plus ces affirmations sont equivalentes a chacune des

affirmations (1) (3)e obtenues en remplagant dans (1),

e’ e’
2= 3) norme et rayon spectral de h(T) par norme essentielle et

rayon spectral essentiel.

DEMONSTRATION. Soit E essentiel —pour T; de r(h(T))=

=13‘.ml|h(T)nHl/n=lim||hn(’1‘) Hl/nzlim(thHE) 1/n

=||n|| on obtient
(2) . ABinsi (1) eptraine (2).

L'implication (2) = (3) résulte immediatement de 1'inéga-
1ite générale r(h(T))<||h(T)|]<|ln]]-

Supposons maintenant que E vérifie (3) et soit heH . non

nulle; choisissons €>0 tel que el||h]|<||bl||z- D'aprés, par exemple,

[2-]- 53] 'i .St P’oo t ll e l I—( l SWE E

i e e : € Sty "ENEL
Oon a alors ||gh||=||ghl|z et
Hh(T)H?_Hh(T)HHg(T)||_>_Hh(T)g(T)H_>_H (gh) (T)“:l]ghllE:llhllEe

Les equivalences (l)e<%’7(2)e ¢ﬁ$(3)e se démontrent de la meme

fagon. Conme (i)e) entratne trivialement (i), i=1,2,3, il sswffit




d'etablir, pour conclure, que, par exemple, (3) entraine {3)90
Soient donc E vérifiant (3) et hel~ telle que }]h[]=“fﬂ|E:l. On a,
d‘aprés (2), cthiD =1 ~et, -par “rotation® oh  peuk - -supposer
leg(h(T)). Il existe donc une suite de vecteurs unitaires (xn)

)
3 0O D‘k

telle que lim|| (h(T)-1)x_||=0 ou lim|| ((h(T))*~1)x_||=0. Soit (x
_ ) =

N0

une sous-suite de (xn) faiblement convergente vers x. On

[o)]

suivant, le cas,
h(T)x=x%, ou (h(T))*x=x.

I} -est bien-econnu-(cf, 24, 1) que pour T»absolument continue et
||h]l<1, h(T) est une contraction absolument continue. Il en
resulte que x=0 et, qu'en fait, la swuike (;n) elle-meme converge
faiblemen? vers 0. Ceci prouve bien que lece(h(T)) et donc gue
lIn e |] 21

De la defimition il resulte facilement que toute reéunion
(borélienne) d'ensembles essentiels pour T est encore essentielle
pour - T. Ceci permet d'etablir 1l'existence d'uﬁ borélien essentiel

maximal (defini a un borelien negligeable prés) pour-T.

PROPOSITION 3.3. Soit. T une contraction absolument continue.
T1 existe un borélien ET (eventuellement negligeable) essentiel
pour T tel gque pour tout borelien E, essentiel pour T,on ait

m(E\ET)=O.

DEMONSTRATION. Soit y=sup{m(E); E essentiel pour T}. Si y=0
on prend ETzﬁ. Sinon soit (Yn) une suite de réels strictement
croissante convergente vers y. Pour chaque n il existe E borelien

cscentiel: -pour =T tel .que m(En)>Yn. L'ensemble ET=UEn est un
n



e

borelien essentiel pour T (d‘apres l'observation précédente) qui
£ . . (2 . < . .. . . Q= .
verifie necessairement m(ET)zYo De--la définitieon de ¥y on deduit

facilement m(E\ET)mO pour tout E essentiel pour T.

Pour la suite nous faisons la convention que inclusions (et
cgalités) ensemblistes concernant E; s'entendent "3 un boreélien
negligeable pres®.

La proposition suivante donne quelgues informations
supplémentaires sur Erme (Pour §&D, LNT(R) designe l'ensemble des

points de T limites non tangentielles de points de {. Un tel

, ; 2=
ensemble est toujours borelien).

PROPOSITION 3.4. Soit T une contraction absolument continue.
a) On a Zyl,cEq.
b) NTL(O(T))CET; plus généralement NTL(ca(T))cET pour tout

a>l avec Ca(T)=U(T)nDU{XeS\G(T):||(ka)—lI|>I:?XT},

DEMONSTRATION.

a) Prouvons, par exemple,que L, est essentiel pout T. On peut
supposer m(X,)<l (sinon TeA et Je resultat est acquis). Soit heH
telle que ||h||2*=HfﬂI=l, on a donc ||h(R,)]||=1 et, pout tout €>0,
on peut trouver yeR, tel que [[h(R,)y|[>1-€/2 et lly]l<1. Puisque

(A H) =R,, il existe x,€H tel que
|| y-a,x || <inf(e/2, 1-|l¢l]) -

Pour tout n, on a |[|h(R)BRyy||=]lh(Ryy[}>1-e/2 . I1 en résulte
||A*h(T)Tnx1||=|ih(R*)R2A*xl||>1~e .

on a donc |[|h(T)x [[>1l-e avec xn=Tnxl; comme llTnxlll + || Az, |1 <L,

on a, pour n assez grand, ||xnll<l et, donc, ||h(T)]|>Ll-e pour tout
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e>0. On obtient bien la conclusion voulue: [[h(T)l!zl.

b) Soit heH” telle que ||h[|=[|B|lryp(. (1)) " Diapres [21,
b N a e
Cor. p. 38], Onea albks aussi HkW|= sup lh(x)l .
ksca(T)

Il resulte de la démonstration de [22, théoreme 2.1] que, sous ces

conditions, on a ||h(T)i‘:”}q[; ceci acheve la demonstration.

Nous concluons cette section par un restltat utile pour 1a
derniere partie de la démonstration du théoréme 1. Etant donnés
TeA, MeSI(T) et gel0,1[,nous designons par A(B,M,T) l'ensemble des

yveD: pour . lesquels il -existe’ x yk dans la boule unité de M

)\I‘
vérifiant ll[Cklw[xx X y>]||<g. Rappelons gque pour TgA, oOn pose

fe_l=lp=, PA noyau de Poisson, autrement dit

¥ hegH® <h(T), [c>]>=h(x)a

LEMME 3.5. DPour TecA, MegSI(P) et pel0,1[, 1'ensemble
LNT(A(BSM}T)) est essentiel pour TM‘

DEMONSTRATION. Les péramétres dtant fixés ecrivons ) pour

A(g,M,T). Soit heH®; on a, Pour )eh: B2t vl

[ (T [|2] (0 (T x,9) | =] (A (D) x,¥) =] <h(T), [x x ¥Ig>|2

>|<h(T), [€,1>|=[<h(T), [C,1=[x x ¥I>|2hG)=g||b]] .

Ainsi ||h(jM)l|Zsup lh(k)I'Bl|h|LZ|lh!ILNT(A)"B||h||- Denc,; poeur teut
reh

h telle que ||hl|=”kq|LNT(A), on a ||h(iM)|!Z(l"B)|!h|l. L'argument

classique, basé sur la formule du rayon spectral, permet de

conclure, qu'en fait, ||h(T,)||2]|h{|, ce qui achéve la démonstra-

tion.
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§4. CONTRACTION ABSOLUMENT CONTINUE ET APPROYXIMATION

= . & . . . 7 > .'I Z sy
Notre géneralisation de [3, theoreme 2] s'enonce comme Suit.

PROPOSITION 4.1. Il existe une constante universelle T
(0<txl) avec la propriété suivante: Pour toute contraction
absolument continue T et tout borelien non ﬁégligeable F?ET on
peut trouver une suite (xn) de vecteurs de la boule unite fermée
de H, faiblement convergente vers 0 telle que V’[}%men«xn[]gr ; et

lim!lXT\an||=O 2

A%

£

Le polint de depart de cette approximation est la. proposition

suivante. . >

PROPOSITION 4.2. (cf. [3, Prop. 5]). Soit T une contraction
absolument continue sur H. Il existe un espace de Hilbert E et un

2(E) tels que

sous-espace H' de L
(1) H' est semi-invariant pour Meit -
- " N . .
(2) T est unitairement equivalente a la compression de Melt

a o,

(3) le sous-espace (linéaire) Hosz(E)ﬂH‘ est dense dans H'.

Dans. la suite, jusqu‘é la fin de 1a démonstration de la
proposition 4.1,-T est unhe contraction absolument continue fixee
et nous identifions H a H'. (En d'autres termes les vecteurs de H
eux-memes sont des (classes de) fonctions a valeurs vectorielles.)

Nous deésignons par <,>, ] il le produit sSecalaire et la

norme dans E. Pour f,geLz(E) on remargue que
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ik it ik
y=<f(e ") ,g(e 7)> avec U'=M j¢ .
e
B . ® . % > - ]
Le lemme suivant est tout a fait analogue a [3, Cor. 10];: il
exprime gqu'on peut trouver des vecteurs de HO presque entierement

- 7 o 5 = P
"supportes" par un borelien essentiel donne de T.

LEMME 4.3. Soit T une contraction absolument continue sur H,
g un borelien -non negligeable essentiel pour T, e>0 et N un sous-
espace de dimension finie de H. Alors il existe Xg.;l»lom\i”L tel gue

Xy o %11 <€ 1l %% 1]

: © 1 sur g
Preuye, Soituel -telleigue jul=

~ sur 2 PNos

(L'existence d'une telle fonction est bien —ceonnues  cf., par
exemple, 21, b. 531 -0n@a donc'[[u(T)]]e:l et onee |2, Cor. 9k 1k

resulte qu'on peut trouver une suite (Xn) de vecteurs unitaires de
L

HOnN' telle que I}u(T)an + 1, ce qui entraine (car
Huem) x|] <]uxl|]<]]ull || k]| pour tout x et tout ueH”) lfox || » L. 6o
a donc
2 i)
HXT\Gxnll = XoXnH =
2o 2
bt R~ > L

e ; 2 : i
d'eu ‘l'opn deduit: llmllxcxn]] =1 _et - la copclusion desiree en
o

prenant x=x_ avec n assez grand.

n

Etant donnés N sous-espace de H de dimension finie, T
borélien essentiel (non négligeable) pour T et deux scalaires
nelo, /o=11, . pell; L[~ nous definissons S=8(n,I',N, i) comme le

2

sous—ensemble des erﬂNl pouvant stecrire x=¢+h & ,helL”(E) avec

1) |&]<xp PeP-



2) [|h]l<nl| 2]

3 lxe P 2ul

Remarguons que, sous ces conditions, on a

i

©

AL 2| A Enl s o< |12/ L)

LEMME 4.4. Pour xgS on a

2
5) []xgxex | agmir) ey )|
2
. = S
avec. Cso(plism— =0
28y (147) 2

DEMONSTRATION. @bservons- que 1) entraine ||Xr~gugl'w

=m(r)wljg!i2ﬁ Li-vient donc, via 3) ek 4),

2 2 2
sl St B 2 R | ) Sete =l B ~2n=nT 1K
' 2
an(r) =[x || * (2=EEnd)

Py
LEMMA 4.5. On a sup{|x||, XES}zp(l—-ﬂ)m(r)2 aveec p=plp)=

1
2

Preuve. Soit gzsup{'{xi!, XES}; posons g=Y(l-n)(m(r)) . Nous

voulons montrer que YZé(nz/(fu-nz)). Supposons cette inégalite non
vérifiée, soit n>/2Y/(l~2Y)o Du lemme 4.3 on deduit que S n'est
pas reduit a 0. Seit denc xn=gn+hn une suite d'élements de S
dont la norme converge vers g. D'aprés 4) on a
2 R
° 2
6): || ap|| <y (m(r)) .
P —pait (eit) = On a
Posons gnm{e el; |2 ’i/Y}‘

7) mig)=n(r)-m{e fer; |a|>vy}om(r) (1-y).

. A Y 5
Quitte a passer a des sous-suites on peut supposer dque



a ° >
} xn e

b)x%fn+u
/‘»O‘

n

. 0% o0

CF Fp o I, 0 faiblement et &) - + gw-dans L .
h J

{

d) XEE \r }’ln TV

Notons gue
8) 0<g<yp et fa>(l-y)m(T).
Soit Eo:{elteT; lg(elt)|21m2Y}? des inégalités (l-y)m(I')<fg=
:fE g+fF\E gim(EO)+(l~2y)(m(F)—m(EO)) on déduit m(EO)Z(m(T)/2)>On
o) o T
Soit €>0 tel que e<p/2 et ((2y+te)/(1-2y))?*<n. Le lemme 4.4 assure

2
[

©
{/

l'existence de beHOn{N,x,u,v,v'}i tel que Xq\g b[|2<e[[xE b

puisque b EHO, o peut supposer que . .
9) |b|<1-y?.

On a

Linfx, |b%=fglbl®2(1-2)Ixg bII? et
n O

> 00 N

2
1

: 2 2 2 2
llmIXT\G !b! =f(l-g) | b] S_Z'YHXE bl +HXT\E bl ¢ <(2yte) HXE b
I-+co n O O O
Ainsi

10) lim(fxq, IBI%/Ux, Ib]2))<(2y+e/(1-2v))<n .

T
\on o

Posons xn:b+xn; nous allons montrer que xneS pour ‘n grand, ceci

. : o . . =
via la decomposition xn=2

n+hn avee 2n=£ gy b ol
choix de b entraine immeédiatement EneHan et (via 9)) IEn|§XT Dubs s
De c) et de 1l'orthogonalité de b a v, on déduit que

limfbexT\c hn=limf(XT\O beh )=lim(b, Xp, h,)=0. Par conséquent :
n n n
11) (IIEnHZ“{IIhnH2+IXT\G |b]2}) + 0; de meme (via b) et
n n--co
blu)—il vient
s 2 2 : 2
Loy {2 =t | fognlbl e

De 10), 11), 12) et 2) il résulte alors que |[h_[|/]|% ||<n pour n



assez grand. On procede de méme (en utilisant e<p/2) pour etablir

que Ith\th{]<p || pour n assez grand.

X
I

minsi; pour n dgrahd -, on . & X _ES. Mais, par ailleurs,

n
[]EH}EZE[,X H2+¢b[12+236(xn5b) + 82+i]bfi2>62, ce qgui est contraire
a la définition de B. On a donc bien yZ%(nz/(l+n2)).

n

-

Demonstration de 4.1. Soit N, une suite croissante de

sous-espaces de dimension finie de H telle que N =H, et soit (un)
n

une suite décroissante vers zéro. On peut trouver yngS(nsr,Nn,un)

telle que {!ynH + (l=nrp/m(L) (on utilise ici-le fait elémentaire

que, si yeS alors ayeS pour |a|gl). La suite xn=yn//m(r) converge

faiblement vers 0 (cela resulte de Xn€Né et du choix des Nny,

satisfait, d'une part, IIXT\TXniIiUnl x || + 0, et, d'autre part, en

vertu du lemme 4.4,

155, || - (1-m) e

On a donc le résultat désiré avec t=l=(l-n)c 0.

COROLLAIRE 4.6. Soient T  une contraction absolument
continue, I un borélien non négligeable essentiel pour T et

feLl(T) avieier | [sE i<l Alers 11 existe deux suites (u ), (v) dans’ la

n

boule unite de H, faiblement convergentes vers 0 et telles que

lim|| £-u -v || <1, lim]

Xy Yn | =Lim Xy pVn |1 =0

DEMONSTRATION. Nous nous donnons une guite (en) décroissante
vers 0 et unme suite de vecteurs (zn), dense dans H. Pour chagque n

on peut trouver des boréliens (I';) de T deux a deux disjoints, et



des scalaires @i’ i=l,...,N tels que
U=ty e et o -|aifea.

. ik n = ]

1=1 ik i=1
(Ceci se déduit facilement de la densité des combinaisons
lineaires des fonctions X s A borélien de T, &ans Ll(T)o) Pour
Vr(nl,g.gan) nous posons
Va . x v, =

1=gns N
16 g i

0= /G %
v 1X1,ni

i D1
i D~

i i
(xi n)nem' etant une suite obtenue via la proposition 4.1
r

appliquee a Ti, i=l,...,N. On obtient par des calculs élémentaires

e e %
et o Wl ) 8 1 F - 2] Jeoo.l?ix, °X, =
ot E Tetoili Lo
Puisque Tinrjzﬁ on a
l!Xi,nhxj,HJ‘SI!XT\TiXi,n!!IIXT\Tij,n!l .
Ces  incgalités et ta - convergence vers 0 des suites

”]XT\TiXi,n”)neN' i=l,...,N entrainent l'existence de Ps tel que

Hf»u\)»v\)||<€n pour-tout V.vérifiant

inf{ni; i=l,a°.,N}ZpO 5

Puisque IIXT\TXi,anJ!XT\TiXi,nII on peut également supposer
qgue IIXT\PuvII, |lXT\PVv]l<€n pour inf{ni; i=l,.,.,N}Zpo.'

A & . .
De meme, la convergence faible vers 0 des suites (

)

X L 25
i,n’nel

permet de conclure facilement a l'existence de Py tel que

|(Uvrz')ly l(vv,zjl<€

3 J=1 s enaypll-des gue  iInf nizpl

1< i<n
Enfin, les expressions développées de ||uv||2, ||vvf|2, 1'inegalite
N

2 Iai!<l et la convergence faible vers 0 des suites (X
i=1l ;

n

i,n)ngN
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montrent que 1fon peut choisir les n successivement

1

(anMax(po,pl), n,=ny suffisamment grand, etc.) tels que
2 2
el = e W o<t

Ainsi, pour chague n, il existe v tel que [|u/]], Hv,il <1 (avee

|| E=uy v <73 Xy p 7511 X pUnll<_epns B

< =l n
= j v r

. ¥ 5 = o (o . .
Ces dernieres inegalites assurent bien la convergence faible

vers 0 des suites (un) et (vn),

§5. A=A%(Q)

Ce resultat a été& annoncé dans [14]. Nous en complétons
maintenant la démonstration. Commengons par un lemme qui traduit
: Y

le Corollaire 4.6 en termes d'approximation dans Qnp dans le cas ou

TeA. (Les notations sont celles introduites au §2.)

LEMME 5.1. Soit TeA et soit feL (T), (el

a) Si-f est nulle p.p. sur % -alors [fBTeEﬁ(AT)o

b) 8i f est nulle p.p. sur I, alors [fﬂTgE%(AT),

¢) 81 f est nulle p.p. sur IUL, alors [f]TgXT(AT)n'

DEMONSTRATION. Soient (Xn)’ (yn) les suites obtenues en
appliguent le Cowellaire 4.6 a f, On & inmediatement [|[f] -

=% yn]TJ|<Te Dans le cas a), on peut supposer linﬂlxzxnllzﬁ, et

nous devons seulement établir la condition

(v,) ¥owed [|[x ® wly|l + 0.



=70

Or

< 14

|1z, @ ulgll=ll (x, © vly l<]l [@ex, © Quuly II*

i

®

+]] (A%, ® Aw]U+H§j{Q%xniﬁ Q*m]S*H4¢1Aan‘lAw[

¢ . LR l.-
Le shift (a droite) S, est C et la suite QX tend faiblement

@

vers 0. Il est bien connu (cfi-, par exemple, [18, pProposition 2291

que ceci entraine lim|| [Q.x. x Q wl =0. Par ailleurs, pour tout
2 : *n * S &
0o :

yeLz(E), on a

aylls Hxgyll -

On a doenc bien lim| Axn]|=0 et (v,) est établie.

n-+ 5
Dans le cas b) on utilise 1'extension coisometrique minimale

% ’
B de T et le fait que S est CO. pour etablir la condition
(vg) ¥ weH s @ v Tallix 0 .

11 résulte clairement de a) et b) que dans le cas

feLl(T\ZUZ*) les suites (xn) (yn) vérifient (vr) et (VQ)° Ceci,
avec 1'inégalité générale || [£]-[x, % yn]l|<T exprime bien que
[£TeX, (Aq) - ,

Le lemme suivant est un procédé pour ameliorer les

approximations de "longueur 2" dans le prédual Qq pour TeA.

LEMME 5.2. Soit TeA tel que Z#T et 3 AT. Supposons donnés -
[L]€Q, a,b,c,deH et §>0 tels que |[L1-{[a ® bl+[c ® dl}|]|<s -
Alers il existe a',b',c',d',eH tels que :

[PEL] et eibilis fiel e A0} || <adi

1
2

fet-all < llptbllis3t,
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lat <]l a]|+s?

o larfs]

X
+g.°

d

@

el e : < 3
DEMONSTRATION. Soit feL (T) telle que

[£1;=[L]1-[a @ bl-[c ® d] et |[£][<§ .
On peut ecrire f:fl+f2+f3 avec f3*XZ*f ok fZZXZ\Z*f°
(appliqué

6i>Hfi[[ 1=152,3 et. e300 tels gue 61+6?+83+2emd. Via le lemme 2.2

avec [K]=0, fﬁf3 Glze, § =6

Soient

203 8=t) on obtient des
veckeursic!, d' ide H tels que
e @ alt i - [0, dul||<te ,
7 - 1
llet-cll<3(ers ) ® [larli<lall+(e+s,)? |
De meme en appligquant le - lemme 2.3 (avec [K]=[flﬁ, fmfz, Glnél,
62362 O=t) on obtient des vecteurs a', b', de H tels que
H [a x b]{{x+[f13§r11+[f21!r1!~[a' X b‘]H<T61 4
T 1
[la*l{<]laf-(8,+6,)% et ![b*mb]y<3(5l+62)2
Les vecteuwrsea', b, ', 4d' satisfont donec les inégalités.
désirées. Par ailleurs, en regroupant les autres inegalites, il
vient

|| [E1ptla x bl+[c x dl-{[a' x b']+[c’ x d‘]}|l<r(61+e) :
ce gui donne bien e

[ Li-{la' x b'I+le’ x a'1}]||<1$

THEOREME 5.:

3. M4 theeréme: ). Il ‘exicte p2l tel . .que
(R )«



e e e < 5 # 3
DEMONSTRATION. Si F ou L, est egal a T nous sav

Q
=
©
to
[od
0

TeA, (1) . Nous pouvons donc supposer vérifiees les hypothéses du

lemme.
Soit [L}gQT et 6>[[HJ][. Nous construisons par recurrence
uatre suites e je 3 £ iivante:
quatre suites (an), (bn)‘ (cn)r (dn) de 1la Lagon suivant
a =b .=c.=4 =0 Supposant -«construits tels
TSt dg 0: supposan onstruit ar bn’ Chr dn tels qgue
| L1-la_@ b 1-lc_® d_1|[<t" s .
Sl n n n

nous appliquons le lemme 5.2 pour obtenir des vecteurs a417 bn+1‘
d

tels que

Ch+1* %nsn

l‘[L]u[an;l @bn+l]"[cn—¥‘_’LCgQdn-%l}HCEnéS o

1 P
o T

(=102

”cn-{-l“CnH $ ;

ke 3 : | % f(n=1)/2
l!dn+llki!!anll+62T ! lldn+1l!§lldn||+5?T( e

I1 est clair que les suites ainsi construites satisfont:

(i) lim |[L]-[a, ® b l-lc, @ 4 1|| = 0 .
N =70 :
G (an) et (dn) convergentes; et leur limites a et d

Nl

1

verifient I}aH ; l|d|[<362u avec a=1/(1-1°%) .
L

|<a8”

(iid)dfe I

I’}H’ nl

)

Quitte a passer a des sous suites on peut supposer que (bn
et (cn) sont faiblement convergentes vérs ‘des limites que nous
désignons par b et c.

Des(ifiiet (1i)=il Qient

lim|| [L]1-[2a & bn[~-[cn ® dl||=0.
N+

11 est facile de vérifier que x » [a® x] et y~» [x® d] sont

continues de H dans Qn munis de leurs respectives topologies



~oswites (%

faibles. On en déduit [Ll=[a @ bl+[c @ d]. Par ailleurs, on a

l‘aliHtﬂ§+[§ci[HCH!<6@25, Oon a donc la conclusion désirée avec

Nous partons de la triangulation de T sous la forme (cf.

[24; p.73)):

"Tl * P T F ‘
= % cC 2.
i € 0 T? ) avec 1550 et T2€C1_ ;

autrement dit, Tl est la restriction de T au sous—espace Hl’

z

v o) % - : n
hyperinvariant pour T, constitue des vecteurs x de H tels que T X

+ 0 adnsic HcS: Pogoms . =E_ 7 81 E.=T on a.1,EC nk et donc
e 2 ke e Tl’ =l 1" a-

TlEA](D) d'aprés (3l - Ohasalors, @& fortiori, TEAl(p). Nous
supposerons donc EzzT\El non négligeable.
Le premier lemme est une adaptation aisée de résultats des

882 et 2.

LEMME 6.1. Soit TeA(H) et ff—iLl(El) avec || £]|,<1; alors
o v | _P’Q’ A
[LHTCLT (ﬁT ’Hl) .

DEMONSTRATION. D'aprés la proposition 4.1, il existe des
,)+ (y,) dans la boule unité fermée de H,, faiblement
convergentes vers 0, et telles que l[f~xnoynH<T , ce qui assure
déja

WD, % 0 v Tl . .

~

Par ailleurs, pour We€H, on a

e e v dl=ll ey gll=ll o @ yopll=ll oo ® y 1% ~ 0
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%
gar -5 est Co« .

Dans le contexte de 1la triangulation ci-dessus on voit
facilement gque Op(T):Gp(Tl); d'aprés la proposition 3.4 on a
l'inclusion LNT(UP(T))CEl qui entraine

C T KM :*a\» e

E2 LNT (D Op(l)) i

De A=A, nous déduisons maintenant le résultat suivant
2

erucial pour la suite.

PROPOSITION 6.2. Soit TeA et AeD\o_(T); alors [CK]TEEE(AT)a
£ 2
Plus précisement.il existe une suite de vecteurs (xn)z(xn >\) de H

r

et 6=6,<} tels que

(1) Tim ]]{CA]”[X X xn]llie ;

n
(2) lim |x_||®=1-8, et

(3) %ewsH ~HIx_x @lll~ 0,

DEMONSTRATION. Puisque ".[‘(2)9:2-3.1 on a, en particulier pour

V:VA

45

AED\OP(T), [CX]T(Z):[U X v]T(g) pour certains wecteurs u=u,
de (%) . cette égalite entratne

Le.-&i k=0

(2) K o
T "")\ ¥ i
i g 0 si k>0

Posons L= U T(z)ku=U(T(2)~k)ku. L'injectivité de (T-)\) entraine
_ k>0 k
celle de (T(z)wk). Par ailleurs, les é&galités ci-dessus montrent

gue ((T(Z)—A)L)— est de codimension 1 dans L. Il en résulte en
premier lieu que L est de dimension infinie. Nous envisageons

maintenant deux cas:



a) {Tég)mA}L non ferme. Il existe donc une suite de vecteurs
= .
unitaires (un)CL telle que l'(T{A)mk)un!{ % 0% Toute valeur
g el i : : s . (2) )
d'adherence faible de cette suite appartient au noyau de (T'7’ -4}

et est donc nulle. Il en resulte .que u, * 0 faiblement et gue
AEC r”-('-‘) =0} o 5 S 3 - it ~+h - 1 : YO H
Qe(l ) ge(L)a I1 existe donc une suite orthonormale (xn)

telle gque !'{T~k}an * 0. Pour une telle suite on sait que (cf.

[7, Lemmes 4.3 et 4.4]) les conditions (1), (3) et, bien st ,
(2) ,de la proposition 5.1 sont satisfaités avec 95=0,

b) (T(Z)mk)L et . terme:-  Alors (T(z)!L—X) est Fredholm
d'indice -1. De [19, lemme 5.2], appliqué a (T(z))*, nous
dédgisoné l'existence d'une suite orthonormale e R de
vecteurs de H(z) telle que [CX}T(Z):[un X un]T(z) soit [ck]Tz

- S o1 2 oo prrkd]
~[xn @)An Tr[yn @)yn] et !l[un @)z]T(z)l[ * 0 pour fteut »EH s

.

xnf|2+"yn||2zl, on peut, quitte a passer a une

Puisque ‘
N
sous—suite et a echanger X et Y,r Supposer l'existence de e=9k§%
tel que

12

limllxn =1-0 et limllyn]lz=l :

On - en  deduit (lk “via l'exptession de [CA}T ci-dessus. Par

ailleurs, pour W€H, on a

I|[Xn ® w

A=llix, ®@y)® ©@eo O)JT(Z)_II =

Ceci termine la demonstration.

5. s . o .
Etant donne x€H, nous ecrivons xxxl+x2 sa décomposition

telative oa HzHl + H2 avec H2=H§, Pour chagque XED\UP(T), nous

choisissons une suite (xn yAEH verifiant (1., (2), (3) de .la
{4
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proposition 5.1 et, en outre, ﬁ Rgl =Y, . Posons, pour YE[O,5 1,

n—'}ﬁ 0

Dyn{kﬁﬁ\op(T)!Ykiv}a L'intérét gue presen*wwn les ensemble Dy est
exprimé par les deux propositions suilvantes.
ED £ Tatak 3 SYRY & . I} - Fal o Er i r
PROPOSITION 6.3. Si kgﬂy alors [Cyle 6A+Y(A JH3e ETFY(AT,H)G
. L.
Plus precisement leii{CAj“[>n A R x X]i[<3 +y (1-6, )’ et
nEEe
lim|| [ @2 11l=0 pour wﬁdz.
new

MONSTRATION. Resulte sans difficultés, du fait que, ¥
z ,wekH, [z x w]=[z x zi]+[22 X wZ], de l'inégalité

Il[CA]“ ol C’x A]I|<}![Ck]“[ e ! G)Xn A]|l+[l X 3 & x*

H
=

i
!

et des.prepriétés: de la stite & e
g r 4 45

PROPOSITION 6.4. Pour tout Y€]0,3[, l'ensemble D_ est

dominant pour E, (iaenEéfLNT(Dk)),

DEMONSTRATION. Puisque EZ:T\ET , 11 est clair qu'il suffit

dtétablir que LNT (D\D, ) (:LNT(UP(Tl))ULNT(D\UP(T)\DA)) peur  By. Gn

1
sait -désa gue LNT(O (T )) est essentiel pour T, - Par ailleurs,

pour AebD\o (T\\Dk, on a llmllx )\H>Yo Il vient successivement

ey 1-1x] , ® xn Wl ey -1, 4 @ xmlllﬂl [xf”A ®©x 311l

F

25 9 1
2 )2.:

Tim]| [ [Cy ] —[x o @ xl )]li<e (1-85)

niE®

(1“6>\“'Y
X2
=0+ (1~ ex)(]““l 3 <6 et o Jell 5710 ))<1 ..

On en déduit donc l'inclusion D\DYCA(le2/2, H 5y et

lf



d“aprés la proposition 3.5.

l'essentialite de LNT(D\Dy) pour Ty

ey

| F o
LEMMA 6.5, St D) tel: gue miLo)<l et LT IXL et

soient [L]}eQ.., aybeﬁj, CfégHQ et §>0 tels que
| [L1-{[(atc) ® (b+d)1}]||<6 .
Alors il existe a',b‘ng, c',d‘€H2 tels gue

HILl={[(af+c" ) @ (bl#d") ] ]| <t 8 avec T =Max (%,7) .,

i L
2 2

ler=cli<as? . [larii<liali+s®

2 1
2 2

Ibr-bl<38%, [la'|i<|lal|+8* -

DEMONSTRATION. Soit feLl(T) telle que
[£]=[L]-[(a+c) ® (b+d)] avec [EEl =8 .
On peut écrire f=f +f, avec f Ll(E ) £ LZ(E ) || £ |1<8
= ke 161 (Ep) s £eL7(Ey) . || £4l|<8yr
=il D 61+62=6w5€ pour un certain e>0.
213 :
Fixon y>0 tel que y§5||b|[<e et Y<to
Nous transformons d'abord le terme
[K2'1=[C ® dal+[f,]
en utilisant le lemme 2.1 avec M=H, et les. propeositions 6.3 et
6.4. En effet, la dominance de DY pour E2 entraine que (cf., par
exemple, [6, Lemme 1.2])
A r
[fZ]TerzHecef{[c}t]T: )LEDY}C||f[lzecefE%(AT,Hszz)-:
-1l existe donc des . gUifés (cp), (dp) dans H2 verifiant
]k = 3
|| [c @ dlg+[£]g [cp G)dp]T]|<462
2 1
lep-cll<3ss Hapll<lial]+8,-

En outre ¢, -c =u;+ﬁ 2rledr suites (ué) gk (ap) verifiant (2)  du

P P



lemme 22l . De. plus, (e demonstration de ' 2.1) up est la
projection sur I% d'un vecteur de la forme
Nebpie N
Y= F /anE avec X t&-]<59 et chaque x? Gizly sena )
o e S 2 i
i=1 = ;
est choisi dans une suite (xi n) vérifiant [Xi £ il e G BN
F (748 A s
prenant tous les n, assez grands on assurera 1'inégalité

H[up @)b]!l(gp<ga Puis (puisgue S tend faiblement vers 0) le

choix successif des ny peut se faire de fagon que

N :
1 . ol e
flisgitl 3 Lo s
I1 en résulte, de par le cheoix de 5o 1|[u; < b}]l<2€o Par ailleurs,
on peut choisir Ep tel que
18] =Lim|| T5Tp I <e/ ([ PI*L) -
N0
e dd s e e
ce qui ent;alne (ear |iT up!Liilrzup[p
|8 [|<e/ (|| B[|+1)
et donc (puisque b=Qb,vu que Hf:S)
| 8, @ Blgl| (=] (B, @ b][g||=|] (28, © Plg||)<e -
Ainsi avec c'=c, d'=d_, on a 1'inégaliteé
|| [c ® (b+d)]+[f,l-[c' @ (b+d‘)]]|<%c‘32+3e

et les inégalités désirées pour ||c'-c|| et ||d']] .
De meéme, puisque [fiﬂgE%(AT,Hl). D'aprés leclemme 22, il

existe des suites (ap), (bp) dans Hy telles que
‘|[[a ® b]+[flﬂ*[ap¢g bp}{]<161
llagli<ilali+ss, |15pmbll<38] -
En outre, la suite (bp"b) converge faiblement vers 0+ Il en

résulte (cf. démonstration du lemme 6.1) que lim[c' @ (bp*b)]zow
Proo :




Donc, en choisissant p assez grand, on aura, aveec b'=b_, a“=ap,
| [c' ® (b'~b)]]

<e et, en regroupant,
[l [L]1-[(a'+b') & (b‘+d‘)]][<%62+3€+T61+e<106 ;

ainsi que les diverses inégalités désirées.

: H.
= : S 5 2
Demonstration du theoreme 1. Soit TeA(H). Si m(I, )})=1 ou

m(Z )=l on a %, ow T; dans Ay(l) (ef. [15, theoreme 39] deja

H H
mentionné) . Supposons donc HMZ*2)<1 et m(Z l)<l@ Soit [L]ﬁQT et

§>||[L1]|. Le lemme 6.5 permet de construire, par recurrence, des

suites (an), (bn) dans Hl’ (cn), (dn) dans H2 telles que

aozboscozdo:to .

1 [BI1-[(a *c) ® (b +d )1]|<to ts,

= Lo
n 16)2,

e T :
lapeull<llagll+ 572007, Hall<llayll+ g

: n-le. %
l]bn+l"bnl" i e lisdite, o)

< . o . i .
Ces inegalites montrent que les suites (b ), (¢, ) sont des suites

n n

de €Cauchy et.que les suites (]IanH) et ([ldnll) sont bornees par

6%(1/(Lm/?o))=6%a :

Posant b=limb , c=lime_, il vient [| [LI-[{a *c) @ (b+dn]” >
+ 0: soient a et d des 1limites faibles de sous-suites (an )7
: k
(bn ); tenant compte de [an & dn]:O et de la continuite faible des
k s

applications x =+ [x@ bl, v + [c @ y], on-obtieht

[Ll=[(a+c) ® (b+d)],

1 N
avee |lell . |ib]l<30é2, d%en

1
2

|| a+cl] s || b+d]| <o (108)

Autrement dit, T appartient a Al(p) avec pmlOuz.



§7. COROLLAIRES ET REMARQUES

- % - A s
Du theoreme 1 on- deduit d'abord, par un argument devenu

classique (cf., par exemple, [45]) le resultat suivant

COROLLAIRE 7.1. Pour tout %P de la classe A les top@lcgies
faible™ et faible-opérateur coincident SUr Amqe. be plus Am coincide
avec WT“ {(Pour TeL(H), hous désignons par WT 1‘algébre
faible~opérateur fermée engendrée par T.)

Le corollaire 7.1 résoud donc (pour la clase A) une question
topologique porteéee au premier plan _par des théorémes
d'Aposﬁoleercovicinoias—Pearcy il 5 théorémes Bils3es et 9L L e)e)
(c£. aussi [18, ‘theoremes 3.7 et 4.11). v

Dans ce domaine, rappelons que [25], puis [10], ont donné
des exemples d'opérateurs T pour lesquels les topologies faible®
et faible~opérateur différent sur Arp (ct. [L1] pour des résultats
concernant les propriétés (Al/p) et (Al/p)(p))et que [26] exhibe un
exemple de T pour lequel l'inclusion Anf Wy, est stricte. Parp
ailleurs le théoreme 1 et ie corollaire 7.1 précisent, en ce gui

~

concerne .la classe’ A,:-les resultats -de [15].. Enfin, notons. (cf.

[2]) qu'une algébre duale arbitraire peut avoir la propriété (Al)

sans avoir aucune propriéte (Al)(p)a

Nous présentons maintenant deux criteres d'appartenance aux

classes Alrwo et Aw e Rappelons que Al,w (H) est la sougs-classe

o] O

de A(H) constituée des TeA(H) tels que A alt la. proprieté

Ji

(Al 5 N c'estwéﬂdire, que pour toute suite ([Lj])CQT il existe
r
e}



o
& o)
L

des vecteurs x, (yj) de H vérifiant

(#) [Lj]:[X(ﬁ Yj} ’ jelN;

lapropriete. A 1 est définie de facon symétrique.

Ofu

COROLLAIRE 7.2. Soit T¢A tel que D\GP(T) (resp. Q\UP(T*)K

csoit . demimant: peur. T. Alors TehA (resp97'éé%%@& Ve En

1,2 4
o

1:' ""‘AE .- ."J_"'_g ; 3 n -—E‘:_ s
particulier C,y nZ ilpkb et C_ qn&e %%»,l

o

DEMONSTRATION. De la démonstration de la proposition 6.2 on

.déduit (puisque T lui-méme est dans Al) que, pour AED\GP(T),

[c>]gEg(AT). La dominance de D\OP(T) entraine alors que
\ .
ecef(Eg(AT)) coincide avec la boule unité fermée de QT (autrement

difague Ag @ la propriete Eg l)ﬁ On conclut via [16, Theoreme 2.1]
{2
que TgAl a Pour prouver la derniere ‘affirmation 1l sSuffit
{4 :
o
d'observer gque, pour Tacl-’ on a op(T)z¢ (ef . 2[18; preposition

2..:8] )

THEOREME 7.3. Soit TeA tel que JI¢If, (resp. I,£%). Alors

Pe Do Yesp. TehA. )
& koesh. 28 Ab,l)

DEMONSTRATION. D'aprds le lemme 5.1 on a [£leE (Ag) pour

feLl(T\E) et |[*Ejifel. v De ceci et de 1'inclusion Jer, on deduits

¥

Fagullel, el (4| 9]|<1})=(@g) ;- Donc,

facilement que ' ecef(E

d'apres [17, théoréme 4.1], on a TeA; ., -
{4

Rappelons qu'un opérateur T est dit reflexif si



¥
L3
(&1
§

Wp=AlgLat T(z{XeL(H)ILatTaIat x}). Des résultats ci-dessus et des
conditions suffisantes de réflexivite obtenues en [17] on deduit

immédiatement les résultats suivants.

THEOREME 7.4. Soit T' une contraction dont 1la partie

completement non unitaire T est dans A. Chacune des conditions

suivantes assure la réflexivite de T':

a) D\op(T') ou D\op(T'*) dominant pour T,

Bl BeC i UE

Qs !

el By o

Au moment du tirage de ce gnéprint l'auteur a appris de
C. Pearcy que H. Bercovici a prouvé quiensfait, A=Al(l).

La rédaction finale de ce travail a ots accomplie pendant un
sejour .de recherche a 1'INCREST et le résultat A=Al(p) a éte
annonce lors d'une conférence @ l'Universite de Bucarest. L'auwteur
remercie vivement la Section de lnathématiques de.. l'INCREST paour

son hospitalite et les facilités offertes pendant ce séjour.

B. Chevreau

UER de Mathématiques et d'Informatique
Université de Bordeaux I

351, Cours de la Libération

33405 Talence :

France.
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