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SUR LES CONI'RACTIONS A CAX,CUL FONCTIONNEI, ISO}4ETRIOUE' IT"

Bernard Chevreau

$ 1. INTRODI]CTION

S o i t  H  u n  e s p a c e  d e  H i l b e r t '  c o m p l e x e '  s 6 p a r a b l e '  d e

d i m e n s i o n  i n f i n i e  e t  s o i t .  L ( H ' )  l , a r g E b r e  d e s  o p 6 r a t e u r s  ( l i n 6 a i r e s

b o r n 6 s ) .  s u r  H '  L a  c l a s s e  A ( = A ( H )  )  e s t  I ' e n s e m b l e  d e s  c o n t r a c t i o n s

T ' s u r H , a b s o l u m e n t c o n t i n u e s ' p o u r l e s q u e l l e s l e c a l c u l

f  o n c t i o n n e l  d e  s z .  - N a g y - F o i a s ,  Q r : H *  +  L  ( H )  ,  e s t  i s o r n 6 t r  i q u e  '

( N o u s  d 6 s i g n o n s  p a r  H -  1 ' a l g e b r e  d e s  f o n c t i o n s  a n a l y t i q u e s  b o r n 5 e s

d a n s  l e  d i s q u e  u n i t 6  o u v e r t  D '  c a n o n i q u e m e n t  i d e n t i f i 6 e  a v e c

l , a l g i b r e  H - ( t )  c o n s t i t u 6 e  d e s  6 l 6 m e n t s  d e  L - ( T )  d o n t  l e s

c o e f f i c i e n t s  d e  F o u r i e r  d t i n d i c e  < 0  s o n t  n u l s T  d 6 s i g n e  I e

c e r c l e  u n i t 6 . )  O n  s a i t  ( c f .  [ 5 ,  C h a p .  I V ] )  q u e  p o u r  T e A '  f  i m a g e

d e  O , , .  c o i n c i d e  a v e c  A T ,  I ' a l g i b r e  d u a l e  e n g e n d r 6 e  p a r  T '  e t  q u e  0 f
'I' L

est  un  hom6omorph isme fa ib le*  de  H-  sur  AT '  Rappe lons  qurune

a l g l b r e  d u a l e  s u r  H  e s t  u n e  s o u s - a l g b b r e  ( u n i t a i r e )  d e  L G I )  f e r m 6 e

pour  la  topo log  ie  f  a  ib le*  de  L  (H)  r6su l tan t  de  la  dua l i  t ' ' e

L  F ) =  ( C I  ( H )  )  ,  ,  o u  C f  ( g )  d 6 s i g n e  1 ' e s p a c e  d e  B a n a c h  d e s  o p 6 r a t e u r s

;  t r a c e  f i n i e  s u r  H .  ( P o u r  u n e  t e l l e  a l g B b r e  d u a l e '  A '  o n  a '  e n

,  a v e c  e 4 = C 1  t n  / a . l  C e  c o n c e p t  i n t r o d u i t  p a r  S ' B r o w n

d a n s  s a  s o l u t i o n  ( p o s i t i v e )  d u  p r o b l b m e  d u  s o u s - e s p a c e  i n v a r i a n t

p o u r  l e s  o p i ! r a t e u r s  s o u s - n o r m a u x  ( c f  .  t 7 l )  s r e s t  r 6 v 6 f 6  p a r t i c u l i -

i rement  f  i i cond pour  l ' 6 tude des  op6ra teurs  '  no tamment  de  cer ta  j -nes



cont r  ac t  ions

8 4  e t  (  [ c h a P '

d e  r 6 s u l t a t s

- L

( c f .  I 5 l  P o u r

I I I  e t  I V ,  d e

r 6 c e n L s )  .

Ies d6veloPPements

l ' i n t r o d u c t i o n  d e

e s s e n t i e l s  j u s q u ' e n

l f 3 l  )  P o u r  u n  a P e r g u

Etant  donnee une a tgJUre  dua le  '  A '  sur  H l

l e c r ( I J )  ,  p o u r  1 ' 6 l 6 m e n t  g 6 n d r i q u e  d e  Q A '  e t  x  @

d e  r a n g  < 1  a s s o c i 6  a u x  v e c t e u r s  x  e t  y € H  ( x  I

d i t  q u e  A  a  l a - p r o p r i 6 t 5  ( n )  r  s i  t o u t  t r , l  d e

s o u s  l a  f o r m e  [ L ]  =  [ x  @  y ]  .  S i ,  d €  p l u s  '  p o u r

r 6a l i se r  ce t t e  6ga r i t 6  avec  l l  *  l l  l l  v  l t  < "  l l  l r ' t  l l

p r o p r i 6 t 6  ( A l )  ( P )  .

L a c l a s s e A I ( r e s p . A r ( p ) ) e s t l ' e n s e m b } e d e s T € A t e l s q u e

A ,  a i t  l a  p r o p r  i e t d  ( A f  )  (  r e s p .  ( A f  )  ( p  )  )  .  C e s  p r o p r  i 6 t e s  e t

c l a s s e s ,  i n t r o d u i t e s  f o r m e l l e m e n t  d a n s  t 5 l  e t  l 4 J '  o n t  e t 6  1 ' o b j e t

d e  n o m b r e u x  t r a v a u x .  L e s  p r e m i e r s  r e s u l t a t s  o n t  c o n d u i t  A p o s t o l -

- B e r c o v i c i - F o i a s - P e a r c y  ;  c o n j e c t u r e r  ( [ 4 '  C o n j  '  4 ' 7 ] )  q u e  A = A 1 r

e t  c e t t e  c o n j e c t u r e ,  € f l  l i a i s o n  a v e c  u n  t h e o r E m e  d ' A p o s t o l  ( [ 1 '

t h 6 o r d m e  2 . 2 1 ) ,  a  c o n s t i t u 6  u n e  I i g n e  d i r e c t r i c e  e s s e n t i e l l e  d a n s

le  p rob ldme du sous-espace invar ian t  pour  cont rac t ions  T  dont  le

s p e c t r e ,  o ( T ) ,  c o n t i e n t  T r  r 6 s o l u  r 6 c e m m e n t  ( p o s i t i v e r n e n t )  d a n s

t 9 ] " ( E n e f f e t , U o a r g u m e n t 6 l 6 m e n t a i r e m o n t r e q u e t o u t e

c o n t r a c t i o n  d e  . I a  c l a s s e  A I  p o o = 6 d u  d e s  s o u s - e s p a c e s  i n v a r i a n t s  e t

r e  t h 6 o r d m e  d , A p o s t o r  p e r m e t  d e  s e  r a m e n e r ,  p o u r  l l r l l s r  e t  o ( T ) : T '

a u c a s T e A d a n s l a r e c h e r c h e d e s o u s - e s p a c e s i n v a r i a n t s . )

L e s t e c h n i q u e s d e t g l l a i s s e n t t o u t e f o i s o u v e r t e ] . a

c o n j e c t u r e  c i - d e s s u s  d o n t  f  i n t 6 r 6 t  d e l p a s s e  l a r g e m e n t  l e  c a d r e  d u

l e  p r o b l i m e  d u  s o u s - e s p a c e  i n v a r i a n t  ( c f '  [ 5 '  c h a p '  I V  e t  v ]  p o u r

d e s  r ' e s u l t a t s  d e  s t r u c t u r e  c o n c e r n a n t  T e A l  a i n s i  q u e  t 1 6 l  e t  I 1 7 ]  '

n o u s  6 c r i v o n s  t t l
a

y  p o u r  1 ' o P e r a t e u r

y ( u )  =  ( u ' Y ) x ) .  O n

O .  P e u t  s e  m e t t r e-A

t o u t  s ) P ,  o n  P e u t

ot" !  d i t  que A a la
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'  - ' r l t a t s  d e  r 6 f l e x i v i t 6  1 i 6 spour  des  resu

c lasse A. ,  r ,  UA. .  ' ' ,  de Ar  )  ",  r , _ 6  % , ,  
!

T o u t  r 6 c e m m e n t  ( c f .  [ 3 ]  )  ,  B e r c o v i c i  a  p r o u v e  q u e

( c o . u c . o )  n k A r ( 0 )  p o u r  u n  c e r t a i n  p .  L ' o b j e t  d u  p r 6 s e n t  a r t i c l e

.es t .  de  d6mont rer  le  th5or i lme su  ivan t  qu i  6 taUf  i  t  la  va l  id  i  t5

compr6te de la conjecrur i f#; ! rcovic i -Foias-pearcv

T H E O R E M E  1 "  I l  e x i s t e  p  ( > 1 )  t e l  q u e  A = A t ( O ) '

Nous appuyant  sur  une loca}  i -  sat  ion du

d ' a p p r o x i r n a t i o n  f o n c t i o n n e l l e  d e  t 3 l  e t  l e s  t e c h n i q u e s  d e  [ 1 9 ] '

n o u s  a v o n s  d , a b o r d  p u  " e t a n t i r  q u e  a = A r ( P )  ( T e A r ( p )  s i  T e A  e t  s i  V

[ L ] e Q - ( = Q ^  )  o n  p e u t  e c r i r e  [ L l  =  [ x ,  x  Y t ] + [ x ,  x  y Z i  a v e c
t n T . .

y r  l l  +  l l  " z  l l  l i v2 l l  <=  l l  t r t  l l  )  .  ce  r6su l ta t ,  annonc6  dans  [14  ]  '

d 6 j ; ,  P a r  d e s  t e c h n i q u e s  c o n n u e s '  d e  d 6 g a g e r  d e  n o m b r e u x

reAl (p )  .

a u x  o p 6 r a t e u r s  d e  l a  s o u s -

proc6o6

s ) P  Y

l l  * 1 l l  l l
permet

cas ol,

Pour  "passer ' i  ,  dans  Ie  cas  g6n6ra l  '  de  A+ a  A l  t  nous

i n t r o d u i s o n s  l a  n o t i o n  d e  b o r 6 l i e n  e s s e n t i e l  r n a x i m a l  p o u r  u n e

c o n t r a c t i o n  a b s o l u m e n t  c o n t i n u e ,  a r b i t r a i r e  T '  c e  q u i  n o u s  p e r m e t

d e  " l o c a l i s e r "  r ;  t e c h n i q u e  d e  t 3 l  ;  r a  p a r t i e  c o '  d e  T '

Nous conc luons  ce t te  in t roduc t ion  par  une br ive  descr ip t ion

d u  p l a n  d e  l , a r t i c l e .  L e  g  2  d 6 v e l o p p e  l e s  n o t a t i o n s  q u e  n o u s

u t i l i s e r o n s  t o u t  a u  l o n g  d e  l ' a r t i c l e  c o n c e r n a n t  I a  d i l a t a t i o n

u n i t a i r e  m i n i m a l e  d ' u n e  c o n t r a c t i o n  a i n s i  q u r u n e  v e r s i o n  l a r g e m e n t

a t a

g e n e r a r l s e e  d e  c e r t a i n e s  t e c h n i q u e s  d e  t 1 9 l  .  D a n s  I e  5  3  n o u s

i n t r o d u i s o n s  I e  c o n c e p t  d e  b o r 6 l i e n  e s s e n t i e l  p o u r  u n e  c o n t r a c t i o n
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abso l i :ment  cont inue.  Ensu i te  (54)  nous  d6ve loppons la  techn ique

d ' a p p r o x i m a t . i o n  d e  t 3 l  d a n s  c e  c a d r e  p l u s  9 6 n 6 r a 1 '  L e s  g g 5  e t  5

s o n t  c o n s a c r 6 s  e  1 a  d 6 m o n s t r a t i o n  d e  A = A r ( 0 )  e t  d u  t h 6 o r b m e  I '

respec t ivement .  Nous conc luons  par  que lques  coro l la i res  dans  ra

l igne  de  nos  r6su l ta ts  de  t lq l  ,  no tarnment  des  resu l ta ts  de

r 6 f l e x i v i t e .

$ 2 " PREI,IMINAIRES

Les techn iques  de  t19 ]  reposent  sur  un  usage sys t ,emat ique de

I , e x t e n s i o n c o i s o m 6 t r i q u e m i n i m a l e ( n o t a t i o n : e . c . i " m . ) d ' u n e

' c o n t r a c t i o n e t l p a r , . d u a l i t a , , , d e l a d i l A t a t i o n i s o m 6 t r i q u e

m i n i n r a l e  ( d  -  i . m .  )  '  I 1  s e r a  c o m m o d e  d e  " r e g r o u p e r  l e s  d e u x "  e n

u t i l i s a n t  l a  d i l a t a t i o n  u n i t a i r e  m i n i m a l e  ( n o t a t i o n :  d " u ' m ' )  "  N o u s

r a p p e l o n s b r i e v e m e n t l e s f a i t s e s s e n t i e l s e n s u i v a n t , e D g e n e r a l '

l a  t e r m i n o l o g i e  d e  1 2 4 '  C h a P '  I I I '

S i T e s t u n e c o n L r a c t i o n a b s o l u m e n t c o n t i n u e , s d d . u " m '

u € t ( u )  ( u 3 H )  e s t  6 g a l e m e n t  a b s o l u m e n t  c o n t i n u e '  L a  d ' i ' m o '  u +  d e  T

n

e s t l a r e s t r i c t i o n d e U a u s o u s - e s p a c e u * = , , , o u i n v a r i a n t p o u r U .

N o u s  6 c r i v o n s  U + = S o  +  R r ( S *  s h i f t ;  d r o i t e  a g i s s a n t  s u r  u n  e s p a c e

s * ' R u n i t a i r e a b s o l u m e n t c o n t i n u e a g i s s a n t S u r R ( R e s t l a

par t ie  r6s idue l le  de  U) )  Ia  d6cornpos i t ion  de  V io ld .  de  U+ '  De 'n6* " '

I ' e . c .  i . m .  ,  B  '  d e  T  e s t  l a  c o m p r e s s i o n  d e  u  a u  s o u s * e s p a c e

B = U n H = U * n H , i n v a r i a n t p o u r U * ( d o n c s e m i - i n v a r i a n t ' p o u r U )
n ( 0  n ( 0

et }a d6composi t ion de Wold de B* 'donne B=S* +

g a u c h e  a g i s s a n t  s u r  u n  e s p a c e  S  t 6 d u i s a n t  p o u r  B

r e s i d u e r l e  d e  u ,  u n i t a i r e  s u r  R * .  R a p p e l o n s  q u e

r 6 d u i t = ;  ( 0 )  d e s  q u e  T  e s t  n o n  u n i t a i r e  e t

Rr ,  ,  S *  sh i f t  a

e t  R *  ,  P a r t i e  * -

s *  e t  s  s o n t  n o n

q u e  R =  ( 0 )  ( r e s P '
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e t  s e u l e m e n t  s i  T t C . o ( r e s p .  C o .  )  c r  e s L - a - d i r e  v
R n =  ( 0 )  )  s i

l l  r*n* l l  - i

A * ,  P  l e s

s * ,  R ,  R * ,

raPPor t  a

0  ( r e s p .  v  x  l l r n n l l  
+  0 ) '  N o u s  d 6 s i g n o n s  p a r  Q '  Q * '

p ro jec t ' ions  or thogona les  de  U sur  les  sous-espaces

H ( Ie  lec teur  remarquera  Ie  changement  de  no ta t ions

t 1 9 l  e t  t f T l  o i l  n o u s  n ' u t i l i s o n s  q u e  B )  '

] t e s t b i e n c o n n u ( c f . [ 5 , P r o p " B ' 3 ] ) q u e p o u r t o u t e

c o n t r a c t i o n a b s o l u m e n t c o n t i n u e ' T e L ( H ) ' i l e x i s t e u n e a p p } i c a t i o n

s e s q u i r i n 6 a i r e  I 1  x  x  +  r ' r ( r )  ( x ' y )  +  * T o '

T
L a  f o n c t i o n  x f y  p e u t  6 t ' *  O 6 f i n i e  p a r  s e s  c o e f f i c i e n t s : "

F o u r  i e r  1  1 r n x , y )  p o u r  n ) 0  r  ( T o t x  ' y )  -  
p o u r  n < 0 )  '  A l t e r n a t i v e m e n t  * ' f o

e s t  l a  d e n s i t 6  d e  l a  m e s u r e  ( E  ( .  )  x , Y )  ( o i '  E  d e i s i g n e  I a  m e s u r e

s p e c t r a l e  d e  U  s u r  T )  p a r  r a p p o r t  I  m '  O n  a  d o n c '  p o u r  x t y e H l

*Ty=*Yy=*?r=*Y*o

D a n s  u n e  t e l l e  s i t u a t i o n  o n  6 c r i r a  d o n c  s i m p l e m e n t  x ' y '  T 1

r 6 s u l t e f a c i l e m e n t d e l t u n e o u } , a u t r e d e s o 6 r i n i t i o n s d e x " y q u e

t x ' y l = Q t ' (  [ x  x  y ] T )  '  0 r  d 5 s i g n a n t  1 ' a p p l i c a t i o n  ( c o n t r a c t a n t e )  d e

i 1  @

Q - ( = Q n ) d a n s l e p r 5 d u a l " ' z n l d e H - t e l I e q u e t 0 , ) * = 0 T . P o s a n t '' - ^ T  
^ L  , " r . 1  . n  

- 1  
( t f l - r , r r L ) ,  o n  a  d o n c

p o u r  T e A  e t  f e l l ( t ) '  t f n r = Q t  b  / " d

l x  x  y X r = [ x ' Y ] r "

L e s o p 6 r a t e u r s u n i t a i r e s R e t R * 6 t a n t a b s o l u m e n t c o n t i n u e s

i l  e x i s t e  d e s  t r o r 6 t i e n s  X  e t  X *  d e  T  t e l s  q u e  m f ,  e t  m ; *  s o i e n t  d e s

m e s u r e s s p e c t r a l e s s c a ] . a i r e s p o u r R e t R * , r e s p e c t i v e m e n t ( c f .

I 2 0 ] p o u r l a n o t i o n d e m e s u r e s p e c t r a l e s c a l a i r e ) . l c i , i l r e v i e n t

au  *6m*  de  d i re  qU€ l  par  exemple ,  f ,  es t  Ie  bor6 l ien  nr in ima l  ( : i  un

b o r 5 l i e n m - n 6 g I i g e a b l e p , d " ) s u p p o r t a n t t o u t e s l e s f o n c t , i o n s U . V r

U , v e R . o n s a i t ( [ t 6 , t h 6 o r 3 m e 3 . 9 ] ) q u e s i f , * = T ( o u f , = T ) o n a

A ,

s ,

par

li
i
I
t
I
f,

I
t
I
I
l
f
I
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reA l  (3 )  .  Cec i  nous  permet t ra  de  supposer  dans  les  lemmes

p r 6 p a r a t o i r e s  c u  t h ' e o r d m e  I  q u e  m ( f \ X  )  > 0  e t  r n ( T \ I 1 )  "  D e  m 6 m e  '  I €

p r i n c i p a l  r 6 s u l t a t  d e  t 3 l  ( ( C o . u C , o ) n a c A r ( r ) )  p e r m e t  d e  s u p p o s e r

n ( X )  e t  m ( X * )  s t r i c t e m e n t  p o s i t i f s '

N o u s  p r 6 s e n t o n s  m a i n t e n a n t  u n e  e x t e n s i o n  d e s  t e c h n i q u e s  d e

t f g l  e t  l 2 7 l  I  b a s 6 e  s u r  u n e  " l o c a l i s a L i o n "  d e s  e n s e m b l e s  f [  t a ' l  ;

u n  s o u s - e s p a c e  M  s e m i - i n v a r i a n t  p o u r  T '  R a p p e l o n s  q u e  M  e s t  d i t

|  -  -  - L

semi -  invar  ian t  pour  T  s  i  u=rurnn i l  avec  N l t  N2 e t  N ie  La t  r  I  t=L  '2  "

( L a t T d e s i g n e ' c o m m e d , h a b i t u d e , l € t r e i l l i s d e s s o u s - e s p a c e s

i n v a r i a n t s  d e  T . )  D e  f a c o n  6 q u i v a r e n t e  M e s I  ( T )  ( 1 ' e n s e m b l e  d e s

s o u s - e s p a c e s s e m i - i n v a r i a n t s p o u r T ) s i e t s e u l e m e n t s i , p o u r t o u t

e n t i e r  k ,

L k
(TK)Mu=  (T t )  ^u  

,  ueM

( p o u r  A s t ( H )  e t  M  s o u s - e s p a c e  d e  H r  A "  d 6 s i g n e  l a  c o m p r e s s i o n  d e  A

1

a  M ,  c ' e s t - a - d i r e  1 ' 6 1 6 m e n t  d e  L  W )  t e l  q u e  A t u = P t A u  I  u e M )  '

E t a n t  d o n n 6 s  M e S I  ( T )  '  L  u n  s o u s - e s p a c e  d e  H  i n t e r m 6 d i a i r e

e n t r e  M  e t  H  e t  g g  [ 0 , 1 [  n o u s  d 6 s i g n o n s  p a r  f ' [  t a '  M , L )  I r e n s e m b l e

d e s l t ] d e Q T p o u r l e s q u e l s i l e x i s t e d e s s u i t e s ( x n ) , ( v n ) d a n s

l a  b o u l e  u n i t e  f e r m 6 e  d e  M  v 6 r i f i a n t :  
'

TTml l  t t l  -  [ *n  Q  Yn ]  l l

v  oet , l l  t "n  O , r l  l l  -F

o n  o 6 e i n i t  d e  m 6 m e

d  i s p e n s e r a  d e  1 '  6 c r  i r e  '

*6* " ,  €h  accord  avec  Ia

<0

0
" 1  

y r *  0  f a i b l e n r e n t '

r ' [  m*  M,L )  '  s i  L  co inc ide  avec  H  on  se

Au t remen t  d i t ,  r I  t a * ,M)  =E ;  (A r ' r v t 'H )  e t  ' de

O 6 f i n i t i o n  d o n n 6 e  d a n s  t 1 9 l  o n  6 c r i r a

T  r  r r - o  r  / T r \  ^ n  a F f t  ' n d i c e - e x p o s a n t
E g  ( A r )  = E 0  { A T , H )  .  P o u r  l a e s r  ( T )  o n  a f  f e c t e r a  d e  l ' i
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M  l e s  d i v e r s e s  n o t i o n s  l i 6 e s  a  l - a  d . u " m .  d e  T n  ( i  " e '  l J " "  U o '

# , . . " , e M , . " " , 8 y . . .  e t c . ) .  N o t o n s  q u e  s i  T € A  e t  r F s I ( T )  a v e c  ' *

n o n  u n i t a i r e  l ' e - c " i " m .  d e  T M ,  B M , '  e s t  6 g a l e m e n t  d a n s  A "

L ' a p p l i c a t i o n  j = Q - i l . 0 . , .  e s t  d o n c  u n e  i s o m 6 t r i e  d e  0 T  s u r  Q u U - Q u i
B  . - 1

possdde des  propr iS t6s  ana logues ;  ce I les  d6ve lopp 'ees  pour  SU' "St

d a n s  [ 1 9 n  L e m m a s  3 " 5  a  3 ' B ] '  E n  o u t r e  I  o o  a  i n m e d i a t e m e n t
.I

j  (  t f  l t ) = t f  J r n r  p o u r  f e L l ( T ) '  L e  l e m m e  s u i v a n t  s ' i n s p i r e  d e  [ 1 9 '

P r o p o s i t i o n 4 . 6 ] . N o u s l e d o n n o n s S o u S u n e f o r m e a s s e z t e c h n i q u e

p o u r  6 v i t e r  d e s  r 6 p 6 t i t i o n s  a u x  g g  5  e t  6 . 1 0  e t a n t  u n e  p a r t i e

d , u n  e s p a c e  v e c t o r i e l  n o r m e  X '  e c e f 1 0 1  d 6 s i g n e  I ' e n v e l o p p e  c o n v e x e

6 q u i l i b r 6 e  f e r m 6 e  d e  0  d a n s  x ' )

LEMIEE 2 .1 .  So ien t  TeA,  MESI  (T)  avec  0<M(xY)  a r ,  L  un  sous-

- e s p a c e  d e  H  c o n t e n a n t  M ,  c  , d  , € M ,  t K l  € B  e c e f  f f i  ( A r r M ,  L )  '  1 e 1 f  1 X { )

e t  d e s  s c a r a i r e s  0 e  [ 0 , 1  [ ,  g c B < 6 r ,  6 2 > l l  f l l  1 ,  
6 = 6 r + 6 r '

A l o r s  i f  e x i s t e  d e s  s u i t e s  ( c n ) '  ( d p )  d a n s  M  t e 1 l e s  Q u € r

p o u r  t o u t  P '

l l  t "  *  d l  +  [ K ]  +  t b l  -  [ . p  *  d e ]  l l  t o 6 ,

l l " n - " l l  < t o * ,  l l o n l l  < l l o l l * o l -  :

Plus pr6c isement  cp-c=up+i 'n  uuu"

l l u n l t . 6 i ,  l l ; e l l < 2 6 *

v  u re , ,  l l  r un  *  * t  l l  +  0 ,  i n  *  0  f a i b l emen r  e r  l l # ; p l l  - +  0 '

- ' . t  -

DEMONSTRATIOT{" Pour

d i s p e n s o n s ,  d a n s  c e t t e

s i m p l i f i e r  l e s

d 6 m o n s t r a t i o n ,

n o t a t i o n s ,  n o u s  n o u s

d ' 6 c r i r e  l e s  i n d i c e s -
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exposants  "14" .  Nous nous  donnons e>0 teL

( r l  d e n s e  d a n s  L  e t  u n e  s u i t e  d e  r 6 e l s

v e r s  0  a v e c  e 1 = ' "  L o h Y P o t h L s e  s u r

d ' 6 1 6 m e n t s  F < r J  e r [  ( A * M , L )  i = 1 '  "  '  '  ' N  e t

t e l s  q u e
N N

t t r r < t -  I  o , [ K i ] l l ' e  e t  . I ' l o i l 1 9l l l " r  
i 3 r  

1 '  l -  "  i = I  -  \  t t t .  )  l e ^

s o i e n t  p  u n  e n t i e r  f  i x e  u t l  p o u ,  i = l ,  -  .  "  ' N ,  ( x i  
r n )  '  

( y i  
r n )  

l e s

s u i t e s  t r a d u i s a n t  I ' a p p a r t e n a n c e  d e  t K i l  a  n r | l A ' r '  A 4 '  L )  '  Q u i t t e  ;

S u p p r i m e r u n n o m b r e f i n i d e t e r m e s d a n s c h a c u n e d e s s u i t e s o n p e u t

supposer  QUer  pour  tou t  i -<N e t  tou t  n '  on  a

N r

( a )  l l  t * i , n  @  , i l  l l  . u p / , r i r l o r l a l  '  j = l ' 2 "  ' " " p '  e t

l l  t K i l - t x i , n  @  Y i , r l  l l ' s + e / 6 t

E L a n t .  d o n n 6  u n  N - u p l e t  v = ( n I " " ' n * )  n o u s  p o s o n s

N
+ . 1 - o ,  l x i , n  &  Y i

r = l

a l r - r t K t + t F n l r )  l l

ILv l  comme dans

l L . . l  =  [ c  @  d J  t"  v '

( b )  l l  t l u l - j ( [ c  @

N o u s  t r a n s f o r m o n s

q u e  B 0 + S e < 0 6 ,  '  u n e  s u i t e

p o s i t i f s  ( e j )  d 6 c r o i s s a n t e

l K l  e n t r a i n e  I ' e x i s t e n c e

d e  s c a l a i r e s  0 i ,  i = l r ' " " ' N

, n l * t f l e '  
A i n s i

< e + B  ( 0 + e / 6 1 ) . 9 0 + 2 e  ,

[ 1 9 '  P r o P .  4 " 6 ] '  T o u t  d ! a b o r d :

l L u l  =  [ P v ]  +  [ M v ]  a v e c

e t

So  i  en t

d e  U 9 ,

l P u l = t Q c  &  Q d l " + , n ,  @  Q Y i r n i l "o i  I Q x i

N

l M u l  =  [ A * c  @  A n d ] u * r l r " i  I A * x i , n i e  A * y i r n r l e

N r L { - r
u . . =  i  o ? * . , . . , .  ,  [ v = r l J ? . i , n i ;  e n  s u i v a n t  I a

V  
i i f  

r  ' t l r r '

p r o p .  4 . 6 ) ,  n o u s  p o u v o n s  c h o i s i r  u p  t e l  Q Y " '

N

I
i = 1

d6monst r  a t  ion

avec  up=tup  I
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o n  a i e

? *  l l  . l l

l l u n l l

@  A * d l

2 + l l u  n 2 ,
l l  p t t

^ Nt *  
|  l o ,  1 . 6 ' '

L = I

l l . .

i dem Pour  d *u*' p

* ! ,  y Y  l e s  x i , n i  Y i , r , .  f  i g u r a n t

de rn id re  i n6ga l i l 6  c i -dessus  que
Posons cp=c+up e t  d6s ignons  Par

I 1  r 6 s u l t e  d e  I a

l l  t P v  l - t 0 1 c + u n )  @  o ( a + [ n )  l  l l < e
p

1 l c + u n l l

l l lp  i l  
2 ,

l l  t nn rn

dans  u^ r  u . , .
v v

N

l I  Iuol l"-  tvrv*]  l l  .  e avec Mn=A*6n'A*d+h et n= 
r i ro:oo*!"  

aov!*r
Y p ' t '

N o u s  a p p l i q u o n s ;  * p  l a  t e c h n i q u e  d e  [ 1 9 '  P r : e '  3 ' 1 1 ]

s i m p l i f i 6 e .  p a r  I e  f a i t  ( c o n s 6 q u e n c e  i m m 6 d i a t e  d e  n ( x T l  < r )  q u e

l , e s p a c e  R ?  ( s o u s - e s p a c e  d e  R * ,  r 6 o u i s a n t  p o u r  R *  '  t e l  q u e  l a

r e s t r i c t i o n  n ?  d e  R *  i  R ?  s o i t  u n i t a i r e m e n t  i : q u i v a l e n t e ;  M e i t

a g i s s a n t  s u r  1 , 2  t f  T t  )  v 5 r i f  i e  n $  t a * n )  
-  

( c a r  ,  e n  f a i t . ,  d a n s  c e  c a s

( A * H ) - = R * ) '  c e c i  p e r m e t  d ' 6 c r i r e  i m m 6 d i a t e m e n t

h = w o w  t  , w , w t e R !

posons wrr=Rlw ,  "= 'o* intw) * i=nl t  et  s={ t i t '  l *  ( " i t )  1 > 1 a* in l  }  '  Pour

rou r  n  on  a  l ao i n+zxe (R* )w r r l zmax {  lA *6p1  ,  1 *n l }  ce  qu i  pe rme t

d ' 6 c r i r e

aotp"  A*d+h=A*6n 'eod+wnown '  =  (A*6p+2xE (R*)  wn)  ogn

avec  I  s r r l t  I  eoa l  * [  r ' l  ] '

so i t  (xo1cM te l le  que l l  zxn  1n*1* -en"u l l  
' f  0 ;  pu isque

l I z x n ( R a ) w - A a * o | | = l l z x n ( R n ) w n - R } A * x k I l = l I z x g ( R * ) w n - A * r f f * p l I

I

l * l  = 1 " ' l  = l t ' , l  t
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i
il

i

i
t
Ie t

yd]il I

une su. i te yr=Ti lknr .  avec (nr) s t r  i c t e m e n t

l l Q v r  l l  +  o

i'

l l a o v  [  = l i m  1 1 $ v  l l  '
. n-'ao

nous  Pouvons  cho is i r

c r o i s s a n L e  t e l l e  q u e

l l  2Xn (R*)  wrru-aoYr.  l l  '>  0 er ;

L a  s u i t e  2 X U ( R * )  c o n v e r g e  f a i b l e m e n t  v e r s  0  (  ( Z X n ( R o ) w , t r z )  e s t  I e

c o e f .  d e  F o u r i e r  d ' i n d i c e  ( - n )  d e  l a  f o n c t i o n  d e  L l '  2 x n ( R * ) r v o z ) i

i I  e n  e s t  d o n c  d e  * l * u  d e  ( V p ) .  C e  q u i  p r 6 c 6 O e  p e r m e t  d e  c h o i s i r

[ n = y p ,  [ p = 9 n k ,  k  6 t a n t  s u f f i s a m m e n t  g r a n d  p o u r  q u e

, r  
I

l l r { p - A * t 6 n + t n ) ' & p l l c e ,  l l f i p l 1 . 2 o t  
( c a r  l l v r . l l  *  2 l l h l l ' ? ) '

l l o i l p l l r r p / ( 1 + l l d l l * l l [ p l l )  
e t  | ( f i p ' 2 3 )  l c e n  '  

j = 1 " " ' P

on a alors,  avec cn=6n+un'

l l  tMpl l -  [A*cp @ ! ,nJ l l  < e

l l r P  t - t Q c p  € )  0 ( d + [ p )  ]  l l ' 2 'l l r _ v p

Nous en  o6ou isons  (car  l l  t r .up l  - {  tMp) l+  tnun }  l l  =  l '  t ] "n ' -  tMpX l l  t  t  )

l l  t r . ,  I  -  t cp  I  1910+[n)  + l ,p )  ]  l l  ' a '  '  so i t  avec  dp=n 19  1a+[n)  +&p)  '
t D'  

l l t r u - l - t " p  @  u n l " l l . a ,
' p

v ia  f  i n6ga l i t 6  (b )  e t  j - l '  nous  ob tenons

l l  t " p  @  d p l r - {  t c  @  d l r * S  t K l + t f  l l r i  l [ ' 4 t * g e + 2 e : 0 6 1 '

E n  c o u r s  d e  r o u t e  
, o n  

a  v u  q u e  l l t n l l t d i '  l l o n l l ' o z o * '  
c €  

' q u i

e n t r a t n e  I l " p - . l l c O r O z "  
P a r  a i l l e u r s '

'1  )  l -  ' "  
' )  '  2  e *

l l d p l l s l l q  1 a r ' u n )  l l  
' * l l l . n 1 1  ' l  i  t  l l o a l l  

2 * l l o [ p l l  ' n I l r p l l  " ) '  e t '

t  - ,  - , . e n t  I t  i n 6 g a 1 i t 6
e n  s e  b a s a n t  s u r  l l  s p l l  .  l l  a * o  l l  * l  l t l l  '  '  o n  o D E l

d 6 s i r 5 e .  D e  ( a )  o n  o 5 o u i t  l l  t u p  *  ' ) l l l t ' p  j = l " " r P  q u i  e n L r a { n e '
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p a r  u n  a r g u m e n t  s t a n d a r d  d e  d e n s i t 6 ,  l l  t u p  6  * l  l l  ' r  0  p o u r  t o u t

w e l , .  D e  m 6 m e ,  d e s  i n 6 g a t i t e s  l ( f i p ' z i )  l t * p '  j = 1 "  '  '  r P '  o h  o 6 o u i t  l a

c o n v e r g e n c e  f a i b l e  v e r s  0  d e ; p .  E n f i n  
* l l l l O t f r n l l = O  

e s t  i m m e d i a t '

Le  lemme pr6c6dent  adnreL une vers ion  dua le  dont  Ia

d 6 m o n s t r a t i o n  p e u t  s e  b a s e r  s u r  t 4 "

L E F $ & E 2 " z " s o i e n t l e s m e i m e s d o n r r 6 e s q u e d a n s l e l e m m e 2 . L
^ t  M  t  r v t  / A ,  o o " o f  E  

o  
, b g ^ { .  A l o r s  i l

s a u f  :  f , "  a u  r i e u  d e  4 '  (  t K l  / 0 )  e e c e f E ;  ( A ' '  M ' L )  '  a  '

e x i s t . e  d e s  s u i t ' e s  ( a n )  '  ( b p )  d a n s  i 4  t e l l e  Q u € '  p o u r  t o u t  p '

l l  f a  @ b l r+ [ x ]+ tF i l r -Fp  I  bp l  l l ' 06 r  - t ,

r r r ,  - b l l . 3 d * ,  l l u p l l : l l u l l * o ll l " P  " r r  Y " - "  
I  I

-  l l v  l l < 6 ?  "  l l i * l l < 2 6 2 '
p lus pr6c isement '  bn-b=vn+vn avec | |  "n  

1 '  ; " - t  , .  
r  |  |  p  "

v  v ; e r ,  l l t w  *  v o 1  l l  ' '  o '  l n  o  0  f a i b l e m e n t '  € t  l l d ; v p l l  +  0
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CONTIhIUE

D E F I N I ? t r O N 3 . l . S o i t T u n e c o n t r a c t i o n a b s o l u m e n t c o n t i n u e "

b o r 6 l i e n  E  d e  T  e s t  d i t  e s s e n t i e l  p o u r  r  s i

(Nous  conv iend rons

p o u r  T -  )

p o u r  r o u t  h e H -  ( l l h l l E = l l h l e l l " . )

q u e  t o u t  U o r 6 t j - e n  n 6 g t i g e a b t e  e s t  e s s e n t i e l

Un

( r ) l l r r t r l  l l : . l l t  l l r

A i n s i  T e A  s i  e t  s e u l e m e n t  s i  T

Remarquons dga lement  que s i  E  es t

: r  i +

B * = { e - . " ; e - - e E }  e s t  e s s e n t i e t  p o u r  T * '

L a  p r o p o s i t i o n  s u i v a n t e  d o n n e  d i v e r s e s

e n s e m b l e s  e s s e n t i e l s .  ( P o u r  x e / - ( H ) ,  l l * l l " '  r

e s t  e s s e n L i e l  P o u r  T '

e s s e n t i e l -  P o u r T  a l o r s

c a r a c t 6 r i s a t i o n s  d e s

( x )  e t  o ' .  ( x )  d 6 s i g n e n t
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r e s p e c t i v e m e n t  l a  n o r m e  e s s e n t i e l l e  '

s p e c t r e  e s s e n t i e l  d e  x " )

rayon spec t ra l  e t  l -e

PROFOSIT ION 3 "2 .  Pour  une  cOn t rac t i on  abso lumen t  con t i nue  T

s u r  H  e t  u n  b o r 6 l i e n  n o n  n e g l i g e a b l e  E  d e  T  l e s  a f f i r i n a t i o n s

s u i v a n t e s  s o n t  6 q u i v a t e n t e s :

( f )  E  e s t  e s s e n t i e l  P o u r  T ;

( 2 )  Pou r  t ou t  heH* r  oD  a  r  ( h  ( r )  )  >  l l  h l l  s t

( 3 )  P o u r  t o u t  h e H -  t e l  q u e  l l h l l = l l h l l n ,  o n  a  l l t ' ' t r l  l l = l l h l l s '

D e -  p t u s  c e s  a f f i r m a t i o n s  s o n t  6 q u i v a l e n t e s  d  c h a c u n e  d e s

a f f i r m a t i o n s  ( 1 )  e  ,  ( 2 )  e ,  
( 3 )  e  o b t e n u e s  e n  r e m p l a g a n t  d a n s  ( 1 )  '

( 2 1 ,  ( 3 )  n o r m e  e t  r a y o n  s p e c t r a l  d e  h ( T )  p a r  n o r m e  e s s e n t i e l l e  e t

r a y o n  s P e c t r a l  e s s e n t i e l "

1e

DEmONSTRATION. Soi t  B essent ie l  pour  T;  de

=r im l l  r ' t r l  n  
l l  

I / n= r im l l  r , n  ( r )  l l  
r / n l r im  (  l l  r , "  l l  s l  

L /n= l l  h  l l  E  on

( 2 ' ) "  A i n s i  ( 1 )  e n t r a t n e  ( 2 ) -

L , i m p l i c a t i o n  ( 2 )  : )  ( 3 )  r 6 s u l t e  i m m 6 O i a t e m e n t  d e

l i t e  s 6 n 6 r a l e  r ( h ( r )  ) < l l  h ( r )  l l : l l  t t l l  "

Supposons  ma in tenan t  que  E  v6 r i f i e  (3 )  e t  so i t

n u 1 l e ;  c h o i s i s s o n s  e > 0  t e I  q u e  t l l h l l < l l h l l n '  D ' a p r d s '  p a r

[ 2 r ,  p . 5 3 ]  i l  e x i s t e  s e n *  t e l l e  q u e  I n l = { r t  : : :  I r u .

( g h )  ( r )  l l  =  l l  s h  l l

d6mont ren t  de

( i )  '  i = I , 2 ' 3 ,

r ( h ( T ) ) =

o b t i e n t

f  i n 6 g a -

h e H * ' n o n

e x e m p l e ,

u = l l h l l e "

la *6*.

i l  s u f f i t

on  a  a l o r s  l l  g t t  l l  =  l l  u t r  l l  n  e t

l l n t r t  l l : l l h ( r )  l l  l l g t r )  l l : l l h ( r ) s t t )  l l : l l

L e s  e q u i v a l e n c e s  ( 1 )  e  € 7  ( 2 1  e  F ?  ( 3 )  e  s e

f a g o n .  C o m m e  (  i )  e )  
e n t r a f n e  t r i v i a l e m e n t



-  t , { -

d  ' 6 t a b l i r  ,  p o u r  c o n c l u r e  u  Q U e  r  P ? r  e x e m p l e  '  (  3  )

S o i e n t  d o n c  E  v 6 r i f i a n t  ( 3 )  e t  h e H -  t e l l e  q u e  l l h l l

d  o  a p r e s  ( 2 )  ,  r  ( t r  ( T )  )  = l  € t ,  p a r  " r o t a t . i o n "  o n

l e o ( l r ( T ) ) . I l e x i s t e d o n c u n e s u i t ' e d e v e c t e u r s

r e t t e  q u e  l i r n l l  ( h ( r ) * r ) x n l l = 0  o u  1 i * l l  
(  ( h ( r )  ) * * l ) x n

n+oo n'Fco

u n e  s o u s - s u i t e  d e  ( x r , )  f a i b l e n e n t  c o n v e r g e n t e

s u i v a n t ,  l e  c a s t

pR0posrrr0N 3"3"

r l  e x i s t e  u n  b o r 6 l i e n

pour T t .e1 que Pour

e n t r a i n e  t 3 ) e "

= l l h l l - = r "  o n  a r
r r  r r - 1 ,

peut. supErosei:

u n i t a i r e s  ( x r r )

l l = 0 "  S o i t  i N n , . )

v e r s  x .  '  0 n  a

T  u n e  c o n t r a c t i o n  a b s o l u m e n t  c o n t i n u e "

( 6 v e n t u e l l - e m e n t  n b g l i g e a b l e )  e s s e n t i e l

b o r 6 l i e n  E '  e s s . e n t i e l  p o u r  T ,  o n  a i t

h  ( T )  x = X  r ( h  ( T )  ;  
* x = x .

I l  e s t  b i e n  c o n n u  ( c f .  1 2 4 ,  l )  q u e  p o u r  T  a b s o l u m e n t  c o n t i n u e  e t

l l  f - } l l . S f  ,  h  ( T )  e s t  u n e  c o n t r a c t i o n  a b s o l u m e n t  c o n t i n u e .  I 1  e n

r e s u l t e  q u e  x = 0  e t ,  q u ' e n  f a i t ,  I a  s u i t e  ( * n )  e l l e - m G m e  c o n v e r g e

f a i b l e m e n t  v e r s  0 .  C e c i  p r o u v e  b i e n  q u e  l e o " ( h ( T ) )  e t  d o n c  q u e

l l r ' t r l  l l u Z r
D e  l a  C 6 f 1 n i t i o n  i f  r e s u l t e  f a c i l e m e n t  q u e  t o u t e  r 6 u n i o n

( b o r 6 l i e n n e )  d ' e n s e m b l e s  e s s e n L i . e l s  p o u r  T  e s t  e n c o r e  e s s e n t i e l - l e

p o u r  T .  C e c i  p e r m e t  d ' 6 t a b l i r  1 ' e x i s t e n c e  c l ' u n  b o r 6 l i e n  e s s e n t i e l

m a x i m a l  ( a 6 f i . n i  i  u r 1  b o r 6 l i e n  n e g l i g e a b l e  p r 6 s )  p o u r  T '

S o i t

ET

tou  t

m  ( E \  E r )  = 0 .

D B M O N S T R A T T O N "  s o i t  Y = s u p { m ( B ) ;  E  e s s e n t i e l  p o u r  T }  '  s i  Y = 0

on prend Ef= f i "  S inon so i t  (Vn)  une su i te  de  r6e ls  s t r i c tement

c r o i s s a n t e  c o n v e r g e n t e  v e r s  Y  "  P o u r  c h a q u e  n  i 1  e x i s t e  E '  b o r 6 l i e n

e s s e n t i e l p o u r T t e l q u e m ( E n ) ) Y n ' L ' e n s e m b l e u t = l u , ' , e s t u n



- J&

b o r 6 l i e n  e s s e n t i e l  P o u r

v 6 r i f i e  n 6 c e s s a i r e m e n t m (Er )  =Y "  De

f  a c i l e m e r i t  m ( E \  E n  ) = 0  p o u r  t . o u t  E  e s s e n t i e l  p o u r  T .

p o u r  I a  s u i t e  n o u s  f a i s o n s  l a  c o n v e n t i o n  q u e

e g a f i t 6 s )  e n s e m b l i s t e s  c o n c e r n a t r t  E f  s ' e n t e n d e n t

n e q l i g e a b J - e  P t : "

L a  p r o p o s i L i o n  s u i v a n t e  d o n n e  q u e l q u e s

s u p p l 6 m e n t a i r e s  s u r  E T .  ( P o u r  [ t  D ,  L N T  ( S i )  d 6 s i g n e

p o i n t s  d e  T  l i m i t e s  n o n  t a n g e n L i e l l e s  d e  p o i n t s

e n s e m b l e  e s t  t o u j o u r s  U o r 6 t i e n )  "

P R O P O S I T f O N  3 " 4 .  S o i t  T  u n e  c o n t r a c t i o n  a b s o l u m e n t  c o n t i n u e '

p l u s  g 6 n 6 r a l e m e n t  N T L ( 6 a ( T )  )  c E r  p o u r  t o u t

{ lenlo ( r )  :  l l  r r - r )  
-1 

I l  tF i i l - }  .

DEHONSTRATION.

a )  P r o u v o t r s z P a r  e x e m p l e ; q u e  X *  e s t  e s s e n t i e l  p o u t  T "  O n  p e u t

s u p p o s e r  m ( X * )  ( 1  ( s . i n o n  T s A  e t  l e  r 6 s u l t a t  e s t  a c q u i s )  .  S o i t  h e H *

t e l l e  q u e  l l n l l X * = l l h l l = r .  o n  a  d o n c  l l r ' t t n * )  l l = r  € t '  p o u t  t o u t  e ) 0 '

o n  p e u t  t r o u v e r  y e n *  t e l  q u e  l l r ' t n * ) y l l > L - e / 2  e t  l l v l l < r '  P u i s q u e

( A * H ) - = R * ,  i l  e x i s t e  * l t H  t e l  q u e

l l y - A o * ,  l l  < t n r  G / 2 ,  r - l l  v l l  )  .

p o u r  t o u t  n ,  o n  a  l l r ' , t n * l n ? v l l = l l h ( R *  7 v l l > t - e / 2  '  1 1  e n  r 6 s u r t e

I I aoh ( r) tnx I I | = I I r, ( n* ) nf;a*x 1 I | > r-u

a  donc  l l  i .  t r l  xn  l l  > r *e  avec  xn=Tnx ,  i  comme 11  r " *1 l l  - f  l l  a * * r  l l  < r  '

a ,  p o u r  n  a s s e z  g r a n d ,  l l * r r l l < r  € t ,  d o n c '  l l h ( T )  l l ) 1 - e  p o u r  t o u t

T  ( d ' a p r b s 1  r o b s e r v a t i o n  P r 6 c 6 d e n t e )  q u i

l a  d e i f i n i t i o n  d e  y  o n  c i : d u i t

i n c l u s i o n s  ( e t

'o i i  un  bor6 l i .en

i n f o r m a t  i o n s

I  t  ensemb le  des

de f , ; .  Un te l

b )

a ) l  a v e c

a )  O n  a  X u X * . 8 f "

NTL  (o  (T )  )  cE r ;

6  a  
( T )  = o  ( T )  n D u

On

on



J ?  .

e  > 0 .  O n  o b t i e n t  b i e n  I a  c o n c l u s i o n  v o u l u e  t  l l  l ^ ' ( T )  l l  
= 1 "

b )  S o i t  h e n *  t e l l e  q u e  l l h l l = l l h l l L t { r ( 6 a ( r )  ) .  
D ' a p r i s  l 2 I ,

C o r .  p "  3 B l  ,  o n  a  a l - c i r s  a u s s i  l l h l l =  s u q  I n ( f ) lr '  "  ) . e 6 - ( T )  
'

I t  r e s u l t e  d e  l a  d S m o n s t r a t i o n  d e  1 2 2 ,  t h 6 o r d m e  2 " i - l  Q U € r  s o u s  c e s

c o n d i r i o n s ,  o i l  a  l l f , t r l  l l = l l h l l o  c e c i  a c h b v e  l a  d 6 m o n s t r a t i o n "

N o u s  c o n c l u o n s  c e t t e  s e c t i o n  p a r  u n  r 6 s u l t a t  u t i l e  p o u r  l a

d e r n i d r e  p a r t i e  d e  l a  d 5 m o n s t r a t i o n  d u  t h 6 o r E m e  1 .  E t a n l  d o n n 6 s

T e A u  M € S I ( T )  e t  B e  I 0 n 1 [ r n o u s  d 6 s i g n o n s  p a r  A ( g r I A , f 1  1 ' e n s e m b l e  d e s

) ,eD pour  lesque ls  i l  ex  j -s te  * ) . ,  y t r  dans  1a  bou le  un i t6  de  M

v 6 r i f i a n t  l l t c l l - t x l  *  Y ) . f  l l S g .  R a p p e l o n s  q u e  p o u r  T e A '  o n  p o s e

[ C .  ]  =  [ P .  ]  ,  P .  n o y a u  d e  P o i s s o n ,  a u t r e m e n t  d i t
A  . A

V  h s n -  < h  ( T )  ,  [ C ] , I  > = h  ( l  )  "

LB&It4 l l  3"5"  Pour  TeAo MsSi  (T)  e t

t N T  ( A  ( g  r M , ' I  1  1  e s t  e s s e n t i e l  p o u r  T M .

g e [ 0 ' 1 [ ' 1 ' e n s e r n b l e

DEi\ tct{s,rRATIOH" Les pa'ramitres 6tant f ixds 6cr ivons A poul :

A ( g o M r r l  .  s o i t  h e H * i  o n  a '  p o u r  ) , e A ,  * = * t r r  Y = Y 1 r

l l h ( r M )  l l : . 1  t t  ( 1 M ) x , Y )  l = l  ( h ( r ) x , v )  l = 1 < h ( r )  ,  [ x  x  Y ] r > 1 2

> l < h ( r l  ,  t c L l > l - 1 . r , ( r ) ,  t c ^ l - [ x  x  v ] > l ) h ( l ) - g l l h l l

A i n s i  l l h ( q u )  l l a i : i  l h t r , l  l - B l l h l l : l l h l l r , u r ( l ) - B l l h l l .  
D o n c '  p o u r  t o u t

h  t e l I e  q u e  l l l ' ' l l = l l h l l r n r t n l  ,  o n  a  l l h ( r M )  l l Z t r " U ) l l h l l  '  L ' a r s u m e n t

c l a s s i q u e ,  b a s e '  s u r  l a  f o r m u l e  d u  r a y o n  s p e c t r a l ,  p e r m e t  d e

c o n c l u r e ,  q u ' e n  f a i t ,  l l h ( T , 1 4 ) l l 2 l l h l l ,  c e  q u i  a c h E v e  l a  d 6 m o n s t r a -

t  ion
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(  0 < t ( 1 )  a v e c  l a  p r o p r  i 6 t e  s u i v a n t e :

a b s o l u m e n t  c o n t i n u e  e t  t o u t  b o r e l i e n

p e u t  t r o u v e r  u n e  s u i t ' e  ( " n )  d e  v e c t e u r s

d e  H u  f a i b l e m e n t  c o n v e r g e n t e  v e r s  0  t e l l e

FCINCTIONNET,LE

Not re  g6n ,5 raJ .  i sa t i on  de

FROPOSr" f l rsN 4.1"  11

[ 3 ,  t h 6 o r b m e  2 3  s n 6 n o n c e  c o m m e  s u i t "

e x i s t e  u n e c o n s t a n t e  u n i v e r s e l l . e  r

Pour  tou te  con t , r  ac t  i o r t

n o n  n 6 g l i g e a b l e  I t E T  o n

de  Ia  bou le  un i t6  fe rmee

q u e  v  l l l r - * n ' x n l l { t  ,  € t

t im l  I  x r l r xn  l l  =o
n+09

L e  p o i n t  d e  d 6 P a r t

s u i v a n t e .

p R o P O S I T I C I b I  4 . 2 .  ( c f  .  [ 3 ,  P r o p .  5 ]  )  .  S o i t  T  u n e  c o n t r a c t i o n

a b s o l u m e n t  c o n t i . n u e  s u r  H .  1 1  e x i s L e  u n  e s p a c e  d e  H i l b e r L  E  e t  u n

.)
s o u s - e s p a c e  H t  d e  L ' ( E )  t e l s  q u e

( 1 )  H t  e s t  s e m i - i n v a r i a n t  p o u r  f 4 e i t  '

( 2 )  T  e s t  u n i t a i r e m e n t  6 q u i v a l e n t e  ;  l a  c o m p r e s s i o n  d e

^  I . I I
c l  r r  I

( 3 )  l e  s o u s - e s p a c e  1 l i n 6 a i r e )  H o = L - ( E ) n H '  e s L  d e n s e  d a n s  H o  "

a

d e  c e t t e  a p P r o x i m a t i o n  e s t 1 a  p r o p o s i t i o n

l a  d 6 m o n s t r a t i o n  d e  1 a

abso l -umen t  con t i nue  f i x6e

t e r n t e s  l e s  v e c t e u r  s  d e  H

;  v a l e u r s  v e c t o r  i e l l e s  "  )

p r o d u i t  s c a l a i r e  e t  l a

on  remarque  que

M i te

D a . n s  I a  s u i t e ,  j u s q u ' i  l a  f  i n  d e

p r o p o s i t i o n  4 . I ,  T  e s t  u n e  c o n t r a c t i o n

e t  n o u s  i d e n t i f  i o n s  H  a  I - I ' .  ( B n  d ' a u t r e s

e u x - m 8 m e s  s o n L  d e s  ( c l a s s e s  d e )  f o n c t i o n s

N o u s  d 6 s i g n o n s  P a r  1 , ) ,  I  '  |  1 "

no rme  dans  E ,  .  Pou r  f  , 9e  r ' 2  (g t
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T I  !
v  : L  : L1 t -  1 r  r r

f  "  g ( e 1 t ) = < f  ( e " )  r g ( e ' " ) >  a v e c  u ' = l " t o i t

L e  l e m m e  s u i v a n t  e s t  t o u t  i  t u t *  a n a l o g u e  ;  [ 3 u  C o r .  1 0 ]  i  1 ]

e x p r i m e  q u r o n  p e u t  t r o u v e r  d e s  v e c t e u r s  d e  H o  p r e s q u e  e n t i E r e m e n t

" s u p p c r t 6 s "  p a r  u n  b o r 6 l i e n  e s s e n t i e l  c l o n n 6  d e  T .

LEi I I .1E 4"3 .  So i t  T  une cont rac t ion

o  u n  n o r 6 t i e n  - n o n  n e g l i g e a b l e  e s s e n t i e l

e s p a . c e  d e  d i m e n s i o n  f  i n i e  d e  I I .  A l o r s  i l

l l x * 1 o * l l < . l l x o " l l

P r e u v e .  S o i t  u e u *  t e l l e  q u e  l u l =

a b s o l u m e n t  c o n t i n u e  s u r  H ,

p o u r  T ,  e ) 0  e t  N  u n  s o u s -

ex is te  xs l lonr f  te l  que

( L ' e x i s t e n c e  d ' u n e

e x e m p l e ,  l 2 T r  P .  5 3 1

r 6 s u l t e  q u ' o n  P e u t  t

g  n #  t e l l e  q u e
o

l l  u  ( r )  * l l  s l l  u n l l  s l l , l l
a donc

t e l l e  f o n c t i o n

. )  O n  a  d o n c  l l u t

rouve r  une  su i te

l I  u  ( r )  x n  l l  - +  1 ,

l l * l l  p o u r  t o u t  x

f f  s u r  o
{
t +  s u r  T \ o "

e s t  b i e n  c o n n u e  i  c f .  t  P a r

t )  l l u = l  € t ,  d e  [ 3 '  C o r .  9 ]  i l

( * n )  d e  v e c t e u r s  u n i t a i r e s  d e

c e  q u i  e n t r a t n e  ( c a r

e t  tou t  ueH-)  11  u* , " , l l  - '  1 .  On

I  I  x r ro* , r l  |  
2+ l  

|  *o 'n l l  2=r

l l  * x r ro * , . , 11  2+ - l l  * o *n  l l 2  *  1 ,

d  , oL  1  , on  c6e  u i  t :  r im l l  Xo * , . , l l  
2= r  e t

n+o

p r e n a n t  X = X n  a v e c  n  a s s e z  g r a n d

E t a n t  d o n n 6 s  N  s o u s - e s p a c e  d e  H  d e  d i m e n s i o n  f i n i e  '  I

b o r 6 l i e n  e s s e n t i e l  ( n o n  n 6 g l i g e a b l e )  p o u r  T  e t  d e u x  s c a l a i r e s

n e l 0 ,  / z - L l ,  p e l 0 , 1 [ ,  n o u s  O 6 r i n i s s o n s  s = s ( n , f  , N , P )  c o m m e  l e

sous -ensemb le  des  xeHnNi  pouvan t  s '6c r  i re  x=g*h  9 -  ,he r2  @)  avec

w&"?sY

l a  c o n c l u s i o n  d 6 s i r e e  e n

r )  l r  l . x r  p . p "
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2 )  l l h  l l : n  l l  s  l l
3 )  l l x r i p h l l s u l l * l l

Remarquons que,  sous  ces  cond i t ionsr  on  a

4 j  l l .  l l  /  ( L + n ) s l l  s  l l : l l .  l l l ( 1 - n )

LEI . I f fE 4.4"  Pour  xeS on a

s )  l l x r - " " o l l r < * ( r ) - c r l l * l l 2
. 2avec c1=cr(n)=lfrit

.  DEMONSTRATION. Observons que 1) entratne I  I  X"-S. [  |  |  
=

' ) r , -
= m ( r ) - l l g l l - -  r 1  v i e n t  d o n c ,  v i a  3 )  e t  4 )  ,

I  I  x r . * '  *  l l  s  |  |  x r - r . .  *  |  |  +z  |  |  h  |  |  I  I  s  |  |  *  I  I  h  I  l ' : * , r  )  -  I  I  e . l :  ( r - zn -n2)  S
2

sm(r)-il*ilr(ifri|; .

!
L E M F I A  4 " 5 "  O n  a  s u p { l r l l ,  

" r S } o _ p ( l - n ) m ( f ) ?  
a v e c  p = p ( n ) =

' . ,= * ( n ' / ( I + n ' ) )  "

t
P r e u v e .  S o i t  B = s u p { l l * l l ,  x e s } ;  p o s o n s  g = y ( I - n ) ( m ( f ) ) ' "  N o u s

v o u l o n s  m o n t r e r  q u e  v > * ( n ' / ( l o n 2 ) ) "  s u p p o s o n s  c e t t e  i n 6 q a l i t 6  n o n

v 6 r i f i , 5 e ,  s o i t  n > 1 7 l 7 t t - \ 1 .  D u  l e m m e  4 . 3  o n  o e a u i t  q u e  s  n ' e s t

p a s  r 6 C u i t  a  { 0 } .  S o i t  d o n c  * n = [ n * h n  u n e  s u i t e  d ' 6 1 6 m e n t s  d e  S

d o n t  I a  n o r m e  c o n v e r g e  v e r s  g .  o t a p r i l s  4 )  o n  a

I

6 ) ' l l s n l l S v ( m ( r ) ) '
i +  i F  -

P o s o n s  o n = { s ' " e I i  l A t e - " )  l . / f } .  O n  a

7 )  m ( o n ) = m ( t ) - m { e i t . r ;  l s  l r / y : - z m ( r )  ( l - v ) .

Q u i t t e  ;  p a s s e r  ;  d e s  s o u s - s u i t e s  o n  p e u t  s u p p o s e r  q u e
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a )  x  +  x' n

b )  X n  [ r , *  u
" n

c )  X " r , \ ^  h .  *  v l
o  t - n

d )  X r \ r h r ,  *  v !

NoLons  que

8) o( .s$r et  , f  s)  (1- ]  )  m (r  )  "

So i t  Eo= {  * i t u r ;  I  g  ( " i t )  l Z r - zV }  ;  des  i r i 69a l i t 6s  ( 1 - y )m( f  )S , i g=

= J u  s + J r \ B  g s m ( E o ) +  J - 2 y )  ( m ( r ) - m ( E o ) )  o n  c 6 a u i t  m ( E o ) l ( m  G )  / 2 ) > 0 .
" o t ' " o r

S o i t  e ) 0  t u l  q u e  t < V / z  e t  ( ( 2 y + e ) / ( L - 2 y ) ) ' < n .  L e  l e m m e  4 . 4  a s s u r e

1 ' e x i s l e n c e  d e  b e H o n { N , x ,  u . r v  r r r ' } 1  t e l  q u e  X r \ E o  l l 2 < r l l x " o n l l 2 ;

pu isque b  e IJor  on  peut  supposer  que.

e )  |  b l  <1 -Y*

O n a

r i m J x o  l r t l 2 = . [ g l b l 2 r G - z y l  l l x u _ b l l  
2  e t

n + c o  
- n  

O
n  n . -  , - , 2  -  r r  ,  r r 2 . t t  " ' )  .  t r  -  r , ? .1 i m J x * ' . , | n | , = J ( 1 - g ) l u l , s z v l | x n b | | . o | l x ' ' n b | l . < . <

n + o  
*  t t n  - o  -  t " o  - o

A i n s  i

r 0 )  1 i m ( J x * r ^  l n l z t  ( , [ x ^  l r r l 2 l  ) S (  (  2 y + e /  ( t * 2 y ) )  < n
^  t t n  

" n

Posons fn=b+xn i  nous  a l lons  mont rer  que I 'nes  pour  n  g rand,  cec i

v ia  la  d6compos i t ion  xn=Tn+hn avec  T  =9 ,  +v  b  6  =hr " ,+Xa16 b"  Le
i  

n  " O n  n  I l  " r \ u n

c h o i x  d e  b  e n t r a i n e  i m m 6 d i a t e m e n t .  i n e H n N ' t  e t  ( v i a  9 ) )  l l n l < X p  p . p .  "

D e  c )  e t .  d e  1 ' o r t h o g o n a l i t 6  d e  b  ;  v '  o n  a 6 A u i t  q u e

f i m J u . X r \ o  h n = 1 i * J  t X r \ o  u . h n )  = 1 i m ( b ,  X r \ o  h n )  = 0 "  P a r  c o n s 6 q u e n t :
- . - n  * . - n  -  r " l . l

1 1 )  ( l l 6 n l l 2 - { l l h n l l 2 n J x r r o n l o l 2 } ) n : *  0 ;  d e  * 6 m e  ( v i a  b }  e t

b l u )  i 1  v i e n t

t 2 ' )  l l r n l l 2 - { l s n l l 2 * J x o  l u l 2 }  - }  0
n

D e  1 0 ) ,  1 1 ) ,  L 2 )  e t  z )  i I  r 6 s u l t e  a l o r s  q u e  l l h , r l l l l l T n l l : n  p o u r  n

f a i b l e m e n t  e t  e )  X o " ,  *  g w *  d a n s  L * .



*  2 , a  -

asE jez  g rand .  on  p rocdde  de  m6rne  (en u t i t i s a n t  e < V / 2 )  P o u r  e t a i r l i r

t l

t l

a

Ains i  ,  pou r  n  g rand  ,  o f l  a  xnes  "  Ma is  o  pa r  a i l - "Leu rs  '

; n l l 2 = l l * o l l 2 n l n l l 2 + 2 n e ( x n u b )  - '  g 2 o l l n l l 2 r B 2 ,  c e  q u i  e s t  c o n t r a i r e

l a  O 6 r j . n i r i o n  d e  g .  o n  a  d o n c  b i e n  y 2 . * (  n 2 / ( r + n 2 )  ) ,

Demons tca t i on  de  4  "L .  So i t  Nn  une  su i te  c ro idsa r r te  de

s o u s - e s p a c e s  d e  d i m e n s i o n  f i n i e  d e  H  t e l 1 e  q u e  u N n = H ,  € t  s o i t  ( U n )
n

u n e  s u i t e  d 6 c r o i s s a n t e  v e r s  z 6 r o .  O n  p e u t  t r o u v e r  Y n e S ( n r f r N o ' l ' t , p )

r e l l e  q u e  l l V r , l l  *  ( l - n )  p / m ( f  )  ( o n  u t i l i s e  i c i  l e  f a i t  6 l . 6 m e n t a i r e

I  t  i  
"  < u  I  l ;  l l  p o u i :  r ' l  a s s e z  g r a n d  "q u e  l  l  X T \  f n n l i  ,  r ,  n , ,

e u € r  s i  y € S  a l o r s  a y e S  p o u r  l o l 5 f f "

f a i b l e m e n t  v e r s  0  ( c e I a  r e s r - r 1 t e  d e

s a t i s f a i t o  d ' u n e  p a r t '  l l X * r f * n l l l u n l l

v e r t u  d u  l e m m e  4 . 4 ,

La su i te  x , . r=yn, / /m( I )

xneru l  e t  du choix

* , . , l l  - |  0  '  € t ,  d r a u t r e

conve r9e

d e s  N n ) . ,

p a r t ,  e t r

I  I  11 -nn "  " n  |  |  
< r -  ( l - n )  c t o

o n  a  d o n c  l e  r 6 s u l t a t  d 6 s i r 6  a v e c  r = I * ( 1 * n ) c i 0 "

coR0r , tA IRE 4"6"  So ien t  T  Une Cont rac t ion  abso lunent

c o n t i n u e o  f  u n  b o r 6 l i e n ' n o n  n 6 g l i g e a b l e  e s s e n t i e l  p o u r  T  e t

f e l l  ( t  )  a v e c  l l  e  l l S f  .  A l o r s  i 1  e x i s t e  d e u x  s u i t e s  ( u r r ) ,  ( v r r )  d a n s  l a

bou le  un i tb  de  I l  ,  fa ib lement  convergentes  vers  0  e t  te l les  que

f i r , l l  f -un "vn l l  S t ,  r im l l  X r \ run l l  =1 i * l xs \ r v , " , l l  =0 .

DEMONSTRATION.  Nous  nous  donnons  une  su i te  (en )  d6c ro i ssan te

v e r s  0  e t  u n e  s u i  t e  d e  v e c t e u r s  (  z n )  ,  d e n s e  c l a n s  l t  '  P o u r  c h a q u e  n

o n  p e u t  t r o u v e r  d e s  b o r 6 l i e n s  ( f ; )  d e  I  d e u x  i  d e u x  d i s j o i n t s ,  € t



-  L | -

d e s  s c a l a i r e s  o i ,  i = l ,  "  "  .  , N  t e l s  q u e

N N

l l r - , 1 - * r i r . l l . u , . ,  e t  . l _  l * j .  l . t .
l = I  I  1 = l .

( C e c i  s e  C 6 C u i t  f a c i l e m e n t  d e  l a  d e n s i t e !  d e s  c o n b i n a i s o n s

I i n 6 a i r e s  d e s  i o i r c t i s n s  X a ,  A  b o r e l i e n  d e  . I ,  d a n s  r , 1  ( f  )  "  )  F o u r

P =  ( n I ,  "  " .  , n N )  n o u s  p o s o n s

. N  N
u, ,= |  t /4 . ,  x . ;  .  v . . ,=  [  / t r ,  x ,  ]1v  

i l f  I  I ' n .  v  
i 3 f  I  I ' I l  .

( n i , . , ) r r l t ,  6 t a n t  u n e  s u j - t e  o b t . e n u e  v i a  l a  p r o p o s i t i o n  4 " 1

a p p l i q u e e  a  I i ,  i = l r . , " r N ,  O n  o b t i e n t  p a r  d e s  c a l c u l s  e l 6 m e n t a i r e s

N - l

l l r - u u ' " u l l . l l  . l _ o i i r . l l o _  . 2 \  l o i o . l E l l x .  ' x i  . , . , . l lv "  " i 1 l  t " t i "  1 < i . < l < ' o '  r  J '  "  r r n i  t r * j '

P u i s q u e  f  . n f  . i = f f  o n  a
L J

l l *  . v  l l . l l . ,  v  l l  l l . ,  v  l l
l l  o i  

r n  
^ j  

r * l l ) l l  
1 5 ' 1 1 i ^ i  r n l l  l l  r . 1 ' 1 i ' 3 ^ j  r n  t t

C e s  i n 6 g a l i t 6 s  e t  l a  c o n v e r g e n c e  v e r s  0  d e s  s u i . t e s

( l l X y 1 l i o i , , r l l ) n u r O ,  i = 1 , " . . , N  e n t . r a i n e n t  I ' e x i s t e n c e  d e  p o  t e i -  q u e

l l  r - u u . " u l l  < e n  p o u r  t o u t  v  v 6 r i f i a n t

,  - t  
' l

i n f  t  n r ;  i = 1  |  . . .  t N J  > p o

P u i s q u e  l l x r t t o i  o n l l : l l x * i y r " i , , . , l l  
o n  p e u t  6 9 a l e m e n t  s u p p o s e r

q u e  l l x r t r u u  l l  ,  l l  x y l r , t u  l l  " n  
p o u r  i n f  { n t ;  i = 1 ,  .  .  .  , N } 2 P o '

D e  m t m e ,  l a  c o n v e r g e n c e  f a i b l e  v e r s  0  d e s  s u i t e s  ( * i r n ) n e r E

p e r m e t  d e  c o n c l u r e  f a c i l e m e n t  ;  I ' e x i s t e n c e  d e  p l  t e l  q u e

I  ( u u  , z l l ,  |  ( t u , r j l . t n  j = 1 ,  " . .  ' n  d e s  q u e  
, l ? : r " i ) p r

E n f i n , l e s  e x p r e s s i o n s  d 6 v e l o p p 6 e s  d e  1 1 u u l l 2 ,  1 1 " u 1 1 2 ,  f  i n 6 g a l i t 6
N

. i -  l o r  l  a l  e L  l a  c o n v e r g e n c e  f a i b l e  v e r s  0  d e s  s u i t e s  ( x i , n ) n e t l
i = l  r '



4 .  A -

m o n t r e n t  q u e  1 ' o n  p e u L  c h o i s i r  l e s  n i  s u c c e s s i v e m e n t

( n r 2 t ' t a x  ( p o  o P 1 )  ,  n 2 - n l  s u f  f  i s a m m e n t  g r a n d ,  e t c .  )  t e l s  q u e

^ 4
t t  /  . t  I

1 ;  u u  l l  
- '  

l l  u v l l  - S 1  
"

A i n s i ,  p o u r  c h a q u e  n ,  i 1  e x i s t e  v n  r e l  q u e  1 1 r n l l ,  l l v n i l s r  ( a v e c

U ' = U V  ,  V n = V V  ) i
n n

l l  r - u n ' v n l l  < t ;  l l  x * t r r n l l  ,  l l  x r l r u n  l l . _ u n ;  |  ( u n , z i )  |  ,
|  ( u *  , 2 , )  l . <'  r r  J ' -  

S a n  j = r r . . . r n

C e s  d e r n i d r e s  i n 6 g a l i t e i s  a s s u r e n t  b i e n  l a  c o n v e r g e n c e  f a i b l e

v e r s  0  d e s  s u i t e s  ( u n )  e t  ( v r , ) .

9 5 .  A = A r ( F )

C e  r 6 s u l t a t  a  6 t 6  a n n o n c 6  d a n s  [ 1 4 1 .  N o u s  e n  c o r n p l e t o n s

main tenant  Ia  d6monst ra t ion .  Commenpons par  un  lemme qu i  t radu i t
J

l e  C o r o l l a i r e  4 . 6  e n  L e r m e s  d ' a p p r o x i m a t i o n  d a n s  Q T  d a n s  l e  c a s  o ' u

T e A .  ( L e s  n o t a t i o n s  s o n t  c e l l e s  i n t r o d u i t e s  a u  g 2 . )

L E F { M E  5 . 1 .  s o i r  r e A  e L  s o i r  f e l , I ( r ) ,  l l f l l s t .

a )  S i  f  es t  nu l l e  p .p .  su r  X  a lo rs  t f  nT€E;  (A r )  "

b )  s i  f  e s t  n u l l e  p " p .  s u r  X *  a l o r s  t f  n T e E l  ( A r )  .

c )  S i  f  e s t  n u l l e  p . p .  s u r  X U X *  a l o r s  [ f n * e X .  ( A r )  "

DEMOI ' ISTRATfON.  So ien t  (xn) ,  (Vn)  les  su i tes  ob tenues en

a p p l i q u a n t  l e  C o r o l l a i r e  4 . 6  a  t  .  O n  a  i m m 6 d i a l - e m e n t  l l  t  f  l T *

t l-  [ x n  *  y , r l 1 l  |  . t .  D a n s  l e  c a s  a )  ,  o n  p e u t  s u p p o s e r  f  i m l l  X X  r n  l l  = 0  ,  e t

n o u s  d e v o n s  s e u l e m e n t  6 t a b l i r  l a  c o n d i t i o n

( v r )  v u r e H  l l  I * n Q o J . s , l l  - '  0 .



A r

l l t n n  @  k ) l r l l = l l t * n  E  t , l l u * l l l l l L o * n n  &  0 * u r l u * l l *

+  l !  tnx , . ,  & At i lu*  l l  1 l  [Q*xn s  Q*t r r ]  
" *  I  

|  +  l l  exn i l  l l  a r^r  l l  '

L e  s h i f t  t a  d r o i t e )  $ u  e s t  c " "  e t  l - a  s u i t e  Q * x n  t e n d  f a i b l e m e n t

v e r s  0 "  I 1  e s t .  b i e n  c o n n u  ( c f  . r p a r  e x e r n p l e '  [ 1 8 '  P r o p o s i t i o n  2 " " 1 1 )

q u e  c e c i  e n t r a i n e  r i m l l  [ 0 * x n  v  Q * C I 1 g * l l = 0 "  P a r  a i l l e u r s '  p o u r  t o u t

n+oo

yer,z 1E ) ,  on a

l l a v l l :  l l x v v l l

o n  a  d o n c  b i e n  r i n r l l a x n l l = 0  e t  ( v r )  e s t  6 t a u l i e '
n 'o  

ns ion  *o i so* " t r i que  m in ima le
D a n s  I e  c a s  b )  o n  u t i l i s e  l ' ' e x t e

B  de  T  e t  I e .  f a i t  que  so  es t  co .  pou r  6 tau t i r  l a  cond i t i on

y ureH l l  t ,

-  ? . 1 -

o  v n J l l l  +  o

cla i .  r  ement

s u i t e s  ( x n )

s 6 n 6 r a l e  |  |

s u i v a n t  e s t

" l o n g u e u Y  2 ' o

( u g )

de a)  e t  b )  que dans  le  ces

( v , . , )  v 6 r i f  i e n t  ( v r )  e t  ( t g )  "  C e c i  '

l f  i l -  I x n  o  Y n t  l l t "  e x p r i m e  b i e n  q u e

u n  p r o c 6 o 6  P o u r  a m e l i o r e r  l e s

dans  Ie  Pr6dua l  Q,  Pour '  TeA"

I 1  r 6 s u l t e

f  e r , 1  ( r \ X u X * 1  I e s

a v e c  I ' i n e g a l i t S

I  f  ] sx r  (Ar )  "

Le lemme

a p p r o x i m a t i o n s  d e

LEM}' IE 5.2 "  Soi t  TsA tel  que X/T et  E * f r  "

l l , l e Q r  d , b , c , d s H  e t  6 > 0  t e l s  q u e  l t i ' l * {  t a  € )  b l + [ c

A l o r s  j - l -  e x i s t e  & t ' b " c " d r ' e H  t e l s  q u e

l l  r r t - {  [ a '  x  b ' ] + [ c '  x  d ' J ] l l < t 6 ,

I

l l  "  
' - "  l l  ,  l l  r "  - u  l l  ' 3 6  ' ,

Supposons donn6s

&  d l l l l " 6



' 2 l i -

I l

l l u '  k l l . l l + d 5 ,  l l o '  l l : l l o l l * o t  .

DEMONSTRATICIN.  Soi t  fer , l  ( r )  te t te  que

I s i l r =  t r l -  t a  e  b l  -  t c  @  d l  e r  l l  r l l . o  o

O n  p e u t  6 c r  i r e  f = f r + f r + f ,  a v e c  f 3 = X X n f  e t  f 2 = X E \ X * f .  S o i e n t

6 i > l l f i l l  i = r , 2 , 3  e t  e > 0  t e t s  q u e  6 r + 6 r + 6 r + 2 e = d .  v i a  l e  t e m m e  2 . 2

.  ( a p p l i q u d  a v e c  I N 1  = g ,  f = f 3  6 1 = . ,  6 r = d 3 ,  0 = t )  o n  o b t i e n t  d e s

v e c t e u r s  c r ,  d r  d e  H  t e l s  q u e

l l  t c  I  d l + t f g n - t c '  @  d ' l  l l < t e  r

l l " ' - " l l . r r . * 6 : ) *  l l o , l l s l o l l + 1 1 + 6 r ) *  .

D e  m 6 m *  e n  a p p l i q u a n t  1 e  l e m m e  z  " 3  ( a v e c  I x 1 =  J f  1 J l ,  f = f  z ,  d 1 = 6 1 ,

6 2 = 6 2  e = T )  o n  o b t i e n t  d e s  v e c t e u r s  & t ,  b t ,  d e  H  t e l s  q u e

.  l l  t u * 5 l r * l f r 3 r + [ f 2 1 l r - [ a ' x b ' ] l l . t d r  )

l l u ' l l s l l u 1 1 * r o r + o r t  l -  e t  l l n ' - n l l < g  ( o r + 6 r )  +

L e s  v e c t e u r s  & ' ,  b ' ,  c ' ,  d '  s a t i s f o n t  d o n c  l e s  i n 6 g a l i t d s

d 6 s i r 6 e s .  P a r  a i l l e u r s ,  e n  r e g r o u p a n t  l e s  a u t r e s  i n 6 g a l i t 6 s n  i 1

v  i e n t

l l  t t t r + [ a  x  b ] + [ c  x  O ] - {  t a '  x  b , l + [ c !  x  d ' ] ]  l l " ,  t 6 . , + e  ;  ,

ce  qu i  donne b ien

l l  t l t - { [ " ' *  b ' ] + [ c ' x  d ' ] ] l l . t 6  .

T H E O R S M E  5 " 3 .  (  [ 1 4 ,  t h 6 o r t i m e  t ]  )  .  1 1  e x i s t e  p > 1  t e l  q u e

A=Ar (p )  .
2
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DEI-IOT{STRATISB{. Si

TeA, (  1-)  .  Nous Pouvons

lemme "

S o i t  t L l e Q r  e t  6 > l l  t t i l l  .  N o u s  c o n s t r u j - s o n s  p a r  r e c u r r e n c e

q u a t r e  s u i t e s  ( a r r )  ,  ( b n )  ,  ( c n )  u  ( d n )  d e  l a  f a g o n  s u i v a n t e :

a o = b o = c o = d o = 0 ;  s u p p o s a n t  c o n s t r u i t s  E n ,  b n ,  c n ,  d n  t e l s  q u e

i l  t t l  -  l a n  G r  b n ]  -  [ c n  8 l  d . , ]  l l  . t o - 1 0

nous app l iquons  le  lemme 5 .2  pour  ob ten i r  des  vec teurs  an+ ' ,  bn+ l '

c n + ' ,  d n + l  t e l s  q u e

l l  t r , t  -  [an+t  I  bn+t ] -  [ cn- r - r  &  dn+r l  l l  . tnd  . ,

|  |  "n+r - " r , l l  ,  l l  bn+ l -bn  l l  <36 i '  '  l n - t )  / z  
r

l l  u n o r l l s l l  u n l l * o * t { n - t )  / 2 ,  l l  d n + r l l : l l d n l l + o } t  ( n - I )  / 2 '

I 1  e s t  c l a i r  q u e  l e s  s u i t e s  a i n s i  c o n s t r u i t e s  s a t i s f o n t :

X  o u  X *  e s t  6 g a 1  e  T  n o u s  s a v o n s  q u e

c lonc  supposer  v6r  i  f  iees  les  hypothbses  c lu

l i m i t e s  a  e i :  d

s u p p o s e r  q u e  ( b n )

l i m i t e s  q u e  n o u s

( i )  r : .n" r  f {  t r , l  -  tun 6 br , l  -  [ " , ,  @ dn]  l l  :  0  ,
n-?.o

(  i i )  ( a n )  e t  ( d n )  c o n v e r g e n t e s ;  e t  l e u r

. r t
v e r i f i e n t  l l " l l  ,  l l d l l < 3 6 2 e  a v e c  a " = L / ( 1 - t 2 )  ,

1

( i i i )  l l  " n l l ,  l l b n l l . o 6 '

Q u i t t e  A  p a s s e r  ;  d e s  s o u s  s u i t e s  ' o t r  p e u t

e t  ( c r , )  s o n t  f a i b l e m e n L  c o n v e r g e n t e s  v e r s  d e s

d 6 s i g n o n s  p a r  b  e t  c .

D e  ( i )  e t  ( i i )  i l  v i e n t

r i m l l  t r l - [ a  @  b , . , [ - [ " n  &  d ]  l l = 0 .
l}}co

I 1  e s t  f a c i l e  d e  v 6 r i f i e r  q u e

c o n t i n u e s  d e  H  d a n s  Q *  m u n i s

l a  ( B  x l  e t  Y  - f  [ x  @  d ]  s o n t

l e u r s  r e s P e c t i v e s  t o P o l o g i e s

x +

d e



,
I
t;
i
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f a i b l e s .  O n  e n  e 6 a u i t  [ L ] = [ a  E  b ] + [ c  @  d ] .  P a r  a i l l e u r s r  o n  a

l l " l l l l n l l + l l r l l l l o l l . o o 2 o "  o n  a  d o n c  l - a  c o n c l u s i o n  d , 6 s i r 6 e  a v e c

g = 6 a 2

d e  l a  t r i a n g u l a t i o n  d e  T  s o u s  l a  f o r m e  ( c f "

avec  T l tCo"  e t  T2 tC l .  t

a u t r e m e n t  d i t ,  T I  e s t  l a  r e s t r i c t i o n  d e  T  
? u  

s o u s - e s p a c e  H L ,

h y p e r i n v a r i a n t  p o r , i r  T t  c o n s t i t u 6  d e s  v e c t e u r s  x  d e  H  t e l s  q u e  T n x

+  0 ;  a i n s i . H r c S .  P o s o n s  E I = E T , i  s i  E l = T  o n  a  T l t C o . n A  e t  d o n c
. n + @ I

T I C A I ( p )  d ' a p r d s  t 3 l .  O n  a  a 1 o r s ,  a  f o r t i o r i '  T € A l ( p )  '  N o u s

supposerons  donc  Er=T\E,  non n6g1 igeab le .

Le  pren ie r  lemme es t  une adapt ,a t ion  a is6e de  r6su l ta ts  des

g g  2  e t  4 .

1 , E F $ { E  6 . 1 "  S o i t  r € A ( I { )  e t  r e r , l  ( E t )  a v e c  l l  r l l l ( 1 ;  a l o r s

0

I  f  I reE-  (Ar ,HI )  .

DEMONSTRATIOH"  D '  apr&s  1a  propos i t ion  4 ' .L ,  i l  ex is te  des

'  .  s u i t e s  ( x n )  r  ( V n )  d a n s  l a  b o u l e  u n i t 6  f e r m 6 e  d e  H L ,  f a i b l e m e n t

c o n v e r g e n t e s  v e r s  0 '  e t  t e l l e s  q u e  l l f - * r , o y n l l c t  ,  c g  q u i  a s s u r e

d e j  d

l l  t rnr -  [ *n  @ v, " , l  r l l  < t  
. .  

n

Par  a i1 leu rs ,  Pour  t l eF l r  on  a

l l  t ,  e  y n l r l l = l l  t ,  @  y n l s l l = l l  f o *  p  Y n t u l l = l l  f o ' u  6  Y n l s * l l  - , "  0

9 6 "  A = A 1 { F }

.  Nous Par tons

1 2 4 ,  p . 7 3 1 ) :

rrr- /tr * lr -  l o  r z l
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*
ca r  s  es t  co .  .

Dans  le  con tex te  de

f a c i l e m e n t  q u e  o n  ( T )  = o n  ( T 1 )

l , i n c l u s i o n  L N T  t o n  ( T )  ) c B ,  q u i

E . c L N T ( o \ o ^ ( t )  ).  z  P "

De A=Ar  hous  C6au isons
7

c r u c i a l  p o u r  l a  s u i t e .

, t r  
t , r i a n g u l a t i o n  c i - d e s s u s  o n  v o i t

i  d ' a p r i l s  l a  p r o p o s i t i o n  3 . 4  o n  a

e n t r a i n e

rna  in tenant  le  r6su l ta t  su  ivan t

TeA e t  ) .en \on  (T)  ;  a lo r  s  tc^  I  *eE l  
(AT)  .

u n e  s u i t e  d e  v e c t e u r s  ( * n )  =  ( * r , r t r )  d e  I l

PROPOSITION 5"2.  Soi t

P l u s  p r 6 c i s e m e n t  i 1  e x i s t e

e t  0 = 0 . , < *  t e l s  q u e
A - -

( r )  r i m  l l t c ^ l - [ x n  x  x n l  l l < o  ,

( 2 )  l i m  l l * n l l 2 = t - e ,  € t

( .3)  v coeH l l  t *n *  r , r l  l l  - )  0

DEMONSTRATIOT{.  Puisque r (2) .At  on a,  en par t icu l ier  pour

t r e n \ o * ( T ) ,  I C ) . . l r t e ) = [ u  x  v ] T ( 2 )  p o u r  c e r t a i n s  v e c t e u r s  u = u l  v = v t r
v

a e  g ( 2 ) .  c e t t e  6 g a l i t e  e n t r a f n e

( T - I )  e n t r a t n e
k > 0  k

f ? l
c e l l e  d e  ( T . ' )  - ) ,  )  .  p a r  a i l l e u r s ,  1 e s  6 g a 1 i t 6 s  c i - d e s s u s  m o n t r e n t

, n \
q u e  ( ( T ( 2 ) - l ) 1 , ) -  e s t  d e  c o d i m e n s i o n  I  d a n s  L .  I 1  e n  r d s u l t e  e n

p r e m i e r  l i e u  q u e  L  e s t  d e  d i m e n s i o n  i n f i n i e "  N o u s  e n v i s a g e o n s

m a i n t e n a n t  d e u x  c a s 3

( ( T ( 2 ) - l ) k o , v ) =  
I  s i  k = o

0  s i  k > 0

p o s o n s  L =  n  r ( 2 ) k u = u  ( r ( 2 ) - t r ) k u .  L ' i n j e c t i v i t 6  d e



a )  i T { z } * f } l  E } o n  f e s r n 6 "  r l  e x i s t e  d o n c  u n e  s u i t e  d e  v e c t e u r s

n n i t a i r e s  ( u r , ) c l  t e l l e  q u e  l l  t t ( 2 ) - l l u , r l l  +  0 "  T o u t e  v a . ] - e u r

d o a d h e r e n c e  f a i b l e  d e  c e L t e  s u i t e  a p p a r t i e n t  a u  n o y a u  d e  1 r ( 2 ) * l i

e t  e s t  d o n c  n u l I e .  1 1  e n  r 6 s u l t e  q u e  u r ,  *  0  f a i b l e m e n t  e t  q u e

^ t o u "  ( r ( 2 )  )  = o g "  ( T )  .  1 1  e x i s t e  d o n c  u n e  s u i t e  o r t h o n o r r n a l . e  ( * r , ) . H

l l  r  l l
t e i - l e  q u e  l l  ( r - a ) x r r i l  +  0 .  F o u r  u n e  t e l l e  s u i t e  o r l  s a i L  q u e  ( c f "

1 7  ,  L e m r n e s  4  " 3  e t  4  ̂ 4 1 )  l e s  e o n d i t i o n s  ( 1 )  ,  ( 3 )  e  t ,  b i e n  s i l r ,

( 2 )  , d e  I a  p r o p o s i t i o n  5 . 1  s o n t  s a t i s f a i t e s  a v e c  0 1 , = 0 ,

t ) \  ,  -  ( ? )  r  .
b )  ( g \ z t  - - ) . ) l  e s t  f e r m 6 .  A l o r s  ( T ( ' , l  l t - I )  e s L  F r e d h c l m

d ' i n d i c e  - 1 "  D e  [ 1 9 ,  l e m m e  5 . 2 1  ,  a p p l i q u 6  d  $ G )  )  
o ,  

n o u s

d 6 d u i s o n s  l  t  e x i s t e n c e  d ' u n e  s u i L e  o r t h o n b r m a l e  u r , = * r ,  +  y n  d e

v e c t e u r s  d e  H ( 2 )  t e l I e  q u e  l c l l r ( 2 ;  =  [ u n  *  u n ]  
* ( 2 1  

s o i t  [ " ] , l r =

= [ x n  t  * n ] T + l y n  @  r n ]  e t  l l  t u , . ,  &  z l * ( z l  l l  *  0  p o u r  t o u t  z e F I ( 2 ) .

p u i s q u e  l l  , , n  l l  
2 +  l l  y n  l l  2 = 1 ,  o n  p e u t ,  e u i t t e  ;  p a s s e r  d  u n e

s o u s - s u i t e  e t ;  e c h a n g e r  X '  e t  y n ,  s u p p o s e r  I ' e x i s t e n c e  d e  0 = 0 1 1 *

t e 1  q u e

r im  l l  x , . , l l  2= r *o e t  r i * l l y n l l 2 = r

O n  e n  O e i O u i t  ( 1 ) ,  v i a  1 ' e x p r e s s i o n  d e  I c l J r  c i - d e s s u s ,  P a r

a i l l e u r s ,  p o u r  o e f f r  o n  a

l l -  / c r
t t  l x n  , a '  o ] r l l = l l  t * r ,  @  y n )  &  ( u r  @  o )  I , n ( 2 )  l l  

- ]  0

C e c i  t e r m i . n e  1 a  d 6 m o n s t r a t i o n .

Etan t

r e l a t i v e  d

c h o i  s  i  s s o n s

-  ? *  -

d o n n 6  x e H ,

H=Il " + H^
l z

u n e  s u i t e

R o u s  6 c r i v o n s  * = * l n " 2  s a  d 6 c o m p o s i t i o n

I
avec  I lZ=1.  Pour  chaque t re ' \  op  (T)  '  nous

1 x n , t r ) . H  v e r i f i a n t  ( 1 ) ,  ( 2 ) ,  ( 3 )  d e  l a



p r o p o s i t i o n  5 . I  € t ,
n  a -  rDy= i ),cp\ op (r) I v15"vI "

e x p r i m 6  p a r  l e s  d e u x

-  2 q -

e n  o u t r e ,  l  i m  l l  ' " 1  -  |  |  = v .
n * - " ^ n ' t r l l - 1 t r "

L '  i n t 6 r d t  q u e  p r e s e n t . e n t

p r o p o s i t i o n s  s u i v a n t e s .

P o s o n s ,  p o u r  y e [ 0 , * [ ,

les  ensenrb le=  D. ,  es t

FR0FOSX5'ISE{ 6"3"

P lus  p rec i sen ien t

r i m l l  i * 3 . r .  @  r i  l l = o  p o u r
n + 6  " r

si. ,uo,

rTm I I rcn
n+6

* ' H  
2 '

aror s Ic1 ] e u5^n, (A, ,H r,. uf o^,, {A, , H) "
2  o t  2  . t t  - n  ^  !

I  -  I x f i , t r  @  * i " l , l  l l * o l * y  ( 1 - o r )  ? e t

DEMOT{STRATIOFI .  R6sul te  sans d i f  f  icut t6s n du

z , u r e l | ,  l z  x  r d l = [ 2  x  , ! l * n 2  x  $ 2 ] ,  d e  1 , i n 6 g a l i t 6
';

l l  t " ^ r - t x l , t r  I  
" 3 , ^ t  l l s l l  t " 1 t - l x n u t r  &  * n , t r r  l l n l l  t * n , t r  @  * ] , 1 t  l l

e t  d e s  p r o p r i 6 t e s  d e  I a  s u i L e  ( n r , . ) ,  )  .

PROPOSITIOI{ 6 .4. Pour t o u t  Y e  I  0 , +  [ , I ' e n s e m b l e
Y  : u t

d o m i n a n t  p o u r  E Z  ( i . e . E 2 c L N T ( D 1 )  )  .

D E M O N S T R A T I O N .  P u i s q u e  E r = T \ U r r ,  i 1  e s t  c l a i r  q u ' i 1  s u f f i t

c l  ' e tab l i r  qu"e  r ,mr  1o \D^  )  (=LNr  (op  (T l )  )  u r ,Nr  (D\op  1r1  \D1)  )  pour  T1 .  on

s a i t  d 6 j A  q u e  L N T ( o p ( T I ) )  e s t .  e s s e n t i e l  p o u r  T l .  P a r  a i l l e u r s o

p o u r  t r e p \ o p ( r ) \ D 1 ,  o n  a  
* ; g t t * * , ^ l l t v "  

r 1  v i e n t  s u c c e s s i v e m e n t

l l  t c r r - t x ] , t r  r &  * * , r r  l l : l l  t c l t - l x n , t r  @  * n , t r r  l l n l l  r - f r , t r  @  * n , 1 1 l l  ,

I T * l l  t c l t - r . * , t r  &  * 1 , ^ t  l l . e ^ + 1 r - 0 r ) * ( 1 - 0 1 ,  - t ' l * :

=0^+ (1-0i , ,  (r-r*1*so^* (1-0r )  ( l - i l { :q 1 I  <r- \2 /2

f a i t  g u e , V

o n  e n  o 6 a u i t  d o n c  I ' i n c l u s i o n  D \ D y . A  ( l - y 2 7 2 ,  I I r ,  T )  e t
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I ' e s s e n t i a t i t 6  O e  L N T ( i ) \ D v )  p o u r  T l _  d o a p r e s  l a  p r o p o s i t i o n  3 . 5 "
I

H 1  H l

L E M F { A  6 " 5 .  S o i r  r e ( H )  t e l  q u e  m ( X * - ) < 1  e t  m ( X * ) < 1  e t

s o i e n t  [ t ] e O f  ,  a , b e f i ,  ,  c , C e H 2  e t  6 > 0  t e l s  q u e

l l  r r t - {  J l a r - c 1  @  ( b + d )  t }  l l . 6

A l o r s  i l  e x  i  s t e  & '  ,  b o e l l l  ,  c '  , d  ' e H ,  t e l s  q u e

l l  t r t - { t t u ' + c ' )  @  ( b u + d ' )  I  l l < t o d  a v e c  t o = M a x ( * , t )  ,

l l c i - c l l . r o *  ,  l l d ' l l . l l a l l ' 6 *  r

l l n ' - n l l < 3 6 2 r ,  l l ' '  l l . l l u l l o o !

DE}4OHSTRATrOI,I. soit re r,1 1t1 te1le que

I f ] = [ L ] - t ( a + c )  &  t b + d ) l  a v e c  l l f l l . 6

o n  p e u t  6 c r i r e  f = f  , + f  ,  a v e c  r r e l l  1 e t ) ,  f r e r 2 l e r ) ,  l l f  i l l . d i ,

i = I ,  2 ,  6 1 + 6 2 = 6 * 5 e  p o u r  u n  c e r t a i n  e > 0 '

F i x o n  y > 0  t e r  q u e  y 6 ; l l b l l . u  e t  ^ y < * "

N o u s  t r a n s f o r m o n s  d t a b o r d  l e  t e r m e

l K z l  =  t c  @  d l  +  [ f  2 1 ]

e n  u t i l i s a n t  I e  i e m m e  2 . L  a v e c  M = H 2  e t  l e s  p r o p o s i t i o n s  5 . 3  e t

6 . 4 "  B n  e f f e t ,  l a  d o m i n a n c e  d e  D ,  p o u r  E Z  e n t r a i n e  q u e  ( c f . n  p a r

e x e m p l e  ,  1 5 ,  L e m m e  1 . 2 1 )

t r , l * e  l l  r z l l  e c e r {  t c ^ l r ;  l e n r } c  l l  r l l  r e c e r . E t u ' r , H 2 , u z ) '

I l  e x i s t e  d o n c  d e s  s u i t e s  ( c n ) , .  ( d p )  d a n s  H ,  v 6 r i f i a n t

l l  t c  a  6 l r * t f l r - t " p  @  u n l r l l  < i 6 z

r . l
l l  c * - c l l <  3 6 1 '  l l  d *  l l  <  l l  d  l l  * 0  i .f  , - p  r t  -  

z  l l  p l l - l l  l l  L

E n  o u t r e . n - " n = u f , n i p ,  l e s  s u i t e s  t " f l  e t  t [ p )  v 6 r i f i a n t  ( 2 )  d u



* \ 1  _

l e m m e  2  " L  "  D e  p l u s ,  ( c f .  d d m o n s t r a t i o n

p r o j e c t  j . o n  s u r  t l z  d ' u n  v e c t e u r  d e  l a  f o r m e

N N
u" . ,=  I  , zo ,  * f  avec  .  i _  l o i  l . 6a  e t  chaque

P i 3 f  r r  i ; l

e s t  c h o i s i  c l a n s  u n e  s u i t e  ( " i , r , )  v 6 r i f  i a n t

prenant  tou .s  les  n  i  assez  I  rands  on

l l  t u p  &  b l  l l . . p < r .  P u i s  ( p u i s q u e  * i , n  t e n d

c h o i x  s u c c e s s i f  d e s  n i  p e u t  s e  f a i r e  d e  f a g o n

l l  ' *  l l  , i r  l o i  I  l 1  t x f  r  t  l l  
" r ' u ,

I 1  e n  r 6 s u 1 t e ,  d e  P a r  I e  c h o i x  d e  Y r  l l

o n  p e u t  c h o i s i r  f i n  t e l  q u e

l l  n p l t - l : : l l  t l n p l l " / (  l l b l l + 1 )  P

c e  q r " r i  e n r r a t n e  ( c a r  l l r " u p l l : l l r ! r n l l

l l o u p l l r r / ( l l b l l + 1 )  ,  '

.)
d e  z " L l  u ;  e s t  I a

'l ( i = l 0 . . . , N )

r -- 'l
l x i  n  X  t 0 J

L  t  r r

a s  s u r e r a

fa  ib lement

que

- f  0 "  E n
fl-l o:

f  i n 6 g a l i t 6

v e r s  0 )  1 e

Hrc S)

b l l B l l = 1 1  t o t o  &  b l e l l )  < u

f  i n 6 g a l i t 6

b l  l l  <  2 € ,  P a r  a i l - l e u r s  o

lemme 2  "2  ,

- z
I u ^  x

lv

e t  d o n c  ( p u i s q u e  [ = Q b , p v u  q u e

l l  t f r -  @  b l * l l  ( = l l  t f r ^  O
l l  -  

p  - .  I l l  r r  y

A i n s i  a v e c  
" t = a p  

d t = U n r  o i l  a

l l  I c  @  ( b + d )  1 + t t z n * [ c '  @  ( b + d ' ) ]  l l c i 6 r + 3 t

e t  l e s  i n 6 g a l i t 6 s  d 6 s i r 6 e s  p o u r  l l  " ' - " l l  
e t  l l  d ' l l

De  m6me r  PU i  sque  t f  , l  eEg  ( r i ,  r  H1)  '  D '  ap r6s

e x i s t e  d e s  s u i t e s  1 a n ) ,  ( b p )  d a n s  H ,  t e l l e s  q u e

l l  t u  e  b l + [ r r X * l u p  € }  o p ]  l l < t d t

l l " n l l . l l u l l * 6 i ,  l l o n . - o l l . : o i

E n  o u t r e r  l a  s u i t e  ( b p - b )  c o n v e r g e  f a i b l e m e n t  v e r s  0 "  I l -  e n

r 6 s u l t e  ( c f "  d 6 m o n s t r a t i o n  d u  l e m m e  6 " 1 )  q u e  l i m I c '  @  ( b n - b )  1 = 0 '
Frm

i 1Ie
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D o n c ,  e n  c h o i s i s s a n t  p  a s s e z  g r a n d  r  o n  a u r a r  a v e c  O t = O n o  E u = u p ,

l l  t " '  &  ( b ' - b )  I  l l < e  e t n  € n  r e g r o u p a n t ,

l l  t l l -  t ( a ' + b ' )  G t  ( b o - r d ' )  I  l l < * 6 r + l e + t 6 r * e < t o d  )

a i n s i  q u e  l e s  < i j - v e r s e s  i n e g a l i t 6 s  d 6 s i r 6 e s "

LI

Dem*nst reL i .on  du  theoreme 1"  So i t  reA(H)  .  S i  m1f  n21=f  ou
H,

.  n ( r  ' - )=1  on  a  Tz  ou  f l  dans  4 r (1 )  ( c f "  t ] . ]S ,  t heo reme 191  d "e ja
H; H1

m e n t i o n n 6 ) .  s u p p o s o n s  d o n c  m ( x * ' ) < l  e t  m ( x  
' ) < 1 "  

s o i t  I t ] e Q r  e t

t  6 r l l  t l :  l l .  L e  l e m m e  6 . 5  p e r m e t  c l e  c o n s t r u i r e ,  p a r  r e c u r r e n c e ,  d e s

s u i t e s  ( a n ) ,  ( b n )  d a n s  H r r  ( c n )  r  ( d n )  d a n s  H Z  t e l l e s  q u e

a o = b o = c o = d o = 0 ,

l l  f  r t  -  [  (an+c , . , )  Gr  (bn+dn)  I  l l  . t ! -10  ,

i l ^  i l - i l ^  n - ]  ^  *  l l , r  i l - i l x  r t  
n - ' l  r

n  * n " F l n ) u  * y 1 l l  n  r r i - ' 6 )  z ,  l l  d n o r  l l : l l  0 . l l  o  t t i - ' 6 )  z ,

l l  nn* r . *bn  l l  ,  l l  . n+ r -cn  l l  .  s  ( r ! -10 I  *  "

C e s  i n 6 g a l i t r i s  m o n L r e n t  q u e  l e s  s u i t e s  ( b n ) ,  ( c n )  s o n t  d e s  s u i t e s

d e  c a u c h y  e t  q u e  l e s  s u i t e s  1 l l a , . , l l )  e t  ( l l d n l l )  s o n t  b o r n 6 e s  p a r
! l

s7-  e /  (  r - l to)  )  =d u s

p o s a n t  b = l i m  b n ,  c = l i m  c n r  i l  v i e n t  l l  t r , t - [  ( a n + c )  @  ( b + d n ]  l l  - ]

- |  0 ;  s o i e n t  a  e t  d  d e s  l i m i t e s  f a i b l e s  d e  s o u s - s u i t e s  ( a r l  )  ,
" k

( b . , .  )  ;  t e n a n t  c o m p t e  d e  l u n  &  d n J  = 0  e t  d e  l a  c o n t i n u i t e  f a i b l e  d e s
t ' k

. '  a p p l i c a L i o n s  x  +  [ x  E  b ] ,  y  - ] '  [ c  8 )  y ] ,  o n  o b i i i e n t

l r , l = [ ( a + c )  e  ( b + d ) ] ,

a v e c  l l " l l ,  l l n l l . : o o + ,  d ' o ' u

l l  a + c l l  ,  l l  o + o l l . o  ( t o d )  *

A u t r e m e n L  d i t ,  T  a p p a r t . i e n t  a  4 1  ( 0  )  a v e c  p = 1 0 c r 2 .
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Du  th6orAme

c l " a s s i q u e  ( c f . ,  p a r

$ T " con(llr.Arrlns H5' Rnst&Rfrums

I  on d6dr"r i  t  d u aborcl  r  pai :  L ln argument de'renu

e > ' , e r n p I e ,  [ 3  5 i  )  l e  r : 5 s u 1 t a t  s u i v a n t

.& les

p l u s

d ' a p p a r t e n a n c e  a u x

e s t  I a  s o u s - c l a s s e

a i  t  I a  p rop r  i - e t6

TJ,UT

topo log  ies

A T  c o i n c i d e

I ' a 1 g 6 b r e

L e  c o r o l l a i r e  7  " L  r 6 s o u d  d o n c  ( p o u r  l a  c l a s e  A )  u n e  q u e s t i o n

topoJ-og ique por t6e  au  premier  p lan  _  par  des  th6orbmes,.

d ' A p o s t o l * B e r c o v i c i - F o i a s - P e a r c y  (  [ 5 ,  t h 6 o r d r n e s  6 . 1 3  e t  I  " 7  ( c )  )

( c f  .  a u s s i .  t l S ,  t h < l o r e r n e s  3 . 7  e t  4  "  1 l  )  .

D a n s  c e  d o m a i n e ,  r a p p e l o n s  q u e  1 2 5 1 ,  p u i s  [ 1 0 ]  ,  g n L  d o n n 6

d e s  e x e m p l e s  d ' o p 6 r a t e u r s  T  p o u r  l e s q u e l s  l e s  t o p o l o g i e s  f a i b l e *

e t  f  a i b l e * o p 6 r a t e u r  d i  f  f  6 r e n t  s u r  A T  ( c f  .  t l f  l  p o u r  d e s  r e s u . l t a t s

c o n c e r n a n t ,  l e s  p r o p r i 6 t c i s  ( A f , Z p )  e t  ( A f , Z p )  ( p ) )  e t  q u e  t 2 6 l  e x h i b e  u n

e x e m p l e  d e  T  p o u r  l e q u e J -  I ' i n c l u s i o n  A d : W T  e s t  s t r i c t e "  P a r

a i l l e u r s  I e  t h 6 o r i m e  1  e t  l e  c o r o l l a i r e  7 . I  p r 6 c i s e n t r  € i l  c e  q u i

c o n c e r n e  l a  c l a s s e  A ,  l e s  r e s u l t a t s  d e  t 1 5 1 ,  E n f i n ,  n o t o n s  ( c f .

t 2 t )  g u ' u n e  a t g d b r e  d u a l e  a r b i t r a i r e  p e u t  a v o i r  l a  p r o p r i i ! t 5  ( A r  )

s a n s  a v o i r  a u c u n e  p r o p r i e i t 6  ( A r ) ( p ) "

CCI1?CIL5,AI[tE ?. t  " Pour tout T de la classe

f a i b l e *  e t  f a i b l e * o p e r a t e u - r  c o f n c i d e n t  s u r  A r .  D e

a v e c  w T "  ( P o u r  T € L ( H ) ,  n o u s  d d s i g n o n s  p a r

f a i b l e - o p 6 r a t e u r  f e r m 6 e  e n g e n d r 6 e  p a r  T "  )

N o u s  p r : 6 s e n t . o n s  m a i n t e n a n t  d e u x  c r i t b r e s

c l a s s e s  A ,  e t  A  .  1  .  R a p p e l o n s  q u e  A T  ( I { )
f t X O  ' N O t L  *  . t . t ^ b

de  A  t f f  t  cons t  i  t u6e  des  TEA (H)  te l s  que  A ,

( A . ,  r ,  )  ,  c ' e s t * a - d i r e ,  q u e  p o u r  t o u t e  s u i t e
* t ^ o

( t t j l ) . Q r  i 1  e x i s t e



d e s  v e c t e u r s  x p

. . * 4

d e  H  v 6 r i f i a n r :(v i  )

Y j l  ,( * )  [ L j ]  t x @

I a  p r o p r i e t e  A ^ o r l  e s t

j e N ;

c r6  r  i n  i e  de  f  acon  sym6t r  i que  .

cOR0r,L&rR$ 7 "2,

so l  t  don inant  Pour

p a r t i c u l i e r  C r - " n M A 1 , . o _. .  - ,  o

DAMOT{SfRATI0N. Dr aPr}s 1e

1  , ,  ^ , ,

f  e l , r  ( r \  x  )  e t  l l  r  l l : t  .  De  cec i

So i t  Te fb  te I  que

T " AIor u TcAI 
,*o

e t  c "  l n a c o r y , 1 .o '

D \ o n ( T )  ( r e s p .  D \ o n ( T * ) )

temme 5 .1  on  a  t r te r ' f  ta r )

e t  d e  f  i n c l u s i o n  X c X *  o n

f a c i l e m e n t  q u e  e c e f  ( B ; ( A r ) u { l v l ,  9 e L 1  ( x * )  l l g l l : r i ) = t Q r ) r '

d ' a p r e s  l L 7 ,  t h 6 o r b m e  4 . 1 1  '  o n  a  T e A l , F{
O

( r e s p " ' I  6 F \ 6 q , r  ) .  E n

DEMONSTRATICIT{.  De 1a dSmonstrat ion de la proposi t  j -on 6.2 on

. O 6 a u i t  ( p u i s q u e  T  l u i - m t l m e  e s t  d a n s  e f  )  Q U €  r  p o u r  t r e D \ o n  ( T )  ,

t c ^  I  e  f !  ( A T )  .  .  L a  d o m i n a n c e  d e  n \ o ' *  ( T )  e n t r a i n e  a l o r s  q u e
v

e c e f  ( E :  ( A T )  )  c o i n c i d e  a v e c  l a  b o u l e  u n i t 6  f  e r m e e  d e  0 T  ( a u t r : e t n e n t

d i t  q u e  A ,  a  l a  p r o p r i e t e  t 5 , f ) .  O n  c o n c l u t  v i a  [ 1 6 ,  T h e o r e m e  2 " I ]

q u e  T e A r  ) , .  P O u r  p r o u v e r  l a  d e r n i e r e  a f f i r m a t i o n  j - 1  s u f f i t
-  r  r ' Y O

d ' o b s e r v e r  e u e  r  p o u r  T e c 1 .  o  o n  a  o n  ( T )  = #  ( c f '  [ 1 8 ,  p r o p o s i t i o n

2 . B l )

THEORET4B 7 .3.  Soi t .  TeA tel  que Ic x *  ( resp. x, tc x )  .  Al-ors

T e A . ,  n r  ( r e s p .  T e A r *  t  )  .
. L  r ' o o  b ,  -

pour

d e d u  I  t

D o n c ,

R a p p e l o n s  q u ' u n  o p 6 r a t e u r  T  e s t  d i t  r 6 f l e x i f  s i



*  3 5  -

W * = A l g L a t  T 1 = { X e  L ( I l ) l l a t f c f , a t  X } ) .  D e s  r 5 s u l t a t s  c i - d e s s u s  e t  d e s

c o n d i t i o n s  s u f f i s a n t e s  d e  r 6 f l e x i v i t e  o b t e n u e s  e n  t f Z l  o n  d 6 d u i t

i m m d O i a L e m e n L  l e s  r 6 s u l t a t s  s u i v a n t s

THI IOREME 7  "4 "  So i t  T r  une  con t rac t i o i r  don t  l a  pa r t i e

c o m p l i t e m e n t  n o n  u n i t a i r e  T  e s ' h ,  d a n B  A .  C h a c u n e  d e s  c o n d i t i o n s

s u i v a n t e s  a s s u r e  1 6  r 6 f l e x i v i t e  d e  T r :

n \ o n ( T ' )  o u  D \ o p ( T ' * )  d o m i n a n t  p o u r  T ,

T e C l . ,  C . l ,

F  X o  o u  X * z E

A u  n l o m e n t  d u  t i r a g e  d e  c e  p r 6 p r i n t  I t a u t e u r  o  o p p r i s  d e

c .  P e a r c y  q u e  t I .  B e r c o v f  c  f  o  p r o u v ( )  q u t  e n  f  a i .  t ,  A = A 1  ( 1 )  .

L a  r d d a c t i o n  f i n a l e  d e  c e  t r a v a i , I  o  e t ' e  a c c o m p l i e  p e n d a n t  u n

s b i o u r  d e  r e c h e r c h e  o  I  '  T N C R E S T  e t  l e  1 5 s u  l t a . t  A = A 1  ( 0 )  a  6 t ' e

a n n o n c 6  l o r s  d ' u n e  c a n f b r e n c e  A  l t L J n i v e r s i . t 6  d e  B u c a r e s t  "  L , c u t e u r

r e m e r c i - e  v i ' v e m e n t  l a  S e c t i o n  d e  m a t h l m a t i q u e s  d e  I  ,  / J V C R E S 1  p a u r

s o n  h o s p  i t a t i t ' e  e t  I e s  f  a c t l i t 6 s  o f  f  e r t e s  p e n d a n t  c e  s - e i o u r .

B .  Chev reau

U E R  d e  M a t h 6 m a t i q u e s  e t  d ' f n f o r m a t i q u e

U n i v e r s i t 6  d e  B o r d e a u x  I

3 5 1 ,  C o u r s  d e  l a  t i b 6 r a t i o n

3 3 4 0 5  T a l e n c e

F r a n c e

a )

b )

c )

$
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