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. f o r  m - a t e r i a l s

I . .  I N T R O D U C T I O N

T w o  i n i t i a l  a n d  b o u n d a r . y  v a l u e  p r o b l e r n s

w i  t h  a  c o n s t i t u t i . v e  e q u a t i o n  o f  t h e  f o r m

:--;

r : :

ii:'

€ =A6+ C to ,  e) ( l . t )

a r e  c o n s , i d e r e d ,  i n  w h . i c h  e  i s  t h e  s m a l  I  s t r a i n  t e n s o r ,  o

i  s  t h e  s t r e s s  t e n s o r  a n d  0  i s  t h e  a b s o l u t e  t e m p e r a t u r e '

S u c h .  t y p e  o f  e q u a t i o n s  a r e  u s e d  i n  o r d e r  t o  m o d e l  t h e

b e h a y i o u r  o f  r e a l  b o d i i e s  l i k e  r u b b e r s ,  m e t a l s r  r o c k s

a n d  s o  o t r ,  f  o r "  w h i c h  t h e  p  l a s t i  c  r a t e  o f  d e f  o r m a t  i o n

d e p e n d s  a l s o  o n  t h e  t e m p e r a t u r e .

l t  r \

c a s e ,  ( l . l )  i ' e d u c e sI n  t h e  i s o t h e r m a l

t o

=A& + c  (o ) ( t . z )

a n d  r e p r e s e n t s  a  s e m i l i n e a r :  r a t e - t y P e  c o n s t i t u t i v e

e q u q t i ' o n . V a r i ' o u s  r e s u l t s  a n d  m e c h a n i ' c a l  i ' n t e r p r e t a t i o n s

c o n c e r n i n g  c o n s t i  t u t i v e  e q u a t i o n s  o f  t h e  f o r m  ( t . Z )

a n d . a l s o  m o r e  g e n e r a l  c o n s t i t u t i v e  e q u a t i o n s  i n  w h i c h

A = A ( o , e ) ,  G = G ( . o , e )  m a y  b e  f o u n d  f o r  i n s t a n c e  i n  t h e

p a p e r s  o f  C r i s a " r " u  a n d  S u l i c i u [ 6 ] , t 7 1 "  I n  P a r t i c u l a r

c a s e s ,  e q u a t i o n  ( t . Z )  r e d u c e s  t o  s o m e  c l a s s i c a l  r ; o d e l s

u s e d  i n  v i s c o p l a s t i c i t y .
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,i,.:,
' r . l l .

2 l

s t u d y  o f  m o d e l s  o f  t h e  f o r m  ( t . Z )  m a y  b e  f o u n d  f o r  i n s t a n -

c e  i n  t h e  p a p e r s  o f  D u v a u t  a n d  L i o n s  t 8 l  C h " 5  a n d  S u q u e t
\ \

[ 1 4 ] i t l 5 l .  F o t  a  m o r e  c o m p l i ' c a t e  P r o b l e m  c o n c e r n i ' n g  m o d e l s

o f  t h e  f o f f m  ( t . t )  i n  w h i c h  0  i s  a  h a r . d e n i n g  p a r a m e t e r : ,

a n  e x i s t e n c e  a n d  u n i . q u e n e s s  r e s u l t  l s  q i v e n  b y  L a b o r d e

f  l l l .  H o r e o v e r ,  t h e  e x i s t e n c e  a n d  b e h a v i o u r  o f  t h e  s o l u t i o n

f o v  q u a s i ' s t a t i c  p r o c e s s i ' s  c o n c e r n i n g  m o d e l s  o f  t h e  f o r m

( f . Z )  i n  w h t i c h  G  d e p e n d s  b o t h  o n  o  a n d  g  i s  s t u d i e d  i n

t h e  . p d p e r  o f  l o n e s c u  a n d  S o f  o n e a  I  l 0 ]  .

A  r . e l a t i v e  s i : m p l e  e x a m p l e  o f  c o n s t i t u t i v e

e q u a t i o n s  s a t i s f y i n g  a l l  t h e  m a t h e m a t i c a l  r e q u i ' r e m e n t s  o f

.  i  r t  r \
t h i s  p a p e r  m a y .  b e  o b t a i n e d  t a k i n g  i ' n  ( l . l )

I
c ( c i , e )  =  - # ( o -  P K ( o ) o  )

r ( e )  ; ' [  o l  l o D l ' ; <  k ( 0 ) ]

w h e r e  1 > 0  i s  a  v i s c o s i t y  c o e f f i ' c i e n t ,  P r ( 0 )  i t  t h e  p r o -

j e c t o r  T n a p  o n  y o n  M i s e s  p l a s t  l c i t y  c o n v e x  K ( 0 )  d e f  i n e d

b y  t h e  L i p s c h i t z  y i e l d  f  u n c t i ' o n  0 *  k ( e ) .

W e  c o n s  i  d e r  f o r  t h e  h e a t  f  I  u x  d e n o t e d  b y  q

a  C a t t a n e o - ' t y P e  h e a t  c o n d u c t  i o n  I  a w  o f  t h e  f  o r m

A q + q : K V Q ( r . 3 )

a n d  a l s o  t h e  c l a s s i c a l F o u r i e r  l a w ' g i v e n  b y

q  =  r V o ( r . r + )
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1

H e a t  c o n d u c t  i o n

w e r e  i n t r o d u c e d

c o n s t i  t u t i v e  e q u a t i o n s  o f

b y  C a t a n e o  t 4 l  a n d  w e r er h e  f o r m  ( 1 . 3 )



s t u d i b d  b y  s e v e r a l  a u t h o r s .

S o m e  o f  t h e m  s t u d  i  e c l  t h e  s t r u c t u r e  o f  t h e

c o n s t  i t u t  i v e  e q u a t  i o n s .  o t h e r s  w e r e  d e a  I  i ' n g  w i  t h  s o m e  i n  i *

t l a l  a n d  b o u n d a r " y  v a l u e  p r o b l e m s  ( f o r  r e f e r e n c e s  s e e

C r i s t e s c u  a n d  S u l i c i ' u  1 7 1  p , 1 9 0 ) ,

T h e  a i m  o f  t h i s  p a p e r  i s  t o  s t u d y  t w o  u n -

c o u p l e d  t h e r m o = I n e c h a n i c a l  p r o b l e m s  q o v e r n e d  b y  t h e  c o n s -

t i t u t i v e  e q u a t i ' o n s  ( l . l ) ,  ( t . 3 )  ( p r o b l e m  C )  a n d  ( l . l ) ,

( 1 . 4 )  ( p r o b l e m  F ) .  T h u s ,  i m p o s i n g  s o m e  r e g u l a r i t y  a n d  c o m -

p a t i b i  I  i t y  c o n d i t i o n s  o n  t h e  i n p u t  d a t a  a n d  u s i n g  m o n o t o -

n i c i t y  a r g u m e n t s  i n  H i l b e r t  s p a c e s ,  t h e  e x i s t e n c e  a n d  u n i -
i

q u e n e s s ' o f  t h e  s o l u t i o n  f o r "  t h e  p r z o b l e m s  C  a n d  F  i s  o b t a i -

n e d  ( t h e o r e m s  4 , l ,  I + , 2 ) ,  T h e  c o n v e r g e n c e  o f  t h e  s o l u t i o n

o f  p r o b l e m  C  t o  t h e  s o l u t i o n  o f  p r o b l e m  F  w h e n  A - - - + 0  i s

s t u d i e d  ( t h e o r e m  4 . 3 )  a n d  t h e  c o n t i ' n u o u s  d e p e n d e n c e  o f

t h e  s o l u t i o n s  w i t h  r e s p e c t  t h e  i n p u t  d a t a  i s  a l s o  g i v e n

( t h e o r e m s  4 . 4 ,  4 . 5 J .

2 , . S T A T E M E N T  O F  T H E  P R O B L E M S

.'1
I

L e t  0  b e  a  b o u n d e d

w i t h  a  s m o o t h  b o u n d a r y  D Q = I  a n d

ry
s e t s  o f  I ;  w e  d e n o t e  b y  F 2 = f \ f l  ' f  2

u n l t  n o r m a l  v e c t o r "  o n  1 . ,  a n d  b y  S

NI

s y m m e t r i c  t e n s o r s  o n  R " .  L e t  T  b e  a

\ . l e  c o n s i d e r  n o w  t h e  f o l  l o w i n g  m i x t

. t l

d o m a  i n  i n  R ' *  ( N =  I  , 2  r  3  )

- . *
l e t  r l , l - l  b e  o p e n  s u b -

it
= F \ f 1 r  v  t h e  o u t w o r d

t h e  s e t  o f  s e c o n d  o r d e r

r e a l  p o s i t i v e  c o n s t a n t :

p  r o b  I  e m s  i

P R 0 B L E M  C .  F  i  n d  t h e  v e l  o c  i  t y  f u n c t  i  o n

v r [ 0 , T ] x f 2 i  + '  R N ,  t h e  s t r e s s

p e r a t u  r e  f  u n c t  i o n  0 :  [ 0 , T 1  x f )

t i o n  q  : [ 0 ;  T ] x  0  +  R N  s u c h

f u n c t i o n  o : [ 0 , T ' 1 x $ * . S  ,  t h e  t e m *

* R , . .  a n d  t h e  h e a t  f  l u x  f u n c -

t h a t
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:1
' r i

p i = D i v  o  + '  b

A b  +  G ( o , '  o ) : e ( v )

A  =  d i v  q  +  r

A A  +  q  =  f  V o

o x ( o , t )

f u n c t i o n  o : [ 0 , T l x Q * S ,  t h e  t e m p e ' ,

a n d  t h e  h e a t  f  l u x  q : [ 0 r T J k Q . * R N

llill
v = U

o V  = . F

$ = @

o n

o n

' o n

l , x ( o , r )

i l r x ( o , r )

t , x ( o , T )

r r x  ( o , t )

( 2  , 5 )

( 2  . 6 )

( 2 . 7 )

( . 2 . 8 )

( 2 , e ) ' l

( 2 , 1 0 ) l

(2 .  u ,  1 ' "  
s )

taJre{

q v = Q  o n

rr  ( -0) :vo

o (o) :oo

o  ( o ) = o o

q(o) ;e .

N
v : [ 0 , T J x S ] * R " ,  t h e  s t r e s s

r a t u r e  f u n c t  i o n  0 :  t 0 ; i l x f ! . R

s u c h  t h a t

P R 0 B L E M  F .  F  i  n d  t  h e  v e  I  o c  i  t y  f u n c t  i  o n

p\t

Ab

$ :

=  D i ' v  O  +  b

+  G  ( o ,  O ) = e  ( v )

d i v  q  +  r

K ! 0 lll11
o x ( 0 ,  T )

q :

r / = U  o n

o v = F  o n

0 = @  o n

q v = Q  o n

f l . , x ( 0 ,  T )

F r x ( o , r )

r l T ( o , T )

r r x ( o , t )

( 2 . 1 7 )

( z . r B )

( 2 . 1 9 )

( z . z o )



- 5

v ( o ) = v o

o  ( o  ) = o ' o

o  ( o ) = o o

T h e  m e a n  i  n g  o f  t h e  p r o b l  e m  F

t h e  f a c t  t h a t  t h e  C a t t a n e o  l a w  Q , \ )

F o u r i e r  I a w  ( 2 . . 1 6 )  a n d  h e n c e  t h e  i n i t

i s  o m i t t e d .

3 .  N O T A T I O N S  A N D  P R E L I M I N A R I E S

i n  O

t h e  s a m e r  € X c e p t

r e p  I  a c e d  b y  t  h e

c o n d i t i o n  ( z . t z )

I t c  r r  t h e  i n n e r  p r o d u c t  o n  t h e  S p a c e s

e u c l i d i a n  n o r m s  o n  t h e s  s p a c e s .  T h e

a r e  a l s o  u s e d :

( 2 . 2  t  ) l

'r'r'r'u'rl

i
I
:.r

,:,1

;1
a

:ii

T ' h e  p r o b l e m  C  r e p r e s e n t s  a  u n c o . u p l e d  p r o b l e m  f o r

t h e r m o - e l a s t i c : v i s c o - p l a s t i c  m a t e r i a l s  o f  t h e  f o r m  ( 2 . 2 )

w h e r e  A  i s  a  f o r t h  o r d e r  t e n s o r  w h i c h  m a y  d e p e n d  o n  s p d t -

c i a l  c o o r . d i n a t e s  a n d  G : Q x S x R * S  i ' s  a  c o n s t i ' t u t i v e  f u n c t i o n .

l n  ( Z . Z )  a n d  e v e r y w h e r e  i n  t h . i s  p a p e r  f  a " n o t e s  t h e  p a r -

t i a l  d e r i ' v a t i v e  o f  f  w i t h  r e s p e c t  t o  t i m e .  ( 2 .  l )  i s  t h e  b a -

I  a n c e  o f  m o m e n t u r n  e q u a t  i o n  w h e r e  t h e  f  u n c t  i o n  b :  [  0  r T ] x f l * R N

i s  t h e  b o d y  f o r c e  f u n c t i o n . a n d  p  )  0  i s  t h e  m a s s  d e n s i t y .

( 2 , 3 )  i s  t h e  h e a t  c o n d u c t i o n  e q u a t i o n  w h e r e  t r : [ 0 , T ] x . Q * R

i  s  t h e  v o l  u m e  h e a t - s u o p l y .  ( 2 . 4 )  i  s  a  C a t t a n e o - t y p e  h e a t

c o n d u c t i o n  c o n s t i  t u t i v e  e q u a t i o n  w h e r e  A  a n d  K  a r e  s e c o n d -

o r d e r  t e n s o r s  o n  R N  a n d  f  i ' n n a l y ,  t h e  f  u n c t  i o n s  U ,  F r @ r Q  a r e

t h e  g i v e n  b o u n d a r y  d a t a  a n d  t h e  f u n c t i o n ,  u o , o o , 0 o , Q o  a r e

t h e  g i v e n  i n i t i a l  d a t a .

I S

t 5

i , ^  l
t o  I

R N
t r  ,

f o l

W e  d e n o t e  b y

S  a n d  b y  l o l  t h e

l o w i n g  n o t a t i o n s

f l  s  r -2  (o)  ,

f f : { v  = ( v . )
I

H  =  [ 6 =  ( o i j  )

l v , € H ,  i = l " J ' ] ,
I

l O . . = O , , € H ,  i r . 1  = f f i ,
'  I J  J T



w h e  r e  V

o f  t h e

H r  =  { s e n l v o  6  f t } ,
I

tu  -  tu .
H r  =  { v c l ] l  e ( v ) e H } ,
, I

H o  :  t q e H  I  d  i v  q e H l  ,L '

H n  =  { o e H I  D i v e H l  ,z

e ,  d i v  a n d  D i v  a r e  t h e

r s t  o r d e r  d e f  i n e d  b y

p a  r t  i a  I d e  r  i v a t  i ' v e  o p e r a  t o  r st

f i

V e  : [ V . o ) .  V . o =
I l

e ( v ) = ( e , ,  ( o ) )

E o .
d i v  q  = ; #  ,

. l

D i v  o  + ( " 0 . o ' ) 1

' (  o ;  p  ) ] H

( u ,  u ) f r  =

( o ,  i ) H  :

,  e , ,  ( v ) =

i = i l , g e H

l , € v i
z(aff *

J

- 4 0
,ilT ,

0 v
. J 1.x-[.'' '
I

i , i = 1 , N ,

( 3 t  I  )

3 . 2 )

( 3 . 3 )

( 3 "  4 )

( l . l )

( 3 . 6 )

( 3 . 7 )

u e f f ,

- q e H  ,

0 o ' . . '
D. o : --iJ

I  a x .
J

T h e  s p a c e s  H , f r , H r H l , f t  l , H z , H z
w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  c a n o n  i c a  I  i ' n n e r

i = l r N t  o e H

a r e  H i l b e r t  s p a c e s

p r o d u c t s  E  i v e n  b y

0

a

. f  
' $ e d x

o
u  "  V  d x

( t .  T  dx

( 0 ,  E ) n . , = ( r ,  a I  +  ( v o , v p ) f f

(u ,  u ) f t ,  t (u ,  u ) . f r  +  (e (u )  ,  € (v )  )g

( q '  P ) f t r = ( c ,  o l f i ;  +  ( d l v

( o ,  t ) r ,  = ( o , r ) r t ( D i v  o ,

' I h e  
n o r m s  i n d u c e d  b y  ( : . t ) - ( 3 . 7 )

l l . l l t r . r o , l l n l l g  r e s p e c t i v e l y .  A l s o ,n -  n 2

w e  d e n o t e  b y  X t .  i t s  s t r o n o  d u a i

g ,  d i v  p : ) n

D i v  r - ) t' t 1

I  l o  I  I  H ,

s o a c e  X

a  r e  d e n o t e d  b y

f o  r  a n y  r e a  l  n o r m e d

a

,  b i  l l . l l y r l l " l l r r



i l
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t h e  n o r m s  o n  X  a n d  X ,  r e s p e c t i v e l y  a n d  b y  < ,  > X t X  t h e  c a n o -

n i c a l  d u a l i t y  p a i r i n g  b e t w e e " n  X '  a n d  X .  l f  i n  a d d i t i o n  X  i s

a  r e a l  H i  l b e r t  s p a c e  a n d  A : X * X  i s  a  c o n t i n u o u s  s y m m e t r i c  a n c l

p o s i t i ' v e l y  d e f  i n  i t e  I  i n e a r  o p e r a t o r r  w €  d e n o t e  b y  a  ,  t A , X

a n d  l l . J [ n  u  t h e  e n e r g e t i c a l  p r o d u c t  a n d  t h e  e n e r g e t i c a l
t 1  r  

n o r m  i n d u c e d  b y  A  o n  X .

f u t u 4 J
Y o : H l * H f  t h e  t r a c e  m a p s .  l , / e  i n t r o d u c e  t h e  f  o i  l o w i n g  c l o s e d

s u b s p a c e s  o f  H t  a n d  f t l

' . :

i,'::

o n

o n

v

fi

=  { o e H ,  L  y o o  =  0

-  fu  . .4= t v € H . 1  l y o v  =  0
" r ]
fr,]

a n d  w e  d e n o t e

V": {EeH" I

^ .  f a  a .

V"=  {EeH"  I

o nE  = Q  r . ' ,

t  = o o n

r r J

i l, ]

t  h a  t

F o r  e y e r y  q e f t z  t h e r e  e x i ' s t  y o q e H f "  a n a  7 n " e f i ' 6  s u c h

<Ta  q ,Yoo)H i ,Hr

N(Y1orYovtf i i ,  
f i"

A . t u Y .
a n d  y , :  t l r * H f  ,  i  l .  H Z * H l  a  r e  I  i n e a  r  a n d  c o n t  i n u o u s

\ r l e  m e a n  b y  g o l f ^  a n d  o t t F ^  t h e  e l e m e n t s  o f  V f .  a n d
' -  2  ' *  2

t i v e l y  w h i c h  a r e  t ' h e  r e s t r i c t ! o n s  o f  y . t g  a n U  i 1 o

V . , . .  ! / e  d e n o t e

= ( q , V o ) X  +  ( d i v  9 l  0 ) H  f o r  a  i  i  0 € H  
|  

( 3 . 8 )

: ( d r e ' 1 v i ) ' r + ( o i v o , ,  u ) f r  f o r  a l  I  v € H l ( 3 . 9

o p e r a t o r s .

V t r  r e s p e c *

o n V" e,n cl,



f=

&=

T h e  s p a c e s  t  a n d  # ' ' a r e

I ^ / e  g e t  b y  u s i n g  ( 3 , 8 ) ,

- B

{ e e H r l  q v l f r = 0 }
.  . t u

f o d f f ^  |  o v l ] - ^ = 0 ]_ L L

c  i  o s e d  b u b s p a c e s

( 3 . e )  "

i n  f r 2  a n d  H 2 ,

( s ' V . o ) g  +  ( a i v  q , o ) r = o

( o ,  e ( v ) r + ( o i v o ,  u ) f r = o
t
i :

:.-
j

' r i
,',j{
. ,J

fo r  a l  I  oev  and q€ . f? l  (1 .  r  o )

for at ' l  ueU ana eff  (s.rr)

F i ' n a l l y ,  f o r  e v e r y  r e a l  H i l b e r t  s p a c e  X  w e  u s e

t h e  c l a s s i c a l  n o t a t i o n ,  l , / k ' P ( 0 , T , X )  ( p e H ,  l s p < - )  ( s e e  f o r

i n s t a n c e  B r e V i s  t 3 l  A p p e n d i c e  a n d  B ! r b u  [ 1 ] '  C h . l ) . a n d

. * "  
d e n o t e  b y  l t t t t k r p r X  t h e  n o r m s  o n  t h e s e  s p a c e s i  f o r  k = 0

t h e  s h o r t  n o t a t l o n  l l . l l O , X  i s  u s e d  i n s t e a d  o f  l l . l l 0 , p , X .  T h u s ,

b y  l l x t l t , p , X  w e  n e a n  l l x l  t , , / k , p ( 0 , T , X )  a n d  b y  I  l x l  l o , x  w e  m e a n

I  I 'x l  I
L P  ( o , T , x ) '

4 .  ' S T A T E M E N T  O F  M A I N  R E S U L . T S

T h e  f o l  l o w i  n g  h y p o t h e s e s  a r e  m a d e :

p e l * ( C I )  a n d  t h e r e  e x i  s t s  c D 0  s u c h  t h a t  
' l

p ( " x ) > s  o . € .  i n  a .  J  
( 4 ' 1 )

A ;  g x S * S  i s  a  s y m m e t r i c  a n d  D o s i . t i ' v e l y

d e f i ' n i ' t e  b o u n d e d  t e n s o r  i . e .

A ( x ) o . T = o . A ( x ) t  f o r  a l ' l  o , ' u e S  a . e .  i n  0

T h e r e  e x i s t s  9 > 0  s u c h  t h a t  A ( x ) - u . r > 9 1 - u l a

f o r  a l l  : u e S  0 . e .  i n  f )

( a )

( b )

( c )  O , j o 6 a l ? . r u ) f o r  a l  l  i , J , k , h = l , N

( 4 " 2 )



_ q
J

G ; C I x S x R * S  i s  a  r n o n t a n e  a n d  L i p s c h i t z m e a s u r a b l e  f u n c t i o n  i . e

( b )  T h e r e  e x i s t  L l ,  L z ) o  s u c h  t h a t

l G ( x , o l  , 9 , ) - e  h  , o r , g z )  l < L l  l o l - o z t + L r l g t - 0 z l

f . o r  a l l  o ' l , o z e s r o l , o 2 6 R  a , e .  i n  o

( c )  G ( x , o , o ) = o O . € t

( a )  ( c  (  x , o l  ,  0 )  - c  ( x , o 2 , 0 )  ) . ( o ,  - o r ) > o f o r  a l l  o , . c r ^ c _ S .- l t - 2 - " r

0 € R ,  a . e .  i n  O

I n  O

m e a s u  r a b l  e  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e

o n  9 . ,  f o r  a l  I  o e S ,  g € R

( 4 . 3 )

b o u n d e d

( 4 . 4 )

b o u n d e d

( 4 . > , |

( 4 . 5 )

( t { .  7  )

{ 4 . 8 )
a

( 4 . e )

:,1
i,J

4l

(d )  x - rG (x ,o ' ,0 ) - :O. , f r  i  s

L e b e s g u e  m e a s u  r e

, , j,i'l
1,.;,1
r.i,ri
- {

I
,.'J
' , 1 , {

' {

' i
I

. . i

t.t-J,l
, l

K : Q * S  i s  a  s y m m e t r i c

t e n s o r  i .  e .

( a )  K ( T ) q . p = 9 . r ( x ) p  f o r

a n d  p o s i t i v e l y  d e f i n i t e

a l l  g r p € R N ,  o . e .  i n  C I

( b )  T h e r e  e x i s t s  y ) 0  s u c h  t h a t  x ( x ) q . q ) y l q l 2

f g r  a l l  q c R N  E . € .  i n  O

( c ) 6 . \ +
( A J  f o r  a l l  i , j = l , N

K - 1 A : O ; S  i s  a  s y m m e t r i c  a n d  p o s i t i v e l y  d e f  i n i t e

t e n s o r  i .  e "

( " )  r - l R ( x ) q . p = q . K  l n ( x ) p

( b )  T h e r e  e x i s t s  6 > 0  s u c h

f o r  a l l  q e R N  3 1 e .  i n

( c )  ( r . - l n )  
i  j G L -  ( r : )  r o  r  a  I  I

b e \ , / l ' 2 ( 0 , r , f r )

r e \ ^ l l ' 2 ( o , T , H )

u e \ . t 2 , 2  ( 0 ,  T , f f r )

F e \ , t 2 , 2  ( 0 , i , V ; l

* i j 9 t I

'l

-l
I
I

J

'  N N
I  q r p G K  I  3 . e .  t h

- l R ( . x ) q . q ) O l o l 2
f  o r  a  l

t h a t  K

CI

i , j = f f i
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@ e r ' , 2

Q.€r2 '2

V o e f t , ,

o o c H  I  '

? o  ( v  
o )

Y o  ( o o )

( o , T , H " )

( o , r , v ; )

o oe{ ,

9onftz

tF ,  
= , '  ( .o  )  1 f l ,  ,  oou  I  F ,

r r ' : " t o ' , r , ,  q o v r r r

= F ( 0 )

= Q ( o )

( 4 , r 0 )

( 4 . n )

( 4 , r 2 )

( 4 . 1 3 )

( 4 . 1 4 )

1 4 . r 5 )

T h e  m a i n  e x ( s t e n c e  a n d  u n i : q u e n e s s i ' r e s u l t s  o f  t h i s

p a p e r  a r e  t h e  f o l  l o w i n g :

T h e o r e m  4 .  l .  U n d e r t h e  h y p o t h e s e s  ( 4 .  I  )  -  ( 4 .  I  5 )  t h e r e

t h e  p r o b l e n  C  s u c h  t h a te x i s t s  a  u n i q u e  s o l u t i o n  o S

v e \ , / 1 , - ( . o , T r f r )  n L

o e \ , / l , - ( o , t , H )  A  t

.  o e t c l  ' P  ( o  n T ,  H )  n  L

q € t , l l ' - ( o , T , H ) A  r

T h e o r e m  I + . 2 ,  L e t

h y p o t h e s i s  ( 4 .  1 ) - ( 4 . 4 ) ,

s o l u t i o n  o f  t h e  p r o b ) e m

a n d  s u c h  t h a t

b e  q ^ = K V O ^ ;  t h e n ,  u n d e r  t h e' o  o '

( 4 . 6 ) ' - ( 4 .  . l 5 )  
t h e r e  e x i s t s r  a  u n i q r { e

F  w h i c h  v e r i f  i e s  ( 4 . 1 5 ) ;  ( 4 . 1 7 )

- ( o r T , f i l )

-  ( 0 ,  T  , $ z )
- ( o r T , H l )

- ( 0 , T , f r 2 )

( 4 . 1 6 )

( . 4 . 1 7 )

( 4 .  r B )

( 4 . 1 e )

I e €\, l  
l  '*

9 e \ ^ J l ' 2

( 4 " 2 0 )

( 4 . 2 i )

( 0 , T ,  H ) f \ w '  , '  ( 0 , T ,  H  I  )

( . 0 , T , f r ) n l * ( o , T , f t z )

F u r t h e r  o f l ,  f o r  e v e r y  f ) 0  w e  s u b s t i t u t e  i n  ( Z . l )

A  b y  E A  a n d  d e n o t e  b y  ( u E ,  o E , u E ,  q g )  t h e  s o l u t i o n  o f  p r o -

b l e m  C  w i ' t h  t h e  i n p u t  d a t a  b r r r U , F r @ , Q r v o , o o r g o ,  q o  a n d  b y

( v , o , 0 , 9 ) . '  t h e  s o l u t i o n  o f  p r o b l e m  F  w i t h  t h e  s a m e  i n p u t



I-  I l

d a t a .  b ,  r , U r F , @ r Q , V o , o o , 0 o  .  ! / e  h a v e  t h e  f o l  l o w i n g  r e s u l t r

T h e o r e m  4 . 3 .  U n d e r

a n d  l + . 2  f o r  E * 0  w e  h a v e

t h e  h y p o t h e s e s  o f  t h e o r e m E  4 .  I

^'/ 
tr)r

oE

u g

9 r
b

*F \/

+ . o

+ . $

+ q

i n  L - 1 0 , r , f t )

i  n  L *  (  0  ,  T ,  H )

i n  L * ( o , T , H )

i n  L 2  ( 0 , T , f t ) .

(h . zz)

( 4 .  ? _ 3 )

( \  . 2 \ )

( \  , 2 5 )
' ' : l

:.{
: l
l
,t

.t
. 1

: 1

T h e  c o n t  i  n u o u s  d e p e n d e n c e  o f  t h e  s o  I  u t  i  o n s  w i  t h

r e s p e c t  t h e  l n p u t  d a t a  l s  - E l v e n  b y  t h e  f o l  l o w i n g  t h e o r e m s l

T h e o r e m  4 . 4 .  A s s u m e  t h a t  ( 4 . 1 ) - ( 4 . 5 )  f r o l a  a n d  l e t

( v ,  o o , , 0 , , Q , )  b e  t h e _ s o l u t i o n s  o f  p r o b l e m  C  f o r  t h e  d a t a
.  O ^ i

b , ,  r " i  , U i , F i  , o i ,  Q i  ,  u o ) # o i  , Q o ,  l = l  , 2  s a t  l s f  y t n g  ( 4 . 6 )  -  ( 4 . 1 5 ) "

T h e n ,  t h e ! " e  e x i s t  s o m e  c o n s t a n t s  C r ) 0  a n d  C Z ) 0  i n d e p e n d e n t o n

i n p u t  d a t a  s u c h .  t h ' a t
. ;  

' ' i

r : r '

l l Q l  = q 2  l l  * ,  ' . f l l  o  . ' - e z l  t . ,

+  |  |  r  t - ,  z l  l , , , * l  l @ . l ' @ r l  l . l

g  < c l  ( !  l o o l - o o z l  l  r + l  l o o ,

, - ,  H r * , 1  Q r  g 2  l l i , - , , r i )

- 9 o 2 1  l r +
n

I

( t l " '26)

,,i
!i

l
:l

j
i

1
i, i
I
1

I  l  v l -v r l  l *n f t * l  lo . |  =or l  l - , f l5c2  ( l  l  vo l  -voz l  tg+ l  loo , -  oor l  In+

1 l  l 0 q 1 - 0 o z l  l r + l l q o l - Q o 2 l  l p + l  I  b l - b 2 l  l z , f t * l  I  r , -  r r l l , n +  $ ' 2 7 )

( v ,  , o ; , , g i , Q i )  b e

b r , r i , U i , F ; r O ; , Q 1

+l  l@, -o2 l  11 , * ,H1,+ l  lQ1-Qz l  1 , , - ,u io1 ' f  u t -uz . !  
J1 , * , r f r " * ! l l : : , ' . r '  ' J , * ,4 )

t h e o r e m  4 . 5 .  A s s u m e  t h a t  ( 4 . 1 ) - C 4 . 4 )  h o t . t  a n d  l e t

t h e  s o l u t i o n s  o f  p r o b l e m  F  f o r  t h e  d a t a

'  v o i , o o i , 0 o i , 9 o t = K V e j .  i = 1  , 2  s a t i s f y i n g
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I
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-  1 2  -

( 4 . 6 ) - ( 4 .  l 5 ) .  T h e n ,  t h e r e  e x i s t  s o m e  c o n s t a n t s  C " ) 0  a n d
5

C 1 , ) 0  i n d e p e n d e n t  o n  i n p u t  d a t a  s u c h  t h a t
I '

I  l o r - 9 2 [  t * , H * [  l q t - q z l  l z , f r = c a ( l  l o o . , - 0 o z l ' * ; i '  l r r . r r l  l r , * n  
( 4 .  z B y

- t - l  l @ t - @ 2 1  |  l , - , H l  +  |  I  Q t  - Q z  |  |  t , * , v ; )

|  |  v . ' - v , I  l * ,  f t * |  l o , -o , [  | - ,Hsc l *  ( |  | vo I - vo2 f  f  g - f  l oo , -< ru , |  | ,+

+ i l e o i - 0 0 2 " n . ,  l l b i - b 2 l l  r , f r  + l  I  r t  - r r _ l 1 2 , H * l  l 0 1 - @ z l  I  I , - , H r *  
( 4 . 2 9 )

+t I Qr-Qz I l  r,-,url * |  I  u':ur",11-,ft.L1',t l  -tq 
"1,r,11]

i : :  i :  r

k r " I L j - I * -  r n "  h y p o t h e s e s  ( 4 . 4 " b )  a n d  ( 4 . 5 . a )  i n

c o n n e c t ' r l o n  w i t h  t h e  t h e r m a l  c o n d u c t i v i t y  t e n s o r  K  a n d  t h e

r e l a x a t i o n  t l m e s  t e n s o r  A  c a n  b e  J u s t i f t e d  u s i n g  t h e r m o -

d y n a m i c a l  a r g u m e n t s  ( s e e  S u l i c i u  t l 3 l  a n d  C o l e m a n ,  F a b r i z i o

a n d  0 w e n  [ 5 ] ) .

' -  R e m a r k  4 , 2 .  T h e  r e s u l t s ,  s t a t e d  i n  T h e o r e r n s  4 . 1 - 4 . 5

h o l d  w i t h  m i n n o r  a d J u s t e m e n t s  a l s o  i n  t h e  c a s e  w h e n  ( 4 . 6 ) -

( 4 . 1 1 )  a r e  r e p l a c e d  b y  w e a k e r  r e g u l a r l t y  a s s u m p t i o n s .

t

R e m a r k ' 4 . 3 .  I n  t h e o r e m s  4 . 4  a n d  4 . 5  a s  w e l  I  a s

e . v e r y w h e r e  i n  t h . i s  p a p e r ' C , C r ( i c t t t )  t u p r e s e n t  s t r i c t e l y  p o s i -

t i v e  g e n e r i c  c o n s t a n t s  w h i c h  m a y  d e p e n d  o n  A , $ r f r l r F y T y e ,
, 1  - 1

A r K ' ' , K - ' A ,  G  b u t  d o  n o t  . d e p e n d  o n  t i m e  a n d  o n  i n p u t  d a t a "

5 .  P R O O F  O F  T H E  R E S U L T S

l n  o r d e r  t o  g i v e  t h e  p r o o f s  o f  t h e o r e m s  4 ,  l - 4 , 5  w e

n e e d  s o m e  p r e l i m i n a r y  r e s u l t s :
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I e l m a ,  5 * ]  .  L e t

a  d e n s e  s u b s p a c e  o f  X

o p e r a t o r s  w i t h  t h e  f o l

X  b e  a  r e a l  H i l b e r t

a n d  f , : X * X ,  G : [ 0 , T 1 x

I o w i n g  p t ' o D e r t i e s :

s p a c e ,  D  ( B ) C  X

X * X ,  B : D ( g ) C x - * x

A  i s  a  c o n t i n u o u s

d e f  i n i t e  l i n e a r

s y m r n e t  r  i c  a n d

o p e r a t o r

p o s i t i v e l y

1 'u'1 )

G  i s  a  m o n o t o n e  a n d  L i p s c h i t z  c o n t i n u o u s

o p e r a t o r  i . e .

( a )  < G ( t ,  * , ) - G ( t ,  * z ) ,  x . , - x r ) * 2 0  f o r  a l  I

a n d  x . ' , . x 2 € X

( b )  t h e r e  e x i s t s  L , t  > 0  s u J r . '  t n " t

f o r  a l l  t l , t z e l l r T J  a n d  x t  , ' a € X

B  i s  a  I  i ' n e a r  ( u n b o u n d e d )  o p e r a t o r  s u c h  t h a t

B * = - B  w h . e r e  f  : O ( n * ) : O ( g ) g ; X * X  i s  t h e  a d j o i n

o f  B .

T h e n ,  f o r  e v e r y  f e w l  
"  

( 0 , T , x )  a n d  * o € D  ( g )  -  t h e r e

e x i s t s  a  u n i q u e  f u n c t i o n  x 6 y l  ' * ( 0 , T , x )  s u c h  t h a t

( t )

I  lG ( t l , ^ r )  -G&r ,  l )  I  l : r < l t t l - t r l + t l  |  * t - " z l  l x

o . e o  i n  [ 0 r T ]

' ] 'u' 
"

( 5 . 4 )

P r o o f .  l n  v i e w  o f  ( 5 . t ) i t  i ' s  s u f f i c i e n t  t o  c o n -

s  i d e r .  t h e  c a s e  [ =  l r =  i n d e n t  i  t y  o f  X n  U s  i n g  c  I  a s s  i c a ' l  r e s u  ]  t : ;

o f  r R o n o t o n i c i ' t y  i n  H i  l b e r t  s p a c e s  l s e e  f o r  i n s t a n c e  P a s c a l  i

a n d  s b u r l a n  l ) 2 )  p . I . l 3 ,  B r e z i s  t 3 l  i p . 3 4 )  f  r - o m  ( 5 ' 3 )  a n d

( 5 " 2 )  i . t  r e s u l t s  t h a t  f o r  e v e r y  t e [ 0 , T ]  t h e  s u m  0 ( t ) + B * :

-l
I

I

I

I
I

r",{

t € [ o , T ]
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: D ( B ) C X * X  l s  a  c l o s e d  a n d  m a x l m a l

e v e r y  l ) 0 ,  x e x  a n d  t ,  s e [  0 , T ]  w e  h a v e

' : .

o D e r a t o r ;  m o r e 0 v e r ,  f o r

l s l ) , l t - s l

I  o f  B a r b u  [ 1 ]

I

I
I

h e n c e  l e r n m a  5 r l

p . 1 6 4  ( s e e  a l s o

f o l  l o w s  f  r o m  t h e o r e r . n  4 .
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