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H O M O G E N  I  Z A T  I  O N  O F  N A V  I  E R - S T O K E S  M O D T L :

T H I  D E P E N D E N C E  U P O N  P A R A M E T E R . S

b y

D a n  P o L r I E v s r t ( x )

r 1
S - u m m a r - y .  W e  c o R t i n u e  i n  t h i s  p a p e r  a n  e a r l i e r  w o r k  L 5 J '  b v

s t u d y i n E  t h e  i n f l u e n c e  o f  t h e  k i n b m a t i c  v i  s c o s i  t y

a n d  o f  t h e  e x t e r n a l  f o r c e s  u p o n  t h e  a s y m p t o t i c

b e h a v i o u r  o f  t h e  l J a v i e r - S t o k e s  m o d e l  o f  f l u i d

f  l o w  t h r o u g h  a  p e r i o d i c  s t r u c t u r e  a s  t h e  c h a r a c t e -

r i s t i c  l e n g t h  o f  t h e  c e l l  t e n d s  t o  z e r o o

l "  P r e l  i m i n a r . ! - e - !

L e t  U i  ,  i a ! , 2 2 n . " , 6 J  ,  b e  t h e  s i d e  f a c e s  o f  Y =

= F , , L '  a n d  l e t  [ ' u u  a  s u r f a c e  o f  c l a s  s  c 2  i n c l u d e d  i n  Y ,

w h i c h  c r o s s e s  o r t h o g o n a l  l y  t h e  b o u n d a r y  o f  t h e  c u b e  f o l  l o w i n g

s o m e  r e g u l a r  c u r v e s  w h i c h  a r e  r e p r o d u c e d  i d e n t i c a l  l y  o n  o p p o s i -

t e  f  a c e r ;  [ t  u e p a r a t e s  Y  i n  t ' w o  d o m a i n s ,  Y S  ( t h e  s o l  i d  p a r t )

a n d  Y f  ( t n e  f  l u i d  p a r t ) ,  w i t h  t h e  p r o p e r t y  t h a t  r e p e a t i n Q  Y

b y  p e r i o d i c i t y ,  t h e  u n i o n  o f  a i . l  t h e  f ' l  u i d  p a r t s '  r e s p e c t i v e l y

?  ^ 2
t h e  s o l i c l  p a r t s ,  i s  c o n n e c t e d  i n  R )  a n d  o f  c l a s s  c ' .  T h e  o r i g i n

o f  t h e  c o o r d i n a t e  s y s t e m  i s  s e t  i n  a  f i u i d  b a l l ;  t h u s  a l  I  t h e

c o r n e r s  o f  Y  a r e  s u r r o u n o e d  b y  f l u i d  n e i g h b o u r h o o d s .  \ ' J e  a s s u m e

,;



2 -

a l s o  t h a t  i f  f  a t t a i n s  a n  e d q e  o f

i n  t h a t  p o i n t  i s  t h e  e d g e  i t s e l f . '

t h e n  t h e  n o  r m a  I  t o  f

L e t  J )  b e  a n  o p e n  c o n n e c t e d  b o u n d e d  s e t  i  n  R 3  ,  l  o c a  l  i  y

l o c a t e d  o n  o n e  s i d e  o f  t h e  b o u n d a r y  A J ) ,  a  m a n i f o l d  o f  c l a s s

C 2 ,  c o m p o s e d  o f  a  f i n i  t e  n u m b e r  o f  c o n n e c t e d  c o m p o n e n t s .  D e f i -

n  i n s  ?  , n 3 ' *  
I  

b y

' ? ( ^ , ,  , 2 , " 3 )  =  ( t ^ r l  ,  [ ^ r i  , l * t l )

w h e r e

n u m b e r

o n  R 3

I  1  d e n o t e s  t h e  f u n c t i o n

i t s  f r a c t i o n a l  P a r t r  w €

i s  Y - p e r i o d i c  i f f  f = f " ? "

F u r t h e r ,  f o r  a n Y  € . € J 0 , l t

w h  i  c h  a s s o c  i  a  t e s  t o  a n Y  r e a  I

s a y  t h a t  a  f u n c t i o n  f  d e f  i n e d

w e  d e n o t e

%(*)  =?(x/e) X C  R 3

o f C )  w e  a t t a c h  t h e  i n d e x

r  p r o d u c t

t  i  v e  1 y  b Y

( p # 2 )  i  s

s  f o r  t h e
t- -l

d LLe (s)j

g ( i n s t e a d

e  t h e  s a m e  n o . t a t  i o n

o  - r "  l -  r  ^ . - f  l' ( s -U '  , LnJ (u ) J ' an
n s  a s s o c i a t e d  t o . 9

nl r.O.t" o '

l l  . [ '
t o  u s

t:
I n  L L

t a t i o

A  ( f o r  i n s t a n c e  t h e  n o r m  i n  r a ( 9 e ) i s  d e n o t e d  u v  [ .

t h e  a b s o l u t e  v a

4 , * ) '

u e  o  f

9*= l " . g l g " l e t r ] ,  =  t he  r ru i d  pa r t  o r -Q- -

-g .E  = l ' *g19" { * )ev r } ,= .n "  so l  i d  pa r t  o r  -0 -

t h e  f l u i d - s o l i d i n t e r f a c e

t?!.5 =?-9*n!€

r, =L"n l*u, . )€ r l, =

L e t  u s  r e m a r k  t h a t  i l r = ( a ! ' L U  f

A s  u s u a l  t h e  s c a l a

a r e  d e n o t e d  r e s P e c

t h e  n o r m  i n  L P  ( . 9 )

s  a n d  n o r m s  i n  L 2 ( g )  a n d

( . , . ) ,  [ . ]  a n d  ( ( ' , ' ) ) ,

d e n o t e d  b y  1 . 1 0 .  l l e  a s r e e

s c a l a r  P r o d u c t s  a n d  n o r m s

3 ,  T o  t h e  c o r r e s P o n d i n g  n o -

A l s o  i n  t h i s  w o r k ,  A b s ( x ) s t a n d s  f o r
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t h e  r e a l  n u m b e r  x .

l " t  ( . l  b e  t h e  s  p a c e  ( *  i  t h o u t  t o p o  I  o g y )  :

qf  =\u" , f l ts l l  0 , "  v  =o i "E] '

w e  d e n o t e  b y  H  a n d  v  t h e  c l o s u r e s  o r  t I i n  r - 2 ( X )  a n d  n l t ! ' l  ,

r e s p e c t i v b l y .  T o  t h e  c o r r e s p o n d i n g  c o n c e p t s  a s s o c i a t e d  t o

n  t .  - A  r
& 9 \ r n s r e a o  o f ! - )  w e  a t t a c h  t h e  i n d e x t .

F o r  a n y e € l 0 , l L  w e  c o n s i d e r  t h e  N a v i e r - S t o k e s  p r o b i e m . ,

t h a t  i s ,  i f  t h e  e x t e r n a l  f o r c e s  E - € H \ f 0 J  a n d  t h e  k i n e m a t i c

v i s c o s i t y  V a  a r e  g i v e n ,  w e  h a v e  t o  f i n d  t h e  v e l o c i t y  f i e l d

u € .  a n d  t h e  p r e s s u r e  P  ,  s a t i s f y i n q  i n  s o m e  s e n s e s  t h e

e q u a t  i o n s

( l . l )  d i v  u a  =  o  i n  - Q ' e

( t . z i  ( u " V ) u r - Y A u . =  n r - V o ,  i n  - 9 €

a n d  t h e  b o u n  d a  r Y  c o n d  i  t  i  o n

( r . : )  u t =  o  o n  ? g €

T h e  p r o b l e m  ( r . r ) - ( r . g )  h a s  a  w e l l - k n o w n  v a r i a t i o n a l  :

f o r m u l a t i o n :

T o  f  i n d  u t * V ,  s a . t i s f Y i n g

( t  . l )  V n (  ( u " ,  u )  L  
+ b ,  ( u r ,  u L , u ) =  ( 9 " , v 1  ( V )  v e v "

w h e r "  b e  i s  t h e  t r i l i . n e a r  c o n t i n u o u s  f o r m  o n  v  d e f  i n e d  b y



f " f \ r

l e a s t  o n e  s o l u t i o n  ( s e e  L 9 J  C h . l l ) .  t J
r - 1

W i t h  a  p r o o f  s i m i l a r  t o  t h a t  o f  L B J  w e  h a v e  t h e  F r i e d r i c h s '

i n e q u a l i t y  i n  - g "  2

w h e r "  C l  i s  i n d e p e n d e n t  o f  €  a n d  v .

.  F o r  a n y  e € J 0 , 1 f  ,  t h e  p r o b  l e r n  ( . | . 4 )  h a s  a t

( r .6)  1"L(t , t i l " lL f f )  veHl(-Q')

( r  .  z )  l " l  a ,e (czd lu | [ " lL  (v )  v€H] ( .Qr )

i  l  ./ [ tr l( r .B )  l . l - ( r " l l , l [  ,  ( v )ueH j (0 )  ,
b

9- je

r . .
[ v  l n
\

u = {
f o  i n

. L

R E M A R K  1  .  I

r\
t d e  n e e d  a  I  s o  t h e  f  o 1  I  o w i n g  S o b o l e v  i n e q u a  1  i  t y  i n  g - €  t

w h e r e  C ,  i s  i n d e P e n d e n t  o f  t a n d  v '
L

P r o o f  o f  ( f . Z ) .  W e  c o n s i d e r  t h e  c l a s s i c a l  S o b o l e v  i n e q u a -

I  i  t y

w h e r e  C ^  i s  i n d e p e n d e n t  o f  u n  T h e n ,  f o r  a n y  u e H I ( ! e , ) ,  l e t  u s
o

c h o o s e  u € H l ( g )  i n  ( t . B )  a s  f o l l o w s

.Q.r

l n  a  s t r a i g h t f o r w a r d  m a n n e r  w e  o b t a i n



l l / ^ l r l l( 1  . 9 )  I  v l  e , e \ u o l l u  l l e  .

5 -

A s - ( t / \ ) t z  +  ( l t t + ) t o  =

w e  h a v e

/ \ ,  b y  t h e  H i j l c l e r  ! n e q u e l  i t Y

I "l o,rcl" {j 'u

( r . r r ) v,- ll,e ll j< lnrl 1,,l,

( i . 1 0 )

F i n a l l y l  i n t r o d u c i n g  (

p r o o f  i  s  c o m p l  e t e d .  t r

, 7 )  a n d  ( i . 9 )  i n  ( t . t o )  t h e

L e t u r € V ,  b e  a  s o l u t i o n  o f  t h e  p r o b l e m  ( t ' t ) ;  s i n c e

b r ( u , v , v ) = 0  ( V )  u r v € V ,  ,  t h e n  i f  w e  s e t  V = u g  i n  ( l : ' 4 ) '  w €

r e c 6  i  v e

a n d  u s i n g  s u c c e s i v e l y  ( t . 6 )  w e  o b t a i n  t h e  f o ' l  l o w i n g  e s t i m a -

t  i  o n  s  :

( r . r z )

( t . t 3 )

w h e r e  c  d e n o t e s  c o n s t a n t s  i  n d e p e n d e n t  o f  € -  o  N o w  w e  c a n  p r o v e :

T H E 0 R E M  1 . 1 .  I ' f  t h e  ( n o n - d i m e n s i o n a l )  G a l  i l e a t r .  n u m b e r

, , 1 3  /  4' t 6 r E

It tl[(, elg,[ / Ye

l"rL(, e2 | srl / e,

d e f  i  n e d  b Y
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( t .  t 4 )

i s  s u f  f  i c i e n t l y  s m a l l , :  t h e n  t h e r e  e x i s t s  a  u n i q u e  s o l u t i o n  o f

t h e  p r o b l  e m  (  I  . 4 )  .

I g g l "  L e t  u l  a n d  u 2  b e  t w o  p o s s i b l e  d i f f e r e n t  s o l u t i o n s

o f  t h e  p r o b l e m  ( 1 . 4 ) .  l f  w e  s u b t r a c t  t h e  e q d a t i ' o n s  ( t . 4 )  s o r -

r e s p o n d  i  n g  t o  u ,  a n d  u Z ,  a n d  i  f  w e  d e n o t e  b y  w = u  1  
- u 2  I  t h e n  w e

o b t a  i n

( . | .  t l )  V r (  ( w , n ) L  * 0 ,  ( u l , w , v ) + b r ( w , u l , v ) = 0  ( V )  v € v €  .

:1

F o r  v = w  t h e  r e l  a t  i o n  ( l  .  t  5 )  r e d u c e s  t o

,u=J / ' lnu\ ' /  gf

( l  .  r6)  Ve l l ' i l ;  = -be (w,  u , , * ) (  l * l i ,u  l l , , l l ,

E s t i m a t i n g  l l u . . l { _ U y  ( 1 . 1 2 )  a n d  u s i n g  ( 1 . 7 ) ,  f r o m  [ t . t e )  i t
' e .

f o l  l o w s

( t . t z )  v r (  , - c c e )  l l  * i l j  4 t

w i t h  s o m e  p o s i t i v e  c ,  i n d e p e n d e n t  o f  t .  F o ,  G e  s u f f i c i e n t l y

s m a l i  ( 1 . t 7 )  i * p l i e ,  l l * l L = 0 ,  t h a t  i s  u l = u z  i n  V A  t r

l f  t h e  h o m o g e n i z a t i o n  p r o c e s s  a s s o c i a t e d  t o  p r o b l e m  ( t . 4 )

i s  s t u d i . e d ,  o n e  h a s  t o  r e m o v e  t h e .  f a c t  t h a t  u e  a n d  p e  a r e  d e f  i -

'  n  l n  b e  n a t u r a l  l y  c o n t i n u e d  b y  z e r o  i nn e d  o n l y  i n l l t .  \ { h i l e  u €  c i

^ t \

l L \ V g ,  t h e  p r o l o n g a t i o n  o f  p .  t o  - D -  i s ' n o t  s o  s t r a i g h t .  F o r' t

t h e  c a s e  w h e n  V ,  a n d  g U  a r e  o f  g o - o r d e r ,  a  c o n , s t r u c t i o n  a f

s u c h  a  p r o l o n g a t i o n  c a n  b e  f o u n d  i n  f S l  a n O  i t  i s  d o n e  i n  L 2 ( g )

b y  t r a n s p o s i n g  s o m e  s p e c i a l  r e s t r i c t i o n  o p e r a t o r  f r o m  t l ( . 0 - )
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. o  H 1  0 3 .  U n f o r t u n a t e l y i t  h o l d s  o n l y  w h e n  Y r  i s  s t r i c t l Y

c o n t a i n e d  i n t o  Y , 9 s  b e i n g  d e f  i n e d  a s  t h e  d o m a i n  o b t a i n e d  f  r c r n

( r . t B )  u r / g 2 . - . u . ui n  L 2 ( C )  w e a k l y

( r .  r g ) D,8 --t'p i n  t e l 5 1 O )  s t r o n g l y

g  b y  p i c k i n g  o u t  t h e  E Y ,  p a r t s  w h i c h  d o  n o t  i n t e r s e c t  ? - g ;

r T
t h u s ,  f r o m  t h e  p h y s i c a l  p o i n t  o f  v i e w ,  t h e  f l o w  i n  I B J  i s  o n l y

b i d i m e n s i o n a l  w i t h  m o n o p h a s i c  b o r d e r .  I n  [ U ]  
w e  h a v e  e x t e n d e d

t h e  a b o v e  m e n t i o n e d  c o n s t r u c t i o n  t o  t h e  g e o m e t r y  a l  r e a d y  p r e s e n

t e d  a t  t . h e  b e g i n n i n g  o t  t h i s  s e c t i o n ,  w h i c h  i s  t h r e e - d i m e n s i o -

n a l ;  w i t h  c o n n e c t e d  p h a s e s  a n d  b i p h a s l c  b o u n d a r y .  S t i l l  i n  t h i s

c a s e  w e  h a v e  s u c c e d e d  i n  
I U ]  

a "  p r o v e  t h e  c o n v e r g e n c e  o f  t h e

h o m o g e n i z a t i o n  p r o c e s s ,  w h i c h  m e a n t  t h e r e  t h a t r a f t e r  t h e  p r o l o n

g a t i o n  o f  t h e  s o l u t i o n s r t h e  f o l  l o w i n g  c o n v e r q e n c e s  h o l d

r s

t h e

r = l
t 6 t
L J

I t

d a t a

v  i o u

2 ,

t h e

b e h a

p r o p e r t y  t h a t  u  a n d  p  s a t i s f y  t h e  D a r c y  p r o b l e m

c h . 7 ) .

w i t h

( s  e e

i  s  o b v i o u s  t h a t ,  f o r  d  i

Y s  a n d  g e  w i t h  r e s p e c t

f f e r e n t  r e l a t i v e  v a l u e s  o f

t o  e  ,  w e  e x p e c t  d i f f e r e n t

t e n d s  t o  z e r o .  'o f  t h e  s o l u t i o n s  a s  ? .

T h e  r e s t - r i c t i o n  o p e r ' a t o r  r e v i s i t e d

s t u d V  .  f  a r q e r  r a n g e  o f  V u  a n O  n r ,

p r o p e r t i e s  f o r  t h e  r e s t r i c t i o n  o p e r a -

a n d  t h e r e f o r e  w e  s h a l  I  r e c o n s i  d e r  t h a t

A s  w e  w a n t  n o w  t o

w e  n e e d  m o r e  r e g u l a r i t Y

t o r  c o n s t r u c t e d  i n  I l l :{

p r o c e o u r e .
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L E M M A  2 . 1 .  T h e r e  e x i s t s f € f f (w [ r )  t v t
' |  

t  t c \
\ . / ; ' " ' ( ? v r )  s u . c h

t h a t

( z , r )  f  ( u )  -  o

( 2 . 2 )

( 2  . 3 )

'  t lw n e r e  L s
I

n b  r m a  I  t o

0Y l

( 2 . 4 )

f  ( u )  =  r { o n  ? t ,

u )  .  n d f -

o n f

i f  u = 0 i n  Ys

f
J r

:;
t

= z
:,i

.  , 6 !' *  
[ ,J

E
I =
sz

u .  n  d F ,  ( V )

t

t '  n Y  a n da s

L,-.( )Y )

, 2  2  '  ,

n  d e n o t e s  t h e u n i t  o u t w a r d

M o r e o v e r ,  t h e r e  e x i  s t s a  c o n s t a n t  C  s u c h  t h a t

l r  t , l  l r * ,ur r )<t  l '1

I  t  t , r l  r l r  /2)  1py,;  < '  l ,  l r l l i , r ,o,

T h i s  i s  a  s l i g h t

f  d e f  i n e d  t h e r e ,

( v )  u e w f ' )  ( t ) .

i m p r o v e m e n t  o f  L e m m a  I  f r o m

s a t i s f i e s  ( 2 . 1 ) - ( 2 . 3 )  a n d  a l

[ ' ] .

S OT h e

( 2  . 5 ) u e w [ l )  ( r )  ,

w h e r e  C  i s  i n d e p e n d e n t  o f  u .  H e n c e ,  w h a t  i s  n e w  h e r e  i s  o n l y '

( 2 .  \ ) .

F o r  t h i s  l e t  u s  r e m a r k  t h a t  i f  u u t [ l ) ( r ) ,  t h e n

, e W j 5 / 6 )  ( a Y )  a n d  a c c o r d  i  n g  t o  t h e  S o b o l  e v  i  m b e d d  i  n g  t h e o r e m s

f o r  f  r a c t  i o n a  t  o r d e r  s p a c e s  ( s . e  I f  ]  C h . V l  f  )  i t  f  o l  l o w s
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l (vE / lg, l  ,

v  i n  f i J l ) t g r .  v i ay  I  r r  * 5  \ * /  t* €  t  *  w e a k

_*le
l <
I
l +too

h i c

*elv*, -n*t, .l'3,
* d / ' l V * r * t - L t

V p , t )

( l r e -  w

( t e r m  w

I v{ lwj; ;) ru(' ln, I

f o r  t  s u f f i  c i e n t l y  s m a l  l .  C o n s e q u e n t l y ,  u s i n g  t h e  i n e q u a l  i  t y

f f r l r r /5 (s) ,o ( ,  ($ lv{ l r j ; ; )  r .or

R e m a r k 2  a n d  [ U l l  w e  f i n d  t h a t  t h e

i n  L 6 / 5 ( o . ) / R  a n d  t h e r e f o r e  t h e r e

s o m e  s u b s e q u e n c e

/  { g r l  
- ' P  w e a k l Yi n  L 5 / 5 t g l z n

- " r 0 )
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T a k i n g  i n  a c c o u n t  ( 3 " 1 )  a n d  t h e  c o r r e s n o n d i n g  c o m p & c t n e s s

t h e o r e m s  w e  o b t a i n

(vfi, z lsrl , *n) --+ (ve , ',)

w h i c h  m e a n s

3 . z D  .  V E / l s r [  - * - V p  s t r o n s r y i n w l ; l ) , O r .
:

f t e c a l l i n g  ( 3 . 1 8 1 ,  f r o m  ( l , z l )  r "  r e c e i v e  ( 3 . 9 ) ,

R e s u m i n g ,  i t  r e m a i n s  t o  p r o v e  t h a t  ( u , p )  s a t i s f i e s

( 1 .  t O ) ;  f o r  t h i s  w e  a p p l y  a  s t a n d a r d  m e t h o d .

/ i )  / i \
S e t i n g  u e = , u t ' r Q e  a n d  9 e = 9 t ' 3 %  w e  w r i t e  ( 3 . 6 )  i n

t e r m s  o f  x = t y

( 3  .  z z ) - E ' A u ,  + € V q E =  
" ( i ) .

B e c a u s "  u ( t )  a n d  o ( i )  a r e  i n d e p e n d e n t  o f  t ,  b y  s t r a i g h t

e s t i m a t i o n s  w e  o b t a i n

w h e r e  C  i s  i . n d e p e n d e n t  o f  € ,

( 3 , 2 3 )  l l " r [ ( t e - ' ,  l u . t ^ , .  (  c  a n d  l o r l r ( ,

( 3 , 2 2 )  u y  $ v u  /  l s r l  a n d  r e s p e c t  i v " t v  $ V e  " t t  J  I s r l  ,  b v  s u b t  r a c -

t i o n  w e  g e t

r " t  * g 8 t Q l  ;  m a k  i n g  t h e  d u a  I  i  t y  p r o d u c t  o f '  (  I  . 2 )  a n d

. v" + .,., ?% _,, ,L ?9,,o j &ro ,ultrd)=(3.2\, 
fff L ,"" 5{ 

-,n '*, 
it)o lqio* 

(u'ur,{uJ*rt*ut ,

= ( o . i  l % l  , + v ,  ) + f  {  z  l e r l  , ' r Y Q ) - ( \ 2 6 ( u u ) ,  / e 2 F J , S  I

w h e r e  ( u ,  ) ;  i  s  t h e  i  - c o m p o n e n t  o f  u E  r
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( t  .  t z ) -  (  I  "  t : )  a n d  ( l  , z t )  w e  h a v eA c c o r d i n g  t o

v  l .  ? r e
3 .25 ' f f i l ( vg  5q

R E M A R K  3 . 2 .  T h e  t e n s o r K  i s  s y m m e t r i c  a n d  P o s i t i v e l Y

2 / Z r
o b v i o u s l y  { ' * G e

( t . . l 3 ) ,  i n  t h e

b o u n d e d  i n  L 2 ( g )

s u b s e q u e n c e '  i t

t h e n  p a s s i n g  ( l , z t + )  t o

( 3 . t 0 )  i n  t h e  d i s t r i b u -

c a s e  w e  o b t a i n

t h e r e  e x i  s t s  u € H

d e f i n e d  ( s e e

f r o m  w h i c h  f o l l o w s

R e c o n s i d e r i n g
f q

t h a t  l " u u 1 * e \ t  
i s

f o  r  w h  i  c h ,  
: n  

s o m e

r o b  l  e m t h e  t r a n s i t i o n  c a s e

tr[ e l r h . 7 ) "

4 .  T h e  m a c r o s c o

9e=2(t3 :2 )

T h r o u g h o u t  t h i  s  s e c t  i o n  w e  a s s u m e

( 4 . 1 )  ( 1 ) g e H  s u c h  t h a t  n u = i t O ! ,  )

= 1 n l
p r e s e n t

;  h e n c e

h o ' l  d  s

',*' *'l<ffi' l",p{%iL .l',t, ll"6lL )(cs

(3.2il  - i%i-\0, t,.,b,SuE,l<1q1 l,u\. l{, ' l [  l", l^,.-( c*/2c,

(3.27, 
# l, rr,,ro+)1 * ffi[,. l, lo,l,(, e

a l s o

A s  b y  t h e  c l a s s i c a l  l e m m a  o n  Y - o e r i o d i c  f u n c t i o n s  w e  h a v e

( . l . z B )  ( v a ) j - * , j  w e a k l y  s t a r  i n  L r . ( ! J

w h e r e  ( u " ) ,  i s  t h e
J

t h e  l i m i t  w e  f  i n d

t i o n  s e n s e  i n  9 .

j  - c o m p o n e n t  o f  u €  ,

t h a t  u  a n d  p  s a t i s f Y

t
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( 4 " 2 )  E u " / g . - \ u  w e a k l y  i n  L 2 ( J I )  "€ ' e

A l s o ,  w i t h  t h e  t e c h n i q u e s  u s e d  i n  t h e  f i r s t  p a r t  o f  t h e

.L

p r o o f  o f  T l r e o r e m  3 ,  I  w e  c a n  p r o v e  t h a t  t h e r e  e x i s t s  0 j  ,  a  c o n -
€

t i n u a t i o n  o f  p -  t o 9  ,  s u c h  t h a t
e

( 4 . 3 )  e ? t  / t  - - - > p  s t r o n s l y  i n  t 6 / 5 ( 9 ) ,' ' E  c

R E M A R K ' 4 . 1 .  A s  t h e  e n e r g e t i c  m e t h o d  o f  p r o v i n g  t h e  c o n ' -

V e r g e n c e  o f  t h e  h o m o g e n i z a t i , o n  p r o c e s s  s e e m s  t o  f a i l  i n  t h i e

c a s e r  w e  s e a  r c h  f o r  a s y m p t o t  i  c  e x p a n s  i  o n s  o f  u €  
" n d  

P U  a s

t + 0 .  T h e  h e u r i s t i c  d e v i c e  i s  t o  s u p p o s e  t h a t  r E  a n d  P e  h a v e

t w o - s c a l e  e x p a n s i o n s  o f  t h e  f o r m

( 4 , 4 )  u r ( x ) = d l V ,  ( u o ( " , y ) + t u l  ( * , y ) * . . . )

w h e r e  y = x / g ,  a n d  t h e  f u n c t i o n s  u k ( * , y )  a n d  R p ( x , y )  a r e  Y - p e r i o -

d i c  i n  t h e  v a r i a b l e  y ;  t h e i r  t o t a l  d e p e n d e n c e  w i t h  r e s p e c t  t o

x  i s  o b t a i n e d  b y  t h e  r u l e

"  / \  d  ?  . .  1  ?( 4 . b ,  a ; ;  
=  

5 {  "  E > Y ll - l v

F u r . t h e r  o I r  w e  c o n s i d e r  t h e  " p a r t i a l "  p r o b l e m s  o b t a i n e d

b y  c o l  l e c t i n g  t o g e t h e r  t h e  t e r m s  w i  t h  t h e  s a m e  p o w e r  o f  t  i n

( " t . t ) - ( 1 . 3 ) ,  a s  a  r e s u l t  o f  t h e  s u b s t i t u t i o n s  ( 4 . 4 )  a n d  ( 4 . 5 )

g o v e r n e d  b y  t h e  r u  I  e  ( 4 . 6 )  .

( 4 . 5 )  p ,  ( x )  = t t o !  ( e o ( * , v ) + e R r  ( * , v ) + . . . )
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A t  t h e  l o w e s t  p o w e r  w e  r e c e i  v e

P o  =  R o  ( x )

A t  t h e  n e x t  l e v e l  w e  f i n d  t h e  s o - c a l l e d  l o c a l  p r o b l e m :

( 4 . 8 )  d i v ,  u o = 0  i n  Y f

( 4 . 7 )

( 4 . 9 )  ( r o f y ) u u - 4 u o = - V y p r * ( s - V " R o )  i n  t f

( 4 . 1 0 )  u o = o  o n  f

b y

( \ . 1 2 )  t o = f , ( s -  [ ^ R o )  i n  . ^ L  .

T h e  c o n s i d e r a t i o n s  o f  R e m a r k  4 . . |  s u g g e s t s  u s  t h e  f o l l o -

w i ' n g  q t a c r o s c o p i c  P r o b l e m .

c 0 N J E c r u R E .  T h e  l i m i t s  u € H  a n d  p e L 6 / 5 1 9 )  o f  ( 4 . 2 )  a n d  ( 4 ' 3

e t e r  a n d  ( g - V . p ^ )  a s
K ' O '

e r i o d i c  i n  t h e  v a r i a -

4 . 1 0 )  i s  e q u i v a i e n t

n  a  t o r u s ;  h e n c e  i t

i n  w h i c h  x  h a s  t o  b e  c o n s i d e r e d  a s  a  p a r a m

,
t ' h e  g i v e n  f o r c e .  R e m i n d i n g  t h a t  u o  i s  Y - p

b l e  y ,  i  t  f  o l  l o w s  t h a - t  t h e  o r o b l  e m  ( 4 .  B )  -  (

t o  t h e  h o m o g e n e o u s  N a v ' i  e r - s t o k e s  p r o b l e m  o

f 1

h a s  a t  l e a s t  o n e  s o l u t i o n  ( s e e  
L 9 J  c h .  |  |  ) .

l f  w e  d e f  i n e  t h e  m e a n  v a  I  u e  o f  w  €  V J

(
( 4 . n )  f f  =  \ * ( v ) d v

J
\,,r+

a n d  i  f  w e  d e n o t e  b y  v  ( y ,  g -  v r p o )  s o m e  s o  I  u t  i  o n  o f  t h e  p  r o b ,  
" *  ,

( 4 . 8 ) - ( 4 . t 0 ) ,  t h e n  t h e  n o n l i n e a r  v e r s i o n  o f  t h e  D a r c e a n  l a w

( l . t o )  i s

L.

s a t i s f y  t h e  e q u a t i o n
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( 4 .  1 3 ) u . = v i n  J I

w h e r e  y € \ , /  i s  s o m e  s o l u t i o n  o f  t h e  p r o b l e m

( 4 . l 4 )  ( ( v , * ) ) * + b ( v , v , w ) = ( 9 -  V * p , * )  ,  ( Y ) w e w

t h e  t r i  l  i n e a r  c o n t i n u o u s  f o r m  b  b e i n g  d e f i n e d  b y

3
' . S( 4 . 1 5 )  b ( u , v , w ) =  L

i , i = l #-  
wr )ay ,  (v )  u ,v ,v ' /€w.n5 .",

)

R e f e r e R ' c e s

I f l  A D A f 4 s  i l . A . ,  S o b o l e v  s p a c e s ,  A c a d e m i c  P r e s s ,  N e w  Y o r k

( t g z r )

I r ]  C A T T A B R I G A  1 . ,  S u  u n  p r o b l e m a  a l  c o n t o r n o  r e l a t i v o  a i

s i s t e m a  d i  e q u a z i o n i  d i  S t o k e s ,  R e n d . M a t . S e m . U n i v . P a d o v a ,

3 l , 3 o B - 3 a o ( 1 9 5 1 )

I  I  ]  K l  N D E R L E H R T R  D .  a n d  S T A M P A C C H  I  A  G ,  ,  A n  I n t  r o d u c t  i  o n  t o

V a r i a t i o n a l  I n e q u a l i t i e s  a n d  T h e i t  A . ? p ' l  i c a t i o n s ,  A c a d

:
P r e s s ,  N e w  Y o r k  1 1 9 8 0 )

I r - l  H f  U n S ,  J . ,  E q u a t i o n s  a u x  d 6 r i v 6 e s  p a r t i e l 1 e s ,

d e  I ' U n i v e r s i t 6  d e  M o n t r e a l ,  1 0 3 - 1 2 5 ( i 9 6 6 )

I s ]  
p 0 L t g E V S K ;  D . ,  0 n  t h e  H o m o q e n i z a t i o n  o f  F l u i d

t h r o u g h P e r i o d i c M e d i a , R e n d . S e m . M a t . u n i v e r s .

T o r i n o ,  4 4 ( 3 ) ,  3 8 3 - 3 9 3 ( 1  9 8 . 6 )

I A ]  S A N C H E Z - p A L E N C t A  E ,  r  N o n - H o m o g e n e o u s  M e d i a  a n d  V i b r a t i o n

T h e o r y , L e c t u r e N o t e s i n P h y s i c s , l 2 T ' s p r i n g e r - V e r l a q '

B e r l i n  ( t 9 8 0 ) .

s M I T H K . T . , F o r m u . ] a s t o R e p r e s e n t F u n c t i o n s b y T h e i r

D e r i v a t i v e s ,  M a t h . A n n n ,  l B B r  5 3 - 7 7 ( 1 9 7 0 )  '

L e s  P r e s s e s

F  i  o w s

P o l  i  t e c n .

Lzl
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Iu l

L r  r  I

g e n c e

TA RTA R

C o n v e r

l-n'T
L - J

T E M A M

A n a l y s

2 \

n c o m p r e s s i b l e  f i u i

o f  t h e  H o m o g e n  i  z a t

d  F l o w  i n  a

i o n  P r o c e s s

P o  r o u s  M e d  i  u m -

,  A p p e n d i g  o f

R . ,  N a v i e r - S t o k e s  E q u a t i o n s  -  T h e o r y  a n d  N u m e r i c a l

i  s ,  N o r t h - H o l  I  a n d ,  A m s t e r d a m  ( 1 9 7 7 )  ,

( x )  I N C R E S T ,  D e p a r t m e n t  o f  M a t h e m a t i c s
B d . P E c i  i  . 2 2 A  r 7 9 6 2 2  B u c h a r e s t , R 0 M A N l A .

JF


