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l l n e a r l y  o n  u  ( i . " ,  i f  t h e  d e p e n d e n c e  o n  u  i s  I  i n e a r )

o n  u  a n d  B  d e p e n d s  n o n l i n e a r l y  o n  u ,  q u a s i l i n e a r  i f  A

R r A  ( u ) )  .

T h e  I ' I 0 N L I N E A R I T Y  l { l  E R A R C H Y :

L I N T A . R  S Y S T E H <  S E I ' I I  L  I  N E A R

T h e  d i s p l a c e m e n t  ( f r o m  l e f t  t o

-.',.,,, .,.-.,-,--.,-,",-. .,,,,"' ru'.J'"t

d e p e n d s  o n  u  ( p a r t i c u l a r l y ,  i f

s . <  Q U A S  r  L  I  N E A R  S .  <  N o N b  I  N E A R  S .  ( 2 )

r i c h t )  i n  t h e  h i . e r a r c h y  ( Z )  i s  r e l a r e d  t o  t h e

)  i s  s e m i l i n e a r  t h e n  i t  c a n  b e  n u t

( 3 )
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1.-  The non. l  inegr i - ty hier?rcl ly,  ly?"r !9 l j ! I3_

W e  c o n s i d e r  t h e  s y s t e m  ( u O R n ;  t w o  i n d e p e n d e n t  v a r i a b l e s  x r t ) '

1 , ,  . A r '  -
{ - }  +  A ( x ,  t ,  u ) - $  =  B  ( x o  t ,  u ).  o t  ' D x

w i t h  A  a n d  B  q i v e n

D E F I N I T I O N  ] .

( 1 )

i n  a  c o n v e n i e n t  r e q i o n  R  ( s e e  5 4 ) .

T h e  s y s t e m  ( 1 )  i s  c a l l e d  l i n e a r  i f  A  d o e s  n o t  d e n e n d  o n  u  a n d  B  d e p e n d s

,  s e m i l  i n e a r  i f  A  d o e s  n o t  d e p e n d

'  
r a i s i n a  o f  t h e n o n l  i n e a r . i t y  I e v e l .

D 2 ,  T h e  s e m i l i n e a r / q u a s i l i n e a r  s y s r e m  ( l )  i s

p o i n t  ( * o ,  t o ) / r e s p e c t i v e l y  ( " o ,  t o ,  , o )  o f  R  i f

n E t r i x  A ( x , t ) / r e s p e c t i v e l y  A ( x , t , u )  a r e  a l  I  r e a l

o r  s r  I  n c t ,  .

R E M A R K  l .  I  f  t h e  s y s t e m  ( l  )

z a b l  e  (  I  e t  P /  r e s p e c t  i  v e  l y  P -  
I  

b e

v e c t o r s  o f  A ;  t h e n ,  P - l A P = d  i a q  ( l t

2 ,  C h a r a c t e r i  s t i  c  f o r m  o f  a  h y o e r b o l  i  c  s y s t e r n  J

T H E 0 R E M  1 "  l f  t h e  s t r i c t l y  h y o e r b o i i c  s y s t e n  ( t

i n  a  c h a r a c t e r i s t i c  f o r m .

{  w e  d e f  i n e

- I

v  =  P  ' u

R t )

3 v  *  3 v
- +  I  - .

a t  ? x

- I  )  . I
C = P  ' B * ( *  P  ' + T

c a l  I e d  ( c o m p l e t e l y )  h y o e r b o l  i c  i n  t h e

i n  t h i s  p o i n t  t h e  e i g e n v a l  u e s  . ) "  o f  t h e

( s t r i c t l y  h y p e r b o l  i c  i f  t h e y  a r e  a l s o

i s  s t r i c t l y  h y n e r b o l  i c  t h e n  t . h e  m a t r i x  {  i s  d i a g o n a l  i -

t h e  m a t r i x  v r h o s e  c o l u m n s , / r o w s  a r e  r i q h t / l e f t  e i o u n l

1  \ \

1 t  .  ,  1 t \ n )  )  ,

t h e  f o r m  ( s e e

- l
T = P  ' A P , h

= L

-:- p'ax '

( 4 )

( ) /

a n d  p u t  ( l )  i n

- l ) n u ,
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T 2  ( R , c o u r e n t ,  P " L a x , .  [  1 0 ] ) .  l f  t h e  s t r i c t l y  h y p e r b o l  i c  s i s t e m t f t \

\ r /  t s  q u a s t l t n e a r

t l r e n  i  t  c a n  b e  p u t  i n  a  c h a r a c t e r i s t  i c  f o r m o

d  W e  s u p p o s e  A - l  e x i s t s  ( a  n o n e s s e n t i a l  r e s t r i c t i o n ) .  S i n c e  p - l

r ,ve cannot  use ( l )  any more and then proceed in  two stq.c tes.

A t  f i r s t  w e  d e f i n e  f r  b y

a
;t u =Pf,

s o  t h a t  ( 1 )  g i v e s  ( h e r e  w e  n e e d  A - l )

A I

^ *  g  = f f  ' ( B  -
d X

depends  on  u

( 6 )

0 )

(B )

T h e n  w e  r e q u i r e  u e c 2  a n d  u s e

Nex t

( h e r e  ( t )

Pt)
n 2
ou = 

515p u to  obta in

^ f u r ^ td U  , / o - l n r r \ 3 u  r - l  x D  - 1 , _ r u  t u
f i  + t t '  A P ) *  = P  ' n { -  

f r  
+ ( t n  ' ( p u - s ) 1 . g r a d u ) p } ' u

* p - l  { -  #  * t  ( p t ) . q r a d r J A }  n - 1  ( p t - s ) +  i

+p - t  tF ,  (p t )  . o radu lB l  -

- l  ' a P  r r ^ t u r-P-  '  t ' i  + t  (PJ)  .  q  radr lP)  t

w e  c o n s i d e r  t h e  v e c t o r

v  = ( u l r  r  c  r  r u n ,  t l r .  i .  r t n ) '

i  n d  i  c a l e s  t h e  t r a n s p o s  i  t  i o n )  .  W e  h a v e  ( a c c o r d i  n q  t o

r a i s i n o  o f  t h e  n o n l i n e a r i t y  l e v e l  ( s e e ( Z ; ;  h a s  n o  e c h o

h i e r a r c h y ( 2 )  d o e s  n o t  f i  I  t e r  t h e  D r o p e r t y  s t a t e d  b y  T l ,

(e)
( 5 ) ,  ( B ) )

'  ? v  -  3 \ '
" a T *  

, i T  =  L  ( t O ;

w h e r e  T  i s  a  d i a q o n a l  m a t r i x  w h o s e  f i r s t  n  d i a q o n a l  e l e m e n t s  a r e  e q u a l  t o  z e r o .  $

R2:

T 1 ,  1 2 /

T h e

t h e

i  n  t h e  f o r m u  I  a t  i  o n s

T '

3 .  R i e m a n n  i n v a r i a n r s  ( t S f . l ) T h e  R i e m a n n  f o r m  o f  a h y p e r b o l  i  c  s y s t e m .

o

3 x 0 t

R 3 ,  f o r  a  s e m i  I  i  n e a r  s y s t e m  ( 1  )

T h e  R i e m a n n  i n v a r i a n t s  ( a b b r e v i a t e d  R l

( a l o n g  t h e  c h a r a c t e r i s t i c s )  i s  a i  l o w e d

B = 0  i n  ( t ) .

t h e  c h a r a c t e r  i  s t  I c  f o r m  ( 4 )  i  s

\ / \ /)  v t  ( u ) , , . . , v n ( u )  a r e  q i v e n  b y

t o  b e  m a n i f e s t  b y  t h e  t y p i c a l

a  R i e m a n n  f o r m  t o o ,

( 3 ) .  T h e  i n v a r i a n c e

c a s e  A = c o n s t a n t ,

R 4 '  F o r  a  q u a s i l i n e a r  s y s t e m  ( t ) . . t t " , e  c h a r a c t e r i s t i c  f o r m . ( 1 0 )  i s  n o t  a  R i e , m a n n

f o r m '  A s  A = A ( u ) ,  n ) 2 ,  3  R i e m a n n  f o r m  c a n  r e s u l t . u n d e r  o n l y  c e r t a i n  r e s t r i c t i o n s ,

L e t



t r e  t h e  e i g e n e l e m e n t s  ( r i g h t  e i o e n v e c t o r s ,  l e f t  e i q e n v e c t o r s ,  e i q e n v a i u e s )  o f  t h e  m a t r i x

A ( u ) .  A c c o r . d i h g  t o  t h e  a s s u m e c i  s t r i c t  h y p e r b o i  i c i t y  t h e  e i g e n v e c t o r s  R / r e s p e c t i v e l y  L  a r e

i n d e p e n d e n t  a n d  t h e  e i g e n v a l u e s . l "  a r e  d i s t i n c t .

R e q u i  r e m e n t / r . e s t r i  c t i o n  :  t h e  f o . r m s

. 1 . 1 , ( r r ) 6 u .  ,
j = l  J  J

s h o u l d  b e  i n t e q r a b l e .

L e t  u s  s u p p o s e ,  f o r  e x e m p l e  ( s e e  t h e  i t e m  5 . 1  h e r e i n b e l o w ) ,  t h a t  e a c h  o f  t h e  f o r m s

( 1 2 )  h a s  a n  i n t e q r a t i n g  f a c t o r  c r . ; :

cr ,  (u )1 ,  t r l=  Th  v .  (u ) ,

W e  c a l  I  v ,  ( u ) ,  l < i ( n ,

F i r s t ' o f  a l l r t a k i n q

i ^  A u  ^ t ,  D u  _  . i  _o t l [  { {  +  A ( u )  #  ] = r r , L  B, . , f  d X  I

o, i r  # + l .  (u)  *  t=. r ,L u' |  
d L  I  d x  I

h " ,  
*  i ,  ( " )  ra=  u .=o '  i .  , ,  l< i<n  ( r4 )

d L  |  |  d x  |  |

v ' , f r e r e  w e  d e n o t e  l .  ( v ) = I . I u ( v ) ] .  T h e  i n v a r i a n c e  ( a l o n q  t h e  c h a r a c t e r i s t i c s )  i s  a l  l o w e d  t o
t l

b e  m a n i f e s t  b y  t h e  t y p i c a l  c a s e  A = A ( u ) ,  B = 0 .

0 n  t h e  o t h e r  h a n d  t h e  r e l a t i o n  ( 1 3 )  e x t e n d s  t h e  r e r a t i o n  ( l )  i n  a n  o b v i o u s  s e n s e .

A s  t h e  n o n ) i n e a r i t y  l e v e l  r i s e s r .  t h e  p o s s i b i l i t y  o f  f i n d i n g  a  R i e m a n n  f o r m  f o i  t h e

s y s t e m  ( l )  i s  f i  l t e r e d  b y  r h e  h i e r a r c h y  ( z ) ,

4 .  A  r e v i e w  o f  t h e  a s s u m p t i o n s .

W e  c o n s i d e r  t h e  h o d o g r a p h  s p a c e  H = [ u i u a R n ] a n d  t h e  p h y s i c a l  p l a n e  E = { ( x , t )  l ( x , t ) e l n 2 j

a n d  s t u d y ,  i n  t h e  s e q u e l ,  t h e  i n i t i a l  v a l u e  p r o b l e m

# *o(r) S = o, -o(a(o,

u ( x ,  0 ) = * o ( * ) ,  - - ( x ( -

i  s  s t r i  c t 1  y  h y p e r b o l  i  c  a n d ,  o n

A e c m ( R )  ,  d l .  T h e  p o i n t s  o f  t h e

l < i < n

l c i s n

t > 0

a n  o p e n ,  b o u n d e d ,

h o d o g r a p h  s p a c e  w i

( 1 1 )

( 1 2 )

(  r  t )

( l  5 )

( r 5 )

s i m p l y  c o n n e c t e d

1  I  ( o f t e n )  b e  c a  I  -

f t i e m a n n  i n v a r i a n t s .  T h e r e  a r e  t w o  r e a s o n s  f o r  i  t .

( t l )  i n t o  a c c o u n t  w e  o b t a i n  s u c c e s i v e l y

wl - re re  the  sys tem ( t  l )

r eg ion  Rc  H ,  we  have

l e d  s  t a t e s .
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5 .  consequences  i n " .  t he  hodograph  j , pace  o f  t he  assumpt ions  cons  i de red"

5 .  l .  E x i  s t e n c e  o f  t h e  R i e m a n n  i n v a r i a n t s . f , 2 6  f ,

f{e denot e

i  R l
L ( u ) = ( L r ( u ) )  =  p - l ( u ) (  r 7 )

p R O p 0 J . t T . t 0 N _ t j  t f  L e C r ( R )  
i " O  

i n  R  t h e  c o n d i t i o n s

, a L ,  a L _
# - 5 ; T = o '  l ( i , j , m < n  ( r a )-  m  - J

a r e  f u l f i l e d ,  t h e n  f o r  e v e r y  p a i r  ( u o ,  u o ) ,  u o e R ,  u o r R n ,  t h e  s o ' | u t i o n  v ( u ; u o , v o )  o f  t h e
-  p rob l  em

d v - L ( u ) d u = 0 ,  u ( r o ) = u o  ( 1 9 )

e x i s t s  ( u n i q u e l y )  i n  t h e  w h o l e  r e g i o n  R  a n d  v e  c l ( n )  o

x : "  l f  t h e  c o n d i t i o n s  ( l s )  a r e  n o t  f u l f i l l e d  a n  a n a l o g o u s  r e s u l t  c a n  b e  o b t a i n e d

'  w h e n  a n  i n t e g r a t i n c J  f a c t o r  e x i s t s  f o r  e a c h  o . r "  t r r e  f o r m s  ( t z 7  ( a s  p = 3  t h e  i n t e r : r a b i r i t y

c o n d i t i o n s  a r e  w r i t t e n  i n  t h i s  c a s e  L . r o t , , L = 0 ,  r < i < 3 ) .u

, . , . 2 ,  R i  e m a n n - L a x  i  n v a r i a n t s ( f  3 5 1 )

L e t  u s  c o n s i d e r  t h e  a u t o n o m o u s  s v s t e m

I

u '  =  R ( u )  
'  

( z o )
i i r

u r f r e r e  R  i s  a n  e l e m e n t  o f  ( l l ) ,  R e C ' ( R )  .

R 6 .  S i n c e  R  d o e s  n o t  c o n t a i n  c r i t i c a l  p o i n t s ,  a l  I  t h e  r e s u l t s  c o r r e s p o n d i n q  t o  t . h e

n o n a u t o i ' i o m o u s  s y s t e m s  ( e x i s t e n c e ,  u n i q u e n e s s ,  c o n t i n u a t i o n  o f  t h e  s o l u t i o n )  k e e p  v a l i d .
i r

" '  A s  R e C ' ( R ) ,  t h r o u g h  e a i h  p o i n t  o f  R  a n  o r b i t  p a s s e s  u , i h i c h  q o e s  f  r o m  b o r d  t o  b o r d  i n  R .

D 3 .  W e  s a y  t h a t  a  n o n c o n s t a n t  f u n c t i o n  < p ( u ) ,  w h i c h  i s  C r  i n  R o c R ,  i s  a  f  i . r s t  i l t e :

g r a l  i n  R O  f o r  t h e  s y s t e m  ( 2 0 )  i f  i t  k e e p s  c o n s r a n t  a l o n g  e a c h  o r b i t  i n c l u d e d  i . n  R ^  o f(_)

t h e  s y s t e m  ( Z O ;  ( t h e  c o n s t a n t  d e p e n d s  o n  o r b i t ) .

D 4 .  L / e  s a y  t h a t  a  n o n c o n s t a n t  f u n c . t i o n  g ( u ) ,  w h i c h  i s  C l  i n  R - r : R ,  i s  a  R i e m a n n - L a x
o

i n v a r i a n t  o f  i n d e x  i  ( a b b r e v i a . t e d  i - R L l )  i n  R o -  i f  i t  s a t i s f i e s  i n  R o  t h e  e q u a t i o n

t , .
R ( u ) . e r a d  ( r ( u ) = 0

"  u '

' i

' 1

I
I

izr )
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P 2 "  T h e

sys tem (20 )  
"

- 7 -

/ \
f u n c t i o n  g ( u )  i s  a n  i - R L l  i n  R ^  i f f  i t  i s  a  f i r s t  i n t e q r a l  i n  R -  o f  t h e^ , o

s i n c e  R  d o e s  n o t  b o n t a i n s  c r i t i c a l  p o i ' n t s  o f  t h e  s y s t e m  ( z o ; ,  w e  h a v e  ( 1 . 2  l ) .

i i
_ P 3 :  

( i )  T h e r e  e x i s t  e x a c t l y  n - l  i n d e p e n d e n t  i - R L l ,  A 1  ( u ) 1 . n . , ( g n - l ( r ) ,  i n

b o u r h o o d  U ( t )  o f  e v e r y  p o i n t  r . R ' 1 ) ,
' / . .  \( i i 1  T h e  g e n e r a l  s o l u t i o n  o f  ( 2 i )  c a n  b e  r e p r e s e n t e d  a s

a=Ft ; t  (u )  , .  o .  , 6n - ,  (u )  J ,  ue r / cu  ( f )

v h e r ' e  F ' i s  a n  a r b i t r a r y  C l  f u n . t i o n  f d e f i n e d  i n  a  n e i q h b o u r h o o d  V  o f  t h e  p o i n t
t
I  , - .  - r .

. o . . 1 9 n - l  ( ' ) l I .

a  n e i  q h *

-  i  / * \
L ( 2 r  ( u / . . .

R 7 .  S i n c e  u  i s  n o t  a  c r i t i c a l  p o i n t  o f

c i r c u m s t a n c e  ( o n  w h i c h  t h e  c o n s t r u c t i o n  i m o l
o

4g l :  
i ' n  another  po in t ,  f r ,  we cou ld  have h-

tement '  o f  the  propos  i  t  ion  P3.

t h e  s y s t e m  ( z o ) ,  t e t  A o ( r ) / 0  ( r i g "  r  ) .  T h i s

i e d  i n  t h e  p r o o f  o f  P 3  d e n e n d s )  i s  q e n e r a l l y
' I

( f r )+o  ( t  * j  )  ,  Rk ( i l - 0 .  Hence fo r th  the  l oca l  s ta -

H e r ' e  i s .  a n  e x a m p l e  i n  w h i c h  U  c o i n c i d e s  w i t h  R .

EXAMPLE 1  : .  t n

t a t i o n s )  t h e  s y s t e m

t h e  a d  i  a b a t  i  c

( 1 5 )  h a s  t h e

ap 3m
F r * T ; = u

3m I  ,n2- ? - t -

a t  3 x  ' p

t'rosl . *

q a s d y n a m . i c s  ( i n  i u l e r i a n  c o o r d i n a t e s ;  i n  t h e  u s u a l  n o -

fo rm

+ p ) = 0

t5-bs) J= o

(zz)

ufre re

P  =  p ( g ,

D e n o t i n q  u = ( u . , ,  r r -  , , - ) = ( o  m .  P S )\ - l r  
" 2 ,  

u 3 l - \ h / t  r r r t

A  i n  ( r S )  ( w e  c h o o s e  t h e  l e n g r t h  o i

s )

w e  o b t a i n  t h e  f o l  l o w i n g  e i g e n e l e m e n t s

t h e  e i g e n v e c t o r s  R  a c c o r d i n g  t o  ( 2 4 ) . ,  . 2
' I  r )

o f  t h e  n n a t r  i x
n
L

a n d  l R l = l )

i n  a  n e i q h b o u r h o o d  o f  t h e
- [ "  

s a y - t h a t  t h e  f u n c t i o n s  g , ( u ) , . . ; , g p ( u )  a r e  i n d e p e n d e n t
p o i n t  I  i f  r a n k  l l E g , / a u r l l  u _ O = k s n  

( i < j < n ) .



. - B -
'  u .  U .

1,., (u):'$ -c(0, s)a OL -c(ut ' 
t ' 

I

. m u ?
a  /  \ _  i l t  _  L

/ 1 ^  t u ,

^r , , ,= ; .  "1" ,  s)= #.  . (ur ,  f , r  d" i  * l

1  . x r  e . - 1  m
R ( u ) =  - G *  *  * )  

' [ 1 ,  
;  - c ,  S ]

d p i r ' . J

3 .  . x r  . . F I  ' m

" \ v / - \ a p  
Q ,  

- ' t  
g  

- t " "  
:

.
t 2 3

s i n c e  w e  h a v e  R l l 0 ,  R l l 0 ,  R l l 0  i n  t h e  w h o " l e  R  w e  c a n  q i v e  t h e  R . L l  i n

( i )  I  -  R L t  a r e  u .

" {r .l)
/ r  s )  u )  u r  

-  \ i "  u r '
. .b' (u)= * * /l t*s+".' dE = - + /-l =--J ar- r  

P  P o  . l ;  , l  ' u 1 0  
h  ,  

- "

r  L l .

.b^ (r)  =S= r
a  U t

I

/ . .  \( i i )  2  -  R L I  a r e

2 r ,  m  
u 2

( p 1  ( u / = ;  = : : -
u l

. l

2 'u3 ,,6 2 ( u ) = p ( p , s ) = p ( u . , ,  t '  )
" l

. ( i i i )  3 - R L t  a r e  u ^
. ( F  J 1

,ir tu)= $ - /: dpg ag = 2 -1ur "' ' '=4' 
o,'  Y  - O  s  " l  " 1 0  S

?  u r
d ,  ( r ) = S =  J

'  t l

2  ^  a p .  / ^ ^ \- "  
55,  \z t )

I t  i s  e a s y  t o  s e e t h a  t

r l ( r ) . q r "a

f r (u) .gr"a

i ( u ) .  g r "a

. .

t h e  w h o l e  R :

(24)

1 1  ( u ) = 1

12  (u )  =0

t r3  (u)= l

COROLLARY 1
i .

/ . \  n /  \  '  t  /  \  ,  |  /  \
\ r /  K ( u / , o r a o . . o r  ( u / r , r . o r a d . . Q ,  \ u /  a r eu , .  I  u ' n - l

L
N '

/ . . \  |  |  \  r  I  r  r  |  /  \( l  l /  L ( u J ,  q r a d . . Q r ( u l r , . ! r n r a d . . ( n  r , , l
L r  |  , . . , . t n - l  

t " ' I

i n d e p e n d e n t  i n  U ( U )

k # i ,  a r e  d e n e n d e n t  i n  U ( [ ) .



T l r e  r c l a t i o n  [ : e t w e e n

P 4 .  I  f  t h e r e*

s i o n s ,  t h e n

a r e  t h e  i - R L l r  I

@ . A c c o r d i n g  r o  ( t : ) .  F

- '  : ,  - ,  : .

"  
I n  o t h e r  v r o r d s ,  i  f  t h e r e  e x i  s t

l<kSn,  k# i  .

' t .

R i e m a n n  a n d  R i e m a n n - l . a x

, . r  
, . : :  

.

i n v a r i a n t

b e  t h e i  r  e x p r e s -

coo rd ina te  , sys tem in  R

i n e s  o f  i n d e x  j ,  1 S j < n ,  i # i .

t l t e  s ; e t s  o f

e x i s t  R l  f o r  t h e  s y s t e m ( t 5 ) ,  l e t  v l  ( u ) , . . . , v , . , ( u )

v t  ( u ) , . . r , v ; _ ,  ( u ) ,  v  i + l
( r )  , . . .  ; v , . ,  ( u ) ( z l )

R l  f o r  t h e  s y s t e m  ( 1 5 )  t h e n  v ,  ( u )  i s  a n  k - R L l ,

:  
A t  t h i s  p o i n t  \ ' r e .  o u q h t  t o  r e v i s i  t  t h e  c o n c l u s i o n s  o f  p l  a n d  t h e  d e t a i l s  o f  R . / ,

p a r l i c u l a r l y  i n  c a s e  n = 2 ,

R l  d e s c r i b e  a  ( l o c a l ,  c f .

F I \s u r f a c e  v ,  ( u ) = c o n s t a n t  i
I

6 ,

j g . r h e
f  a t  ^ \

\ r r g .  z ) , I n e

[ 6 3 ] )  c h a r a c t e r i  s t i c

s  s t r a t i f i e d  b y  t h e  I

G e n u i n e  n o n l  i n e a r i t y .  L i n e a r  d e g e n e r a c ) r .  C o n v e x i t y .  C o n t i n u o u s  s o l u t i o n o f a

s t r i c t l v  h v o e r b o t  i c  s v s t e m  l n  t w o  l  p e n d e n t  v a r i a b r e s .

5 .  I ,  G g n u i n e  n o n l  i n e a r i  t L i n e a r  d e q e n e r a c C o n v e x i  t v .

i  o f  t h e  s t r i c t l y  h y p e r b o l  i c sys  te , r l
U j  ( p r l - 1 x  f  l q l )  A  c h a r a c r e r i s t i c  f  i e l d  o f  . i n d e x

( 1 5 )  i s  c a l l e d  q e n u i n e l y  r r o n l i n e a r  i f

^ /  \R ( u ) . o r a d r , l . .  ( u ) 1 0 ,

r e s p e c t i v e l y  i f
I

R ( u ) . g r a d . . ) " ,  ( u ) = 0' u t -

s t r i c t l y  h y p e r b o l  i c  s y s t e m

a n d  I  i n e a r l y  d e g e r r e r a t e

D 6 , ' ( P . L a x  I J 6 l ) .  R

r n  K

i n  R

( t S )  i s  c a l  l e d  c o n v e x  i f

Qe1

(z t )

i  t s  c h a r a c t e -

e l*  r i s t i c  f i e l d s  a r e  a l l t h e r  g e n u i n c l y  n o n i  i n e a r  o r  I  i n e a r l y  d e g c n e r a t e .



Here

F 2

E3.

t n
I t , |  -

are some examp' l  es of  convex systems,

Th 'e  sys tem (22 )  ,  acco rd ing  to  (24 )  
"

T h a  c r r c . f a m/  -  -  * " '

D o . D m ^
m " 5 ; 1 ' ,
3m a  ,^2

- _ + - - ! G t F T

a t  a x ' p

o f  t h e  i s e n t r o p i c  g a s d y n a m i c s  i n  E u l e r i a n  c o o r d i n a t e s  ( i n  t h e  u s u a l  n o t a t i o n s ) . ' H e r e

2
/  \  e t  \  /  m  \

u = ( P r m ) r  f  ( u ) = ( m '  
F : +  P /

a n d  
l ( u ) = , * ; .  i t - ' r ) , ) . ,  

( u ) : , i ( u ) = - ( : ; . ; ) - r t t , r r ( u ) l

1 / , , \ - m - ^  r  / , , \ - I + c
I  ( u / =  

F  
- " ,  ^ Z \ u )  

:  F '  
t  

,

( w e  c h o o s e  t h e  l e n g t . h  o f  e i g e n v e c t o r s  R  a c c o r d i n g  t o  Q 9 ) ) .

We have

I .  r  /  \n \ u /  r g t ' o c r u A i  \ u / = 1 1

The R I  have the  exp  ress  io ,ns

^ / ^ \  m  . ( n \
v., (u)$ - r =ttoo, vr(u)# * /={-dn

w e  p u t  a = f ' a n d  t h e n  w e  h a v e  n ( u ) = a ( u ) ,  t r ( u ) = a ( u )

w r i t t e n  t n ( u ) t " ( u ) l o  i n  R ,  i . e . l

p ) = 0 ,  p = p ( p )

( ze)

(zg)

( :o)

i n  R  s o  t h a t  t h e

s m o o t h  i n i t i . a l

n a t u r a l l y  
' l  

l m l -

i = \  , 2

'  
E 4 .  A s  n = l  

i "  
( t S )

requi  rement  (ZO) can be

f t ' ( u ) l o  i n R  ( 3 1 )

( f  s h o u l d  b e  g e n u i n e l y  n o n l i n e a r  :  c o n v e x / c o n c a v e ) .  U n d e r  t h i s  r e s t r i c t i o n  t h e  l e n g t h  o f  R

c a n  b e  c h o s e n  a c c o r d i n g  t o  R ( u ) f " ( u ) = 1 .  0 n  t h e  o t h e r  h a n d ,  t h e  r e q u i r e m e n t  ( 2 1 )  c a n  b e

t r a n s c r i  b e d

f " ( u ) = 0  i n  R

( i  s h o u l d  d e p e n d  I  i n e a r ' l y  o n  u ) .

( 32)

6 , 2 .  S m o o t h  s o l u t i o n

A  s m o o t h  s o l u J i o n  c a n  b e  c o n s t r u c t e d  ( t  l O  l ,  [  1 5

a  c o n v e n i e n t  n e i g h b o u r h o o d  o f  t l r e  i n i t i a l  I  i n e .

t h e  p r e s e n c e  o f  s i n g u l a r . i t i e s  ( s e e  6 " 1 0 ) "

l ,  I  i 7  ] ,  L 2 7  l )  f r o m

T h i s  n e i q h b o u r h o o d  i sda ta

ted h r rv I



t 1
/

-6 ,  3*  .Cont inuous  so l  u t  ion"  S  i inp le  wavers  so l  u t ' r_o_! ,

L e t  u s  c o n s i d e r ,  u n d e r  t h e

u f r e r e  i  i s  a  g e n u i n e l y  n o n l i n e a r

( 3 3 )  i s o l a t e d  w i t h  t h e  c o n d i t i o n

a s s u m p t i o n s  o f  5 4 ,  t h e  a u t o n o m o u s

. { l l  I

#  =A (u )  n  ( r r )
dcv.

i ndex , / \Asc f l (R )  ,  mv ) ,  and  A lo  i n  R ,

sys tem

Let U (cr)  be an

( 3 3 )

o r b i t  o f

(3 t t  )

3a)

e7)
o f  t = 0  e x i s t s  ( e x a m p l e :

(38 )

\ ) J  )

can be read in two \^",ays:

(40)

* o  ( 4 1 )

i c i t l y ,  f r o m  ( 4 0 )  
I  

t h e  c o r r e s p o n d e n c e

a n d  f r o m  ( 4 0 ) "  t h e  s o l u t i o n  a = c ( x , t )  "' z

l , /e use 'U (q,) to construct

R9,., rhe

U (ao)=Uo

t h e  f u n c t  i o n

g (cr):),. t u ('ct) l
r l
( 1 . ,  a n d  R  a r e  e l  e m e n t s  o f  ( l  I  ) )  "  \ . / e  h a v e' t

oc[

.  N e x t ,  w e  t a k e  i n t o  a c c o u n t  t h e  i n i t i a l  v a l u e  p r o b l e m

aO . ir't

f f  *B(c r ) - i  =0 ,  - -dx(€r  t>0 .

-  :  -  
c t (x  ro )  =o  (x )  r  -6 (x<-

w h e r e  0  i s  a  c o n t i n u o u s  f u n c t i o n  f o ,  w n i c n  a  l o n a i n r i t y  n e i g h b o u . r h o o d

€  i  s  a n  i  n c r e a s  i  n g  o r  s m o o t h  f u n c t  i  o n )  .

\ 5 > )

c h a r a c t e r i s t i c s  o f  ( 1 6 ) ,  d e s c r i b e d  b y

d x  6 r ^ . t . .i t  =B[cr(x,  t )  ]
U L

a r e . s t r a i g h t  I  i n e s  a l o n g  w h i c h  q , = c o n s t a n t o

r {R AQ
I t  i s  e a s y  t o  s e e ,  c f  . R 9 ,  t h a t  f o r  # ) 0 / r e s p e c t i v e l v  H < 0  t h e  s o l u t i o n  o f  ( 3 6 )  ,  ( l l )

. d c t ' r - r d o ,

s a n  b e  r e p r e s e n t e d  i n  t h e  i n r p l  i c i t  f o r m

cr:e (E) ' f,=x-P (c) t :

f a l t i c u l a r i y r w e  
c o n s i d e r  a  s m o o t h  I  i n  ( : 7 ) . f n e  r e p r e s e n t a t i o n  ( l g )

.  F l  ( l l ,  * ,  t )= I -x+Bto (E)  I  t=o
8 r  F r ( o , x ,  t ) = c r -  o t x - p ( c r ) t l = o

E F . |  3 F ,
T h e  r e q u i r e m e n t s  

#  
I  0 / r e s p e c t i v e l y  

m :  + O  i m p o s e d  t o  t h e  f u n c t i o n s  F 1  a n d  F 2  r e s p e c t i v e l y

j n  o r j e r  t o  a p p l y  t h e  i m p l  i c i t  f u n c t i o n  t h l o r e m  a r e  b o t h  e q u i v a l e n t  w i t h  t h e  c o n d i t i o n

r * $ro tE) i{$t
c a n  o b t a i n , ,  e x p l

c h a r a c t e r i  s t i c s

-  
U n d : r  t h e  r e s t r i c t i o n  ( 4 1 )  w e

g =  f , ( x ,  t )  r e a l  i s e d  b y  t h e  f a m i l y  o f



* 1 2 -

T a l < i n g  ( 4 0 ) "  i n t o  a c c o u n t  w e  c a n  c a l c u l a t e' 
r (cr)':]9

' t g

' 8 c r -  -  
L r ! '- -;ETr*'

d(], og

R f o { t r ) Ix = E - f f i ,

ffito (E)r ii

Acr
3 x

d 0
o 5***::F.Ta*'*

!  ,  v t /  \ e !
la" F- '  ry?L
-, oct ctg

T h e  d e r i v a t i v e s  ( 4 2 1  k e e p  b o u n d e d  i n  a  r : e g u l a r i t y  n e i g h b o u r h o o d  o f  t = 0

b o , ! h  s i d e s  o f  t h i s  a x i s )  d e r e r m i n e d  b y  ( 4 1 ) "  A c c o r d i n g  t o  ( 4 f  )  o r  ( h z ) ,

t y  can  appear  fo r

t=T (E)=-{#rr (E)r*g } 
- I ( 4 3 )

'  '  
n t  #  4 9 * o  w e  h a v e  E ( g ) > o  a n d  s o  a  s i n g u l a r i t y  a p p e a r s  i n  t > 0  t h e  e a r l i e s t  f o racx, de

. t = t * = i n t { , T ( E )  , E e R } "  n ,  
# : g ) 0  f o r  e a c h  f , e t R ,  w e  f  i n d  t h a t  a  r e g u t a r i t y  n e i g h b o u r h o o d  s t r i c t -

l y  c o n t a i n s  t h e  h a l f  p ) a n e  t ) 0  ( f i g . 3 , a , b ) .  
. .

T h e  e n v e l o p e  o f  t h e  o n e - p a r a m e t e r  f a m i l y  o f  s t r a i q h t  l i n e s  ( 4 0 ) f  i s  d e s c r i b e d  b y

t e d  i n  D  c  E  b y  t h e  p r o c e d u r e

g*Ug,gl- l{e a I so say tha t

b y  s  i m p l  e  w a v e s  r e g  i o n s o

T h e  m e n t  i o n e d  c o n s t r u c t  i o n

I  i n e  c h a  r a c t e r  i  s t  i  c  a n d  t h e  w e a k

r e f l e c t s  t h e  p o s s i b i l  i t y  o f  a

d i s c o n t i r r u i t y  c h a r a c t . c r  o f  s u c h

(l+r \

( p o s s  i b l y  p l a c c c . l  o n

g i v e n  f l  a  s i n g u l a r i -

( 4 4  )

c o n s t a n t  r e q i o n s  s e p a r a t e d

b r a n c h i n g  t h r o u g h  a  s t r a ! q l - r t

a  c h a r a c t e r i s t i c .

t=- 4pL-**

i$ro re r: ff
( r  i g  "  3 ,  a  ,  b )  .

Now we u s e  t h e  s o l u t i o n c r ( x , t )  o f  ( : e ) ,  { J 7 )  i n  o r d e r  t o  c o n s t r u c t  t h e  f u n c t i o n

u  ( x ,  t ) = u [ c r ( x ,  r ) ]  ( 4 5 )

( w e a k ;  s e e  7 , 1 )  s o l u t i o n  o f ( t 5 )  ( c l a s s i c a l  i f  O  i s  s m o o t h  i n
T h i s  f u n c t i o n  i s  a  c o n t i n u o u s

$ t ) ) .

D 7  ( S " D . P o i s s o n  l 5 2 l ) , F o r  t h e  s y s t e m  ( l  5 )  ,  a  n o n c o n s t a n t  c o n t i  n u o u s  s o l  u t i o n  c o n g t r u c *

d e s c r i b e d  h e r e i n a b o v e  i s  c a l l u d

0  i s  g  s i m p l e  r . v a v e s  r e a i o n  o f  i n d e x  i "

P 5 .  l n  a  s i m p l e  w a v e s  r e g i o n  0  o f  i n d e x  i  t h e  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  i n d e x  i  o f  t h e  s v s -

" t e m  
( 1 5 )  a r e  s t r a i g h t  l i n e s  a l o n g  r v h i c h  t h e  s o i u t i o i r  k e e p s  c o n s t a n t o

- . .  €  \ { e  h a v e  9 [ o ( x ,  t ) - l = . 1 . ,  I u  ( x ,  t ) l  i n  ? .  \ ^ i e  u s e  R 9 .  F

A s  O  i s  c o n s t a n t  a l o n g  c e r t a i n  i . n t e r v a l s  o f  t h e  i n i t i a l  I  i n e ,  t h e  c o n t i n u o u s  s o l u t i o n

c o n s t  r u c t e d  b y  t h e  p r o c e d u  r e  d e s c r  i  b e d  h e r e  i  n b e l ' o r e  c o n s  i  s t s  o f



_  t 3

I 1 9 :  s i n . "  ( l g  a n d  ( z o )  a r e  p a r a l l e l  w e  c a n  a p p l y  t h e  R L I  t h e o r y  i n  o r d e r  t o  c h a r a c -

t e r i z e  a  s i m p l e  w a v e s  s o l u t i o n .

( i )  G i v e n  a  p o i n t  T e R ,  w e  c o n s i d e r  t h e  n e i q h b o u r h o o d  U ( ' i l )  m e n i i o n e d  i n  p 3  ( i )  a n d  R 7 "

T h e  h o d o g r a p h  o l ' a  s i m p l e  w a v e s  s o l u t i o n  o f  i n d e x  i  l a y s  a l o n q  a  l i n e  o F  t h e  f  i e l d  [  .  l n

i t h e  l i m i t s  o f  t h e  r r e i q h b o u r h o o d  U  t h i s  h o d o q r a p h  i s  o i v e n ,  a c c o r c J i r r q  t o  p 2 ,  b y

. - 1 ,  t r ) = c 1 r  " . " , d n - 1  ( u ) = c n - , (4 r")

( i i ) L e t  u s  c o n s i d e r  n e x t  a  n o n c o n s t a n t  c o n t i n u o u s  s o l u t i o n  u  o f  t h e  s y s t e m  ( 1 5 ) ' d e f i n e ,

'  ' i n  
C I c ' E  a n d  a  c o n v e n i e n t l y  c l o s e  n e i g h b o u r h o o d  ? o  o f  t h e  p o i n t  ( x o , t o )  E 0  s o  t h a t  u ( t o k u ( . f ,

f ru  (xo ,  to )  .  I  f

I
. 0 ,  t ,  { ^ ,  t ) l = c l  , 6  r  c , 6 n - t I u  ( x ,  t )  ] = c n - l  i n  0 o

t h e n  t h e  R L I  t h e o r y ,  t h e  p r e v i o u s  r e m a r k  a n d  t h e  i m p l i c i t  f u n c t i o n  t h e o r e m  s h o w  t h a t  i n

D ^  t h e  c o n s i d e r e d  s o l u t i o n  i s  a  s i m p l e  w a v e s  s o l u t i o n  o f  i n d e x  i "o '

5 : 4 .  A  h i e r a r c h y  o f  t h e  s m o o t h  s o ' l u t i o n s "

A  s m o o t l r  s i m p l e  w a v e s  s o l u t i o n  i s  a  o a r t i c u l a r  c a s e  o f  r a n k  I  s o l u t i o n ;  t h e

s t a t e m e n t  o f  P 5  s h o w s  a  p a r t i c u l a r  f o r m  o f  t h e  r a n k  t h e o r e m  s t a t e m e n t  ( [ 6 1 ] ,  1 " 7 4 ) ,

H  I  E R A R C H Y :

S I ' 1 O O T H  S I M P L E  W A V E S  S O L U T I O N < R A N K  I  S O L U T I O N < S M O O T H  S O L U T I O N  ( 4 8 )

6 . 5 .  T h e  F r i e d r ! q h s  t h e o r e m s  ( l  1 B l )

L E I ' 1 M A  I "  T h e  b o u n d a r y  o f  a  c o n s t a n t  r e q i o n  c o n t a i n e d  i n  t h e  d o m a i n  ?  o f  a  , c o n t i n u o u s

s o J u t i o n  i s  a  p o l y g o n a l  l i n e  w h o s e  s i d e s  a r e  s e g m e n t s  o f  c h a r a c t e r i s t i c  s t r a i q h t  l i n e s ,

"  4  A r g u n e n t  l .  F o r  a  h y p e r b o l i c  s y s t e m  i h e  D e r i u r - b a t i o n s  p r o D a l l a t e  o n  c h a r a c t e r i s t i c s

w i t i c h  i n  a  c o n s t a n t  r e g i o n  a r e  s t r a i g h t  I  i n e s .  T h e  a p s e a r e n c e  o f  a  n o n c o n s t a n t  n e i e h b o u -

r i n g  r e g i o n  i s  e q u i v a l e n t  t o  a  p e r t u r b a t i c n .

A r g u m e n t  2 , .  L e t  C  b e  a  n o n c h a r a c t e r i s t i c  a r c  o f  t h e  b o u n d a r y  o f  a  c o n s t a n t  r e o i o n .

I t  a p p e a r s  t h a t  t h e  c o n s t a n t  s o l u t i o n .  c a n  b e  c o n t i n u e d  o u t s i d e  t h e  c o n s t a n t  r e g i o n ,  a  c o n -

t r a d  i  c t  i o n .  F

D 6  ( f . O . f r i e d r i c h s , ) . l d e  s a y  t h a t  a n  o p e n  s e q m e n t  ( a  c o n n e c t e d  s e t  w h i c h  d o e s  n o t  c o n -

t a i n  v e r t i c e s )  o f  t h e  p o l y c o n a l  b o u n c j a r y  o f  a  c o n s t a n t  r e q i o n  i s  e s s e n t i a l 1 y  i s o l a t e d

\ 4  / )
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l

1 ' 2  l r ,  , ,  -  \I  j  ( t ( .  ( . ) ,  Fr  iedr  i  c . l r .q)  ,  to t '  CI  be , . t l , re ,c1oma in%

subse ts  o f  ?  ad j " . *n i  a . l onq  the  open  a rc  C ,  t l e

g i o n  o f  t h e  s o l u r i o n  u  t o  0 ' / r e s p e i t i v e l v  0 ^ "l " - -  ,  L .

of  ,  a  ,corr t  inuou: ;  so l  u t  i 'o r r ,  u  ar r rJ ,  f l1  , .  CI ,  ope:n

d e n o t e  u r / r e U ) e c t i v e l y  u ,  t h e  r e s t r i c -

i  s o l a t e d  t h e n

of u to '0,

t o  C l  ( i i )  w e

(  4e)

(so )

l f  u ' |  i s  c o n s t a n t ,  , z  i s  s m o o t h  e n d  n o n c o n s t a n t  a n c l  c  i s  e s s e n t i a l l y
t h e r e  e x i s t s  a  r g ion  CI r€ .D,  ad . jacent  b  CI . . ,  a long C so  thar  res
i s  a  s  i m p r e  w a v e s  s o r u t i o n  ( r i g , s )  ,  

r g  L  s o  t n a t  r e s t r i c t i o n  u 3

4 l " t  i l = u ( 0 ' )  a n d  I e t  i  b e  t h e  i n d e x  o f  t l ' r e  c h a r a c r e r i s t i c  c .  / \ c c o r d i n gI '

l u v e  i n  a  n e i g h b o u r h o o d  U  o f  i l  i n  H

[ (u )=n i lo  , , , , ' '  ^ -^ . - ,  i ^ ' , , .
j = t o k i  

( u ) ' q r a d r ( o r ' . ( u ) ,  l < k < n ,  k # i

B y  ( 1 5 )  a n d  ( 4 9 )  * e  o b t a i n  i n  D r :

K  1 , ,  . . .  k0=l (u)rff +n (u){{l='i f , lrff +,r.0 tu){ft=

r i  r i
m1 t r l+r .o(u) f ; (0 ,  (u)1,  l<k<n,  k# i

L e t  u s  c o n s i d e r  i n  0 2  t h e  i n i t i a l  v a l u e  p r o b l e m  w h i c h  c o n s i s t  o f  t h e  I  i n e a r  s v s t e m
( a s s o c  i a t e d  t o  t h e  s o l  u t  i o n  u )

n - l

. i l , tu ;  
Iu  (x ,  t )  t  r {1+,  (x ,  t )+} .u [u  (x ,  t )  : t ' c ,  (x ,  t ) ]  =0,  tsk<n,  k /  i  (5  i  y

a n d  t h e  d a t a

T h e

s o  t h a t

o . ;  ( x ,  t ) = c o n s t a n t = a i  ( i l )  ,  l < j < n - 1 ,  a l o n q  C

e q u a t i o . n  o f  i n d e x  k  i n  ( S t )  r e e u i r e s  o n l y

i s  n o t  c h a r a c t e r i s t i c  f o r  ( S t ; .  T h e n  t h e

d i f f e r e n t i a t i o n s  i n

p r o b l e m  ( 5 1 ) ,  ( 5 2 )

(sz1

d i  rec t  ion  xk l ) " i

h a s  a  u n i q u e  s o l u t i o n

in D,CD,

e ,  ( * , t ) = c o n s r a n t = d ,  { u } ,  l S j S n - l
J '

.  0 n  t h e  o t h e r  h a n d ,  w e  h a v e  i n  0 .  I a c c o r d i n a  t o  ( l O ) t
)

R 1 o  ( i i ) .  b
I

(53)

( x ,  t ) = c b . t u  ( x , t )  l "  r { e  u s e' t

A n a l o g o u s  a r g u m e n t s  l e a d .  t o  t h e  f o l l o w i n o  t h e o r e m  ( s e e  c 3  h e r e i n b e ) o v i ,  D a l J .  z i l :

f  4 .  L e t  0  1 C D  b e  a  s  i m p  I  e  w a v e s  r e g  i o n  .

g s s e n t i a l  l y  i s o l a t e d  s e o m e l t  o f  s t r a i g t h  I

a  s i m p I e - w a v e s  n e g i s n : - -  o f  t h e  s a m e  i n d e x .

.".':. *=:
T h e  F r i e d r i c h s  t h e o r e m s  s h o w  h o w  c a n  w e  c h a r a c t e r i s e  t h e  r a n k  o f  a  p i e c e u r i s e  s n c o l r

T h e  r e q i o n  0 '  c a n n o t  b e  a d j a c e n t  i n  D  a l o n g

i n e  c h a r a c t e r i s t i c  b u t  t o  a  c o n s t a n t  r e o i o n
q r l

or
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s o l u t i o n  i n  
" i t s  

d o m a i n  1 ) ,  S o ;  l e t ,  i q  e  r a n k  n a L L ! t , ! ! l ! ,  0 , ,  b e  a  r a n k  j  r e q i o n  ( j = 0 , 1 , 2 ) ; t h c
J "

F r i e d r i c h s  t h e o r e m s  s t a t e  t h a t  0 ,  a n d  0 o  c a n n o t  h a v e  i n  c o m m o n  b u t  i s o l a t e d  p o i n t s "  T h u s

a  d e s c r i p t i ' o n  ( r e i a t e d  t o  t h e  m e n t i o n e d  c o n t e x t )  o f  t h e  m a n n e r  i n .  w h i c h  t h e  r a n l <  c a r l  c h a n -

g e  i s  o f f e r e d :  w i t h  o n e  u n i t  t h r o u g h  c u r v e s , . w i t h  t i ^ r o ' i n i t s  t h r o u q h  p c i n t s .  M o r e o v e r  ( s e e

t h e  h r i e r a r c h y  ( 4 t ) ) ,  t h e  F r i e d r i c h s  t h e o r e m s  s h o w  t h a t  a  r a n k  I  r e g i o n  a c l - i a c e n t  t o  a  r a n k

i z e r o  ; e g i o n  m u s t  b e  a  s i m p l e  \ 4 / a v e s  r e g i o n "

A  t y p i c a l  e x a m p l e  o f  r a n k  p a r t i t i o n  i s  g i ' v e n  i n  f i g . 6  ( w e  i q n o r e  t h e  p o s s i b . l e  c h a n q e

o f  t h e  s i m p l e  w a v e s  i n d e x  i n  t h e  r e g i o n  ? . ,  o f  t h i s  f i g u r e )

6 . 7  ,  T h e  h o d o q r a p h  o f  a  s i m p l e  w a v e s  s o l u t i o n

L e t  i  b e  t h e  i n d e x

f u l  t o  u s  h e r e i n b e l o w "

L 2 "  I n  e v e r y  p o ' i n t

41, /u  u ru

{

i i  i
L  ( u )  .  t i R  ( u )  "  g r a d . . l A ( u ) ] "  R  ( u )

U

o f  a  q e n u i n e l y  n o n l i n e a r  f  i e i d ,  T h e  f o ) l o w i n g r e s u l t  w i l l  b e  u s e -

u e R  w e  h a v e

l l
r  |  \  h /  \

l - \ u / . K \ u 7 =
L
R  ( u )  .  q r a d A :  \ U /

I

I

R, -Fa  .  ,
L J L

i
D R r
--:]
$ , .  J  t
O  U r

K

u

(5t t )

F

e a c h  u  r e  1 ?  t h e  s e t  o f  t h e
L

u L  b ' t  a  s i n n l e  r ' i a v e s  h o -
i

t h e  f i e l d  R ,

U ,  L l .

(55)

n  t h e  p o i n t s  o f  t h e  m e n t i o -

i

t  x  i  i  D a , p
n , -  ( u ) .  = L [ " .  r R o ] = R ,  1 "  ; :

K  d u k  . l r _  L  K  d u k

i  E a . , o  i  i .  A  , _  i  i  A  i
Rt 

ry 
*'-=*t'ft(I iR.i)-noa '/- d; R1=

=( ; , .  
"+  

r , ) ' ' 0 .  ' - (a , r *1 ,0 , r )  ( ' [ , .  $  i r t "K  d u k  |  . l  J r .  I  t c  K  c u l , ' t -

R l  l .  ( P " t a x  t 3 6 l ) ,  ( i  )  L e t  A e c m - l  ( R ) ,  r > 3 ,  i n  ( 1  5 )  ,  F o r

v e c t o r s  u r  v r h i c h  c a n  b e  j o i n e d  ( a s  s t a t e s  t o  t h e  i i a h t  i n  p )  r " ' i t h

d o g r a p h  o f  ( g e n u i n e l y  n o n l  i n e a r )  i n d e x  i  a r e  j a i d  a l o n n  a  I  i n e  o f

L e t  u s  i n t r o d u c e ,  i r r s t e a d  o f  o o  a  n e ' , . J  p a r a m e t e r ,  c i e n r t e d

e = . 1 ' .  ( u ) - ) . ,  ( u g )  i n  t h e  o c i n i s  o f  t h e  o r b i t  u

T h e  r e l a t i o n  b e t r ^ r e e n  t h e  t v r o  p a r a m e t r i z a t i o n s  i s  q i v e n ,  i

n e d  o r b i t ,  b y

e=e(cr)=1. tu (cr)  1-1, ,  ( , r l )  (24)g(.r)  - )" ,  (uu),  e(crn)=0

S i n c e  i  i s  a  q e n u i n e l y  n o n l i n e a r  i n d e x  w e  h a v e ,  a c c o r d i n q  t o  $ e ) ,  ( : l )  a n d

d c i

# Af  u  (c r )  l lnLu  (o )  J .  s radr ) . .  Iu  (o )  . ] ] /0

\ . y ' e  c a n . d e s c r i b e  a n  o r b i t  U t . o . ( e ) . 1  b y

(  5 6 )

( 2 6 )  ,

( 5 7 )



whe re  t  he  rep  resen ta  t  i  on

u n = [ n ) ,  I o e P .  M o r e o v e r ,
L L L

-  1 6  -

,  u = R i ( c ,  y f  )

R i (o , ur.)=u., 
'

( 5 8 )  i s  c m - '  i n  
"  

c o n v e n i e n t

u L  c a n n o t  h e  a  s  i  n g u l  a r  P o i  n t

d u
d e

i
R  ( u )

l ' r / \
R ( u l , q r a d .  ^  \ u /" u l

n e  i  g h b o u  r h o o d  o f  e a c h  n o  i  n  t  ( e = 0 ,

o n  t h e  c u r v e  ( 5 8 )  a n d  w e  h a v e

(ss )

\ ) v /

( 6 0 )t
o u

a

d s

l . l

f R ( u ) , o r a d  l R ( u )u
l i ,  r  , 1  ,  r - . 2
L R ( u )  , q r a d . .  :  ( u l  I

" u l

,  .  -hr [  (u)  ,  g  radur ' ,  (u)  1
-f\ 

\ u,l . -*l-' "-----T-

f  h ( u )  , Q r a d u  r ,  ( u ) 1 '

T h u s ,  a r o u n d  e a c h  u u e R  w e  c a n  f i n d  i n  t h e  h o d o g r a D h  s o a c e  a  c o n v e n i e n t  n e i c h b o u r h o o

I

v , r t r o s e  p o i n t s  c a n  b e  d i s p l a c e d  b y  a  c o n v e n i e n t  ( u n i q u e ,  s m o o t h )  m o u v e m e n t  a l o n g r  t h e  I  i n e s  o f

t h e  f i e l d  R

(ii) ,l j}gn.?g.o-rr?--ri-9aj'-l-v--9-eg.9lSls.5.9.iieri 
we obtain f rom (56) 9(c'")=li fut) ' rhen'

c f , Q 7 ) ,  r h e  e n v e l o p e  g i v e n  b y  ( 4 4 )  g o e s  o f f  t o  t h e  i n f i n i t y .  T h i s  c i r c u m s t a n c e  h i n d e r s  t h e

, , f a n n i n g  o u t ' r  o r  t h e , , a p p r o a c h , ,  ( d e s c r i b e d ,  i n  t h e  s e n s e  o f  i n c r e a s i n g  t i m e ,  b v  f i q ' 3 )  o f  a

.  ( l  i  n e a r l  y  d e q e n e r a t e )  s  i m p l  e  w a v e s  r e q  i o n

' .  ( i i i ) .  t f r e  p a r a m e t e r  e  i s  a  r ' r a a n i t u c ] e  a n d  d o e s  n o t  r e f  l e c t  t h e  s t r u c t u r e  o f  t h e  s i m -

p ] e  w a v e s  s o l u t i o n  i n  t h e  h a l f  p l a n e  t ) 0 ,  T l r i s  s t r u c t u r e  i s  d e s c r i b e d  b y  t h e  c o r r e s n o t r d e n c e

e = e [ o ( x , t ) ] .  T h i s  c o r r e s p o n c i e n c e  d e p e n d s ;  i n  i t s  t u r n ,  o n  t h e  ( q i v e n / o r  d e t e r m i n e d  -  s e e

o a s d y n g n i c .  r a r e f a c t i o n / c o r T p r e s s i o n  a n d )  w i  1 l  b e  t a l  l e d

( c o  r  r e s p o n d s ,  a c c o  r d ' i  n q

ra refac t  i  on/comP re! s- l  in
.  -  - r -  '  ; . +

R 3 6 )  f u n c t i o n  0 .

0 9 .  A  s i m p l e  w a v e s  r e c i o n  f o r  w h i c h  e > 0 / r e s D e c t i v e l y  e < ' 0



L e t  u s  n o w  s u p p o s e ,  c f ,  ( t 5 ) ,  B = 0  i n  ( t 4 ) :

\ r \

f o " , + r . , ( v ) { ; v ,  
= 0 ,  l c i s n  ( 6 1 )

L 3 - .  F o r  a  c o n v e x  s y s t e m  ( i 5 )  f o r  w h i c h  t h e  R l  e x i s t  t h e . r e q u i r e m e n t

,  ( Z l )  i s  e q u i v a l e n t  t o  t h e  r e s t r i c t i o n

a i / \:  .1 . r . (v)=0 in  .R (62)
E v ' - ' - k ' ' '" k  

N

( w i t h o u t  s u m m a t i o n l  R ^  i s  t h e  i m a g e  o f  R )  .  '

{  u s i n g  ( . l 3 )  w e  f i n c

- 1 7

/ r \ .b"u._ l r inear degeneracy and wgak nonl 'Lnsar i . ! .y.  Th_e'  Rozd?styen:bi  !  t leor-gm

o f  q  l o b a l  u r e l  I - p o s e d n e s s

8 1 0 .  T h e  c o n v e x  s y s t e m  ( 1 5 )  i s  c a l l e d  w e a k l y  n o n l i n e a r  i f  f o r  i t  a l l  t h e  c h a r a c t e -

r i s t i c  f i e l d s  a r e  I  i n e a r l y  d e g e n e r a t e o

D 1 l - ,  \ { e  s a y  t h a t  t h e  i n i t i a l  d a t a  v o  a s s o c i a t e d  t o  ( 6 f  )  a c c o r C i n a  t o

v { x ,  0 ) = v o ( x ) ,  x e { F  :  ( 6 : )

a r e  m u t u a l  l y  d i s j o i n t  i f  w e  c a n  f  i n d  t h e  i n t e r v a l s  ( * k ,  M p )  ,  I < k = < n ,  s o  t h a t  w e  s h o u l d  h a -

l e  s i m u l t a n e o u s l y  -

al,  n af ,  Ev.  n i  a l ,
= i  = r  *-5 .  *- i  = x a,  (u)1,  ( r )  =-5

i ' . i  
i : l  o u i  

" . i  i = l  I  J  o u i
v 

i 41,,
h(u) .srad. . l , .=  I  h ,  (u)  I  o ,  ( r )1 ,  (u)  : : i  =

"  U  K  ,  |  .  r  I  J  O U i
J = l  

'  l = l

n  n t ,  i  a ) ' ,N  '  r l  /  \ a  K=  X  c i  ( u )  i  t  R ,  ( u ) 1 ,  ( u ) ] ; f  =
i = l  j = l  )  J  " ' i

n 81,. , aI,. rb.=. i ,o,  (u)60. # oo(")  # t r
l = l  I  K

There fo re ,  f o r  a  weak ly  non l  i nea r  sys tem fo r  rn rh i ch  the  ,R l  ex i s t  t he  requ i remen t  {621

i s  f u l  f  i  I  l e d  i n  ( 6 t  )  f b r  e a c h  k ,  l < k { n .

( i )  r ksuok (x )<Mp , '  xe lF

( i i )  M ; < m . ; + . t

We denote

p"& 7v4so



E  = .  
. T  i . n  .  

( r k *  
t  
- s t  )

I S l < S n - I  
' l

f  5  ( q . .  L .  R o z d e s t v e n s k i  i  t 5 5 l , l S l 1 ) . ,  F o r  a  w e a k l y  n o n l i n e a r  s y s t e m  f o r  w h i c h  t h e

R l  e x i s t  t h e  i n i t i a l  v a l u e  p r o b l e m  w i t h  s m o o t h  d i s j o i n t  i n i t i a l  d a t a  h a s  a  ( u n i q u e )  q l o b a l

g n o o t h  s o l  u t  i o n .

.  ,  {  n t t  t h e  i n g r e d i e n t s  o f  t h e  g e n e r a }  p r o o f  a r e  p r e s e n t  i n  t h e  a n a l y s i s  o f  t h e  c a s e  n = 2 .
'  

" r  
t h i s  c a s e -  c fI . { e  on  I  y .  cons  i de r  t h  i  s  case .  C f  "  (52 )  we  have

T  - i  / . .  \  T  .T  / . .  \^ l=^ l  \ v2 )  ,  h2= / "2w l )

l /e suppose
t

? j , i . i#0, Xi#o (GS)
l - L

a n d  p u t

:  r=1 . ,  (v ,  )  ,  s=) . ,  (v r )  (66)

T h e n ,  t h e  p r o b l e m  ( 6 1 ) ,  ( 6 3 )  c a n  b e  t r a n s c r i b e d

3 r  . -  D r  ^  0 s  D s
T , r * r 5 ; = u r  f r +  r 5 ; = u

.  I  r  ( * , 0 )  ,  s  ( x , 0 )  ] = t  r o  ( x )  ,  s J * )  l ,  x e l R

!/e pu!

( 6 4 )

(67)

(68 )

d e f  ' 3 r  0 r  /  \  3 rz  =  
T f  * t f r = \ t - s / T i

; d l f E * . 3 3 = r " - " ) ! :-  
a t  

*  
3 x  \ r  ' ' a x

A p p l y i n s  C .  r  f r l  a n d  ( * .  r  f o l  i n  ( Z o )  a n d  ( 5 9 )  r e s p e c t i v e l y  a n d  t a k i n q  ( 6 1 )
d

i n t o  a c c o u n t  w e  f i n d

(*  .  r  f ) ,=0, (h.  , .  ; )z=o (z i)

A  s i n g u l a r i t y  c a n n o t  a p p e a r  -  t h u s  l i m i t i n g  t h e  s m o o t h n e s s  n e i g h b o u r h o o d  o f  t h e  i n i -

t i a i  I  i n e  -  s i n c e  i n  t h e  s i n o o t h n e s s  n e ! g h b c u r - n o c d  w e  ( u n i f o r m l y )  h a v e  t h e  f o l  I o w i n g  e s t i -

rnates

l r l ( K ,  ' l s  l ( K ,  t  r - s  l > E > 0

, * ,= #.* , ' , . r  5,  r$r<z$
K = m a x ( 1 m l  l ,  l | 4 2 1 )

K,  =max [sup[  I  r j  (x)  |  ,  xe 11]  ,  sup[ ls '  (x) f  ,  xeR]  b

C 2 ,  A  s o l  u t i o n  . o f  t h e  p r o b : l e m  ( 6 1 )  ;  ( 6 3 )  w h i c h  c o r p e s p o n d s  t o  ( d  i s c o n t i n u o u s ). T *

p i e c e w i s e  s m o o t h  i n i t i a l  d a t a  c a n  b e  o b t a i n e d ,  o l o b a l l y ,  a s  a  I i m i t  o f  a  s e q u e n c e  6 f

s m o o t h  s o l  u t  i o n s .

(6e)

(zo)



i n  ( 5 5 ) ,  t h e n  ( 6 7 )  i s  r e p l a c e d  b y  ( k = c o n s t a n t )

t 9  _

data  are  smoathed and the  theorem T5 is

t h e  w e a k  n o n l  i n e a r i t y  a l l o . " r i n g
7 z  t  \  ^  F  : t
l  ( r r ^ l = f l  l v a r -  )  /  \  ' ^ a
/ L l  \ v ' , , t - v  L y E L  / r r \ V l / F U l'  L  t '

-  A r  l r "

m  1  k  #  = 0 ,

*  4 T h :

l f  w e

I n t c r a l

t t f o r c e t f

a p p l  i e d n  b

O L

A q
*  = l l
3 x  " t

v l l ' i i c h  l e a d s  t o  t h e  i  i n e a r  e q u a t i o n

w h i c h  i s  n o t  w e a k l y  n o n l  i n e a r  w i  I  I  b e  c a l  l e d

I

*  *ro(x-r<t){ f  = o

:

-  :  D ] 2 .  A  c o n v e x  q u a s i  I  i n e a r  s y s t e m  ( 1 5 )

s t r o n g l y  n o n l  i n e a r .

l ' r ype rbo l  i c  sys . tem (15 ) .

it

e x i s t e n c e  o f  a  ( s m o o t h )  s o l u t i o n  f r o mR l 3 .  T h e  f o l l o w i n g  H I E R A R C H Y  f i l t e r s  _ t h e  g l o b a l

snooth  da ta :

L I N E A R  S Y S T E } 4 < W E A K L Y  N O N L I N E A R  S . <  S T R O N A L Y  N O N L I N E A R  S . 02)

R 1 4 .  F r o m  ( 5 7 )  * e  o b t a i ' 3 { #  = ( r - s )  
#  *  ;

T h e  d i s j o i n t  i n i t i a l  d a t a  e n s u r e  t h e  s t r i c t  h y o e r b o l ' i c i t y  o f  t h e  w e a k l y  n o n l  i n e a r  s y s t

t e m  ( 6 . | ) .  A s  t h e  i n i t i a l  d a t a . a r e  n o t  d i s j o i n t  t h e  s t r i c t  h y p e r b o l i c i t y  c a n  b e  c o m p r o m i s e d

a n d  t o g e t h e r  w i t h  i t  t h e  g l o b a l  e x i s t e n c e  o f  t h e  s m o o t h  s o l u t i o n  a s  w e l l "

*  l n d e e d ,  l e t  C .  a n d  C , .  t h e -  f a m i i i e s  o f  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  s l o p e s  s  a n d  r  r e s p e c t i v e l y .

U s i n g  ( Z t )  y n e  c a n  s e e  t h a t  z = c o n s t a n t  o n  e a c h  c h a r a c t e r i s t i c  o f  C ,  ( t h e  c o n s t a r f t  d e p e n d s
t o n  

c h a r a c t e r i s t i c )  a n d ,  s i m i l a r l y ,  z = c o n s t a n t  o n  e a c h  c h a r a c t e r i s t i c  o f  C , .  L e t  ( * * ,  0 )  a

' p o i n t  o f  t h e  i n i t i a l  l i n e  i n  w h i c h  t h e  d a t a  ( 5 8 )  h a v e  t h e  s a m e  v a l u e :  

I

:
a n d  T o r  w h i c h

03)

( 7 4  )

I^Je

i  m p o r t a n c e s t r i c t

have

0s)



. -

e c t i v e l y  -  t h r o u g h  ( * * ,  0 )
5 l "

c o i n c i d e  i n  a  c o n v e n i e n t  n e i g h b o u r h o o d  o f  t h e  i r n i t i a r  r  f  n e . r F r o m  ( : g z l  i t  t h e n  a p p e a r . s  t h a r t

t h e i r  c o m m o n  a r c  i s  a  s t r a i g h t  l i n e  s e g m e n t .  T h i s  r e m a r k  c a n  b e  u s e d  i n  o r d e r  t o . s u p p l y

e x a m p l e s  i n  w h i c h ,  f o r  n o n d i s j o i n t  d a t a ,  t h e ' g l o b a l  e x f s t e n c e  o f  t h e  s m o o t h  s o l u t i o n  i s  c o m

p r o m i s e d .  T h e  s i m p l e s t  e x a m p l e  o f  t h i s  k i n d  s u p p o s e s  t h a t  t l - r e  r e s t r i c t i o n s  ( 1 3 ) ,  ( 7 \ )  a r e,,

f u l f i l l e d  o n  a  w h o l e  i n t e r v a l  o f  t h e  i n i t i a l  l i n e  ( f i q . Z )  s o  t h a t  i n  a  c o n v e n i e n t  n e i s h b o u r' ]
h o o d o f t h i s i n t e r v a l t h e p r o b I e m ( 6 i l , ( 6 8 ) c o r r e s p o n d i n g t o a w e a k ] y n o n l i n " " , ] . s y s t e m

d e g e n e r a t e s  i n  t h e  p r o b l e m
:
I

# .  r # =  o ,  r ( x , o ) = r o ( , . )

u r h i c h  c o r e s p o n d s  t o  a  s i n g r e  g e n u i n e l y  n o n l  i n e a r  e q u a t i o n .

Acco rd ing  to  the  i t em 6 .3  the  ( smoo th )  da ta  o f  t he  o rob lem (76 )  can  be  chosen  in  such, ,
a  w a y  s o . a s  t o  s . u p p l y  s i n g u l a r i t i e s -  i n  s o l u t i o n  ( f  i g . 7 ; .  . {

5 ,  1  0 .  D e v e  l t  o f  a  s i n g u l a r i t y :  s o m e  e s t i m a t e s .

T h e  m a n n e r  i n  w h i c h  t h e  s i n g u l a r i t i e s  c a n  b e  d e v e l o p e d  i n  s o l u t i o n

c a s e  o f  a  s i n g l e  g e h u i n e r y . n o n r i n e a r ,  e q i i a t i o n  ,  i n  t h e  i t e m  5 . 3 .  l r e  s h a r, ,

d e s c r i p t i o n  i n  c a s e  o f  a  s t r i c t l y  h y p e r b o l  i c  s t r o n g l y  n o n l  i n e a r  s y s t e m

Le t  us  cons ide r  t he  R iemann  fo rm o f  t he  men t ioned  sys tem

g *  r , ( r , s )  f f  =  o ,  * .  p ( r , s ) * =  oa t

T h e  s t r o n g  n o n l  i n e a r i  t y  r e q u i  r e m e n t  c a n  b e  w r i  t t e n
' . '

v " h i l e  t h e  a s s u m p t i o n  o f  t f i e  s t r i c t  h y p e r b o i  i c i t y  i s  e q u i v a l e n t  t o

i s  d e s c r i b e d ,  i n

I  re -make  he re  th i s

f o r  w h i c h  n = 2 .

0t)

I -

T h e  t w o  f a m i  I  i e s  o f  c h a r a c t e r i s t i c s

lu t  i ons  :

- L U -

# o  i n I

t he  sys tem (77 )  can  be

00)

(78)

p

o f

/ z o \
.  \ t J t

desc r ibed  by  the  so -

|  .  * J X ( t r x o ) ,

of . the p rob I erns

(801



s t i ( t ,  i l ,  t J )  =

so ( io))  ,  I ' (0,  io)=io

Ste ,.') ar

(B  1  )

(82  )

(B t )

(84  )

a r e  n o n c o n s t a n t

a D p e a r  a s  t h e r e

L e t  u s  p u t

{  o i

s
h ( r , s ) = . i

o u ( 8 ,  s )

H ( t ,  xo )  =exp  Ih I  ro  ( xo )  ,  s  ( x  ( t ,  *o )  ,  t )  ] ]

[ ( . ,  i o )=exp t f r ' r r ( i ( t ,  i o ) , t ) ,  so6o) l ]

r S  ( p , L a x  t 3 7 l )  ( i ) l f  i n  t h e  p r o b l e m  ( 7 7 ) ,  ( 6 A )

o r  n o n c o n s t a n t  p e r i o d i c  t h e n  a
s m o o t h  o f  c o m p a c t  s u p p o r t

. *
t s  a  x ^ e R  s o  t h a t(-,

.  r  * '  D. l .r ; ( " : )# (  o  end /o r  s3 ( * l )  # .  o
( i i ;  L e t  g ,  c  c o n s t a n t s  s o  t h a t  w e  h a v e ,  f o r  e a c h  t ) 0 ,

e s t  i m a t e s

l o n t  $ r x t . , , o ) , x o J l  < B lF,"b'$xt" io) '  iotlco

t r l ( xo )H(0 ,  xo )  t< { ,  t s j ( i o ) f r ' ( 0 ,  i o )  l cS

T h e n  a  s i n g u l a r i t y  c a n  a p p e a r  t h e  e a r l  i e s t  a t  t h e  t i m e

1

,  R e m a r k :  i n

-  t o ( * o ) l c o n s t a n t

-  / . \f l E n t  (  t i  r e s u  l t s

:f,FrTI

I
L
(
I

)

t h e  i n i t i a l  d a t a

s i n g u l a r i t y  c a n

f f e r e n t  i a t  i n g  ( B i  )  w i  t h  r e s p e c t

. ( 8 5 )

o b t a i n  f o r  ( a x l a x o )  t h e  f o l  l o w i n g  p r o b l e m

a X  t a  \  r
t  : ; \ u '  

x o / = l
. o

(87 )

- * '  / n h - lE =t t rs ,

t h e  p a r t i c u l a r  c a s e s  t ^ ( ^ ^ ) l c o n s t a n t ,  s ^ ( x ^ ) r c o n s t a n t  o r  r ^ ( x ^ ) = c o n s t a n t ,o  o '  o  o .  o ,  o ,
( t h e  s y s t e m  ( l l )  i s  r e d u c e d  t o  a n  e q u a t i o n  o f  t h e  f o r m  ( 3 5 )  a n d )  t h e  s t a t e -

f r o m  t h e  c o n s i d e r a t i o n s  o f  5 . 3 .

(85)

t h e  a p r  i o r  i

t o x

d n

D xo

o

o 5

a"*t,q,= #';(,.o)* f|

= *.p {r,rxr,31,  Ds
) q  a x

= t r { r o  ( x o )  ,  s i X  ( t ,  x o )  ,  t J }  ,  X  ( 0 , x  ) = x

* = * t , ,  i o ) = r r { r I i { t ,  ; o ) ,  t } ,

d L
r
o 5

),7
( r ,  E )  dg

; ! ;uf , , ,ET'  h(r ,s)=/

From ( l l ) ,  we get

(BB)



- 2 2 _

-  F u r t h e r m o r e ,  f r o m  ( B 7 ) ,  ( A a 1  i t  r e s u l r s

/ ' ,1  .  l  fX  ' .  . l  , t t y  tv  . {  ^ ' rn ffi(tff*)= ft.(.tr)- #fru"H= # ri(xo)
O  O  

- ' O - r -

utr i  ch I eads to

tr : H;j*(t,xo), E(t,xo)=r+r;(xo)) * ## .,

b

compa red to

($'e)

(go  )

t h e  v a  i  u e

S i m i l a r l y ,  f o r  ( a X l a x o )  r ^ r e  f i n d
. ;

a i  , F ' ( t ,  i . , ) _ .  1 ,  . t
F 

= '___.:F ( t  , io) ,  E (t , Io)=l+s, (xo) f
.  

xo  
, f r ' ( 0 ,  i o )  

- ' -  
o

D i f f e r e n t i a t i n g  i n  r [ X ( t , x o ) , t J = r o ( x o )  w i t h  r e s p e c t  t o  x

n'  Fto, io)  .r;FGH]

o r  w e  f i n d

L  r t x ( t ,  x - ) , t l  s . t r . x  ) = r ,  ( x  )3 x  ' - " ' - '  
o ' r - -  a x o . . r . . o ,  ' o . , . o ,

F r o m  ( 9 1 )  w e  c a n  s e e  t h a t  a  s i n g u l a r i t y  c a n  o n l y  a p p e a r

v re  s imu l  t aneous ly  have

r; (xj)*o ana $*I-(t*,*f,)=0 and/or ,; t- j l*o ""1' u

F r o m  ( 8 9 ) ,  ( g o )  i t  r e s u l t s  t h a r  t h e  r e q u i r e m e n t s  ( g z )  c a n

i b s t r i c t i o n s  ( 8 5 ) .

F i n a l  l y ,  f  r o m  ( 8 5 ) ,  ( B g ) ,  ( 9 0 )  w e  o b t a i n

Bet>o as t ( (ge)- l

( 9 1  )

i f  f o r  a  c e r t a . i n  p a i r .  
" * , t *

E X ' , . x  * r
t1-( t  ,x )=u (gZ)

o

b e  f u l  f i  I  i e d  o n l y  u n d e r

R l 5 .  T h e  v a l u e

rk

t ^  g i v e n  i n  6 . 3  f o r

t x  g i v e n  b y  T 6 ( i i )  f o r  t h e  s y s r e m s  o u g h t  t o  b e

a  s i n g l e ' e q u a t i o n .

E 5 .  L e t  u s  c o n s  i d e . r ,  a s  p  ( p ) = n p Y  ( p o l y t r o p i c  e q u a t  i o n  o f  s t a t e )  ,  t h e  s y s t e m  ( 2 . g  )  o f  t h t

i s e n t r o p  i  c  g a s d y n a m i  c s

3 c  v - l
=- + --^.-
d x z

d u  I
F- T --T

d x  Y - r

m
U = -p

3 u
d X

? cc - =
d X

3 c
a t

D u
5 T '

2
* - C

Y - r
r = u - 2

y - l

l l e  h a v e ,  a c c o r d  i n g  t o  ( 3 0 ;  ,

s=u



H(t,xo)=l',,*i*l*1ffi",F'i,,io)= l,- "lI*Ulfi#"
T h e  r e q u i r e m e n t  ( 8 5 )  c a n  b e  w r i t t e n

r ; (x f )<o and/or  s ; (x j )<o

T h e  c o n d i t i o n  o f  s t r i c t  h y p e r b o l i c i t y  ( , } ' l u )  i s  f u l f i l l e d  a s  r f s  i n  E ' .  0 r ,  t h i s  l a s t

r e q u i  r e r n e n t  i s  s a t  i s f  i e d  i n  c a s e  o f  d  i s  i o i n t  d a t a .

7 .  H y p e r b o  1  i  c  s y s  t e m s  o f  c o n s e r v a t  i  o n  I  a w s

7 . 1 .  I n t e c r a l  / d i  f f e r e n t i a l / w e a k  l q l .  g - l  e _ 1 ! ! ' . t l y )  h y p " r b . l  I

t i o n  l a w s

L d t - u s  c o n s i d e r  f i r s t  t h e  i n t e g r a l  f o r m  o f  a  s y s t e m  o f  c o n s e r v a t i o n  I a w s  c o n c e r n i n q

a  ( v e c t o r i a l )  e n t i t y .  T h i s  f o r m  a s s e r t s  t h a t  i n  a n y  r e g i o n  V  o f  t h e  s p a c e  w e  h a v e

{ g f  u o u * 1 f n d S = o  .  $ 3 )o t ',/ a\./

u h e r e  u  a n d  f  d e n o t e  r e s p e c t i v e l y  t h e  ( v e c t o r i a l )  d e n s i t y  a n d  t h e  ( v e c t o r i a l )  f l u x  o f  t h e

n e n t i o n e d  e n t i t y .  M o t i v a t i n g  ( f o r  e x a m p l e )  b y  g a s d y n a m i c s  w e - s u p p o s e  f  d e p e n d s  o n  u  a l o n e

_  i n  a  r e g  i o n  R c  H .

I n  c a s e  o f  a  s i n g l e  s p a c e  d i m e n s i o n  V  i s  a n  i n t e r v a l  I x , ,  x r l  a n d  ( 9 3 )  p a s s e s  i n t o

* =  , * ' u ( x , t ) d x + f [ u ( x 2 , t ) ] - f [ u ( x 1 ,  t ) ] = o  ( 9 4 )
. x l

for  each x1 l  x2efRr  x . , (xr ,  t )0 .

I t  i s  e a s y  t o  b e  s e e n  t h a t  i f  a  s o l u t i o n  o f  ( 9 4 )  i s  s m o o t h  i n  a  c e r t a i n  r e q l o n  o f  t ) 0

t h e n  i n  t h a t  r e g i o n  i t  a l s o  ( " c l a s s i c a l  l y " )  f  u l , f . i  l s  t h e  s y s t e m

! r * Q f ( 4 = o  ( 9 5 )TT - -51

T h e  F o r m  ( g S )  i s  , s a  i d  t o  b e  ' a  d  i v e r e e n c e  F o r n t n
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\ , r l e  a s s u m e  i n  t h e  f o l l o w i n g  t h a t  ( s e e  $ 4 )

fecm(R)  ,  nD3 (96)

a n d  t h a t  t h e  m a t r i x

A = A ( u ) = [ a . . ( , , ) l  a  -  /  \' = L a ' i \ u / { s i , - i < n ' a i - = t ; ; f t ( u )  ( g l )
- . J

h a s  r e a l  a n d  d i s t i n c t  e i q e n v a l u e s .

. T h e  c o n c l u s i o n s  o f  t h e  i t e m 6 . l 0 r e q u i r e ,  i n  t h e  a t t e m p t  t o  f i n d  q l o b a l  s o l u t i o n s  o f

t h e  i n i t i a l  v a l u e  p r o b l e m  ( t 5 ) ,  ( t 6 ; ,  e x t e n s i o n s  o f  t h e  c o n c e p t  o f  s o l u t i o n  ( f o r  a n  i l l u m i -

'  n a t i n g  d i s c u s s i o n  s e e  L a i  t 3 9 1 ,  t 4 0 1 ,  t 4 1 l ) .  l l e r e  a r e  t w o  w a y s  o f  a c c o m p l i s h i n g  t h i s .  A t

. -  
f i  r s t ,

D 1 3 t  l , / e  r e q a r d  t h e  ( p o s s i b l y  n o n s m o o t h )  s o l u t i o n s  o f  t h e  i n t e g r a l  f o r m  ( 9 4 )  a s  { e - ! e r e :

l i z e d  s o i u t i o n s  o f  t h e  s y s t e m  ( 9 5 ) .

A i t e r n a t i v e ) y ,

- U I  W e  s a y  t h a t  a  b o u n d e d  m e a s u r a b l e  f u n c t i o n  u ( x , t )  i s  a  w e a k  ( g e n e r a l  i z e d )  s o l u t i o n

of  (95)  i  f

(eB)
I

f o r  a n y  q o c C '  w i t h  s u p p o r t  i n  t ) 0 .

T h e  d e f i n i t i o n  D l 4  i s  j u s t i f i e d  b y  t h e  f a c t  t h a t  i f  a  w e a k  s o l u t i o n  i s  s m o o t h  i n  a

c e r t a i n  r e g i o n  o f  t ) 0  t h e n ,  a s  i t  i s  e a s y  t o  b e  s e e n ,  i n  t h a t . r e g i o n  i t  c l a s s i c a l  l y  s a t i s -

r Y  ( 9 5 ) .

-\
N o w  t h e  d e f i n i t i o n s  D l l ,  D l 4  c a n  b e  r e l a t e d  t o  t h e  i n i t i a l  v a l u e  p r o b l e m  ( 9 i l ,  ( 1 6 ) .

I n  t h e  s e q u e l  a  s o l u t i o n  o f  ( 9 + ; ,  ( 1 6 )  s h o u l d  b e  r e g a r d e d  a s  a  c l e n e r a l i z e d  s o l u t i o n  ( a c c o r -

d i n g  t o  D l 3 )  o f  t h e  p r o b l e m  ( 9 5 ) ,  ( t 6 ; .  A l t e r n a t i v e l y ,  a  b o u n d e d  m e a s u r a b l e  f u n c t i o n  u ( x , t )

f o r  w h i c h

-  ! *  / - tu  -3# +f  (u)  $ :a*or* . r iuo(x)<p(* ,0)dx=0,  ( i lc . rec l  (99)
O  - 6  o L  d x  

- @

@ r r e s p o n d  i n g  t o  a  , b o u n d e d  m e a s u r a b l  e  i n  i t  i a l  d a t a  u o ,  s h o u l d  a l  s o  b e  r e o a r d e d  a s  a  c J e n e r a -

l i z e t j  s o l u t i o n  ( a c c o r d i n q  r o  D l 4 )  o f  t n e  i n i t i a l  v a l u e  p r o b l e m  ( g S ) ,  ( 1 6 ) .

l f  n e c e s s a r y  w e  s h a l l  s p e c i f y  ( a c c o r d i n q  t o  D l 3 ,  D l 4 )  t h e  n a t u r e  o f  t h e  g e n e r a l i z e d

s o l u t i o n  c o n s i d e r e d

[-t i* r, H +r(u)ffJaxdt = o
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T h e  o p p o r t u n i t y  o f  t h e  t w o  t y p e s ' o f  e x t e n s i o n  ( c o n s i d e r e d  c f . D l 3 ,  D l 4 )  a n d  t h e  r e l a -

t i o n s h i p  b e t w e e n  t h e m  i s  d i s c u s s e d  b y  R l 9 .

C 3  ( o f  T 3 ) .  I n  t h e  c l a s s  o f  c o n t i n u o u s  f u n c t i o n s ,  t h e  o n l y  t y p e  o f  s o l u t i o n  w h i c h

c a n  b e  c o n n e c t e d ' t o  a  c o n s t a n t  s t a t e  i S  t h e  s i m p l e  \ . r a v e  s o l u t i o n '

7 . 2 .  C o n s e r v a t i v i t y

T l r e  c o n s i d e r a t i o n s  o f  t h e  p r e v i o u s .  i t e m  p o i n t s  o u t  t h e  p o s s i b i l  i t y  t o  a s s o c i a t e  o n e

o f  t h e  f o r m s  ( 9 4 )  o r  ( 9 8 )  t o  t h e  f o r n r  ( 9 5 ) .  T h e  f o r m  ( 9 5 ) .  o c c u r s  i n  a  s m o o t h  f r a m e w o r k .  I n

o r d e r  t o  a d a p t  t h e  c o n s i d e r a t i o n  7 .  I  t o  t h e  s y s t e m  ( . | 5 )  i t  i s  t h e r e f o r e  n a t u r a l  t o  a s k  o u r -

^ s e l v e s ,  i n  a  s m o o t h  f r a m e w o r k ,  u n d e r  w h a t  c o n d i t i o n s  t h i s  s y s t e m  c a n  b e  p u t  i n  d i v e r q e n t

fo rm.

D l  l .  T h e  e q u a t  i o n

( 1 o o )

f o r  \ n j h i c h  < p , 0 e c l ( R )  i s  c a l l e d  a  c o n s e r v a t i o n  l a w  a s s o c i a t e d  t o  ! ! "  j - I t t : I * ( l l ) -  i f  i t  r e -

3  - ^ r . . t  3 , r , t . . \  -  n
T ' f P ( u /  

+ 5 ; v \ u / :  u

s u l t s  f r o m  ( f g )  f o r  e a c h  s m o o t h  s o l u t i o n  o f  t h i s  s y s t e m  ( i . e .  i n  a  s m o o t h  f r a m e w o r k ) '

I n  o r d e r  t h a t  a  c o n s e r v a t i o n  l a w  s h o u l d  r e s u l t  t h e  f u n c t i o n s  r p ,  $  a r e  t o  s a t i s f y  t h e

f o l l o w i n g  r e s t r i c t i o n s  I s e e  ( 9 7 ) ]

' 'S f  =  I  " , . ,  
( r )  S  '  l ( i <n  ( t  o t  )

^  d r i  k = l  
K r  o r k

R l 5 .  A s  n = l  ( u n d e r d e t e r m i n a c y )  o r  n = 2  t h e  e x i s t e n c e  o f  ( a t  I  e a s t )  o n e  p a  i  r  Q ' t l ' r  s a t  i s -

f y i n g  ( 1 0 0 )  / o f  a  c o n s e r v a t i o n  l a w  a s s o c i a t e d  t o  ( l l )  i s  g u a r a n t e e d .  A s  n = . l ,  g i v e n  ( 2  w e  c a n

d e t e r m i n e  0  b y  i n t e g r a t i n g  0 ' ( u ) = 3 ( u ) Q ' ( u )  .  A s  n = 2 ,  ( 1 0 1 )  i s  w r i t t e n

39* (u..  ?a *u^, .$|)  = o
d u l  |  |  o u l  .  L t  o u z  

( 1 0 2 )

Sg- (",, I * dt? $.9-l= o
d u z  t L  d u l  t .  o u T

I t  i s  e a s y  t o  b e  s e e n  t h a t  i f  t h e  s y s t e m  ( 1 5 )  i ' s  s t r i c t l y  h y p e r o b o l i c  t h e n  t h e  j i n e a r

s y s t e m  ( f O Z )  i s  s L r i c t l y  h y p e r b o l i c  t 9 o .  T h e n  a  s o l u t i o n  o f  t h i s  s y s t e m  r e s u l t s  b y  t h e  m e -

t h o d  o f  c h a r a c t e r i  s t i c s .

l f  n > 3  i t  i s  p o s s i b l e  t h a t  t h e  s y s t e m  ( t o l )  s h o u l d  n o t  h a v e  b u t  t h e  t r i v i a i  s o l u t i o n

( t p , , . ! ) = c o n . : J t q ! l - .  l n  t f  i s  c a s e  w e  s a y  t h a t  t h e  s y s t e m  ( 1 5 )  i s  c o m p l e t e l y  n o n c o n s e r v a t i v e '

r 6 ( n  l - R o z d e s t v e n s k i i  l - 5 6 1 ) .  T h e  s y s t e m



? u '  D t t '

f f n ' 2 " * = 0 ,

i  s  c o m p l e t e l  y  n o n c o n s e r v a t  i v e .

0 u3 u ^'/-

^ /- L O -

3 u r
. t .  r r  - - ;  -n'  " 3  a x  " ' *  u r ( 1 0 3 )

A t

D l 6 .  \ ^ / e  s a y  t h a t

I< i<Z a re .rj.9_e-Lil.4.gnl

R 1 7 "  l f  f o r  t h e

t h e  c o n  s e  r v a  t  i  o n

i f  t h e  f u n c t i o n s  I

t h e n  t h i s  s y s t e m  c a n

S o ,  l  e t

. ^ q

f .  a i  (u)+ f t ( , ;  (u)=0,

b e  n  i n d e p e n d e n t  c o n s e r v e t i o n  l a w s  a s s o c i a t e d

( 1 0 4 )  i t  r e s u l t s  u = q ( u ) ,  f ( u ) = U t g ( u ) l  s c  t h a t

,  *  k  r (u)=s

l a w s  ( t O O )  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  p a i r s  ( O , , 4 r , )

,  Q 1  ,  " , .  r Q . L  a r e  l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t  i n  R .

e x i s t  n  i n d e p e n d e n t

! n  R

a  d i v e r q e n c e  f o r m .

c o n s e r v a t i o n  l a w s  f , o r  w h i c h

( 1  o 4 )

l < i < n  ( 1 0 5 )

;
t o  ( f  : ) ,  T h e n  o n  p u t t i n g  U - = o ( u )  a n d  u s i n s

( 1 0 5 )  g e t s  t h e  f o r m

( t o o ;

s y s t e m  ( i 5 )  t h e r e

D ( Q t , . " . , Q n )
- - * 0
D ( J l , o n . r u n ) '

b e  c o n v e r t e d  i n t o

o

O L

B ,  D i s c o n t i n o u s  p i e c e w i s e  s m o o t h  s o l u t i o n  o f  a  c o n v e x  s t r i c t l y  h y p e r b o l i c

s y , s t e T  o f  c o n s e r v a t  i o n  l a w s , _

B .  l .  T h e  R b n k i n e - H u e o n i o t  j u m p  r e l a t i o n s .

0 1 7  ( 0 .  S c h a e f f e r  t 5 B l ) L e t  u  b e  a  s o l u t i o n  o f  ( g t + )  o r  ( 9 8 )  a n d  l e t  ?  b e  a  r e e i o n  o f

i t s  d o m a i n  a s  t 2 0 .  L e t  C  b e  a  s m o o t h  c u r v e  a l o n g  w h i c h  u  i s  d i s c o n t i n u o u s .  \ ^ / e  s a y  t l r a t  t h e

a r c  C f t D  i s  i s o l a t e d  i n  3  w i t h  r e s p e c t  t o  u  i f  f o r  e a c h  p o i n t  ( 5 , r )  o f  C f l D  t h e r e  e x i s t s  a
1

n e i g h b o u r h o o d  V ( E , r ) c O  s o  t h a t

( i )  t h e  s o l u t i o n  u  i s  s m o o t h  i n  t h e  r e g i o n s  , , L , V ,  o f  V  a d _ i a c e n t  a l o n g  C ,

( i i )  t h e  l i m i t s

u  2  (8 , - r )  =  l  im  u  ( x ,  r )  , .
L x*G

/ -  - \  ^ t r
\ ^ ,  u l  c u  

L

e x i s t "

W e  s a y  t h a t  u  i s  a  d i s c o n t i n u o u s  ' p i e c e r ^ r i s ' e ' s r i o o f h : s o l i r t i o n  i n t O  i f

a n  ( a t  m o s t  c o u n t a b l e )  n u m b e r  o f  i s o l a t e d  a r c s  w i t h  r e s D e c t  t o  u  a n o  , l D e n

u  i  s  ( c o n t  i  n u o u s ,  p i  e c e w i  s e )  s m o o t h ,

0 , . i s " a  ̂ i o i r t  o f

sets ,rn rvlr i  ch
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L e t  x = X ( t )  t h e  e q u a t i o n  o f  t h e  a r c  c .  G i v e n  t ) 0 ,  w e  d e n o t e

u r = u I x ( t ) - 0 ,  r ] ,  u . = u [ x ( t ) + 0 ,  t ] ,  [ u i l =  u r * u {

p o i n t s  o f  a  d i s c o n t i r r u i t y  l i n e  C  a  p i e c e w i s e  s m o o t h

[ r  (rD =D[uJ ,  D=X' ( t)

( t o 7 ;

s o l u t i o n  s a t i s f i e s  t h e

( l o B )

4
Dtx

con se  rva  t  i  on ! , a w s  ( t  i q . g ;  "  F o r
w e  c a l c u l a t e  t h e  r a t e  o f  c h a n q e  o f

-^2 x  ( t  ) - -  o
J  u ( x , t ) d x = . f  u ( x , t ) d x  + /

*2
u ( x , t ) d x

X ( t ) + 0X ,
I

l {e have

S i n c e  i n

^.1

I t  ,^ 'u  (x ,  t )dx= rx( t ) -o  3u , . .
, r  l ,  m  d x  +  u [ x ( t ) - o , t l X ' ( t ) +

*  { ^ , ' .  #  o *  -  u [ X ( t ) + o , t ] x , ( t ) =
x ( t ) + o  d t

X  ( t )  - o
=-[r]o * (r +

" r

( r  og )

X ^

f  '  
) * o ^

X ( t ) + 0  o L

t h e  a d j a c e n t  r e g i o n s  u  i s  s m o o t h  w e  c a n  u s e (95 )  i n  o rde r t o  o b t a  i  n

=-o [u ]+ [ - r  (u ) ] -  { f  tu  (x '  t ) l - f  tu  (x r  t )  l }

( r  r  o )

f h e  c o n d  i  t  i o n  (  1  0 S )  t h e n  r e s u l  t s  f r o m  ( 1  1  0 )  a n d  ( 9 4 )  .

Jh ' " -s t . : " " .o - rJ r 'uyS.F . - lgn .J .9BJ. .  ( f  ig .9 ; .  Le t  s=supp a  in te rsec ts  the  d iscont inu i tv
I  i n e .  I d e  h a v e

d  . x 2 ,  \ .  x ( t ) - o  >
ffi { 

-u (x, t ) dx=- Dllu_l- (/ *r' i ) Lr (, ) =^ l  x r  X  ( t ) + o  d x

o = J'j]ru ff *r=(,) # la,,dt={i, # * r(,)#lo*at =
2 "=,1, 

{.  
t '  # * r (,) f f  :0"a, =,!,  { tht,,p)* fur,ar (u) i}axat -

I  i = l  S .  
( ,  1

^ . 1
L

-, 
: ,  {.  

t* i  * Ai{;Irrd^d ; =1,, 
-,,er 

-udx+r (u) at t.} .  . .  er -udx+r (u) cr t l=
i  B ( r )  a e )  

-  ' \ v / !

6
=/<p([dd*- [r  (u)]or) =r
A B

A.
tp( [ r (uD-o[ ' r ] )a t
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t n

w h e r e  t h e  i n d i c e s  , L -  a n d  r  i n d i c a t e s  t h e  I e f  t / r i q h t  s i d e  o f  t h e  d i s c o n t i n u i t y  l i n e .  S h r i n -.

k i n g  s u p p  g  a r o u n d  a  g i v e n  p o i n t  o f  t h e  I i n e  c  w e  f i n d  ( r o a l .  p

lde ca l  I  (108)  
, t lg . - lg lk i rLe-Hw.ol io t  iuTp.  r :e tat ion: .

R 1 B .  l t  i s  p o s s i b l e  t h a t  t w o  d i ' f  f e r : e n t  s y s t e m s  u n d e r  d i v e r g e n t  f o r m  s h o u l d  h a v e  t h e

s a m e  s m o o t h  s o l u t i o n s .  E x a m p l e  ( a s  n = l ) : . t h e  f o r m s

A  3  , l  2 ,
T " f r o T i . ( Z u - ) = 0

( t t  t  )

a n d

?  t l  . 2 t  ,  A  t \  , , 3 r =  0n. ( |u ' )  -  fo( i  ur )=  o  ( t tz )

h a v e  d i s t i n c t  d i s c o n t i n u o u s  s o l u t i o n s ,  s i n c e  f o r  t h e m  ( 1 0 8 )  g i v e s  r e s P e c t i y e l y :

s , 1Dr= ftffi- =

[*'31
Dz;H#  D t  (as  u  r#u2) ,

nZ ,J

l ,  \
Z\u tFu  r )

bu t  t hey  have  the .  same smoo th  so lu t i ' ons .

I n  a  s m o o t h  c o n t e x t  t h e  d i f f e r e n t i a t i o n  ( t f t ) ,  ( t t Z )  i s  o f  n o  i m p o r t a n c e  f o r  t h e

equa t  i on  (o f  t he  fo rm (  I  5 )  )

# * ' f f = o ( l  I  3 )

T h e  c o n s i d e r a t i o n s  7 " r  a r e  h o w e v e r  c o n n e c t e d  t o  t h e  d i v e r g e n t  f o r m  o f  t h e  s y s t e m  ( r i )

T h e r e f o r e ,  i n  c a s e  t h e r e  a r e  s e v e r a l  d i v e r q e n t , f o r m s  f o r  t h i s  s y s t e m ,  w e  h a v e  t o  m a k e  i t

c l e a r  t o  w h i c h  o f  t h e s e  f o r m s  t h e s e  c o n s i d e r a t i o n s  a r e  r e f e r r e d .

0 n  t h e  o t h e r  h a n d ,  w e  s h a l l  n o t i c e . t h a t  t h e  s y s t e m  ( 1 0 3 )  c a n n o t  b e  p u t  i n  a  d i v e r g g n t

fo rm..
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R 1 9 "  ( i )  C l ' o  t o  t h e  c o n s i d e r a t i o n s  o f  7 , 1  a n d  t o  L l t  t h e  i n t e g r a l  a n d  t h e  w e a k  f o r m  o

a  s y s ; ;  c o n s e r v a t i o r i  l a w s  h a v e .  t h e  $ a m e  c l i s c o n t i n u o u s  p i e c e w i s e  s m o o t h  s o l u t i o n s .

( i  i ;  l n  t h e  h b r i z o n t a l  s t r i p s  o f  t h e  G l  i m m  s c h e m e  t h e  G l  i m m  a p p r o x i n a t e  s o l u t i o n  s a t i

f i e s  b o t h  t h e  i n t e g r a l  a n d  w e a k  f o r m  o f  t h e  s y s t e m  o f  c o n s e r v a t i o n  l a w s  c o n s i d e r e d .  C l i m n t '

a r g u m e n t s  a r e  r e f e r r e d  t o  t h e  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  t h i s  s o l u t i o n  a n d  a n  ( e x a c t )  s o i u t i o n  o

t h e  w e a k  f o r m  ( 9 9 ) .  T h u s ,  a n  e q u i v a l e n c e  i s  s u g g e s l s i  b s t v , r e e n  t h e  i n t e o r a l  a n d  w e a l <  a p p r o a

c h e s ,  w i d e r  t h a n  t h e  o n e  s t a t e d  b y  t h e  r e m a r k  ( i )  ( s e e  [ 3 9 ] ,  t " 4 O l ,  I - 4 t  l ,  t t Z  l ) .

R 2 q .  A  d i v e r g e n t  f o r m ,  a s  G l i m m ' s  m e t h o d  r e q u i r e s ,  c a n n o t  b e  a s s o c i a t e d  t o  t h e  s y s t e m

( 1 0 3 ) .  H o w e v e r ,  a s  i t  i s  e a s y  t o  s e e ,  t h i s  s y s t e m  i s  w e a k l y  n o n l i n e a r  w i t h  R l  s o  t h a t , _

i n  t h i s  p a r t i c u l a r  c a s e ,  t h e  p r o b l e m  o f  a  g ' l o b a l  s o i u t i o n  i s  s o l v e d  b y  T 5  a n d  C 2 .
t),

Br2 .  The  Hugon io t  cu rves "  The  l . | uqon io t  -Lax  theo re l r . -

W e  r e o a r d  n o w ,  g i v e n  u r = u I x ( t ) - 0 , t ] ,  t ) 0 ,  t h e  j u m p  c o n d i t i o n s  ( 1 0 8 )  a s  n  r e l a t i o n s
4-

f o r  n + l  u n k n o w n s  u -  a n d  D .  \ { e  s h a l l  s u b s e q u e n t l y  c o n s i d e r ,  b y  e l  i m i n a t i n g  D  f r o m' r

( 1  0 B )  [ t h e n  I  e t  D = D  ( u r ,  u U )  J ,  t h e  p r o j e c t  i o n s

f  (u) -  f  fu2)=D (u,  ur )  (u-u2) ( i i 4 )

o f  t h e s e  r e l a t i o n s  i n  t h e  h o d o g r a p h  s p a c e  H .  T h u s  w e  h a v e  n - l  i n d e p e n d e n t  r e l a t i o n s  ( t t q )

b e t w e e n  u  a n d  u 2 .  W e  t h i n k  a b o u t  t h e  p r o b l e m  o f  f i n d i n a  t h e  s e t  o f  v e c t o r s  u  w h i c h  c a n  b e

a s s o c i a t e d ,  a s  s t a t e s  t o  t h e  r i g h t  f o r  t h e  c o n s i d e r e d  d i s c o n t i n u i t y ,  b y  t h e s e  r e l a t i o n s  t o

a  g i v e n  v e c t o r  u ,  ( r e g a r d e d  a s  a  s t a t e  t o  t h e  l e f t )

T 7  ( H . H u g o n i o t  [ 3 0 ] ,  P . L a x  [ J 6 ] ) "  L e t  i r C m ( R )  t  m 2 - 3 ,  i n  t h e  c o n v e x  s t r i c t l y  h y o e r b o l i c

s y s t e m  ( 9 5 ) .  F o r  e a c h  u r c R  t h e  s e t  o f  v e c t o r s  u -  w h i c h  c a n  b e  j o i n e d  i n  H  t o  u p  a s  s t a t e s
L L

t o  t h e ,  r i g h t  a c c o r d i n g  t o  t h e  r e l a t i o n s  ( l  l 4 )  a r e  l a i . d ,  i n  a  c o n v e n i e n t i y  c l o s e  n e i g h b o u r -

h o o d  o f  u Z  o n  t h e - i o i n  o f  n  ( u n i q u e )  s m o o t h  c u r v e s ,  o n e  f o r  e a c h  i n d e x  i ;  1 6 i ( n ,  F o r  e a c h

o f  t h e s e  c u r v e s  a  p a r a m e t  r i z a t i o n  c a n  b e  f o u n d  s o  t h a t  e a c h  c ' f  t h e m  c o u l c l  b e  r e D r e s e n t e c l  b

u = S , ( 6 , ,  r 2 )  ,  S i  ( 0 ,  u . , - ) = u L  ( l l 5 )

A  r e p r e s e n t a t i o n  ( l l 5 )  f o r  w h i c h  t h e  f u n c t i o n  S .  i s  C m - '  h o l d s  i n  a  c o n v e n i e n t l y  s m a l l

n e i g h b o u r h o o d  o f  e a c h  p o i n t  ( 5 i = 0  ,  u r = 6 2 ) ,  t U e R  a n d  f o r  i t
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( i )  u ,  c a n n o t  b e  a  s i n g u l a r  p o i n t  o n  t h e  c u r v e  ( t  t 5 ) ,
L i

( i i )  t h e  t a n g e n t  i n  u ,  t o  S .  h a s  t h e  d i r e c t i o n  R ( u l )
L l ^ -

( t  t o )

w h e r e  w e  p u t " ,  o n  e a c h  S , ,  D ( 6 i  ,  u . ) : : o t S ' ( 6 , , u r ) ,  u L f  '

4  ( . l . q o n ! o 1  t - 7  l ) .  T h e  c o n d i t i o n s  ( t  t t + )  c a n  b e  w r i t t e n

I H ( u ,  u 2 ) - n ( u ,  u U )  t i ( u - u r ) = o ( r  . t z )

H ( u ,  , i = { t A l r n * = ( u - u , ) I c i z  { t t a l
0 "

-  A s  u * u ,  i n  ( t t 7 ) ,  o  i s  a n  e i g e n v a l u e  o f  H ( u ,  u Z ) .  L e t  i  b e  i t s  i n d e x .  T h e n ,  f r o m
L

( 1 1 8 ) ,  i t  a p p e a r s  t h a t  a s  r ^ F u Z  e a c h  o f  t h e  e i q e n v a l u e s  o f  H ( u ,  u L )  t e n d s

'  
t o  a n  e i g e n v a l u e  o f  A ( u U ) .  S i n c e  t h e  s y s t e m  ( 9 5 ) " i s  s t r i c t l y  h y p e r b o l i c  i t  r e s u l t s  t h a t ,

f o r  u . c o n v e n i e n t l y  c l o s e  t o . u U ,  a l l  t h e  e i g e n v a l u e s  o f  H ( u ,  u " )  a r e  r e a l  a n d  d i s t i n c t .

W e  c a n  p u t  ( t  t 4 )  i n  t h e  f o r m
K

a p ( u ,  u r ) = . L ( u ,  u r )  ( u - u 2 ) = 0 ,  l < k < n ,  k # i
I

u f r e r e  Z  i s  t h e  l e f t  e i g e n v e c t o r  o f  i n d e x  i  o f  t h e  m a t r i x  H .  \ n / e  h a v e

t= i  r : ,  1  .  = l - '  (u , ,  u r )=L '  (u r )- 3 u .  
k - u = u L - ) ' - L ' - L  J  L

a n d  u s e  t h e  i m p l  i c i t  f u n c t i o n  t h e o r e m .

l n  o r d e r  t o  p r o v e  ( i i )  l e t  u s  d i f  f e r e n t i a t e  ( f  f  r + ;  a l o n g  t h e  c u r v e  S i .  W u  o b t a i n

t A ( u ) - o t  r g $ = ( r - u , ) 9 D  ( l l 9 )-  db  - z ' d5

As  6 *0  i  t  r esu l  t s

[ A ( u , ) - n ( o .  , , ^ ) r t 9 9 r  -  ^ = o  ( t z o ;

r h e  p o s s i b i r i t y  * x , ^ - " = o ; : : ;  ; "  
" ^ " i : r " f " : : : . r i n s  

t o  t h e  c o n c r u s i o n  ( i ) .  r h u s  i t  a p p e a r s'  . d O  O = U

'  
t h a t

D (0,  ur )=1. ,  (uU)

{gru-o=or\, (u2) , cr#o

a n d  s o  w e  g e t  ( r 1 6 ) .  b

D  1 8 . _  T h e  c u r v e  S . . d e s c r i b e d  b y  ( t l f )  ,  e i v e n  u 4 ,  i s  c a l l e d  a _ l r # o n i g : . c _ * r J e " - o j - ' l l j e x  i

A  p o i n t  o f  S ,  c h a r a c t e r i z e s  a  d i s c o n t i n u i t v  o f  i n d e x  i  i n  t h e  p h y s i c a l  p l a n e  E .
' l

. :::_::: _-
^ r  - ' * t  r  I

-  L / .  I n  t n e  4 D  a d i a b a t i c  g a s d y n a m i c s  w e  h a v e  R , 1 0 ,  l < i , j < 3 ,  i n  R ( c f .  E l ) .  T h e n  f o r
l c

e a c h  i ,  l < i < 3 ,  w e  h a v e ,  i n  a  c l o s e  n e i q h b o u r h d ' o d  o f  u o  ( a c c o r d i n g  t o  T 7 ( i i ) ) ,

( l 2 l )
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[ u ] r l o ,  1 < , i s 3 ,  a l o n g  a  d i s c o n t i n u i t y  o f  i n d e x  i  i n  E .

- t I :  The  theo rem T7  can  be  res ta ted  as  f c l  l ows :  a round  each  u reR we  can  f  i nd  i n  t l r e
L ^ . 1 ^ ^ - ^ ^ h . . ^ - ^ ^  t r  

' L

m ) o o g r a p n  s p a c e  l l  a  c o n v e n i e n t  n e i g l r b o L i r h o o d  w h o s e  p o i n t s  c a n  b e  d i s p l a c e d  b y  a  c o n v e r r i e n t

( u n  i q u e ,  s r n o o t h )  n n u v e m e r r t  a l o n g  t h e  H u g o n  i o t  c u r v e s  o f  i n d e x  i  .

q.3-.  T_he case of  the l inear l_y degenerale f  ietds,  Conlg9-L_qj :g l t j ru j1:_

;  l n  c a s e  o f  t h e  I  i n e a r l y  c l e g e n e r a t e  f  i e i d s  t h e  t h e o r e m  T 7  h a s  t h e  f o l  l o w i n c t  r e m a r k a b l e

con seq Lren ce

T - 8  ( p . - L a x t 3 6 l )  .  A  d i s c o n t i n u i t y  c o r r e s p o n d i n g  t o  a  l . i n e a r l y  d e s e n e r a t e  i n d e x

m u s t  p r o p a g d t e ,  a s  u L  a n d  u r  a r e  c o n v e n i e n t l y  c l o s e  t o  e a c h  o t h e r  a l o n g  a  c h a r a c t e r i s t i c .

{  r f  t  i s  a  l i n e a r l y  d e g e n e r a t e  i n d e x  t h e n  t - r  / o r \ \  r  /  \

k ( c f . | / / ) ) / ' o ( u ) i s a k - R L | a n d t h e , | i n e : ,
.  r h r n , , n h  r ,  ^ f  t h e  i i e t O  n ( u )  i s  l a i d  o n  t h e  s u r f a c e  ) " , . ( u ) = c o n s t a n t = 1 . , , ( r o ) ,  S o ,  c i v e n

K '  K ' L '
L r r r  v u v r t  u L  v

u n ,  e a c h  p o i n t  u l u p  o f  t h e  m e n t i o n e d  l i n e  s a t i s f  i e s  ( 1 0 8 )  w i t h  D = 1 . , . ( u ) = ) " , . ( u o ) b e c a u s e
L '  L  K  K ' {

a l o n g  t h i s  I  i n e  w e  h u u "  $ 6 t f ( u ) - t r u ( u 2 ) u l = 0 ,  l t  r e s u l t s  t h a t  t h e  I  i n e  c o n s i d e r e d  i s  a

H u g o n t o t  l i n e  o f  i n d e x  k  ( s e e  a l s o  R l 1 ( i ) ) ,  T h e  t h e o r e m  f o l l o w s  f r o m  t h e  u n i q u e n e s s

s t a t e d  ( a s  u  a n d  u 2  a r e  c o n v e n i e n t i y  c l o s e  t o  e a c h  o t h e r )  b y  T 7 .  b  :

R 2 2 .  S i n c e  D = ) " 0  f u 2 ) ,  g i v e n  u n  a  d i s c o n t i n u i t y  I  i n e  x = D t  i s  i s o l a t e d  i n  E .  S i n c e "  j f l  = r

i t  a p p e a r s  t h a t  a l o n g  t h i s  I  i n e  g  b * r a . ! g h i . n , g .  t a k e s  p l a c e  ( c o m p a t i b l e  w i t h  t h e  f a c t  t h a t

t h e  l i n e  i s  l a i d  o n  a  c h a r a c t e r i s t i c  c u r v e )  .  T h . e  p o s s i b i l i t y  o f  a  b r a n c h i n g  a l o n q  a  d i :

c o n t i n u i t y  I  i n e  i s  t y p i c a l  o f  t h e  l i n e a r  d e q e n e r a c y .  T h e  e x a m p l e  E B  p r e s e n t s  s o m e  d e t a i l s

o f  t h i s  b r a n c h i n o .

E B .  F o r  t h e  s y s t e m  ( Z Z 1  t h e  j u m p  r e l a t i o n s  ( f O B ) . h a v e  t h e  f o r m

f o { f i - D ) l = o

[ m ( f i - o )  + p X = o  ( 1 z z )

[os ($  -  D )J  =  o

I n  c a s e  o f  t h e  l i n e a r l y  d e q e n e r a t e  f  i e l d  o f  t h i s  s y s t e m ,  t r r ( u )  g i v e n  b y  Q l )  i s  a

2 - R L l  a n d  a l o n g  a  l i n e  o f  t h e  f  i e f  O  i  r , v e  l r a v e

P = r l l l \  -  r f T l l(6)Z= (6), lzt)
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[ { ]  =  o  ( t t t + \
J

r -  / r  ^ ^ \F r o m  \ 1 2 2 )  "  
w e  a  I  s o  o b t a  i  n

L

n-
u - p l =  0  ( 1 2 5 )

0 r r  t h e  o t h e r  h a n c J ,  t h e  r e l a t i o n  ( l Z Z - ) ,  a 1 1 o w s ,  g i v e n  u ,  ( a n d ,  t h u s ,  g i v e n  D )  ,  a n  a r b i ' t r a *
t " L

[ y  v a ] u e  f o r [ p J .  l ' l r i s  f a c t  t o g e t h e r  w i t l r  t h e  r e m a r l < s  ( 2 4 ) ,  ( 1 2 5 )  s h o w s  t h a t  t h e  b r a n c h i n g

i s  c l r a r a c t e r i z e d  b y  t h e  v a l u e s  o f  t i p l i  ;  p a r t i c u l a r l y  6 d O J l  c a n  b e  t a k e n  a s  a  p a r a m e t e r

a l o n g  o f  t h e  H u q o n i o t  c u r v e  S n .  T h e  r e m a r k  i 7  a l s o  r e f l e c t s ,  i n  c a s e  o f  t h e  l i n e a r l y  d e g e -

.  n e r a t e  f  i e l  d ,  t h e  d e p e n d e n c e  o f  [ p , m , p S 1 .  o n  l [ p ] l  a s  ( 1 2 4 )  ,  ( 1 2 5 )  h o l  d .

\ n / e  m o t i v a t e  b y  R 2 2  i n  o r d e r  t o  g i v e

D 1 9 .  A  d i s c o r r t i n u i t y  c o r r e s p o n d i n g  i n  E  ( u n d e r  t h e  a s s u m p t i o n s  o f  T B )  t o  a  I  i n e a r l y

d e g e n e r a t e  i n d e x  i s  c a l j e d  a  c o n t a c t  d i s c o n t i n u i t y  ( a b b r e v i a t e d  c d ) .
,1

W e  h a v e  i g n o r e d , .  i n  t h e  p r o o f  o f  T 7 ,  t h e  d e t a i l s  o f  t h e  p a r a m e t r i z a t i o n s  a l o n g  I - h e

H u g o n i o t  c u r v e s .  I n . c a s e  o f  a  I  i n e a r l y  d e g e n e r a t e  i n d e x  s u c h  d e t a i l s  a r e  n o r ^ ,  c o n s i d e r e d .

ti
r y 2 3 .  L e t  k  b e  a  l i n e a r l y  d e g e n e r a t e  i n d e x .  \ , J e  s t a r t  w i t h  t h e  e x p r e s s i o n s ' R ( u )  v r h i c h

k k
d e f i n e  a  v e c t o r  f i e l d  i n  R .  W e  n e x t  n o n r a l i z e  t h i s  f i e i d  b y  l R l = l  a n d  d e t e r m i n e  L  a c c o r d i n q

. l , L

t o  [ . K = t .  H e n c e  t h e  r e q u i r e m e n t  t h l = t  i s  s u p p l e m e n t e d  b y  t h e  c h o i c e  ( o f  t h e  e x p r e s s i o n s

h ( r )  * "  s t a r t  w i t h ,  i . e .  )  o f  t h e  o r i e n t a t i o n  o f  t l r e  f  i e l d  h . .  T h e n  w e  c h o o s e  a s  a  p a r a m e - ; t e r

e l .  t h e  a r c  ( c o n v e n i e n t l y .  o r i e n t e d ;  o r i g i . n a t i n g  w i t h  u 2 )  o f  t h e .  l i n e  t h r o u g h  u r o f  t h e  m e n
K - L

t i o n e d  f i e l d .  A l o n q  t h i  s  I  i n e  w e  n a v e

$5 = fft,l 0ze1
" " k

a n d  u ( 0 ) = u Z  ( h e n c e  c r = l  i n  ( t Z t ) ) .  F r o m  ( 1 2 6 )  r v e  f u r t h e r  o b t a i n

.  , 2 . ,  k  ks  !  = t i l ( r )  .  q rao  tR  (u )  0271a
a.f. u

8 . 4 .  T h e  c a s e  o f  t h e  g e n u i n e l y  n o n l i n e a r  f  i e l d s .  S h o c k  d i s c o n t i n u i t - y -  T h e  L a x

I n  c a s e  o f  a  g e n u i n e l y  n o n l  i n e a r  i n d e x  t h e  d e t a i l s  o f  a  p a r a m e t r i z a t i o n  a l o n g  a  H u q o *

n i o t  c u r v e  a r e  o i v e n  b y ,

T 9  ( P . L a *  i 3 6 1 ) .  U n d e r  t h e  a s s u m p t i o n s  o f  T 7  w e  c a n  f i n d  a  p a r a m e t e r  e i  a l o n g  t h e

c u r v e  S ,  o f  g e n u i n e l y  n o n l  i n e a r  i n d e x  i  s o  t h d t
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I
D  / . .  \
l \ \ U n , f

Ld u l
6{ le ,=o

, L
O U

d s -

i
- K \ U /

f r i (u) . 9 rad,u,l. .,(u) l

t l
t B ( u ) . q r a d r l R ( u )

u=uL

( 1 2 8 )

( t291

t A ( r ) . c r a d u l . ,  ( u ) J

I

l - R ( u ) . q r a d  l ,  ( u )  l" u l

,=uL

l,=,u

{  A c c o r d  i  n g .  t o  T /

l D * l  = l > o  ( r t o )o e ,  l e , = O  2 '  s

s i g n  e . = s i g n [  1 . . ( u ) - ) " ,  ( u g ) ]  ( r l r )

( i i )  a n d  ( z g )  i t  a p p e a r s ,  a s  u r .  a n d  u 2 : d r e  c o n v e n i e n t l y  c l o s e  t o  e a c i

b u t  t h e  p o i n t  u r .

Hence  we  can  choose

6=r,  (u)-xr(u2) 0 lz)
a s  a  p a r a m e t e r  o n  S ,  ( t f r i s  c h o i c e  i s  p a r a l  l e l  t o  $ 5 1 1 .  U n d e r  t h e  s m o o t h n e s s  a s s u m p t i o n s

o f  T 7  w e  d i f f e r e n t i a t e  a l o n g  S ,  i n

6=, l . , t  u (6) 1-I ,  (uU)

d r r
l = i i . s r a d . . t r , ( u )  ( 1 3 3 )

o o i

t h e  g e n u i n e l y  n o n l i n e a r  n a t u r e  o f . t h e  i n d e x  i n t o  a c c o u n t ,  w e  g e t  f r o m  ( t Z t )

N e 1 t ,  w e  d i f f e r e n t i a t e  ( l l 9 )

" l r . rt R ( u )  . o r a d r ) " .  ( r )  l u = u o

S .  a n d  f i n d  L
I

( u ) l - l i
I  u=uz

i
R (uz)

d u l
?6lo=o

a l o n g

( 1 3 4 )

( t l r )

, 2 ?
r  # .gradu)a(u) t {$ +rn(u)-o,r*  =2 :3 f$ -  ! . l . } (u-unt

d6' d6-
l n  t h e  l i m i t  & . 0  w e  o b r a i n ,  c f . ( 1 3 5 )  a n d  ( 1 1 6 )  ,  ,

o t h e r ,  t h a t  t h e  c u r v e  S .  h a s  n o  p o i n t s  i n  c o m m o n  w i t h  t h e  s u r f a c e . l . O ( u ) = c o n s t a n t = l O ( u g )

a n d  o b t a  i n

T h e n ,  t a k i n g

a n d  ( 1 3 3 )

c r= f  d . (u ) .q rad  1 . .
. t i l

C a r r y i n g  ( 1 3 4 )  i n t o  ( t z r )  w e  a r r i v e  a r

( 1 3 6 )



^ l- J 4 -

, .  - ?
t R ( u ) . s r a d , . , l .  ( u ) l '

u l u=uL
r l

*r  r {?t.  -  . d6 ,6=0
t  R  (u )  .  g radu, t r . .  (u )  lu=u,

i
T h e n  w e  m u l t i p l y  ( 1 3 7 )  b y  L ( u 2 )  a n d  f i n d ,  r a k i n g  ( S q )  i n t o  a c c o u n t ,
: -

r99r = l'd6 '6=0 2

H e n c e ,  w e  c a n  t r a n s c r i b e  ( 1 3 7 )  b y

[A(u, ) - r ,  (uu)  r i  , * ,u=o =(* t )u=o. t  ( {#  .s radr)n  (u)J6=s(#)o=o
L I L 

d6' 
O=U OO O=U OO " U O=U dC) O,

i
N o w  I e t  u s .  d i f f e r e n t i a t e  a l o n g  S i  i n  I A ( u ) - , 1 " ,  ( u )  t : R ( i u ) = 0 .  T h u s ,

6 ' 0 ,  w e  f i n d

iA (u2) -;", (u2) r I (*6rl)6-0= 
/

1 , ,  i
= ( ; ; ) & o t R ( u )  . s r a d r ) ' ,  ( u ) 1  

u = u ! -

- t  (*3" g radu) A (u) 1u=o i trr l

F r o m  ( 1 3 7 ) ,  ( t 4 o ;  i t  a p p e a r s  t h a t

, 2
t A  ( u , )  - 1 .  ( u , )  t  I  {  ( g + )

L |  . r . -  , -L

- r i  
d o

/ / u  n \
\ : F  n / A - n

t l=U n

Then we have

n (uz)

(137)

( r t B )

(13s )

i n  t h e  I  i m i t

( t t r o )

( l 4 l )

( 1 \ . 2 )

I

6=0

, L
r O  l l r
\-1lA-n -

r ^ 4  v - V

do

, d  i '\ffi^/ 6=0

tF .  (u )  .  9 radu l . ,  (u )  lu=uz

\ ^ / e  r e p a r a m e t r i z e  S ,  t a k i n g  6 = 6 ( g . )  a n d  r e q u i r i n g

We obta i  n

6=oi- . }e '  r?*o tr f  )  (143)

W e  u s e  ( f 1 3 1  i n  o i d e r  t o  t r a n s c r i b e  ( f : S )  a n d  ( f : B )  b V  ( l 2 8 )  a n d  ( f f O )  r e s p e c t i v e l y .

- .  
h b  f u r t h e r  u s e  ( 1 4 3 )  i n  ( l 4 l )  a n d  f  i n d



I  ** t{  I
\ J , -  r r / ^  _ n

u c . .  c . - u
t l

"  1 5  -

I
/ ; r  a  \ ^ /  \

+ t l : ' - t 5 . , K ( u " J"  I '  L '
( r q 4 )

( i 4 5 )

( u ) l
u=u Lu l

f A ( o ) . s r a d

t L
r O  U r
l * ' . + l  -, d e . ' e .

l l

T h a n  f  r l z  i n n

' c  = l l

I

; l

i ^  t n ( u ) - i l r a d , , l ,  ( u )  1
C | - .  '  U  r

I

l A ( r ) . q r a d  ) . .  ( u ) 1 2 -' ' u t

.  /  r  n ^ \w e  o b t a  i n  \ l 2 9 1

c o n s i d e r  f o r  ( t 4 : )  t h e  f o r m

Bl  =g-  (

6=ri- .}o. '?. F"?= [",G.21-zB,e,+4)
o t  

" + ?  
i t  a p p e a r s  t h a t  s i g n  t I ,  ( u ) - f . ,  ( u 2 ) l = s i q n . 6 = s i g n  e , .  t B

T h e  p a r a m e t r i z a t i o n s  c o r r e s p o n d i n g  t o R l ' i  , ( c f . ( S S ) ) ,  R 2 3 ,  T 9  ( c f . ( 1 3 2 ) ,  ( 1 4 3 ) ,  ( 1 4 5 ) )

a r e  t a k e n  t o o e t h e r  i n  f i g . l 0 .

b e  a  g e n u i n e l y  n o n l i n e a r  i n d e x .  l f  u . e S . ( u g ) ,  u . l u 2  a n d  u r ,  u L a r e  c o n v e *

t o  e a c h  o t h e r  t h e n  D  i s  n o t  a n  e i q e n v a l u e  f o r  t h e  m a t r i c e s  A ( u - )  o r  A ( u p ) .
' L

t h a t

d  .  r  |  

/ ' ^ 6 \

.  r  r m ^  ? E _ . ^ i L U \ e . ) l = t i ; ; r  
[ g r a d u ) ' ' ' ,  * h  

t r / o ' j  I

c . * u  ,  '  e , * o  r  
( 1 4 5 )

( t 4 6 )  w i t f r  ( 1 3 0 )  a n d  t a k e  i n t o  a c c o u n t  t h e  s t r i c t  h y o e r b o l i c i t y  o f  t h e

i n  ( r 4 z ; ,  ( r 1 3 1

N o w  I  e t  u s

L L  t e t  i

n i e n t l y  c l o s e

{'Vle rema rk

Then we compa re

.  / n r \  t Es y s t e m  \ J r ) .  w

d j a c e n t  a l o n g  a  d i s -

u , .  u = u  t h e  s o l u t i o nL ' r

e  d i s c o n t i n u i t y  o r o -

i  i n e  t = 0 .  L e t  u s  c o n

c a n  i s o l a t e  a  p i e c e -

( r i i z )

d a  t a

(  l 4 8 )

s o l u t i o n  o f  t h e  p r o -

B )  (  b v  t h e  a  i c l  o f  t h e
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h  t h
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= {  "
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. r
J v

n e t h o d  o f .  c h a r a c t e r i s t i c s ) . l r r  t h i s  c a s e  w e  s a v  t h a t  t h e  c J i s c o n t i n u i t y  i n v o l v e d  i n  ( 1 4 7 )

i t : 3 g : - j ! I g Z _ 9 S : g T J I g { .  M o t i v a t i n g  b y  q a s d y n a m i c s ,  a n  a d m i s s i b l e  d i s c o n t i n u i t y  i s  a l s o

sa id  t r :  b "  S*_r* lo . !  j l jSg lhq . i .$ -  (abbrev ia red  sd)  .

L e t  A *  t h e  d o m a i n s  o f  d e t e r r n i n a c y  c o r r e s p o n d i n q ,  f o r  t l r e  p r o b l e m  ( 9 S )  ,  ( 1 4 8 )  ,  t o  t l r e

i n t e r v a l s  [ 1 1 o f  t h e  i n i t i a l  l i n e  ( f  i g . t t ) .  L e t  u s  c o n s i d e r  f o i -  e a c h  o p e n  i n t e r v a j  o i =  t i r e

i n i t i a l  l i n e  c o n t a i n i n e  t h e  o r i g i n  i t s  c l o s u r e  i n  l R .  l J e  d e n o t e  b y  /  t h e  s e t  o f  t h e  c l o s e d

i n t e i v a l s  o F  t h e  i n i t i a l  l i n e  o b t a i n e c l  i n  t h i s  w a y .  I n  o r d e r  t o  r e a c h  t h e  r e q i o r r  l R i i ( n + U A _

t h e  c o n s t r u c t i o n  u s e d  i n -  t h e  m e t h o d  o f  c h a r a c t e r i s t i c s  m u s t  s t a r t  w i t h  d a t a  a s s o c i a t e d  t o .

a n ' i n t e r v a l  o l '  1 .  I n  s u c h ' a  c a s e  a n  i n q r e d i e n t  o f  t h i s  c o n s t r u c t i c , n  i s  t h e  u s e  o f  t h e  j u m p

r e l a t i o n s  o n  t h e  d i s c o n t i n u i t y .  T h e  p r e s e n c e  o f  t h i s  i n g r e d i e n t  ( i n  f a c t  t h e  p r e s e r r c e  o f

a  d i s c o n t i n u i t y )  q i v e s  a  s e l e c t i v e  f e a t u r e  t o  t l r e  a d m i s s i b i l i t y  r e q u i r e m e n t  ( c f .  T l 0 ,  T i l

h e r e i n b e l o w )  "

T 1 0  ( P , L a x  t  3 6  l ) .  L e t  u s  c o n s i d e r  a  d i s c o n t i n u i t y  o f  g e n u i n e l y  n o n l i n e a r  i n d e x  i ,

c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  p o i n t s  u 2 , u r e S .  ( u 2 )

W e  s u p p o s e  t h a t  t h e  a s s u m p t i o n s  o f  L 5  a r e  v a l  i d .  T h e  c o n s i d e r e d  d i s c o n t i n u i t y  i s  a d -

m i s s i b l e  i f f  t h e  c o n d i t i o n s  ( t h e  L a x  e n t r o p y  c o n d i t i o n s )

/ r r r  \  
t r , ( u . ) < o < l ' ( u g )

\ " ' i '  
^ r - ,  ( u u ) < o < r , * t  ( u . )

( t 4 e )

a r e  f u l f i l l e d  ( r i g . t Z  ) .  ,  :  
. . , , :  

.

4  S i n c e  t h e  s y s t e m  ( 9 5 )  i s  s t r i c t l y  h y p e r b o l i c  r v e  h a v e  2 ' " ,  ( u ) <  . . . < l . n ( u )  i n  e a c h  o f  t h e

r e g i c r n s  a d j a c e n t  t o  t h e  d i s c o n t i n u i t y , L e t  j U  a n d  j , -  t h e  i n d i c e s  f o r  w h i c h  i n  t h e  ( l e f t ,

r i ^ h t l  : r l i - . 6 h f  r p n i n n c  r ^ l a  h r r r o  r o c n a . t i r r o l vf l g l l ( . 1  o u J d 9 g r f L  f u S r v r f J  v v L  f f o v u  l v J p g u L r v s t y

) , . ,  (un )<oa l i , * ,  (uu )
- L  ' L

( 1 5 0 )
A .  ( u r ) < o < l , i  

+ t  
( u r )

" r  ' r
t +  i -  ^ ^ - . .  + ^  - e e  ( f i g " t : )  t h a t  ( i n  t h e  s e n s e  o f  i n c r e a s i n g  t i m e )t L  r >  s d > y  L \ J  5

( i )  a  c h a r a c t e r i s t i c  i n  t h e  l e f  t  r e g i o n  a p p r o a c l r e s  t h e  d i s c o n t i n u i t y  i f f  l > D ,

( i i )  a  c h a r a c t e r i s t i c  i n  t h e _ r i o h t .  r e g i o n  a p p r o a c h e s  t h e  d i s c o n t i n u i t y  i f  f  , t r < D

T h e n  i t  a p p e a r s  t h a t  i n  e a c h  p o i n t  o f  t h e  d i s c o n t i n u i t y  t h e  l e f t  a n d  r i q h t  r e c t i o n s  p r o v i -

d e  n - j 4  a n d  j , -  d e t e r m i n a c y  r e l a t i o n r l ) .  H e n c e  i n  e a c h  p o i n t  o f  t h e  d i s c o n t i n u i t y  w e  h a v e

l ) T ; t  j  b e  t h e  i n d e x  o f  a  c h a r a c t e r i s t i c  w h i c h  a o p r o a c h e s  t l r e  d i s c o n t i n u i t y .  T h e  r e l a t i o n
u ,  ( u ) =  c o n s t a n t  ( s e e  5 l ;  V ^ ,  1 < p S n ,  a r e  t h e  R l )  a l o n g  t h e  m e n t i o n e d  c h a r a c t e r i s t i c  i s

J  P '
c a J  l e d  a  d e t e r m i q a c y  r e l a t i c ; n .
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n - j z + j .  d e t e r m i n a c y  r e i a t i o n s  a n d  n  j u m p  r e l a t i o n s  s o  t h a t  t h e  r n e t h o d  o f  c h a r a c t e r l s t i c s
c o u n t s  o n  2 n '  j u + j  

, .  r e l a t i o n s  i n  a l l .  T h e s e  Z r ' t ' i n + i , .  r e l a t i o n s  a l l o w s  u s  t o  f  i n d  i n  e a c h
'  p o i n t  o f  t h e  d i s c o n t i n u i t y  t h e  v a l u e s  o f  t h e  2 n + l  u n k n o w n ,  u L ,  u r , D .  T h e n  t h e  a d m i s s i b i l  i -

t y  r e q u i r e m e n t  i s  e q u i v a l e n t  t o  t h e  c o n d i t i o n  2 n - j  
n + j r = 2 n + l  w h i c h  g i v e s  i o = 1  _ 1 .  A n  e a s y

r e - a r r a n g e m e n t  o f  ( f S O )  t h e n  l e a d s  t o  C E L .  .  N o w , " , a ' , s  e a s y  a o  u . " ,  
" . ' ; ' : -J r  - r  * P P r o a c h e s  u 2 ,

t h a t  j  
r = i .  b

3 r 4 . _  A  c h a r a c t e r i s t i c  o f

.lf:S1.sg/ 
res pect i ve I y SU:.:Uq{

i n d e x  ) l i  /  r e s p e c t  i v e l y

t h r o u g h  a  s d  o f  i n d e x  i

a  c h a r a c t e r i s t i c

( c f ,  f i g . l 2  ) .

o f  i n d e x  i  i s  r e -

( r s r )

f r o m  ( l 5 l )

c o n v e n i e n t l y  c l o s e  n e i g h -

i  s  e q u  i  v a  I  e n t  t o  t h e  r e -

I 5 "  l n  c a s e  o f  a  I  i n e a r l y  d e g e n e r a t e  i n d e x  k  t h e  c o n d  i  t  i o n s ( 1 4 9 )  d e g e n e r a t e  ( c f . T B )

\ n r / \

r )  
=u"Lk\uL)

t h e  d e g e n e r a t e  C E L O  r e s u l t s

.  
T l l  ( p . t a x  t 3 5  l ) .  l e t  i

b o u r h o o d  o f  u o  ,  o n  a  H u g o n i o t
L '

qu I  rement  "8 ,<0 .
I

{ 4 t ' f  i r s t ' w e  p r o v e  t h a t  t h e  f u l f  i l m e n t  o f  c E L .  l e a d s  t o  t h e  r e q u i r e m e n t  e , ( 0 .  T h i s  f o . l -
l o w s  f r o m  ( l 3 l )  a n a  ( t i + 9 ; , .

N e x t  w e  p r o v e ,  c o n v e r s e l y ,  t h a t  t h e  r e q u i r e m e n t  e . ( 0  r e s u l t s  -  f o r  c o n v e n i e n t l y  s m a i l
v a l u e s  o f  l e  , l  

-  i n  t h e  f u l f  i l m e n t  o f  C E L . .  r / e  r e m a r k  t h a t

I  i m  1 , , . , [ u ( e , ) ] = ] . .  .  ( u , \ - .  ,  \
e . * O  

" i + r  l ' -  ' i + 1  ' - l - ) ) ^ i \ u L )  ( 5 2 )
I

I n

'  ]  ( , ,
/ ! k  \ u

+
I n  t h i s  c a s e  t h e  s e c o n d  c o n d i t i o n  o f

b e  a  g e n u i n e i y  n o n l  i n e a r  i n d e x .  l n  a

c u r v e  S ,  ( u p )  t h e  f u l f i  l m e n t  o f  C E L .t L l

F o r  c o n v e n i e n t l y  s m a l i  v a l u e s  o f  l e ,  I  w e

I ,  I  u  (e ,  )  ]<n (e ,  k i  i  fu2)
Now we  pu r  ( lSZ)  ,  ( | f i )  t oge the r .  b

f i n d ,  c o m D a r i n g  ( t l O )  w i t h  ( f q e ) ,  t h a t

a s  e , ( 0  ( l S : )

R 2 5 .  l n  c a s e  o f  a  g e n u i n e l y  n o n l  i n e a r

P a L t  ( e , < 0 )  o f  a  H u g o n  i o t  c u r v e o

I n  t h e  s e c o n d  p a r t  o f  t h e  p r o o f  o f  f l l

t h e  n e g a t i v e  v a l u e s  o f  e .  p e r m i t t e d  b y  T / .

h o l d .

F r o m  ( t + 9 1 ,  ( t 5 l )  i t

o f  the)  curves  Sr ,  l ( j<n ,

i n d e x  i  t h e  t h e o r e m  T l l  i s o l a t e s  t h e  a d n r i s s i b . l e

w e  i m p o s e d  u p o n

I n  t h e  s e q u e l  u r e

s u p p  I  e m e n  t a  r y

s h a  I  1  s u p D o s e

r e s t r i c t i o n s  o n

t h e s e  r e s t r i c t i o n s

a p p e a r s  t h a t  i n  a  c l o s e  n e i g h b o u r h o o d

h a v e  n o  p o i n t s  i n  c o m m o n  b u t  u 2 .

o f  u U  t h e  ' ( a d m i s s i b l e  
p a r t



RZ7,  A  curve  SO o1 '  a  I

I n d e e d ,  o n  s u c h  a  c u r v e  t h e

t h e  o t h e r  h a n d ,  t h i s  c u r v e

T h e  s t r a n g e  n a t u r e  o f

- 3 8

i n e a r l y  d e g e n e r a t e  i n d e x  c a n  b e  r e g a r d e d  a s  a

s t a t e s  u -  a n d  u ,  a r e  c o n n e c t e d  t o  e a c h  o t h e rr L
l<

i s  l a i d  o n  a  I  i n e  o f  t h e  f i e l d  R .

t h i s  o b j e c t  h a s  b e e n  a l  r e a d y  r e m a r k e d  t ) y  R Z Z ,

r l . l r .n y D r r o  o D J e c t .

b ' y  a  j ump  and ,

R23  .

/  r  r l .  \
\  I  ) ' r l

r f  ^ a ^  .( s e e  R Z 3  i n  c a s e  o f  a  I  i n e 4 r ' l y

( r  ss )

( rse )

( rsz )

( l 5 8 )

I  <  /  a \

t  r o u /

o f  a  s d  ( s e e

on

I

, b e
I

i
R 2 8 .  l n  t h e  s e q u e l  t h e  v e c t o r  i i  c o r r e s p o n d i n g  t o  a  g e n u i n e l y  n o n l  i n , e a r  i n d e x  i  w i l l- - J

n o r m a l  i z e d  a c c o r d  i  n g  t o

i
n /  \  /  \l ( \ U / o g r a d . .  .  ( u i  = l

u l

t r / e  s h a l l  r e m a r k  t h a t  ( 1 5 4 )  c o m p l e t e l y  d e r e r m i n e s  r h e  f i e l d
' d e g e n e r a t e  

i n d e x )  o  T h e n  w e  d d t e r m i n "  L  a c c o r d i n o  t o  L . i . = t .

-  T a k i n g  ( 1 5 4 )  i n t o  a c c o u n t  w e  q i v e  ( 5 9 ) ,  ( 5 0 ) ,  ( f z A ; ,  ( t Z 9 y  t h e  f o r m

d u  i
* =  R ( u )  ,  

" i t o
, t

.  d ' , ,  i  !  : ! ;

* +  = t A  ( u )  o q r a d  l A  ( r )  .  e . > o
a e i * u l

I

a l o n g  t h e  r a r e f a c t i o n  p a r t  o f  e a c h  c u r v e  R ,  ( u r ) ,  a n d. r L

d u t l
q  l r , = o  

=  R ( u 2 )

'  s2, , r  i  iq . , ' |  . f  r o  / , , \
d J f  " i = 0  

= { t R ( u )  ' o r a d ,  l F ' ( u ) }  u = u z

" s  
e . *  0 - ,  E r ( O  i n  c a s e  o f  a  c u r v e  S ,  ( u p )  o f  g e n u i n e l y  n o n l i n e a r  i n d e x .I  '  t  - t ' - . L '  r -

F i n a l  I y  w e  c o m p l e t e  t h i s  t a b l e  b y  a d d i n q  s o m e  d e t a i l s  o n  D :

D ( 0 ,  u r ) = 7 ' ( u r ) ,
,t- L

c f  .  ( l l 5 ) ,  a n d

c a s e  o f  a  g e n u i n e l y  n o n l  i n e a r  i n d e x

M o i e o v e r ,

i n  c a s e  o f  a  I  i n e a ' r l y  d e g e n e r a t e  i n d e x  i

1  i n e a r l y  d e g e n e r a t e  i n d e x  k  w e  h a v e

d n
# - =  0  a l o n o  t h e  S ,
O E .  .  K' I

3 3 9 "  A c c o r d i n g  t o  t h e  r e s u l t  ( 1 l O )  a  b r a n c h i n q  i s  n o t  p o s s i b l e  i n  c a s e

n a a  \

t w L ) ,

8 .5 ,  .R iemann-Hugon io t -  j og -a l  sys . tem o f  cooT [n t " r_

D 2 1 .  F o r  e a c h  u " e R  t h e  c u r v e s

gp- . | =f'd" i  I r i =o  
t ,

i n  c a s e  o f  a

l z  I n



t u ,  , " r i , s i ( 0 ,
( e , , u 1 )

- 3 9 -

u r ) = R .  ( 0 .  u , ) . e . < o
L t , - L l

e .  ) 0
I

/ ^  \
l t i ,  u L )

o e t tr-e.- [ i.g[*n;,*y.gfJ Lgi,*giv-:s

I

f o r  a  g e n u i n e l y  n o n l  i n e a r  i

( l 6 l )

f o r  a  1  i n e a r l y  d e g e n e r a t e  i

( a b b r e v i a t e d  / / . ,  l < i < n ,  o r  R H  
" u ' r u " r ) .t '

l < i < n ,  a r e  s a i d  t o

uU=62)  i ' dUeR. . the  f  unc t i on

')
r s  u  t n  g

s u c c e s i v e l y

T h e  s t a t e s  u , . . ._ 1 , . . . , u k ^ _ ,
t t  I

u=H.
I

\ '
t t  I  d 6 t( e .

I

3 r 1 t  S i n c e  f o r  a  g e n u i n e l y  n o n l i n e a r  i  t h e  c u r v e s  R .  a n d  S .  h a v e ,  a c c o r d i n q  t o
( 5 9 )  ,  ( 6 0 ) ,  ( t z g )  ,  ( l z g ) ,  3  s e c o n d  o r d e r  c o n t a a t  i n  e a c h  u n e l . ,  i t  a p o e a r s ,  c f . R l l ,  T 9 ,  t h a t ,

' f o r  s u c h  a n  i n d e x ,  i n  a  c o n v e n i e n t  n e i g h b o u r h o o d  o f  e a c h  p o i n t  ( e . = 0  ,  u p = t p ) ,  J n e p .  t h e  r - e -I  L  . L ' l

- P r e s e n t a t i o n  
( r g r )  i :  c 2  i n  e . ,  c t - 1  i n  u r a n d  h a s  o i e c e w i s e  c o n t i n u o u s  t h i r d  ( o r  h i o h e r )

d e r i v a t i v e s  ( w i t h  a  j u m p  a t  e . = 0 ) .

R 3 l ' ' . T h e  r e m a r k s  R l l ( i ) ,  R 2 l  c a n  b e  n o w . a d a p t e d :  a r o u n d  e a c h  u n e R  w e  c a n  f  i n ' d  i n  H

@ n v e n i e n t  n e i g h b o u r h o o d  w h o s e  p o i n t s  c a n  b e  d i s p l a c e d  b y  a  c o n v e n i e n t  ( u n i q u e ,  s m o o t h )

v e m e n t  a l o n g  t h e  R H  c u r v e s  o f  i n d e x  i .

L e t  o = ( k l r . . . , k n )  b e  a  p e r m u t a t i o n  o f  t h e  i n d i c e s  l , o . o , n .

F r o m  R 3 0  i t  a p p e a r s  t h a t  i n  a  c o n v e n i e n t l y . c l o s e  n e i g h b o u r h o o d  o f  e a c h  p o i n t  ( e = 0 ,

mou-

Fo,(E, u4) =Hkr, I ukn, f lon_ 
, 
t uon-.,,  H ,  [ , , , r f f 1 -  [ e ' ,  u r ] . . . ] ] ]

-  ^ n - 2  o l  I  L

a n d  c m - l  i n  u r .  T h i s  f u n c t i o n  i s  r e l a t e d  v r i t h  a  c o n s t r u c t i o n  ( d e n o t e d  K  )L

c o n s i d e r s ,  s t a r t i n g  w i t h  u 2 ,  t h e  p o i n t s  u , = t O ,  , " 0 , ,  u ' . - )

(1 62)

, r k  = f l k  [ e O  , u o
n n n

w h i c h

l .
n - l

T 1 2  ( P .  L a x  t  3 6  1 ) .  U n d e r  t h e a s s u m p t i o n s  o f  T 7

( i )  w e  c a n  f i n d ,  a r o u n d  e a c h  p o i n t  [ e R  a n d  f o r  e v e r y  p e r m u t a t i o n  o .

1 , . . . ,  h ,  a  n e i g h b o u r h o o d  \ d o ( i l ) c R  s o  t h a t  a n y  t w o  a r b i t r a r y  p o i n t s  u 2 ,
( u n i q u e t y )  c o n n e c t e d  t o  e a c h  o t h e r ,  a s  s t a t e s  t o  t h e  r e f t / r e s p e c t i v e r y
c o n g t r u c t i o n  K _  f c r  r v h i c hcT

t '  \

" k . = " k . \ u z ,  
u r ) ,

t l

a r e  s a i d  t o  b e  i n t e r m e d i a t e .

o f  t h e  i  n d  i  c e s

u ret{o 
( i l)  cou I d be

t o  t h e  r i g h t ,  b y  
"

i < i < n ( 1 5 3 )



,
are cz in  \ . /o( i l )xb/o( i l )  and we have

" k .  
=o

I

C 4 .  F o r

r r  / l \ e r r  / : ' 1 \ r -w o \ u / t - .  v o \ u / r -
' c o n s t r u c t  

i o n

- t+0 -

( i i )  f o r  e a c h  t r e R /  r e s p e c t i v e l y  f f r e R  t h e  f  u n c t i o n s  e o  
, ( i X - ,  

u )  ,  l s i s n /

e , -  ( u ,  i l . - ) ,  l < i < n ,  a r e  p i e c e w i s e  C m - l  i n  u  w i t h  a  j u m p  t h r o u i n  t h e  s u r f  a c e s
K .  r

I

p e c t i v e l y  e , -  ( u ,  i l - ) = 0  o f  g e n u i n e l y  n o n l  i n e a r  i n d e x .
K .  r

I

4 l . l e  c o n s i d e r  f o r  e a c h  i l e R ,  c f .  ( . | 6 2 ) ,  t h e  f u n c t i o n

Qo(u ,  e ,  uU)=u  -Fo (e  ,  u i

i n  i  c o n v e n i e n t l y  c l o s e . n e i q h b o u r h o o d  o f  ( u = i l ,  e = 0 ,  u U = [ ) .  t ^ / e  h a v e

.  oo( i l ,  o,  u)  = o

a n d ,  a c c o r d i n g  t o  ( r z O ) ,  ( t 5 5 ) ,  ( t 5 Z )  ,  0 6 2 1 ,

A - d e t f  
i - a ,  ) t . -e L  \ 5 ;  * b i ,  

|  ( i ,  o  , [ ) l o

T h e n  w e .  u s e  t h e  i r p i i c i t  f u n c t i o n  t h e j r e m . F

as u r=rz
( t o l l

r p c n e c f  i  r r o l  v- " * ' I

l -  \  ^  /

8 , ,  ( u r ,  u / = V /  r e 5
^ i  \ '

e a c h  p o i n t  [ e R ,  g i v e n  a  n e i g h b o u r h o o d  U ( U ) C R  w e  c a n  f  i n d

r r / ; \  . ^  + h . i ,  r h '  t w o  s t a t e s  O f  W  ( [ )  c a n  b e  c o n n e c t e d  t oU  \ U /  > U  L l l d  L  d l l y  L W U  J  L s  L E )  v r  
" ' c ' , * ,

K o  h a v  i  n g  i  t s  i  n t e r m e d  i  a t e  s t a t e s  i  n  V o ( i l )

t h e  n e i  g h b o u r h o o d s

e a c h  o t h e r  b y  a

D ? L  G i v e n  u r e R  ,  t h b  n - t u p l e  t " 0 . ,  , u r , u r )  , . . . , e p n ( u 4 ,  u r ) J  i s  s a i d

( l o c a l )  R i e m a n n - H u g o n i o t  c o o r d i n a t e s  o f  i n d e x  o  o f  t h e  p o i n t  u  e R  w i t h
- J . . . - - . . - . " , - , , - . . . . - - . o - ' . f . *

to  conta  i  n

r e s o e c t  t o

.! l''e

u D .
.{,

i n t o  t h r e e  c o n s t a n t  r e g i o n s  ( c o r r e s p o n d i n - c r  t o

h e  r e g  i o n s  u g ,  u ,  s h o u l  d  b e  t h e  I  e f t / r e s p e c t  i  v e 1  1

v e  o f  i n d e x  i  a n d ,  s i r n i l a r l y ,  t h e  r e Q i o n s  u r ,

a d j a c e n t  r e q i o n s  o f  a n  e l e m e n t a r y  w a v e  o f  i n d e x

y  t h e  s t r a i g h t  l i n e s  x = P . t + x o i  ( t o  t h e  l e f t )  a n d

n c

u s  a s s u m e  t h a t  a  p a r t i t i o n  o f  R l

- \  : ^  r o s s i b l e  s o  t h a t  t5 l  , Z r r m r u f  r 5  i -

a c e n t  r e g i o n s  o f  a n  e l e m e n t a r Y  v J a

d  b e  t l r e  l e f t / r e s p e c t i v e l y  r i g h t

e  c o n s t a n t  r e g i o n  u ,  i s  S o u n d e i  b

( t o  t h e  r i g h r ) ,  i v h e . " , . ^ o i ( ^ o j  a

., .i:

[ 1 .  u  (u - )  i  f  t he  e l  emen ta  r y
P , .= 1,  req ion o r  a .c .dK l

I  n  l f  t h e . e l e m e n t a r y
L " k

+ 1 .  ^
L t  t g

r i g h

u r

A s t

x.=P.
J

( a b b r e v i a t i o n :  O - R H s  f o r  t h e  R i e m a n n - H u g o n i o t  s y s t e m  o f  c o o r d i n a t e s )

T h e  c o n s t r u c t i o n  K o  c a n  b e  c a r r i e d  i n  E  b y  u s i n g  f o u r  i n g r : e d i e n t s :  c o n s t a n t  r e q i o n ,

r a r e f a c t i o n  s i m p l e  w a v e s  r e g i o n  s e p a r a t i n g  t w o  c o n s t a n t  r e g i o n s , : g  s e p a r a t i n q  t w o  c o n s t a n i

r e g i o n s ,  c d  s e p a r a t i n g  t w o  c o n s t a n t  r e q i o n s .  I n  t h e  s e q u e l  t h e  l a s t  t h r e e  o f  t h e s e  i n g r e -

d i e n t s  
" r l . " l  

l e d  e l e m e n t a r y . w a v e s  ( s e p a r a t i n g  t w o  c o n s t a n t  r e g i o n s )

L e t

>  L c t  L g

+  ^ ^ l  i
L  q  u J

s h o u l

> 0  t h

l ' + v
oJ

*" r r ; ,  o r  index  f .  
- i s  

a  s imf  te  wavee 
' -  " * '  

t  '

v r a v e  o f  i n d e x  k  i s  a  s d .

(  I  6 6 )
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0 3 3 ,  T h e  t w o  e l e m e n t a r y  w a v e s  -  c o n s i d e r e d  h e r e i n  a b o v e -  6 f  i n d i c e s  i  a n d  j  r e s p e c -

t i v e l y ,  f o r  w h i c h  i  I a b e l s  t h e  l e f t  w a v e ,  a r e  s a i d  t o  b e  i n t e r a c t i v e  i f  P . > P .  a n d  n o n i n t e -

r a c t i v e  o t h e r w i s e

0 2 4 ,  T h e  t w o  e l e m e n t a r y  w a v e s  -  c o n s i d e r e d  h e r e i n  a b o v e -  a r e  s a i d  t o  b e  i n t e r a c t i v e

i f  i ) j  o r  i f  i = j  a n d  a t  l e a s t  o n e  o f  t h e m  i s  a  s d  ( n o n  i n r e r a c t i v e  o t h e r r v i s e ) .

L 5 * .  T h e  d e f i n i t i o n s  0 2 3  a n d  D 2 4  a r e  e q u i v a l e n t .

{  W e  e x h a u s t i v e l y  c o n s i d e r  t h e  p o s s i b l e  c a s e s .

i ( j  ,  w e  h a v e  ( c f .  (  I  6 6 )  )

P , = ) . ,  ( u * ) < 1 ,  ( u * ) = P ,  ( r i g .  l 4 a , b , c , d )  o F ,|  |  m '  J ' m '  J

P , = t r ;  ( u - ) = t r . _ . ,  ( u _ ) < D , = P ,  i f  j - i = l  o F ,r  I  m '  J - l  m '  J  )

P , = l r ( u * ) < 1 , _ , ( u _ ) ( D . = P .  i f  j - i > 1  ( f i g . l 4  e , f )  o r ,I  r  m  J - r  m  J  J
'  P . = D . ( 1 . . , , ( u * ) = ) . , ( u - ) = P ,  i f  j - i = l  o r ,l  I  r + l  m '  J '  m '  J  '

P , = D , ( 1 . . + t  ( r * ) < I j  ( u r ) = P ,  i f  j - i > l  ( f  i o , l 4 9 ,  h ) ,  o r ,

.  . } , ,  ( u _ ) ( P . = D . ( D . = p . ( '  /  \  '  ' = l  ( f  i g " l A i )- i  ' m  |  |  J  J ' / - i + i l u m /  
l r  J - l = l  \ r l c 1  ' l . + l /

( w e  n o t i c e  t h a t  t h e  c i r c u m s t a n c e  I ,  ( u r ) < e r = D r ( D i = P i 4 i + . ,  ( u r )  i f  j - i = l  i s  n o t  p o s s i b l e  b e -

c a u s e  
, : . " f  

. f  i g . l 4  t  -  i t  l e a d s  t o  . 1 . ,  ( u * ) > 1 . * l  ( r * ) ,  a  c o n t r a d i c r i o n )  o r ,

P . = D , ( 1 . . , . ,  ( u - ) < 0 , = p i  i f  j - i > z  ( r i g . r 4 ; )
|  |  t + l  m '  J  )

A s  i ) j ,  w e  h a v e

P , = ) . , ( u r ) ) 1 ,  ( u r ) = P ,  ( f  i g " l 4 k , Z , m , n )  o r ;

P  i = I i  
( u * ) > 1 ,  ( u r ) > o r = e  .  ( f  i g .  t  4 p ,  o )  o r ,

i i = o ' > ) ' '  
( u * ) > ' t ,  ( u * ) = P ,  ( r i s . 1 4 r , s )  o t ,

p ,=D, ) ,1 . .  (u r )> f ,  (un , )>or=R;  ( f  ig .  t  4 t )  .

A s  i = j ,  w e  h a v e

P , = 1 , ( u - ) = 1 ,  ( u - ) = P ,  o r ,. r t m ' J m ' J

p , = t r , ( u _ ) = 1 . ,  ( u - ) > D . = p .  ( f  i q , l 4 u , v )  o F rr r r r J m _ ) J

P , = D , ) 1 " .  ( u r ) = . t r ,  ( u * ) = P . ,  ( r i q . l 4 w , z )  o F ,

P , = D , ) 1 . .  ( u * ) = 1 . ,  ( u - ) 2 D , = P ,  ( f  i g . l 4 x ) .  F
|  |  l  m  J  m - J  J  "

a

P 2 5 .  A  s o l u t i o n .  i n  l R i  o f  ( 9 5 )  o n l y  c o n s i s t i n g  ,  o f ,  r n o n i n t e r a c t i v e .  e l e m q n t a . r y : w a v e s  a n d

@ n s t a n t  r e g i o n s  i s .  s a i d  t o  b e  n o n i n t e r a c t i v e  o r  e l e m e n t g j y . .
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*r- The-

I 3 2 ,  T h e  r e s u  I  t s  o f  6 .  5

r a n k  o f  s u c h  a  s o l u t i o n

T h e  t h e o r e m  T 1 2  a s s o c i a t e s  t o

^ , ,  -  - -  #  I t  e  t  .R H  a r c s  f i , .  1 . , .  r 1 1 , .  o f  a  ( u n  i q u e )
t \ r  K

I n
' { i n g  s  i g n  i f  i c a n t  r e s u  I  t .

T 1 3  ( P . L a x  t 3 6 l ) .  T h e  h o d o g r a p h

t h e  i d e n t i c a l  p e r m u t a t i o n  ( k , = i ,

R 3 4 .  ( i )  T h e  c h a r a c t e r i s t i c  c o o r d i n a t e
t

( t  i )  A  c o m p r e s s i o n  s i m p l e  w a v e s  r e g i o n

_ 4 2 _

,  6 " 6  a r e  r e f l e c t e d  b y  t h e  s t r u c t u r e  o f

cannot  be  grea ter  than one.

a n  e l  e m e n t a r y  s o i  u t  i o n .

each  pa i r  uX ,  u re t ' t o ( [ )  a  hodograph  Ho  cons i s t i nq  o f  t he

c o n s t r u c t i o n  K - .  T h e * d u f i n i t i o n  D 2 4  I e a d s  t o  t h e  f o l  l o -
U

f l -  c a n  b e  a s s o c i a t e d  t o  a n  e l e m e n t a r y  s o l u t i o n  i f f  c :o'

l S i < n ) .t s
j
l

R 3 3 . -  A s  w e  b r o a d e n  o r  n a r r o w  t h e  c o n s t a n t  r e g i o n s  o f  a n  e l e m e n t a r y  s o l u t i o n  t h e  h o d o -

g r a p h  o f  t h i s  s o l u t i o n  k e e p s  u n c h a n g e d ;  o n  t h e  o t h e r , h a n d ,  t h e  f  i n d i n o  o f  a  s i m p l e  r ^ r a v e s
. ^ 2' " ' r e g i o n  i n  R ;  c o r r e s p o n d i n g  t o  a  g i v e n  h o d o g r a p h  d e p e n d s  o n  t h e  c h o i c e  o f  t h e  f u n c t i o n  O

i n  ( 3 7 )  a n d . o n  t h e  ' v i d t h  o f  t h e  i n t e r v a l  o n  r v h i c h  t h i s  f u n c t i o n  i s  n o n c o n s t a n t  ( e x a m n l e :

t h e  s o l u t i o n s  a J p i c t e a  i n  f i 9 , l 5  a , b , c , d  h a v e  t h e  s a m e  h o d o q ' i a o h )  ' . : : '

'  
0 2 6 ,  l f  t h e  p e r m u t a t i o n  o  i s  c h o s e n  a c c o r d i n g  t o  T l 3  t h e n  t h e  o - R H s  i s  c a l i e d  t h e

l E r y n n - H u q o n  i o t  p h y s  i c a l  c o o r d  i n a t e  s y s t e m  ( a b b r e v i a r e d  R H s )

s y s t e m  m e n t i o n e d  i n  R B  i s  i n t e r a c t i v e .

e v o l  v e s  i n t e r a c t i v e l v .

I n  c a s e  n = l  w e  h a v e  ( c f " E 5 )  f o r  a  c o n v e x  e q u a t i o n :

( t s 5 1
H e r e  t h e  r e g i o n  R  i s  a n  o p e n  i n t e r v a i  o f  l R .  T h e  s y s t e m  ( 5 9 )  h a s  t h e  f o l m

'  d u  = [ f " ( u ) ] - l
? E = [ f " ( u ) ] '  : ( 1 6 6 )

w h i c h  c a n  b e  t r a n s c r i b e d  b v

o  r r  \  r  ( t e z t3E  ̂ \u /  =  |

G i v e n  u 2 e R ,  a s  a  s t a t e  t o  t h e  l e f  t  ( c h a r a c t e r i z e C  b y  e = 0 ) ,  f  r o m  O A 7 1  w e  f  i n d  ( s e e ( 5 5 ) )

e = t ( u )  _ I ( u p ) ( t sa )
L

T h e  j u m p  r e l a t  i o n  
' ( c f .  ( 1  0 B )  )

f ( u ) ' - r ( u 2 ) = D ( u - u 2 )  ( 1 5 9 )

i s  g r a p h i c a l l y  a n a l y . s e d  i n  f  i g . l 6 .  G i v e n  t h e  p o i n t  l u . ( , ,  f  ( u 7 - ) l  o n  t h e  g r a p h  o f  f ,  f o r  e a c h
. , u \ -

. p o i n t  
u e R  w e  c a n  d e t e r m i n e  D  a s  t h e  s l o p e  o f  t h e  c h o r d  A  w h i c h  c o n n e c t s  t h i s  p c i n t  t o  t h e

p o i n t  [ * ,  r  ( u ) l  a n d ,  o n  t h e  o t h e r  h e n d ,  t o  e a c h  v a ] u e  D l f  '  ( L r O ) = ] , ( u 4 ) a  ( u n  i q u e )  p o i n t  o n  t h e

n e n t i o n e d  g r a p h .  c a n  c o r r e s p o n d o

R ? q

- l



R35.  The  RP

T h i  s  p e c u l  i a r i  t Y

s o l  u t  i o n

i  s  s a  i d

d e n o t e d

i s  i n v a r i a n t  u n d e r  t h e  t r a n s f o r r n a t i o n

x =(IX, T= Ctt , @0

s u g g e s t s t o  l o o k  f o r  t h e  l l P  f o r  a  s o l u t i o n  o f  t h e  f o r m

u (x ,  t )= [ ( t )

t h e  f o r m  0 l l )  i s  s a i d  t o

b e  c e n t e r e d  ( f  i g " ' l B ) .  T h e

( 1 7 0 )

( l 7 l  )

t ^- r{_j _

f  (u )  = f  '  (u )<D<)" (u  p )  = f  '  (up)
L L

*  T h e  p o i n t  u U  d i v i d e s  t h e  r e g i o n  R  i n t o  t w o  s u b i n t e r v a l s .  E a c h  p o i n t  o f  t h e s e  s u b i n t e r :
r \

v a l s  c a n  b e  c o n n e c t e d  t o  u Z  b y  a  r a r e f a c t i o n  s i m p l e  w a v e s  r e g i o n  o r  a  s d ' / :  t h i s  c i r c u m s t a n -

c e  d e t e r m i n e s  t h e  n a t u r e  o f  t h e  c o n s i d e r e d  s u b i n t e r v a l .  T h e  n a t u r e  o f  e a c h  o f  t h e s e  s u b i n -
. i

t e r v a l s  d e p e n d s  o n  t h e  s i g n  o f  f " l o  i n  R .  T h i s  f a c t  i s  e x p l a i n e d  i n  f i g " l 7 '

:
I

I  f h "  R H  c u r v e  t h r o u g h  e a c h  p o i n t  u g e R  c a n  b e  c o n t i n u e d  i n  t h e  w h o l e  R '

9 .  T h e  R i e m a n n  P r o b l e m

q l T h e  f o r m u l a t i o n  o f  t h e  R i e m g n n r o b l e m .  S e l f s i m i l a r  s o l u t i o n s " T h e  c l a s s -  l ? -  "

A  R i e m a n n  p r o b l e m  f o r  t h e  s y s t e m  ( 9 5 )  ( a b b r e v i a t e d  R P )  i s  a n  i n i t i a l  v a l u e  p r o b l e m

w f i " n  a s s o c i a t e  t o  t h i s  s y s t e m  t h e  d a t a

f ' u a = " o n t t a n t '
u ( *  , 0 ) = ' {  

L

Lu .= "ons tan t '

arb i  t rar  i  l ,y i  pr .escr i .bed .

x < 0

x > 0

w h e r e  t h e  v e c t o r s  u r !  u -  a r e
.l_ r

o f

L U

6L

(172)

( 1 7 3 )

b e  - s e l ' f  s i m i l a r "  A  s e l f  s i m i l a r  s i m p l e  w a -

c l a s s  o f  t h e  a d m i s s i b l e  ( ! )  s e l f s i n i  l a r

D 2 7 ,  A

ves  so l  u t  i  on

s o l u t i o n s  i s

2 o  T h e  r e s o l  u t o f  a n  a r b i t r a r d i s c o n t i n u i t

'  
T h e  e n v e l o p e  ( f ! )  a s s o c i a t e d  ( c f  

" f  i g " 3 )  t o  a  c e n t e r e d  s i m p ' l e  w a v e s  r e g i o n  c o n s i s t s  o f

^ a  p o i n t  ( =  c e n t e r )  o n l Y "

-  A  c e n t e r e d  s i m p l e  l v a v b s  r e g i o n  o f  i n d e x  i  i s  s t r u c t u r e d ,  a c c o r d i n g  t o  P 5 '  b y  a  f a n

o f  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  i n d e x  i  w h i c h  r a d i a t e  f r o m  t h e  c e n t e r .  W e  p u t  y  =  
+  "  T h e n '  t a k i n g

( 1 7 : 1  i n t o  a c c o u n t ,  t h e  s y s t e m  ( g i )  c a n  b e  t r a n s c r i b e d  I n ( u ) - y l ] ; i =  0

R 3 6 ( t 3 g ) ,  T h e  c o n s i d e r a t i o n s  o f  6 . 3  a n c l  i l l  
I  '  T l i ,  R 3 3  c a n  b e .  a d a p t e d  i n  c a s e  o F  t l r c

s e l f s i m i i a r  s o l u t i o n s  i f  , y = t r .  1 u 1  ,  e i = y - l i  ( u X ) ,  i h  c o n t r a s t  w i t h  t h e  d e s c r . i p t i o n  6 ' 3  t t r e

. i l i n i t i a l  
d a t a ' ,  a r e  s i n g u l a r  h e r e ,  \ , J i t h  t h e  n o t a t i o n s  o 1 '  6 ' 3  w e  h a v e  i l = u [ a ( ; l , t ) ]  v r h e r e

* l T T s  
n > l  o n l y  a  c o n v e n i e n t l y  c l o s e  n c i g h b p u i h o o c J  o f  u t  c a n  b e  s u c h  a  w a y  c h a r a c t e r i z e d



W e  s a y  t h a t  a  s e l f  s i m i l a r  s o l u t i o n  o f  t h e  R P  d e s c r i b e s  t h e  r e : q ! , i ! ! e n - - g f - $ g - = I ! r t l a r y

g:-::gll l lg-l-Iy--QJl]- (into elementary'waves). ,

.  9 "  3 "  A n  e x a m p l e  o f  n o n c o n v - e x i  t v  ( 0 " A " 0 - ] - e i n  i k  [ 5 0  ] )  .

l h e  p e c u l i a r i t i e s  o f  a  n o n c o n v e x  g r a p h  o f  f ,  a s  n = l  a n d  u n d e r  u s u a l  s m o o t h n e s s  a s u m p -

t i o n s ,  a r e  p r e s e n t e d  i n  f i g " 2 0 a r b  b y  c o m p a r i s o n  w i t h  a  c o n v e x  o r a p h  ( f i q . 2 0  c ) .

\y 'e denote

r t  r  f ( u ) - f ( v )
f  \ U r V /  = : E T :

D 2 8 :  I n  t h e n o n c o n v e x  c a s e  n = l  w e  c o n s i d e r ,  i n s t e a d  o f  t h e  a d m i s s i b i l  i t y  c o n d i t i o n s

( 1 4 9 ) ,  t h e  0 l e i n i k ( q e n e r a l  )  a d m i s s i b i  l  i  t y  c o n d  i  t i o n s  _ ( q b b r y y i i l e g _ q c 0 _ )  : _  a  d i  s c o n t i n u i t y

r^ r f r  i ch  connects  the ( l e f t ,  r e s p e c t i v e l y  r i g h t )  s t a t e s  u g r  u ' .  t o  e a c h  o t h e r  i s  s a i d  t o  b e

'e9sE1Pl: it

( i )  t h e  p o i n r s  I u 2 ,  f ( u 2 ) 1 , I u r ,  f ( u r ) 1  a r e  c o n s e c u t i v e  o n  t h e  g r a p h  o f  f ,  i " e ,  t h e

c h o r d  A  c o n n e c t i n q ,  t h e s e  p o i n t s  t o  e a c h  o t h e r  c j o e s  n o t  i n t e r s e c t  t h e  q r a p h  b u t  i n

t h e s e  p o i n t s t

/ . . \( i i t  f o r  e a c h  p o i n t  I v ,  f  ( v ) ] ,  m i n  ( r r ,  u r ) < v r m a x ( u r ,  , t )  o n e  o f  t h e  ( m u t u a l  l y  e x c l r r s i -

v e )  r e s t r i c t i o n s

, -  F ( u r ,  v ) < l t ( u

F (v ,  u rbF  (u

h o l d s .

* " ( { )  ,  t l f ,  The pecu I  ia  r  i  t y  o f ,  th  i  s

e q u a t  i o n  ( 3 6 ) )  m u s t  b e  c i e t e r m i n e d  a s

i , , {u tc r (y )  l } -y=0, v e l c  R

T h e n  t h e  i m p l  i c i t  f u n c t i o n  t h e o r e m  s h o w s ,  u s i n q  ( 2 6 1 ,

;  s m o o t h  s o l u t i o n  o f  t h i s  e q u a t i o n ,  H e n c e  a  s e l f s i m i  l a r

' i n s i d e  
t h e  f a n  a n d ,  o e n e r a l l y ,  o n l y  c o n t i n u o u s  o n  t h e

s i m p l e  w a v e s  r e q i o n  a n d  t h e  a d - i a c e n t  c o n s t a n t  r e q i o n .

.  bed ,  c r ,  (154) ,  uv  4#  =Atu l .
u y

R 3 7 ,  T h e  t h e o r e m s  T l 2 ,  T l 3

( s e e  f i g " l 9 ,  a  v a r i a n t  o f  f i g . l 5 ) .

a n d  t h e  r e m a r k  R 3 3  s h o w  a n  o p t i m a l  c h a r a c t e r  o f  t h e  R P

N o  e l e m e n t  o f  t h e  c o n s t r u c t i o n  i n  R l  i s  a r b i t r a r y  n o w .
-t-

- l+l+ -

. .

c a s e , i s  t h a t  t h e  f u n c t i o n  o  ( w h i c h  s a t i s f i e s  t h e

a  s o l u t i o n  o f  t h e  f u n c t i o n a l  e q u a t i o n  '  l

.  ( r l 4 )
.s

( : 3 ) ,  t h e  e x i s t e n c e  o f  a  u n i o u e

s i m p l e  w a v e s  s o l u t i o n  i s  s m o o t h
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R 3 B "  ( i ) ^ n s  u - < u r / r e s p e c t i v e l y  u 2 < u  t h e  r e q u i r e m e n t  C G O  ( i i )  i s  f u l f i l l e d  b y  a n y
r  _L .  ,  L  r

- * - p o i n t - p l a c e d  i n . t h e  h a c h u r e d  r e g i o n  o f  f i g . Z l a / f i q " 2 l b "  T h e n  i t  a p p e a r s  t h a t  C G O  c a n  b e  r e -

rao rded  by  means  o f  t he  scheme in  f  i 9 "22 "

/ r . \.  \ r r , /  n s  f " f g  ( t h e  r e q u i r e m e n t  C C O ( i )  i s  a u t o m a t i c a U y  f u l f  i l l e d  a n d  t h e  r e q u i r e m e n t

6 6 6 ( i i )  i s  e q u i ' V a l e n t ' t o  C E L ,  s o  t h a t ) C e O  c o ' n s i s t  i n  C E L .

]  r , , , \  ,  '  ' 1 7 0 )  c a n  b e  n o n s t r i c t  ( f i g . z o u ;
;  t l  l l /  I n  c a s e  o f  a  n o n c o n v e x  s y s t e m  t h e  i n e q u a l  l t l e s  \  ,

f o r  a  g a s d y n a m i c  m o t i v a t i o n  ( i n  t h e  t h e o r y  o f  d e t o n a t i o n s )  s e e  A . H a n y q a  [ 2 5  ] ) '

,  L e t  u s  n o w  c o n s i d e r  ( g i v e n  a  g r a p h  o f  f )  t h e  c i r c u m s t a n c e s  u r " ' L / r e s p e c t i v e l y  u f u ,

d e p i e t e d  i n  f i  g , z 3 o  T h e  r e s o r u t i o n  o f  a n  a r b i t r a r y  d i s c o n t i n u i t y  c a n  b e  o b t a i n e d  i n  t h e  f o l l o -

w i n g  w a y .  w e  c o n s i d e r  t h e  c o n c a v e  e n v e r o p e  ( r i g " 2 3 a ) / c o n v e x  e n v e l o p e  ( r i g " z 3 u )  o f  t h e  a r a p h

o f  f  s i t u a t e d  u n d e r  t h e  i n t e r v a l  ( m i n  ( u Z ,  u r )  ,  m a x  ( u 2 '  ' r ) )  '  E a c h  o f  t h e s e  e v e ' l o p e g  i s  u n i -

, .  r . ,  n n a  ^ f  f  h p q a  e n r l r

q u e l y  d e t e r m i n e d .  F o r  e a c h  o f  t h e  m e n t i o n e d  c i r c u m s t a n c e s  o n l v  o ; ; e  o f  t h e s e  e n v e l o p e s  i s  a d -

m i s s i b l e  i n  t h e  s e n s e  o f  C G O :  t h e  c o n c a v e  e n v e l o p e  i n  f i 9 , 2 3 a t  r e s P e c t i v e l y  t h e  c o n v e x  e n v e -

l o p e  i n  f  i g  , 2 3 b " ' W e  e x p l a i n  t h i s  f a c t  b y  m e a n s  o f  f  i  n ' ' " u '  L e t  D , ' 0 ,  t n u  s l o p e s  o f  t h e  c h o r d s

A . . A ^  ( t a n q e n t  t o  t h e  g r a p h  a t  u = u . 1 r  u = u I  r e s p e c t i v e l y )  o f  t h e  c o n c a v e  e n v e l o p e "  T h e  R P  h a s

l '  L

t h e  s o l  u t  i o n

e o u a  t  i  o n

(  r  zs)
i m p l i c i t  f u n c t i o n  t l t e o r e m  a s s e r t s  t h a t  a  u n i -

f l 4 "  l n  t h e  n o n c o n v e x  c a s e  n = l  a  u n i q u e  s o l u t i o n  o f  t h e  R P  e x i s t s  i n  € L  c o r r e s p o n d i n g

t o  a n  a r b i t r a r y  p a i r  u 2 t  u . e R . .

R 3 9 . . _  T h e  f  i q u r e  2 3  a j s o  d e s c r i b e  t h e  s o l u t i o n  o f  t h e  R P  i n  R l "  F o r  a n  a r b i t r a r i l y  c i -

I

\ € n  u z e  K ,  l t -  u r  a p p r o a c h e s  u Z  o r  m o v e s  a w a y  f  f o m  u Z  r e s p e c t i , v e l y  t h e  m e n t i o n e d  s o l u t i o n  q e n e -

r a l  l y  c h a n g e s  i t s  s t r u c t u r e  t n u s  r e f l e c t i n g  t h e  n o n c o n v e x  c h a r a c t e r  o f  t h e  g r a o h  o f  f  ( a s

f , ' 1 0  t h e  s t r u c t u r e  o f  t h e . s o l u t i o n  k e e p s  u n c h a n g e d  i n  e a c h  o f  t h e  c i r c u m s t a n c e s  u r < u /  o r

\ur'?uL) o ,

D r '

"D z '

f
I  ' u t  '  x 4
I

I  u ,  Drtgx
L - '  r

v r h e r e ,  c f ,  ( 1 7 4 ) ,  t h e  f u n c t i o n  F  s a t i s f i e s  t h e

a  ( F )  _ s = 0 ,  s e ( D . ,  ,  D Z )

S i n c e  ( b y  c o n s t r u c t  i o n )  f ' r l 0  a s  u e ( u y ' ,  u ; - )  ,  t h e

q u e  s o l u t i o n  e x i s t s  f o r  ( 1 7 5 )  '  T h u s  w e  c a n  s t a t e
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9 . 1 + "  F i n a l  r e m a r k s

I n  t h e  s e q u e l  q l o b a l  m e a n s  f r e e  f r o m  r e s t r i c t i o n  t h a t  u , .  u -  s h o u l d  b e  c l o s e  t o  e a c h
L ' r#

+

Notes  on  the l o b a l  e x i s t e n c e  o f  t h e  R i e m a n n r o b l e m  s o l  u t i o n

C f . T 1 4 ,  i n  t h e  ( n o n c o n v e x )  c a s e  n = l t h e  R P  h a s a  g l o b a l  s o l u t i o n

c l  a s s  d Z

A , .  f  o r . e a c h  p a i r

0 ta )

(n t )

( ,178)

,

( l 7 e )

I

I  -  - \( u ,  v )  l s

t n

U n .  U  e R .
L ' r

t -

' :  W e  b e g i n  t h e  d i s c u s s i o n  o f

.  E 9  ( v , A " B o r o v i k o v  [  4  ] ) "

the  case n>22 w i th

L e t  u s  c o n s i d e r  t h e

a n  e x a m p l e  o f  g i o b a l

RP

n o n - e x  I  s f e n c e i

u ) 0 ,  u r t 0

a n a l o g o u s i  l o g = 1 o 9 1 0 )  .

,  
' u70

f l u x ) !

o f  i n d e x  1  t h r o u g h  t h e  p o i n t

I

fo ' .
l * " .

t ' t : ros  u+v)=Q

L(3)=o
d x u

( f u , ,  u , ) ,  x < o
I . L . L

U ' . , u r ) ,  x > o

u r a O  i s  c o m p l e t e l y

s  the  e i  gene l  emen ts

( the  t rea tmen t  o f

T h e  s y s t e m

u ( x , 0 )  r v ( x , 0 )  =

t h e  c a s e  u < 0 ,  u r 1 0 ,

( t Z 5 )  i s  c o n v e x  a n d  h a

l l ^'1= 
T ' ^2=

n o r m a l  i  z e d  b y  ( l  5 4 )  ) .

c a n  c a l c u l a t e  f r o m  ( l  7 5 )

* , t=f t"), * =t:')
t l

( R ,  R  a r e

We

as u>0 or

.  l .n

i  g i  ven (by

( h e r e  f , g  a r e  t h e

h o d o g r a p h  s p a c e .  H

3 f  D q  2: - = + = - : ( 0
3 v  3 u  

' 2
U

c o m p o n e n t s  o f  t h e

t h e  c h a  r a c t e r  i  s t  i  c

u<0

t h e

l 2  d v  i-  
Tu , '?E = 

Zu '

b vo f

d u
r+rr =
d E

( u ,  v )  - - - n =  ( [ ,  V )
c - v

r , , r f r i ch  we  t ransc r ibe )  by

.

a n d  t h e  c h a r a c t e r i s t i c

dv l ' - r  -
5 G . = - E r v \ u J = vcru u

i  n d e x  2  t h  r o u g h  ( [ ,  t )

d v '  2  / - \
? T = - T '  v \ u / = v

( l B 0 )

i s  d e s c r i b e d

( t B t )



pec t  i  ve l  y

i n  t h e  r e g i o n  u < f r  ( f i g " z 4 ;

t e )  t o  ( u , v )  a r e  o b t a i n e d  b y

t , 1-  1 l  -

.
T h e  e q u a t i o n s  o f  t h e  m e n t i o n e d  c h a r a c t e r i s t i c s  a r e  r e s

u = u  e x p l  -  ( v - v )  I  ( d e n o t e  d  K t )
. l

r  l  l  - \  1  I  r  r  n  \u=u  exp l -  
7 \ v -v /  

j  ( deno tes  KZ)

T h e  r a r e f a c t i o n  a r c s  o f  t h e s e  c h a r a c t e r . i s t i c s  a r e * l a i d

c f  . t r .  (  i l  ) < I ,  ( u )  ,  i = \  , 2 :  s e e  D 9 )  "i l l
I

.  i '  T h e  H u g o n i o t  c u r v e s  w h i c h  c o n n e c t  ( i l , i )  ( a s  a  l e f t  s t a

e l  i m i n a t i n g  D  f r o m  t h e  j u m p  r e l a t i o n s

( a
r ,  l o g  u  +  v  -  3  l o q  i l  -  V  = D ( u - U )

, I

i 1 1 1
I  L  L  ^  /  - \
l : - =  = U ( V - V J
t u  u
L

. i'r ;.,!,i;,1 
".Ji,.11

( t a z ;

( ,183)

(r  at{)

, ( l B 5 )

( 1 8 5 )

( l 8 7 )

We pu t

) n= + , .E=v-V

a n d  o b t a i n  f o r ' t h e  e q u a t i o n  o f  t h e s e  c u r v e s  t h e  f o r m

t'  t  ( n - l ) '

E'+3Elogn+z JJ=JJ-- = 0
n

I t  a p p e a r s  t h a t  t h e s e  c u r v e s  a r e  r e a l  i f
. . ,

A=9 los2n - a (n=L1'2 o
r l

w e  d e r  I  n e

a n d  f  i n d

, l  \  /  \
! \;/ =-) \rt/

r l

T h e  r e q u i  r e m e n t  ( l 8 5 )  c o n s i s t s  o f

y (n)<o , ocn-<l

y (nlzo , kn.

f  n :  -  L  -  - ^ ^ ^ - i L ^ J  ^ - ^ ^ - A i ^ ^  + ^  ( l Q r \  xI n r s  c a n  D e  t r a n s c r r D e s ,  a c c o r d r n g  t o  \ l o / / ,  D y

' r l .
Y (fr)>0 , Ccncl

( 1 B B )

Y(n)>o '  ,  l<n

. .  M o t i v a t i n g  b y  ( i a 8 l  w e  o n l y  c o n s i d g r  t h e  c i r c u m s t a n c e  ( l B B ) r .  ! / e  h a v e

,  . , n  ( z -n )  tn -  * l
y'  (n)= (Zn) 

-  i l  L _**___:_
. f -  ^ ,  - \

,uzn+z 11+ t t

and

Y ( 1 0 0  ) =  1 - # t o
. z t t z

y(n)= *  tonn- #- v2n
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s o  t h a t  ( f i g " z 5 )  a s  r 1 > l  t h e  e q u a t i o n  y ( n ) = 0  h a s  a  s i n g l e  r o o t  f l . ) 2 0  F r o m  ( i B B )  i t  a p p e a r s

tha t

I I
A>0  i f  f  I  < f i < r to  o r  l c r l< lo  i  n€ .  i f  f  { *<n  <n^

- .  
' lo  L '

I n  o t h e r  w o r d s ,  . t h e  H u g o n  i o t  c u r v e s  t h r o u q h  ( i l ,  V )  ,  d e n o t e d  S . ,  , S  .  a r e  r e a  I  i f  f'  "  
' -  - l ' - ' 2 '

il
; il<u<'unoj ' o
'  Accord i  ng to  (  t  431 ,  (  t  A l ;  vre have

-  ?  l -
v = v -  *  l o c  n t 7 $ A  

' a l o n g  
S l  ,  5 2  r e s n e c t  i v e l y

. / ' -

F r o m  ( f g O )  i t  a p p e a r s  t h a t  l v - V  I  k e e p s  b o u n d e d  i n  c a s e  I a n . n ^ "  T h e  a d m i s s i b l e  p a r t sn o'o

H u q o n i o t  c u r v e s  a s s o c i a t e d  t o  a n  a r b i t r a r i l y  g i v e n  p o i n t  o f  R  a r e  d e p i c t e d  i n  f , i  g , 2 6 ;

a c i m i s s i b l e  p a r t s  h a v e  a  s e c o n d  p o i n t  i n  c o m m o n ,  d i s t i n c t  f  r o m  ( V ,  U )  , a n d  t h e y  c a n n o t

t i n u e d  b e y o n d  t h i s  p o i n t "  T h e  R H  c u r v e s  a s s o c i a t e d  t o  a n  a r b i t r a r i l y  g i v e n  p o i n t  o f  R

d e p i c t e d  i n  f  i 9 " 2 7 " .

T h e  r e s o l u t i o n  o f  t h e

c o n s i s t s  o f  f o u r  p o s s  i b i  I  i  t i e s

( s w , .  s w ^ ) .  ( s w , .  s c l ^ )  -  ( s d - .
I  

l ,  
- " . ' / "  . - "  

l t  
' " 2 , ,  \ v v l ,

F r o m  f i  g . 2 8  ,  f i q . 2 9  i  t

b e  s o l v e d  i n  0 -  ,

( i  Be)

( t g o )

o f  t h e

+ L ^ ^ ^
L i l E 5 g

be con-

a r e

. t ,

a r b i t r a r y  d i s c o n t i n u i t y  ( l l l )  i n t o  a  p a i r  o f  e l e m e n t a r y  w a v e s

( s w = s i m p l e  w a v e s  r e g i o n  s e p a r a t i n g  t w o  c o n s t a n t  s t a t e s ) :

s w r ) ,  ( s d . ' ,  s d " ) ,  s e e  f i g . 2 8 .
z  t '  L

a p p e a r s  t h a t  g i v e n  ( u p ,  v r ) e R  t h e
L L

s  g u a r a n t e e d  u n d e r

RP fo r  wh ich  u r>u212  canno t

I n  t h e  c o n v e x .  c a s e  n = 2  i t  i s  k n o w n  t h a t  t h e  c l o b a l  e x i s t e n c e  i

t h e  f o l  I  o w i  n q  r e s t r  i  c t  i  o n  s  o n  ( g l )  t

( n , )  s t r i c t  h y p e r b o l  i c i t y
I

( R " )  g e n u i n e  n o n l  i n e a r i t yz  i  - i  . i( n , )  ( c r .  [ 6 i . t ] )  t ( u )  ' { t f t ( u ) . o r a d u J n ( u ) } . h ( r ) < o :  i f  i ,  ( v )  u e R
) l , u _ r l

(we n o t i c e  t h a t ,  a c c o r d i n g  t o  L 2  a n d  R 2 B ,  w e  h a v e  L ( u ) ' { [ n ( u ) ' o r a d u l
I

A ( u ) ] ' R . ( u ) > 0 ,(v)  u eR.)  ,

a f .  a f ^
(n, .  1)  (cr .  [631) r# '  - l 'o  ,'  a r f  o u z  o r i

( n4 , r )  ( c r .  t 33 l )  t ( u )  ' { [ n ( r )

1 2
( *4 ,3 )  ( c r .  t 33 l )  R ( ; ) lR ( i l )  ,

( R r )  ( c t .  [ 6 3 ] )  e v q r y  f i e l d  1

T h e  r e v e r s e d  r e q u i r e m e n t  ( n r )

(v )  u 'e  R

i
' q r a d  l n  ( u ) ] ' R ( u ) . 0 ,  i # - i ,- u

(v )  [ ,  ueR

i n e  o f  i n d e x  1  i n t e r s e c t se v e r y  f  i e l d  I  i n e  o f  i n d e x  2 - .

a n d  t h e  a d d i t i o n a l  c o n d i t i o n s  a s s o c i a t e d  w i t h  i t  i s ,

(v )  ucR
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l

p a r t i c u l a r 1 y , c o n s i d e r e d i . n V . A . B o r o v i | < o v f l t . 1 f .

The  res t r  i c t  i on  (R r ,  . ,  )  qua rn tees  t ' ha t  t he  Huoon  io t  cu rves  qo  f  ron r  bo rd  to  bo rd  i n  Ra r l

t l r u s  a v o i d  i n g  t h e  c i r c u m s t a n c e  i s o l a t e d ,  i n  c a s e  o f  ( 7 9 ) ,  b y  V . A .  B o r o v i k o v .

f h e  t h r e e  r e q u i r e n r e n t s  ( P , , , )  a r e  p a r a l  l e l  t o  e a c [  o t h e r .  f i e  n o t i c e  t h a t  ( R r ,  . , )  i s
i  

q  L r r q L  t t t ' t r '

e q u i v a l e n t  t o  R ' g r a d u ) ' - < 0 ,  i # j  a n d  t h a t  ( * U , 3 )  f o i  l o w s  f  r o n  ( * 4 , r ) .  A l s o ,  w e  n o t i c e  t l r a t

/ a ^  \  ?  l -  \( R 1 )  f o l l o w s  f r o m  ( n U , , , ) "  E x a m p l e s  o f  s y s t e m s  w i t h o u r  p r o p e r t y  ( R t r )  a r e  q i v e n  i n  [ 6 i ] .

T h e  r e q u i r e m e n t s  ( n . , ) ,  ( n r )  ! l u a r a n t e e  t h e  I o c a l  e x i s t e n c e ,  c f  .  B . Z .  I n  o r d e r  t o

g u a r a n t e e  t h e  g l o b a l  e x i s t e n c e  a d d i t . i o n a l  r e s t r i c t i o n s  a r e  n e e d e d :  c f .  ( n r ) - ( n . ) .
t >

"  | n  o r d e r  t o  p r o v e  t h e  g l o b a l  e x i s t e n c e  o f  a  R P  s o l u t i o n  t h e  r e q u i r e m e n t s  ( n r ) ,  ( n r ) . ,

( R f ,  1 )  a r e  c o n s i d e r e d  i n  [ 6 l J l r e s p e c t i v e l y  ( R . ) ,  ( n  )  ( n  \  ( n  
" ) ,  

. ( R _ )  a r e  t a k e n  i n t oq r f  r - - - ' - ' I  * " 1 ' t  ' " 2 ' ,  t " 3 r ,  . ' . 4 r )  
)

a c c o u n t  i n  [ 3 3 ]  
1 ) .

E  1  0 .  I n  c a s e  o f  t h e  s y s t e m

3 +  # =  o ,  # * # =  o ,  ( r g r )
we have  ) , "  =  l - - o '  

'  t - 1  / 2  
c r rn^^ .o  f - . f  (  o- . - . " 1  ( v ) J " ' - - X ,  a n d  s u p o o s e  f c f .  ( n . , ) 1  o , < 0  a n d  f c f .  ( n r ) J  d ' # 0 .

I t  i s  e a s y ' t o  s e e  t h a t  ( n 3 ) ,  ( 0 4 , . ' )  f a n d  a i s o  ( * u , r ) ,  w h e n c e  ( 0 4 , 3 ) ]  r ' o t a .
r  F r  I  .I  n  L l  J  t h e  r e q u  i  r e m e n t

3  (d ' )  2 t2o 'o ' ' t  
,  v>  0

i s  u s e d ,  i n  t h e  c o n t e x t  o f  i  s e n t r o p i c  g a s d y n a m i c s ,  i n s t e a d  o f  ( n . ) .
)

r  F  I  a a  -I n  l - 4 2 1  T . P .  L i u  c o n s i d e r s  -  i n  a  n o n c o n v e x  c a s e

3 f 1  D f . ,

, ^ r \  f r io  '  ^ , *c(  R i )  ' " 2  o ' 1

^ f

SJrn  .o t  z -n- ; l | tu ,  
T , ._ {U

i n s t e a d  o f  ( n , r )  a n d  t a k e s  i n t o  a c c o u n t  s o m e  a d d i t i o n " l  r e q u i r e m e n t s  o n  t h e  f  l u x .  \ , , / e  n o t i c e

t h a t  ( R . , )  a n d  ( * u , . , )  r o t l o w  f  r o m  ( n ; , . , )  .  r n  c a s e  o f  t h e  s y s t e m  ( r g r  )  ( n | )  h o r d  a n d  t h e  i n e n -

t i o n n e d  a d d i t i o n a l  r e q u i r e m e n t s  c o n s i s t  i n

Tr-.----'_
" .  I n  [ l l J  t ? , e  p o s s i b i l i t y  o f  q l o b a ]  e x i s t e n c e  w h e n  ( R , ,  , )  i s  r e p l a c e d  b y  ( R r ,  , r )  i s . c o n j e c -

t u r e d  
' t ' 5  '  * ' L



-  ' 4 8 . 2  -

(n ' j  . , )  f ne  ze ros  o f  o i l  mus t  be  i so la tedL t l  ' r v r u L v v

( * i , r )  The  cu rve  w=o(v )  doe ,  no t  have  ve r t i ca l  asympto tes  and  on  each  compac t  o f
t h e  v - a x i s  t h e  n u m b e r  o f  z e r o s  o f  d r  i s  f i n i t e .

.

.  ( R i , l )  T h e  c u r v e  w = o ( v )  d o e s  n o t  h a v e  h o r i s o n t a l  a s y m p t o t e s .

^ t  .  l - t  ^  +A l s o ,  i n  l 4 2 J  t h e  a d m i s s i b i l  i t y ' c o n d i t i o n s  c E L  a n d  c G o  a r e  e x t e n d e d  r e s p e c t i v e l y
i  n  t he  requ  i  r emen t

( f )  D ( u " , u - ) . D ( u " , u ) ,  u G S ( u ^ )'  y , '  I  k  ,L

rn '  c ' |4 'Dafermos [1x]  and'v 'A'Tq:chyev [66],  1671, the const*ct ion of  weal< sel fs imi-
lar  solut ions of  (95) as a r i rn i t  (as e *  0)  of  the system

3 9  .  a f ( u )  =  , z ;  3 2 u
a t  3 x

,  Dx2

)

1 A.S.Kalashnikov ( t351) proves that the l imi t  solut ion c loes
of t in the dissipation Lerm.

v

y = 
i in the nentionned system we obLain the forraling form

d iscussed  as  n  =  2 . .

Arptunent: " in case n =

not depend orr the presence

,  0 n  - p u i t i n g .  u  -  u ( y ) ,

for the Rp:

-  l n  t h e  c o n v e x  c a s e  n = 3  a n  i m p o r t a n t

be low.  - '

n a m i c s .

r ropy,

( t h o u g h  s n e c i f i c )  r e s u r t  i s  i s o r a t e d  b y  T r 5  h e r e i n .

a d i a b a t i c  g a s d y =

( S = s p e c  i  f . i c  e n -

(e>0, pFO, T"'0 ,

. r i  ^ a 2  A.  e "Y___  s  =  g_  f  [ u (y ) l  _

0n start ing with this pr-oblem (which corresponds to an autonon-nus system) an admis-
s ib i l i t y  cond i t i on  (deno ted  ET)  i s  i so la ted  i n  V .A .Tupchyev  [66J  (and  rBv i s i t ed  i n  f 67 ] ) .

: rn  t66 l  the g lobal  ex isLence of  an ET -  admiss ib le  so lut ion to  the Rp forwl r ich in  tg5)  thp
fLux is  an ent i re  rear  analy t ic  funct ion is  prowd.  0n the other  hand,  for  a  cont inuously
d i f ferent iab le f  in  (s5)  the g lobal  e 'x is ter rce of  an (adrn iss ib le  in  the senee of  p .Lex [3g] )
solution to the Rp is proved.

v

. : *
T h e  t h e o r e m s  T l 5 ,  T l 6  r e f e r  t o  t h e  R p  a s s o c i a t e d  t o  t h e  s y s t e m  o f  t h e

r o r  r n L _ s  s * ! s t e m  w e  a s s u m e  t h a t  t h e  s p e c i f i c  i n t e r n a l  e n e r q y  e = e ( r , S )

T = s p e c i f i c  v o l u m e )  s a t i s f i e s  t h e  u s u a l  h y p o t h e s e s  o f  t h e  ! d e a r  g a s e s
l



)
d P  - ^  d  D
T; o u, #. i .> u r

i lT

a d d i t i o n a l  r e q u i

* 4 9 *

D p _ ^  r  D €  3 e  \-5 i ; "U (p= -  
TT 

=  prursure ,  t  =  
Fs  

=  temDera turc )  and somer e a s o n a b l e

r e m e n t s  c o n c e r n i n g  i t s  a s y m p t o t i c  p r o p e r t i e s ) .  l , l e  d e n o t e  u = ( - [ { p , m T )

T 1 5  ( R " S m i t h  I -  6 z l ) "  F o r a n y  d a t a  ( u 2 ,  u r )  t h e  R P  h a s  ( a t  l e a s t )  a  s o l u t i o n  i n  d * "

r o b l e m  s o l u t i o n  i n  t h e  c l a s sl o b a I n e s s  o f  t h e  R i e m a n n

;
The g lobal  un iqueness (undan convenient  admiss ib i l i ty  condi t ionsr  CEL/CG0/E/ET) is

] - - ^ J  - ' ^  . L L ^  / . ^ ^ ^ - ^ ^ .  . -  \guaran reeo  rn  Lhe  (nonconvex )  case  r r=1  ( c f  . ' T14 )  and ,  under  res tn l c t i o r r s  (R1)  _ (R4)  t "_ f  .

- B , . K e y f i t z  
a n d  l - l . K r a n z e r  [ 3 3 ] ,  J , A . S n r o l l e r  [ 6 4 ] :  a l s o  s e e  T . 1 4 . G e l , f a n d  t Z O l )  o n  ( R , r ) ,  ( R ;  )

Z L

(c f .  T.P.L iu taz l )  in  case n=2,  h je  a lso not ice that  the ET-admiss ib le  so lut ien. . .eonsb,ructed

.by  V .A .Tupchyev  i n  [66 ]  i s  un ique .

I n  t h e  c . o n v e x  c a s e  n = 3  t h e r e  i s  n o  g l o b a l  u n i q u e n e s s  i n  & - ,  e v e n  i n  t h e  c l a s s  o f  c o n :

t i n o u s  s o l u t i o n s ,  . g e n e r a l l y  ( r v e  n o t i c e  t h a t  t h e  s o l u t i o n s  i n  d * ' . a r e  a d m i s s i b l e ) .  E x a m p l e s  o f
I

g l o b a l  n o n - u n i q u e n e s s  i n  t h e  s u b c l a s s  o f  c o n t i n u o u s  s o l u t i o n s  a r e  d u e  t o  B " L " R o z d e s t v e n s k i i ,

N , N , Y a n e n k o  t 5 7 1  ( f o r  a  s y s . t e r n  o f  t h e  f o r m  ( 1 5 ) ) ,  \ / , F , D ' T a c h e n k o  t t 5 l  ( f o r  a  s v s t e m  o f

t h e  f o r r n  ( g S )  ) ,  \ l . A , T u p c h i y e v  [  5 8 J  { f o r  a  s y m m e t r i c  h v n e r b o ]  i c  s y s t e m  o f  g r a d i e n t - t y p e f 2 2 J  )

A n  e x a m p l e  o f  g l o b a l  u n i q u e n e s s  i n  A ,  i s  p r e s e n t e d  b y  T 1 5  h e r e i n b e l o w .

l n  E  6 2 1  t h e  r e s t r . i c t i o n s

9 o 4 " 2 .  l { o t e s  o n  t h e

-  } 4 E D ' I U H

. ! /EAK .

a
^ L
d r r D

ffiP \r, e/ ( 76

fru (r ,p)>- *

( T ,  e l u  )

( ' r ,  p>o)

i / e a 1  g a s e s  ( s e e  T l 5 ) ,  T h e  c o n d i t i o n  V I E A Ka r e  r e s p e c t i v e l y  a d d e d  t o  t h e  h y p o t h e s e s  o f  t h e

f o l l o w s  f r o m  M E D I U M "  H i e r a r c h y :

.  I n  I

and  p roves ,

proposed i  n

POLYTROP I  C  C  I  DEALC MED I  UM CWEAK

T 1 5  ( n " S m i  t h  |  6 2 1 ) "  t h e  c o n d i t i o n  t 4 E D t u M  ( t h e  l e v e l  M E D t u M  i n

( 192) 
,

' ( l g z )  )  i s  n e c e s s a r y  a n d

s u f f i c i e n t  f o r  t h e  g l o b a l  u n i q u e n e s s  i n  G . , o f  t h e  R P  s o l u t i o n .

I n  [  6 2 ]  f u n c t i o n s  e  w h i c h  ( v i o l a t e  \ d E A K / s a t i s f y  V J E A K  b u t )  v i o l a t e  M E D l t J I l ,  c a u s i r r g  g l o -

b a l  n o n - u n i q u e n e s s  i n  Q , ,  a r e  c o n s t r u c t e d r

\ 3 1 ,  T o P . L i u  r e l a x e s  t h e  h y p o t h e s e s ,  p r e s e n t e d  h e r e i n b e f o r e ,  o f  t h e  i d e a l  q a s e s

u n d e r  r e s t r i c t i o n  o f '  t h e  ( a l  r e a d y  m e n t i o n e d )  e x t e n d e d  a d m i s s i b i  I  i t y  c o n d i  t i o n

l l + 2 - 1 ,  a  n o n c o n v e x ' v a r i a n t  o f  T l 6 "



-  q n  -

s  o f  i n i t i a l  d a t a ,  T e s  o f  s o l u t i o n s .

R + 0 .  T h e r e  a r e  2 n  t y p e s  o f  i n i t i a l  d a t a  ( f Z l ) ( t o  e a c h  i  ,  1 d  i E n  ,

I

t r ^ / o  p o s s i b i l i t i e s

c o r r e s p o n d :  U a . ( u - ,  o f  u o . . . ! r J  . . ) ,
L t  r r  L t  r t '

l f  a l  I  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  f i e l d s  o f  t h e  s y s t e m  ( g S )  a r e  q e n u i n e l y  n o n l  i n e a r  t h e n  s

e a c h  i n d e x  i r l ( i g n '  c a n  c o n t r i b u t e  i n  t h e  R P  s o l u t i o n  i n  t w o  w a y s :  b y  a  s i m p i e  w a v e s  r e -

g i o n  o f  i n d e x  i  o r  b y  a  s d . ,  T h e n  t h e r e  a r e  2 n  t y n e s  o f  R p  s o l u t i o n s  i n  t h i s  c a s e .

f ' / e  c a n  a s k  o u r s e l v e s  i f  a  c o r r e s p o n d e n c e  e x  i s t s  b e t w e e n  t h e  s e t  o f  t h e  2 n  . t y o e s  
o f

i n  i  t  i a l  d a t a  a n d  t h e  2 n  t y p e s  o f  R p  s o l  u t  i o n s .

I n  c a s e  n = l  ( d i a q o n a l  s y s t e m )  t h e  a n s w e r  i s  a f f i r m a t i v e  i n  t h e  c o n v e x  c a s e  a n c J  n e o a -

t i v e  o t h e r w i s e  ( s e e  p , 3 9 )

l f  n l l  a n d  t h e r e  a r e  k  I  i n e a r l y  d e g e n e r a t e  f i e l c l s  t h e n  w e  o n l y  h a v e  2 n - k  d i s t i n c t

t y p e s  o f  s o l u t i o n s  a n d  t h e  m e n t i o n e d  c o r r e s p o n d e n c e  d o e s  n o !  h o l d  g e n e r a l l y .

N e v e r t h e l e s s ,  f o r  a  c o n v e x  a n d  d i a g o n a l  s y s t e m  ( 9 i l  ( s e e  f o r  e x a m n l e  ( 6 1 1 y  h a v i n q

o n l y  q e n u i n e l y  n o n l i n e a r  f i e l d s  t h e  a f f i r r n a t i v e  a n s w e r  f o u n d  i n  c a s e  n = l  k e e p s  v a l i d :

t h e r e  i s  a  c o r r e s p o n d e n c e  b e t w e e n  t h e  s i q n a t u r e s  o f  t h e  v e c t o r s  u . - u ,  a n d  g = ( e r - . . - . c  ) -- r  - { -  
- - " -  Y  \ * l r ' . . r v n / ,

N o w  i t  i s  n a t u  t o  i n q u i r e  o u r s e l v e s  a b o u t .  t h e  m a n n e r  i n

o f  t h e  R P ,  d e s c r i b e d  i n  t h e  p r e v i o u s  p a r a g r a p h s ,  i s  r e f l e c t e d  i n

s t e a d y  a d i a b a t i c  q a s d y n a m i  c s  c o n t e x t .

A n  a n s w e r  t o  t h i s  g u e s t i o n  s h a l l  b e  p r e s e n t e d  i n  t h e  s e g u e l .  l t  i n t e o r a t e s ,  i n  a

r e a d i n g  i n  t h e  L a x  s e n s e ,  s p e c i f i c  m e t h o d s  a n d  m o t i v a t i o n s  d u e  t o  p r a n d t l  a n d  B u s e m a n n .

I n  p a r t i c u l a r ,  t h i s  a n s w e r  s h o w s  a n  o p t i m a l  c h a r a c t e r  o f  t h e  c a s e  i n  v r h i c h  o n e  o f
:

t h e  i n d e p e n d e n t  v a r i a b l e s  h a s  a  t e m D o r a l  n a t u r e .

Le t  us  now

s e e [ 9 ] ; n = 4 )

c o n s i d e r  t h e  e q u a t i o h s  o f  2 D  a d i a b a t i c  q a s d y n a n i c s  ( i n  u s u a l  n o t a t i o n s ,

9 . 4 . 4 , T h e  i m p o r t a n c e  o l - t h e  i n d e p e n c l e n t  v a r i a b l e s  n a t u r e ,  A  r e a d i n o  i n  t h e  L a x

w h i g h  t h e  L a x  t h e o r y

t h e  m i  r r o r  o f  t h e  2 D

{tf :..,r
,  .  .  

. . : , 1 j .

(rgt)

n s e  o f  t h e  c a s e  o f  2 D  s t e a d v  a d j a b q t i c  q a s d y n a m i c s  t . 1 4  l



u,trere we denoted
.  . . 2  2  ? .  -  !  1v =u +v ,  L=o(e+ . ; r

L

a n d ,  u p  t o  a n  a d d i t i v e  c o n s t a n t ,  w e

r p
" = F T F

j w s  
P u  L

* 5 1

) 7 ^\ / ' ) ,  c '=  YE

h a v e  f o r  a  r : e r f e c t

- " i

r . l d  >

( l  9 4  )

( l e 5 )

( 1 9 6 )
:

( 1 9 7 )

l l o R \

r r= (u . ,  ,  uz ,  u3 ,  u r r )

u. ,  =9,  u2=pt l  ,  u3=pv, u4=E

j  a n d

91  (u )  =pu :u2

<03 (u) =puv=

(u)  =pv=u"
- )

0, (r i) =pv2+p=

u2u 
3

2
c u t

AZ(.u)=pu'+p=.  
'  +p(u)

" l

eq (rr) :u ( i*01 = ] l t  uu+p (u) 1
" l

u ^ u -  
{

r!, (u) =puv= z 5

, ' l

p(u )  0q  (u ' l =v ( r+p )=  p tuu+p(u ) l'r ".

, l

.01

$._u r

The same as

F r o m  ( 1 9 7 ) ,  ( z o o )

s o  t h a t ,  f o r  u  i n

H e r e  a r e  t h e

U , = o ,  ( u )  ,

w e  o b t a  i  n

I < i<I{

( r g 9 )

{2oo)

( z o r )

(  1 n 1 \

n = 31oJ 
':r 

"'Jj*ul =uz (u?-.2)
D  ( u l  ,  u 2 . u 3 r  u 4 /

a  r e g i o n  0  v r h e r e  A l 0  
" ' r e  

h a v e

u , = 9 , ( u ) ,  l < i < l {

f u n c t  i o n s i  o :

.'
( y + l ) u f

. 9 1 ( u ) = IT

e x p  r e s  s  i  o n s  o f  t h e

s2{u) =u.1 ,

w - l
/ ' r \ -  |  ' l l

9q tur = 'i;l-,

tJ^
s3 (u)  

{s  '  (u l  ,

, ' ,2
- v - l  " 3  a - v

2*11;T q 
. '.fr

t l
" q

\
J i J  1  ( U )

T h e n ,  i n  c a s e  o f  a  s t e a d y  f l o w ,  r v e  o b t a i n  f r o m  ( t g l )  a  s y s t e m  o f  t h e  f o r m  ( 1 0 5 )

a  ' -  /  \  * f  , t ' ( u ) = g ,  l < i < l {
T ;  v i \ t U  d y  I

i n  R l 7  w e  c o n s i d e r

(203)



.  r 4
2 L

: -
r . / re re  f  rom " ( l  97)  ,  (2oo)  we have

2 . , 2  t  7  2 '  4  4  4  t
L I  L  L \ L

Y-U;-  (Y ' -  I  )  (zu '  ur , -Ui )  =p-  (u- -c-  ) '>0' L l r t )
r l

T h u s  w e  p u t

f i ( u ) = 0 i t 9 t ( u ) ,  9 2 ( u ) ,  9 3 ( u ) ,  s 4 ( u ) . 1 ,  l < i < 4

T a k i n q  ( Z O O ; ,  ( 2 0 2 ) ,  ( 2 0 i l  i n t o  a c c o u n t  w e  o b t a i n  a n  a n a l o o u e  o f  ( t O 0 )

c a n  b e ,  a l t e r n a t i v e l y ,  p r e s e n t e d  I c f ,  ( t 9 7 ) ,  ( 1 9 8 ) ]  i n  t h e  f o r m

[Pu] = D[ou]
. )

. l fpuv]=Dlbr'+pl
2

[pu2*p1=9 l[ouu] 
': : '

Sf-  rnre part i t ion the hodoqraph space u into 
"gg*y*%j*t) t  Lesigi l :  ( t r ' is  term wi i l  be

. 4 n . ?

n p t i v a t e d  I a t e r  o n  ( s e e  R  4 3 ) ) ,  I n  a  c o n v e x i t y  r e q i o n  R  t h e  f o l  l o w i n q  r e q u i r e r h e n t s  a r e  f u l -

i  f  i  I  l e d :

i  u *0 ,  u2- .2y0 ,  ,2*u2- "2=o (zo l )

A  d e t a i l e d  d e s c r i p t i o n  o f  s u c h  a  r e g i o n  i s  q i v e r r  i n  R 4 5  h e r e i n b e l o w ,  I n  t h e  s u b s e q u e n t  c o n '

;  s i d e r a t i o n s  w e  s u p p o s e  U  i s  i n  a  c o n v e x i t y  r e q i o n '

_ _ . : - t
^  -  / . , \a U  a f  ( u )  ^  ( ) n 6 \. t ,  '  f r + f r  = Q  , , " . ;  -  l ' Y , ' i 1

I

T h e  j u m p  r e l a t i o n s ,  a n a l o g o u s  t o  ( 1 0 8 ) ,

[ r  (uD=o[u] Q 0 7 )

( 2 0  5 )

(2_oB)

[{ru (+v2 .. ,+ $]=n[':u t]ut* fr 3''
*n"r"  g ,  u ,  v ,  p  a re q i  ven by tzoz l  !

I

W e  n o w  c o n s i c l e r  t w o  c o n s t a n t  s t a t e s ,  l e t  1 , 2  b e  t h e i r  ' l a b e l s  r e s D e c t i v e l y ,  a d j a c e n t
i

'  t o  a  d  i  s c o n t  i n u i  t y  a t  t h e  p o i n t s  o f  w h i  c h  ( Z O g )  h o l  d s ,

*  T h e  a l q e b r a i c  s t u d y  o f  r e l a t i o n s  ( 2 0 8 )  l e a d s  t o  t h e  f o l l o w i n o  r e s u l t s  ( c f .  L 7 , 1 8 ,

f .

,  L  9 ;  s e e  f 3 1 ] ,  [ 7 1 ] ) .

1 7 .  t f

l V r  r V r\ * / ,  -  \ - - / ^  =  u
.  u  r  u l

i n  (2oB)  t  hen  
'  :

/ . \  i : -  1 t( r /  l L t . . l l =  u

( i i ;  t h ' e  r e l a t i o n s  ( z o a ;  h o l d  f o r  a n  a r b i t r a r v  v a l u e  o r  [ o - $  o r  [ +  u ' . ] ,



' , 1  
5 i

L B .  I f

r V r  r V r  , A
\ f , /  1=  \a /  1Fud l u L

i n ,  ( 2 o B )  t h e n

[o] l  =0,][uJI =0,[u]l  =0, I[p] =

( i . e .  t h e r e  i s  n o  _ i u m p  a t  a l l ) ,

L 9 ( A . ' B u s e m a n n  I -  6 l ) l ) ,  , ,

( l  ,* t l l ,
j

J

a n d

t h e n .  t h e  r e l a t i o n s .  ( 2 0 8 )

i n  ( 2 0 8 )  t h e n  r v e  h a v e

-  u r = o

a r e  e q u i v a l e n t  t o
2

2 c; 
2Dzrur=yh r,[ Gffiry(,)r

lful2 = Iu]2

I  t n  r c
L t v r  I  I

r V r  '  r V tt ; / 1 1  E / z

- r  1  ^ 2
l l  |  , , L  g  r l
ll =r V * *-- ll= 0* l  

Y - l J r

1y+l ) (u) , Cul*zr tr) f 
-.f r

- ( v + l ) ( u ) , [ u ]  +  z c f

Q t n
L

( 2 0 9 )
l '  ' ; , , : l

o r d e r  t o  o b t a iw e  c a r r y  ( z 0 z ) . i n t o ' ( 2 0 0 )  a n d

t h e  e x p r e s s i o n s  o f  ( a q . / a u , ) ,  T h e n ," r  _ l
.  a fo ' l  

u v r y + l  2  v - j
ilq 

= 
I:- \*Z.-u + 2*v

o f t  u - , 2  z  z ,
Tq 

= 
5L tu  +v -c  , t -Yv

d i  f f e r e n t i a t e  t h e  r e s u l  t i n q  i d e n t i  t y  i n

o n  u s  i  n g  t h e s e  e x p r e s s  i o n s  w e  c a l  c u l a t e

^  a f ,  2
1 1  |  U  V

J t  i T l - = - Y - 1 - - '
ou2  l . I

t f ,
^  d t ,

l .  I  r  . r U V
I  - *  = l v - l  l *

) ,  \ l

d u l ,  4 \
a

b t z ^ fo r 2 E f z

" l

5
D U r

I

T'f; = o' 
4 

= o' "I'%-* l, TU; =

* - ' (v- r )*v2(Jri2* "-1--l .3'll.
o u l  , .  ' . 2 t l + S 1 l ' g g ; + - ,$r*v'- tu'-"'))

^ f
d l ^

c --rd - -z (v- I )'Ut (]'v2 n o.h)-
l )  A r ^ ^  - -  l - c r l l  I - r r ' I

r I f -

Vi"i r ' toi '" (Y-r);t ut

( 2 1 0 )



- 5 4

"u-,1',,, {r2 A 5,h'Jrltr.
T{\Zu 1k1r tq' alf ttv 5=T'ry (zro)

3 f 4  
, 1 , , 2 ,  

" 2 , , , ' 1  
D f 4  a f l  :  [ c o n t i n u e d ]

ryt7u F'F5' H4*=iiT
t J e , a l s o  c a l c u l a t e

d" =offit- (+ u2* ry' u2) atj,+Yudur+(v-r )vdur- (y-t )auul

'  dv=  6 | t - "au ,  
+  dur )

oo = -f#rf{-: u2* !-)u2-.2)ar1-yudur- (v-r ) vdur+ (v-r )ou,, l

2  , ^  2
dp= (v- l t;{., (*u' * fi lou, 

-t}tr2-ut)* (}'* 
$norr.uvd0r+udu4 }

, ^  2  2
o(iu'* .,!t= fir- t!'* frl au., + dU41

T h e  m a t r i x
n '  " ' a f  

,
A (u)= (uT;)

J

h a s  t h e  f o l  l o v r i n q  e i g e n e l e m e n t s :  t h e  e i g e n v a l u e s

. . . u  r . , 2  ,  . . 2 _  ^ 2 \ 1 / 2* u v t c ( u + v - c / \ a v^ l r r , = T '  n z = 3 = T
r  

'  
U  - C .  r  '

a n d  t h e  e i g e n v e c t o r s

1 , 4 '  . . . 2  - 2 \ l / 2  ,  , . . r . . 2 , . . 2  2 \ 1 / 2  ?=n r , 4 r r ,W ,LW, | r , 2 *u f , - l  |  , ( z r a )
\ u  + v  - c  / ^  ( u  + v  - c  ,

z  1 1  . . . . . . , 1 , , 2 , 4 ) * v 2 7  e r g )n  = 4 2 L 1 , 2 u , 2 v ,  ( a V - f i ) . r v  J

i  -  1 ? --R =AtLl ,  u, v,2v-l  Qzo)

:  n 4 z ,  T h e  e x p r e s s i o n s  ( 2 1 9 ) ,  Q Z O )  c o r r e s p o n d  t o  t h e  r e q u i r e m e n t  t h a t
2

d p = 0  a i o n g  a  l i n e  o f  t h e  f  i e l d , R

d( 'L ' t t2 )=0  a long a  I  ine  o f  the  f  ie ra  i '* ' 2

T h e  f i e l d s  o f  i n d i c e s  k = 2 1 3  a r e  I  i n e a r l y  d e g e n e r a t e  i n  a  c o n v e x i t y  r e o i o n  R

k
f t ( u ) , q r a d u . l . , . ( u ) = 0 ,  k = 2 , 3 ,  i n  R  Q z t )

t / e  n o r m a l  i z e  t h e  v e c t o . u  f i , f i ,  
" . " o r d i n q  

t o
I
F . ( u ) , s r a d u , l " 1  ( u ) = t ,  i = I , 4 ,  i n  R

a n d  t h e  v e c t o r s  R , f r  
" . " o r d i n g  

t o  A  = i  ,  k = 2 1 3 1  t h u s  o b t a i n i n g r  o d r t i c u l a ' r l y ,

( 2 l l )

(zr z-)

(zrl)

( 2 1  4 )

( z r s )

t  ' . .  
. , , . ,

Q t  e 1

(2.17)



-  q t i  -.  
J /

. l

I  - ??  r ) . ,  . ,  , t  ^  |  t  Z  ?  ? . 1 / )  ?
" l  r l l - f ] I ; i -  -*u 

. tv -c-/
'  c v -

W e  n o t i c e  t h a t

I r 6ArA4= +-.  -*(u2* u2-.2)2 (u2-"2)3.  
1 y + l ) "  c . v o

Let  A  be  the  O" .u r : :

'  
z  

" 3 v 2. r= r TT,#ZIU- Ar^z^:^,*
'  t u  + v  _ c - ) ' .  -

n 1 3 ;  l n  a  c o n v e x i t y  r e g i o n  R  t h e  s y s t e m  ( 2 0 6 )  i s  c o n v e x ,  I n  p a r t i c u l a r ,

i s  ( n o n _ s t r i c t l y )  h y p e r b o l i c  a n d  t h e  e i g e n v e c t o r s  n ( U )  a r e  i n d e p e n d e n t ,

k = 2 , 3  w e  h a v e l

(zzt)

(zzu)

(2?5 ) .

t h i  s  s y s t e m

(r26\

(zz l )

(228)

{229)

'  ( z l o )

t  r  a l . . \

l - o u n o  c r ,  L i \ l l /

t h i s  m a n n e r  t h e  m e n -

{
0 n  c a r r y i . n g  ( z t B )

appea  rs  tha t

L l l ,  ( i ) . A l b n s  a  I

o r  ( z t 9 ) ,  Q z 0 )  i n t o  ( 2 l l ) - ( 7 1 i l  a n d  t a k i n g  R 4 l  i n t o  a c c o u n t  i t

i n e  R O  o f  t h e  f i e l d  h ,

p ( U ) = c o n s t a n t

v  (u )
,(T-i 

= constant

we have( i  i )  n l o n g  a  I  i n e

h a v e  b e e n  a s s o c  i  a t e d ,  c f ,  R 4 2 ,

t i o n e d  I  i n e s '  a r e ' r e s p e c t  i v e i y

Rz

( i  i  i )  n l o n g  a  I  i n e  R ,  w e

{u2  tu l=cons tan t

g A l o n g  a  l i n e  R .  o f  t h e  f i e l d  d ,  i = l  , 4  w e  h a v e

l r r 2 1 , , r  
" 2  

( U )  :
Tv (u )+  

? i *  
=  cons tan t

S ( U ) = c o n s t a n t  ( S = e n t r o o y )

d v l
m = - x *

I

R 4 4 .  T h e  l e m m a  L l  I  i s  a .  v a r i a n t  o f  1 7 ,

0 ( U ) = c o n s t a n t

have

t o  t h e  I  i n e s

p a r a m e t r i z e d

The t r^ ro  dec l rees  o f  f  reedom

R , ,  a n d  R ,  r e s p e c t i v e l y ,  I n
/ <

n ' i  ) ' \
uv l lpl  andl l l r '_| j  (see E8) ,

x l - rR 4 5 .  T h e  l e m m a s  L l 0  a n c l  L 1 2 -  s u q q e s t  a  s t u d y  o f t h e  r e l a t i o n  l . f  , " 2 = " 2 ( p ,  s ) l



' , /e sha I  I  rega rd S, K a s

G i v e n  S , K  w e

Now, we

Then ,  i  t

so that

p . a r a m e t e r s ,  G i v e n

t t  - l q  \ ' 1  , , \ l / 2vc-  \z  f iT  r \ /  ,
"  I *  I

c a n  d e s c r i b e  ( Z 3 l )  i n  s p a c e

g i v e  t o  Q 3 1 )  t h e ' f o r m

v2-12= $tv2-vf l

a p p e a r s  t h a t

- 5 6 -

2
c

+ *L -K=0
Y - I

S ,  K  w e  d e n o t e

1  l ,
I t  = (2K) '  ".  !(x)m

u , V r p  a s  a  p , I e j r s u r . e ; [ i 1 . ! -  ( t 7 l ] ,  f  i g , 3 l  a J .

C ( u , v , p i S , * ) + (231)

(232)

0n

? ? _ 2 , 2
-V"-c 'V\  i f  f  V>V;

the  o ther  hand,  (Z l l )  can  be  pu t  in  rhe  fo rm

t/-vf; = ,ft .2,,0

w e  c o n s  i  d e r

R, ,  as  soc  i a ted  to  (204 )
K

(233j

( 8 \ )

(235)

. '

(236)

, ;  -  ' : ' :  '

(237)

resu l t  f rom (236) ,

V -<V<V
S M

'  ' W e  n o t i c e  t h a t  V s ,  V ,  
" r e  

o n l y  p a r a m e t r i z e d  b y  K '  :  ,

l . l e x t ,  t h e  r e q u i r e m e n t  u 2 = " 2  i n  ( z l t )  l e a d s  t o  t h e  r e s t r i c t i o n

u2= v+l  1r72- .2)= =Y,11(v2-u2)'  y - l ' - s  - '  
\ - l ' ' s  

-

i . e , ; ' c t . , ( 2 3 2 ) ,  
'  1

) ' )
L L

u , v - r- r y + - - t  -  r
v' v'" s  ' m

Thus  the  images  o f  t he  convex i t y  reg ions

( 2 3 7 )  a n d  a r e  d e s c r i b e d  b y  f  i 9 . 3 0 "

A/

R 4 6 .  G i v e n  a  p o i n t  U  o f  a  c o n v e x i t y  r e g i o n  R  w e  d e n o t e
/\) N

r = r ( u )  ,  c = s  ( U )  .  c f , L 1 Z ,  K ,  S

k e e p  c o n s t a n t  a l o n g  a  f i e l d  l i n e  o f  i n d e x  I  o r  4  t h r o u g h  U  s o  t h a t  t h e  p r o j e c ' t i o n  i n  t h e

U , V r p  o f  t h e  i m a g e  i n  u , v , p , S  o f  t h i s  l i n e  i s  l a i d  o n  t h e  p r e s s u r e  h i l l  , r , * ,  0 n  s u b s t i -

., ,)
t u t i n g  c ' = c ' ( u , v ; S , K )  i n  ( 2 3 0 )  w e  o b t a i n  t h e  r : e l a t i o n

F ( u , v ;  S , K ) = c o n s t a n t (z rB)

T h e  p r o j e c t i o n  i n  u , v  o f  t h e  i r n a g e  , n  
. r , v , p , S  

o f  a  f  i e l d  I  i n e  i s  a n  e p i c y c l o i d  ( f  i q ' 3 t n ;

i n  t h i s  f  i g u r e  t l v o  e p i c y c l o i d s ,  f  r o m  d i f f e r e n t  f a m i l  i e s ,  t h r o u g h  a n - a r b i t r a r y  p o i n t

( u - , v - )  o f  t h e  a n n u l u s  ( 2 3 6 )  a r e  d e p i c t e d )  ,  T h e  p r o j e c t i o n  i n  u , v , p  o f  t h e  m e n t i o n e c l  i n r a -
' o '  o '  

n  f  i n - ? l c '  l n  h c  i n d i " a t "  t h e  w a y  o f  c o r n p r eg e  i s  d e p i c t e d  i n  f i g " 3 ' l c ,  l n  b o t h  o f  t h e s e  f i g u r e s  t h e  a r r o w s

s i o n .



,J ,  t r l  =x  (u)  = |v2 tu l .  # , , * l - ,  t r )  =s  (u) ,  &,  tu)=F,  Iu  {u) ,u  (u)  ;  s  (u) ,  r<(u)  ] '

a)l

3
9 1

4
g l  ( u ) : r ( u ) ,  + ' ' r ( u )=s (u ) , , q t 3 (u )=F , , I u (u ) , v (u ]  ; s (u ) , r ( u ) l

t i r e  no t i ce  tha t  3 r ,3 ,  co r respono  .o  t r , "  requ i  remen ts  se t t l ed  by  R42 .

A t  t h i s  p o i n t  i t  i s  i n t e r e s t i n g  t o  r e v i s i t  c o m p a r a t i v e l y  t h e  
" o n r i d e r a t i o n s  

c f  5 . 2 '

R 4 B ,  l n  t h e  r e l a t i o n  ( 2 0 9 ) ,  t h e  p o i n t  ( ( u ) ,  ,  , z )  d e s c r i b e s ,  g i v e n  ( ( u ) . ,  ,  0 ) ,  a  h y p o -

c i s s o i d  ( f o t  i u m  o f  D e s c a r t e s )  c a l l e d  t h e  s h o c k  o o l a r  ( c f  . A . B u s O m a n n  t 6  I  ) . T h e  a d m i s s i b l e

e I !  o f  t h i . s  p o l a r ,  i s o l a t e d  b y  r e q u i r e m e n t  t h a t  ( a n  a d m i s s i b l e  s . 9  m u s t  b e  a  c o m p r e s s i v e
' 1

d i s c o n t i n u i t y  b r ,  e g u i v a l e n t l y ,  t h a t )  t h e  v e l o c i t . /  m u s t  d e c r e a s e  i n  a  t r a n s i t i o n  t h r o u o h

a  s d ,  i s  d e p i c t e d  i n  f  i g , 3 2  
' ( ' , v h i c h  

p r e s e n t s t h e  m i n i m a l ,  i n t e r m e d i a t e  a n d  m a x i m a l  s h a p e '

of it). Here we have an q{.19-"-_.J:p."SiJj.".L g{*j.t j . i9l-r.*.y.._.-f. i j"u.: ' j , l  instead of CEL' Also

t h i s  f i g u r e  m a k e s  e v i d e n c e  o f  t h e  p o s s i b i l i t y  t h a t  t h e  H u g o n i o t  c u r v e s  s h o u l d  q o  o u t  o f

t h e  c o n v e x i t y  ( a n d  h y p e r b o l  i c i t y )  r e g i o n

- 5 7 -

(u )  =o  (u )  ,

(u )  =p  (u )  ,

2
, a3 (u) =rr*(u)

(23e)

( 2 4 0 )

( 2 4 1 )

(zhz)

non  I  i  nea r

e p i c y c l o i d s

lo, tol {S-, ,}, tr) =}u2 tul

2
o ,  ( u ) =v  ( U )

'--7iir
U  \ U /

Now,  l  e t  us

p o n d i n g l y  d e n o t d

i n  t h e  s p a c e  U  i

a r c  o f  H u g o n i o t

R , /  r e s p e c t i v e l y

d i s t i n o u i s h  i n  ( 2 0 9 ) ,  b e t w e e n  t h e  t w o  b r a n c h e s  I u ] = * ( , , . ) [ u ]  a n d  c o r . r e s -

( 2 0 9 ) t  t h e  o b t a i n e d  s e t s  o f  j u m o  r e l a t i o n s .  0 n  c l i f f e r e n t i a t i n q  ( Z O S ) *

r  i c  e e c v  t c ,  v p r i f y  t h a t  ( t h e  R H  c u r v e  H . 1 7 s 5 7 e c t i v e l y  H , ,  c o n s i s t  o i  a n' " .  ' , ,  
I

c u r v e  a s s o c i a t e d  t o  ( 2 0 9 ) n / r e s p e c t i v e l y  ( 2 0 9 ) _  a n d  a n  a r c  o f  f i e l d  i  i n e

R t ,  a n d )  t h e  r e m a r k  n 3 0 ( i )  h a s  a n  a n a l o g u e  h e r e '

R 4 9 .  l f  t w o  s t a t e s  a r e . c o n n e c t e d  t o  e a c h  o t h e r  b y  a : d  t h e n  i n  s p a c e  u , V , P  t h e y  a r e

l a i d  o n  d i f f e r e n t  n r e s s u r e  h i l l s  c o r r e s D o n d i n o  t o  d i 1 ' f e r e n t  v a l u e s  o f  S  b u t .  h a v i n g  t h e  s a -

ne  V ,  V_-  l -c f  ,  L i0  and (zJZ)1
s '  m r -

.  I 5 0  
( L , P r a n d t l  t  5 3  l ,  T . i ' l e J e r  I  

l B l ) ,  T h e  c o n s i d e r a t i o n s  5 . 3  a n d  t h e  d e f  i n i t i o n  D 7  h a '

l )
v e  a n  a n a l o c u e  h e r e ' '  .

R 5 l ,  A  w e l l - k n o w n

i n d e x ,  b e t w e e n  t h e  s e t

o r t h o g o n a l  i  t y  r e l a t i o n ,  c o r r e s p o n d i n g  t o  a

o f  c h a r a c t e r i s t i c s  i n  x , y  ( M a c h  I  i n e s )  a n d

o e n u i n e l y

t h e  s e t  o f

T f f i ' r n r * i .  t enn ino logy :  P rancJ t l -Meyer  f  l c jw  ( i ns tead  o f  s in rp le  waves  reo ion ) '



i n

, :

,  e ^- > o -

t , \ -

u , v  r e s q l t s  f r o m  ( Z i O ) .  l ' h e  i m p o r t a n t  ( a n d  s p e c i f i c )  f a c t  i n d i c a t e d  b y  t h i s  r e l a t i o n

- ^ 1 . , r : ^ ^  ^ ^ , ^  l - ' ^  ^ ^ l f - : - ^ : l ^ -  l C . ' 1  .
r n a t  a  c o m p r e s s r o n  s i m p l e  w a v e s  s o l u t i o n  c a n  b e ' s e l f  s i r n i l a r  ( f  i g .  3 3 ) .

R 5 2 ,  A s  i s  w e l l - k n o w n ,  i n  a  s t e a d y  a d i a b a t i c  q a s d y n a m i c  f j o w  ( i )  o n : e a c h  s t r e a m l i n e

6 e  h a v e  S = c o n s t a n t  a n d  t h e h o l d s  ( t h e  c c n s t i : n t s  d e -

K = c o n s t a n t , S E  c o n s t a n t

t  ha  t  req  ion  :  u re  h ; :ve

Bernou l l i  t u *  { v2n  #  
=K=rons tan t

p e n d  o n  s t r e a m l i n e  g e n e r a l l y )  a n c l ,  o n  t h e  o t h e r  h a n d ,  ( i i )  i f

i n  a  c e r t a i n  r e q i o n  C  i n  x , y  t h e n  t h e  f l o w  i s  i r r o t a t i o n a l  i n

0 u ) v ^ . ^
T'V 

- ' t ;  =  '  tn  u '

C f  ,  Q 1 7 )  t h e  s t r e a m l i n e s

r i s t i c s  ( q f  i n d e x  2  o r  3 )  f o r

t h e  n a t u r e  o f  t h e  s t r a a m l  i n e s :

L l 3 .  I n  a  r e g i o n  w h e r e  K : c o n s t a n t '

o f  t h e  f l o w  g o v e r n e d  b y  t h e  s y s t e m  ( 2 0 6 )  c a n  b e  c h a r a c t e -

t h i s -  s y s t e m ,  Y e t , .  h e r e  a r e  a n  i m p o r _ t a n t  . r e s u l t  - c o n c e r n i n q

: -

S = c o n s t a n t  t h e  s t r e a m l  i n e s  a r e  n o t  c h a r a c t e r i s t i c s .

4  A r q u m e n t  l .  T o . t h e  e q u a t i o n s  o f

i r r o t a t  i o n a i  i  t y  I s f  '  R 5 2  (  i  i  )  ]  '

| 1 g [ |  W e  u s e  t h e  B e r n o u l I i  l a w  i n  o r d e r  t o

s v s t e m  t h e  s t r e a m l  i n e s  a r e  n o t  c h a r a c t e r i s t i c s '  b

R53 .  The  resu l t  L l  3  shows  the  impor tance  o f  t he

c r i t e r i o n  p r e s e n t e d  i  n  R 4 B ,  A l  s o '  a c c o r d  i  n g  t o  t h i  s

s t r e a m l  i n e  ( f o r  . e x a m p l e  a l o n g  a n  o b s t a c l e ) .

I n  t h e  s e q u e l  r n r e  a l l o w  t h e  h a l f - 1 i n e s  x { { } ,

n o n c o l l i n e a r  r a y s  ( f i g " 3 4 ) "  t h e n  l e t ,  f o r  t h e  R P

r a t e l y  d i s c u s s  t h e  c a s e s  K r = K r = K  a n d  K r l K r o  '

L e t  u s  a s s u m e  K ] 1 - + K r  a n d  K g ,  l ( .  c o n v e n i e n t l y

i n  R o  / " 1 R o  ( U o ,  U r  a r e  a l s o  c o n v e n i e n t l y  c l o s e
o L o r L

t h e  i s e n t r o p i c  o a s d y n a m i c s  w e  a d d  t h e  r e q u i r e m e n t  o f

o b t a i n  a  s Y s t e m  i n  u , u - ,  F o r .  t h i s

a d  h o c  ( s p e c i f i c )  a d m i s s i b i  I  i t Y

r e s u l t  w e  c a n  D r e s c r i b e  d a t a  a l o n c  a

x ) 0  i n  ( f  Z f  )  t o  b e  j a i d ' o n  P o s s i b l Y -

c o n s i d e r e d ,  K Z = K ( u t )  ,  K r = K ( u r )  '  \ ^ / e  s e p a *

c l o s e  t o  e a c h  o t h e r '  \ ' { e  c o n s i d e r  d a t a

t o  e a c h  o t h e r )  ,

l { e  n o t i c e  ( a c c o r d i n g  t o  L l  0 )  t h a t  K  c a n  c h a n q e  t h r o u o h  a  c . 9  o n 1 y "

R I t i ,  C t .  R 5 1  t h e r e  a r e  t w o  R H s  ( s e e  D 2 6 )  :  I l H s q  ( t t , "  p r o - i e c t i o n  i n  u , v  o f  i t s  i m a c ' e

i n  u ,  v r p , p  i ' s  p r e s e n t e d  i n  f  i g . 3 5 a )  a n c l  R i l s "  ( t h e  p r o , j e c t i o n  i n  u , v  o f  i t s  i m a g e  i n

U , V , O , p  i s  p r e s e n t e d ' i n  f i g . 3 5 b i  t h e s e  t w o  p r o j e c t i o n s  a r e  D r e s e n t e d  t o g e t h e r  i n  f i q '

3 5 c ) ,  E a c h  o f  t h e s e  R H s  c a n  s e r v e ,  d e p e n d i n q  o n  t h e  c o n t o u r  i n  x , y  o n  r ' v h i c h  t h e  d a t a  a r e

p r e s c r i b e d , . f o r  t h e  r e s o l u t i o n  o f  R P ,  T h e  R H s ,  h a s  n o  a n a l o g u e  i n  t h e  u n s t e a d y  c a s e '
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_ R U 5 j  " 0 n  t a k i n g  R H s . ,  i n t o  a c c o u n t  w e  c a n  s e e  t h a t  a n  a n a l o g u e  o f  T l 2  h o l d s '  I n c i d e n r

- t a l l y ,  t t . c a n  b e  s h o w n  t h a t  i f  t h e  c o n s t r u c t i o n  i n  t h e  h o d o g r a p h  s p a c "  . . n  b e  p u t  i n

2  3  
t i o n '  T h u s ,x , y  t h e n  t h e  a m b i g u o u s  c h a r a c t e r  o f  t h e  c h o i c e  o f  R ,  R  i s  n o t  f e l t  b y  t h e  s o l u t

t h e  c h o i c e  R 4 2  i  s  s a t i  s f a c t o r y !  4

R 5 6 *  I n  t h e  s o l u t i o n  o f  R P  K  i s  p i e c e w i s e l c o n s t a n t  ( w i t h  a  j u m p  a l o n g  t h e  c d )

8 5 7 .  T h e  f  l o w  a r o u n d  a  d i h e d r a l  s u p o l  i e s  e x a m p l e s  o f  l ? P  r v i t h o u t  s o l u t i o n  i n  &

t !

( t h e ' c i r c u m s t a n c e s  p r e s e n t e d  i n  f  i g , 3 6  a , b  -  f o r  w h i c h  t h d s u r a v e d o o f  c l e n u i n e l y  n o n l i n e a r

i n d e x  a r e  n o t  d e p i c t e d  -  a r e  n o t  a c c e p t a b l e ) ,  l n  f a c t ,  f o r  e a c h  o f  t h e s e  c i r c u m s t a n c e s '

t h e r e  i s  a  s i g n i f i c a n t  c o n n e c t i o n  b e t w e e n . t h e  d a t a  U g r  U , .  o f  a  r e s o l v a b l e  R P '

H e r e  i s  a n  e x a m o l e  o f  R P  w h i c h  i s  a l w a y s  ( 1 o c a l  l y )  r e s o l v a b l : e  i n  Q . ,

E 1 0 ,  I n . f i g " 3 7  t h e  d a t a  a r e  s o  c h o s e n  t h a t  t h e  c o n t o u r  C  o n  w h i c h  t h e y  a r e  p r e s -

t  ,  . l -c r t D e o  t s  q u a s r t r a n s v e r s a l  t o  t h e  v e J o c i t y  d i r e c t i o n s ,  A n  a n a l r r s i s  s i m i l a r  t o  t h a t  o f

t i g . 3 3  r n ; ; ; ;  a  c o n t o u r  t o  t h e  s o t u t i o n  ( i n  x > 0 )  c f  t h e  R P  o n l y  R H s r  c o n -

t  r  i  b u t e s

T h e  c . { .  c a n  b e  a s s i m i l a t e d  ! o  a  s t r a i g h t  l i n e  p r o f  i l e  o n  w h i c h  [ p ]  =  g .

R 5 8 "  T h e

respond  i  ng  to

o f  E 1 0 ;  s e e

c l  i m n r  t h e o r e m  ( r z t t )  c a n  b e  a d a p t e d  ( s e e  t l 2 l )  t o  t h e  s o l u t i o n  i n  1 2 t )  c o r -

q u a s i c o n s t a n t  d a t a  p r e s c r i b e d  o n  a  q u a s i t r a n s v e r s a l  c o n t o u r  ( i n  t h e  s e n s e

f i c , 3 8 ) ,

R l ? ,  T h e  c o n s i d e r a t i o n s  o f  t h i s  i  t e m  d e p e n d  o n  t h e  c h o i c e

' l a r ,  
t h e  c o n v e x i t y  p a r t i t i o n  ( a 4 r )  r e f l e c t s  t h i s  c h o i c e '

t r / e  a l s o  n o t i c e  t h a t  i n  L g  t h e  x - a x i s  i s  i n  t h e  d i r : e c t i o n

o f  a x e s  x , y ,  I n  p a r t i c u -

o f  t h e  v e l o c i  t y '

R 6 0 .  F o r  t h e  R P  s o l u t i o n  S  a n d  l (  a r e  p i e c e w i s e  c o n s t a n t .

R 6 1 .  I n  t h e  s e q u e lw e  s h a l l  r e p l a c e  t h e  e x n r e s s i o n  ( 2 . 1 g )

2
1  r r L ,  c
c 1 t ,  -r--r

R=AH -J4. , ,, v, *(v2+ -"fili
/ - ' ' I  

1  . )  n / .  
'  

/ _ '  y - l ' - J

iv-*rh

by

1 )  ^ 2
c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  r e q u i r e r n e n t  t l r a t  d ( ; V ' +  ; : ) = 0  a l o n c  a  l i n e

.  / -  Y - l

we have

(2 t r3)

?-
o f ' . t h e  f  i e l d  F . .  T h e n



i  ,  " ,  , : .  . . : , -

1 2, l )

n A r .n  - t l ' 3 L ' '

I ,..

(24t+)

(246)

(247)

! L -Lr tEr eL g.,enVeCtOrS

i n s t e a d  o f

j,

(2251

K r = K r = K  t h e  s y s t e m  ( 1 9 3 )  c a n  b e  r e d u c e d ,  a c c o r d i n q  t o
R6,4.  ln  case

d

1  ^  ' Z
l t t L ,  C  - , ,. 'v + i7*;.= K, tO

1  l -  |

'  
Sfo"1.r$(ou)=o

*f" l$.u1'lu 2J#"2 )l $.buu ) =o

, 4 ,  . l : r -  v -
fr (ouv) 5Th (#-#u2-!fu2 ; =o

H e r e  n = 3  a n d  t h e  f o r m u l a s  ( r g e ) - ( z o s )  h a v e  a n  o b v i o u s  a n a l o g u e .  T h e  s y s t e m
( z t + t + )  i s  p a r a m e t r i z e d  b y  K .  P a r t i c u l a r l y ,  w e  - o b t a i n  f o r  t h e  p r e s e n t  r n a t r i x  A ( u ) .  t n e .
e i  gene I  emen ts

(2.45)
1  -uv tc  62*u2 -1211 /2' - 1 , 3 F

u - c

r V' n2a

2 ,
**r[Z

^ 2
vz.r-S--  ' Y - 1

+-- r u r u ]

T h e  e i g e n v e c t o  r  ( Z h l )  c o r r e s p o n d s ,  a c c o r d  i n q  t o  R 6 1  ,  t o  ( Z - 1 g 1 .  A 1 s o .
(21i l  and (246) are respect ivery r" lated according to {2zB),

R63.  The system (206)  . is  
o f

found  i n  M.Sheare r  [ 60 i ,  H .Ho ]den

t191)  for  which i t . lu  g"upf ,  o f  o  is

f ig .  39 is  eonsidered.

a rnixed type. Other

L2'J l ,  Part iculanly,

depicted in

exarTples of such systenc can

in [60]  t l re  case of  a  system

L^
UY

w
f t d  a u

i j
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B I t s L I ( ] G R A P H Y

1 ,  N .  B a k h v e l o v ;  " 0 n ,  t h e ' e x i s t e n c e  o f  r e q u l a r  s o l u t i o n s  i n  t h e  l a r g e  f o r  q u a s i I i -

n e a r  h y p e r b o l  i c  s y s t e m s r r ,  J .  C . o m p u t a t i o n a l  M a t h ,  a n d  M a t h ,  P h y s . ,  l g ( 1 9 7 0 )  ,
p , 9 6 9 .  ( t n  R u s s i a n . )

V ,  B a r b u . ,  0 r d i n a r y  d i f  f e r e n t i a l  e q u a t i o n s ,  J u n i m e a ,  l a 9 i ,  1 9 8 5 ,  ( l n  R o m a n i a n  , )

l .  B o h a c h e v s k y ,  " s i m p l e  r ^ r a v e s  a n d  s h o c k s  i n  m a g n e t o h y d r o d y n a m i c s r r ,  P h y s ,  F l u i d s ,

2 ( 9 6 ? . ) ,  p . 1 4 J 6 .

V . A .  B o r o v i k o v ,  r r 0 n  t h e  R i e m a n n  p r o b l e m  f o r  a  s y s t e m  o f  t w o  q u a s i l i n e a r  e q u a -

t i o n s r ' ,  D A N  S S S R , J . H , ( 1 9 6 9 ) ,  p . 1 9 .  ( t n  R u s s i a n , )

V . A .  B o r o v i k o v ,  i ' 0 n  t h e  R i e r n a n n  p r o b l e m  f o r  a  . s y s t e m  o f  t w o  q u a  s , i l i n e a r  e q u a -

2 ,

3 ,

11

4 . r

5 ,

7 ,

t i o l - 1 5 ' ' ,  T r u d !  l l o s c q y .  [ a t .  O b s c . ,  2 J  ( 1 9 7 2 ) ,  p ,

5 ' 1 .  M ,  B u r n a t ,  " R i e m a n n ,  i n v a r i a n t s r r ,  F l u i d  D y n a m i c s  T r a n s a c t i o n s  t + ( l g e i l ,  p . 1 7 .

5 , 2 .  M '  B u r n a t , ' r T h e  m e t h o d  o f  c h a r a c t e r i s t i c s  a n d  R i e m a n n  i n v a r i a n t s  f o r  m u l t i d i m e n -
s i o n a l  h y p e r b o l  i c  s y s t e m s r ' ,  M a t h . S i b e r i a n  J , ,  j f ( 1 9 7 0 ) ,  p . 2 7 9 ,  ( t n  R u s s i a n , . )

A ,  B u s e m a n n ,  " V e r d i c h t u n g s s t i i s s e  i n  e b e n e n  G a s s t r S m u n q e n , ,  ( 1 9 3 0 ) ,

. J .  C o n l o n ,  " A  t h e o r e m  i n  o r d i n a r y  d i f f e r e n t i a i  e q u a t i o n s  w i t h  a n  a p p l i c a t i o n  t o

h y p e r b o l  i c  c o n s e r v a t i o n  l a w s , " ,  A d v a n c e s  i n  M a t h , ,  3 5 ( 1 9 8 0 ) ,  p , l

R .  C o u r a n t ,  " C a u c h y ' s  p r o b l e m  f o r  h y p e r b o l i c  q u a s i - l i n e a r  s y s t e m s  o f  f i r s t  o r r J e r

p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  i n  t w o  i n d e p e n d e n t  v a r i a b l e s " ,  C o m m , P u r e  A p p 1 ,

M a t h . , .  1 4 ( 1 9 6 1 ) ,  p . 2 5 7 .

9 .  R ,  C o u r a n t  a n d  K ' 0 ,  F r i e d r i c h s ,  S u D e r s o n i c  f l o w  a n d  s h o c k  w a v e s ,  l n t e r s c i e n c e ,

1 0 .

N e w  Y o r k ,  1 9 4 8 ,

R '  C o u r a n t  a n d  P . L a x ,  " 0 n  n o n l i n e a r  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  w i t h  t w o

i n d e p e n d e n t  v a r i a b l e s r r ,  C o m m ,  P u r e  l p p l  .  M a t h , ,  3 ( 1 9 4 9 )  , ,  p , 2 5 5 .

C '  D a f e r m o s ,  I ' S o l u t i o n  o f  t h e  R i e r n a n n  p r o b l e m  f o r  a  c l a s s  o f  h y n e r b o l  i c  s y s t e m s

o f  c o n s e r v a t i o n  l a w s  b y  t h e  v i s c o s i t y  m e t h o d " ,  A r c h ,  P , a t ,  M e c h .  A n a l  . ,  5 3 ( 1 9 7 r r p , 1

C .  D a f e r m o s ,  " s t r u c t u r e  o f  s o : l u t i o n s  o f  t h e  R i e m a n n  p r o b l e m  f o r  h y p e r b o l  i c  s y s -
t e m s  o f  c o n s e r v a t i o n  l a w s " ,  A r c h ,  R a t . .  M e c h ,  A n a l , ,  A ( 1 9 7 U ) ,  o . 2 0 3 ,

L '  D i n u ,  r r f l y p e r b o l i c  s y s t e m s  o f  q u a s i l i n e a r  c o n s e r v a t i o n  l a w s .  2 ,  T h e  G l i m m  t h e o *
r e m  c o n t e x t ' r ,  I N C R . E S T  P r e p r i n t  S e r i e s  i n  M a t h ,  ( t o  a p p e a r )  .

L ,  D i n u ,  ' r T h e  G l i m m  t h e o r e m  c o n t e x t t ' ,  R e v u e i  R o u m .  l 4 a t h ,  P u r e s  A p p l ,  ( t o  a p o e a r )  .

L ,  D i n u ,  - " T h e  I  i n e a r i z e d  p r o b l e m  i n  t h e  a d i a b a t i c  m u l t i d i m e n s i o n a l  q a s d y n a m i c s ,

1 " ,  R e v u e  R o u m .  M a t h ,  p u r e s  A p p l .  L ( t g } l ) ,  p , 7 7 1 ,

L .  D i n u  a n d  | , 1 , - D i n u , r r A  n o t e  o n  t h e  R i e m a n n  p r o b l e m  i n  2 D  s t e a d y  a d i a b a t i c  q a s -

d y r a m L c s ' r ,  R e v u e  R o u m ,  M a t h .  p u r e s  A p p l .  : 3 - ( 1 9 8 8 )  ( t o  a o p e a r ) ,

1 1 . 1 .

1 1 , 2 .

A .  D o u g l  i s ,  
' r ' S o m e  

e x i s t e n c e  t h e o r e m s  f o r  h y p e r b o l  i c  s y s t e m s  o f  p a r t i a l  d i f f e r . e n *

t i a l  e q u a t i o n s  i n  t w o  i n d e p e n d e n t  v a r i a b l e s ' r ,  c o m m ,  p u r e  A o p l  ,  M a t h , ,  , _ (  1 9 5 2 ) , p , 1 1 9 ,

B .

1 2 . 1  .

1 2 . 2 ,

1 3 .

- -  J 4 .

I
I

i i

i
ji

1 5 .
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t o . V"F .  Dyacher . r ko ,  "0n

R i e m a n n  p r o b l e m  f o r
( t n  R u s s i a n , )

1 7 '  K ' 0 '  F r i e d r i c h s ,  r ' N o n l i n e a r  h y p e r b o l i c  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  f o r  f u n c t i o n s  o f
t w o  i n d e p e n d e n t  v a r i a b l e s ' r ,  A m e r .  . 1 ,  l 4 a t h , ,  r u ( , , 9 4 8 )  ,  p , 5 5 5 .

1 B '  K ' 0 .  F r i e d r i c h s ,  N i c h t l  i n e a r e  D i  f f e r e n z i a l g l e i c h u n g e n ,  G c i t t i n g e n  ,  1 9 5 5

l 9 '  K ' 0 '  F r i e d r i c h s  a n d  H , K r a n z e . r ,  r l l l o t e s  o n  m a g n e t o h y d r o d y n a m i c s .  v l l l  l l o n l i n e a r
w a v e s  m o t i o n ' ,  N y 0 * 6 4 8 6  C o u r a n t  I n s t i t u t e ,  N e l v  y o r k ,  1 9 5 8 .

2 0 '  l ' M '  G e l ' f a n d ,  " P r o b l e m s  o f  t h e  t h e o r y  o f  q u a s i l  i n e a r  e q u a t i o n s , , ,  u s p e h i  M a t ,
N a u k ,  f 4 ( t g l g ) ,  p , t ,  ( t n  R u s s i a n . )
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