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A  N O T E  O N  T H E  C L A S SA l r K "

B .  P r u n a r u

A b s t r a c t .  T h e  s o l : v a b i l i t y  o f  c e r t a i n

s y s t e m s  o f  s i m u l t a n e o u s  e g u a t i o n s  i n  t h e  o r e d u a l

o f  a  d u a l  o p e i a t o r  a l q e b r a  i s  s t u d i e d .  T h e  m a i n

r e s u l t  i s  a  g e o m e t r i c  c r i t e r i o n  f o r  m e m b e r s h i p

i n  t h e  c l a s s  A ,  ' z  w h i c h  i m o r o v e s  a  s i m i  l a  rI  r ( \ o
? n

o n e  f r o m  L 3 J ,  T h e  p r o o f  i s  b a s e d  o n  t h e  t e c h n i q u e s
-  f  1  r . a
i n t r o d u c e d  i n  1 3 1  a n d  L 4 J .



I

L e t  f l

n a l  c o m p l e x  H i l b e r t

o f  a l l  b o u n d e c l  l i n e r '

b y  d e f i n i t i o n  a  w e a k

.  r . - |
t h e  D a D e r  l l t  c o n t a i

t t t l

o f  d u a l  a l g e b r a s  a n d

r o R q

d e n o t e  a  s e p a r a b l e , i n f  i n i ' t e  d i m e n s i o -
t

s D a c e  a n d  I  e t  t  ( l - l )  d e n o t e  t h e  a  I  g e b r a

o p e r a t o r s  o n  H  .  A  c l u a l  a l q e b r a  i s

*  
c l o s e c l  u n i t a l  s u b a l q e b r a  o f  t ( l { ) ;

f r s  a n  e x c e l l e n t  a c c o u n t  o f  t h e  t h e o r y

a  c o n l o r e h e n s i v e  b i b l i o g r a p l r y  u r - r  i i l

l n  t h i s  n o t e  t ^ / e  a r e  c o n c e r t l e d  w i t h S e V e l - i r l

c l a s s e s  o f  c o n t r a c t i o n s  a p p e a r i t r q  i n  t h e  t h e o r y  o f  d u s l

a l g e b r a s .  T o  b e  m o r e  e x p l i c i t y ,  r € c a l l  t h . a t  i f  / "  i s  a

d u a l  a l q e b r a  a n d  f r , o  a r e  c a r d i n a l  n u m b e r s '  l 1 m , n ( N o ,  t h e n

A  i s  s a i d  t o  h a v e  p r o p e r t y  ( 1 . _  - )  i f  e a c h  s y s t e t n  o f  s i m u j -
l i l  r  l l

t a n e o u s  e q u a t i o n s

I L i 'J=L*, * u . l' . J  l
0 - 4 i 1 . m , 0 ( j { n

t

H

L  l l

i n  t h e  p r e d t r a l  Q A  o f  A  l r a s  a  s o l u t i o n . l * i

0 ( j ( p ! ,  r v h e r e  ̂ i  a n d  y ;  a r e  v e c t o r s  f r o m

( t l e r e  [ *  t s  v ]  r i e n o t e s  t l i e  c l a s s  i n  0 A  o f

r a t o r  d e f  i n e d  b y  ( x . 8  y ) ( z )  =  ( 2 ,  y ) x ,  z (

l f  ( )  0  t h e n  A  h a s  P r o P e r t Y  A

e a c h  S  >  P  r  V e ( : t o r s  x i  a n d  Y j  . " n  b e
l J

t h e  a b c v e  e q u a t i o n s  a n d  m o r e o v e r

o ( i < r n ] ,  l  t ; '

( p )
n l r n  \

c h o s e n

r a n k - o n e  o P e -

r  i  r ( ) r

t o  s a t . i s f ' y

j



0 ( i<nr

0 ( j ( n

a n d  s i n r i l a r ' 1 y  f o r

1 1 x i i l { c '  [ . ! i ; r r  i l 1 1  ] t  / 2 ,
'  0 4 J < n

t1 l r , . iJ \ r

a n d

t l  v J l <  ( ' D
J  0 ( i ( m

\ 1 / ? '
t ,

t f  T C - t ( - l J )  t h e n  A T  d e n o t e s  t h e  d u a l  a l c l e b r a

g e n e r a t e d  b y  T  i n  L ( f l )  a n d  Q . T  d e n o t e s  t h e  p r e d u a l  Q A . .
I

o f  A r .  A s  u s u a l l y ,  A = A ( H )  d e n o t e s  t h e  c l a s s  o f  a l l  a b s o -
I  '  ' .

l u t e l y  c o n t i n u o u s  c o n t r a c t i o n s  ( i r " .  f o r  w h i c h  t h e  u n i t a r y

s u m m a n d  i s  a b s o l u t e l y  c o n t i n u o u s )  f o r  w h i c h  t h e  S z , - N a g y -

F o i a t  f u n c t i o n a l  c a i c u l u s -  i s  a n  i E o m e t r y ,  l f  r n  a n d  1 1  a r e

c a r d i n a l  n u m b e r s r  l ( m , n 4  i l . ' o ,  t h e n

l f  f r : f l r  t h e n  o n e  u s u a l l y  d e n o t e s  A n = A n , n

a n d  A  ( P ) = A  ( ? ) .q i l u  r . n r .  
l / - r , n r t r * \ , .

- -'l

.  l n  l - 3 j ,  B ' C l r e v r e a u  a n d  C . P e a r c y  l i a v e  g i v e n

a  c e r t a i n  s u f f i ' c i . e n t  c o n d i t i o n  f o r  m e m b e r s h i p  i n  t h e

c l a s s  A 1 ( f )  C c r .  [ - : ] ,  T h e o r e m  4 : 4  ) .
t l

T h e  P u r p o s e  o 1 '  t h i s  . n o t e  i s  t o  s h o w  t l r a t  t h i s

c o n c l  i t i o n  i s  s u f f  i ' c i e n t l y  s t r o n g  t o  e n s u r e  t h . e  m e m b e r s h i n

i n  t h e  c l a s s  A . ,  \ - r  ( ? ) .  B e f o r c  q i ' v i n g  t h e  m a i . ' n  r e s u l t  w e
r r \ . o  I

p e c a l l  s o m e  n o t i o n s  i ' n t r o d u c e d  i ' n  t i .

L e t  A C L ( t f l  b e  a  c l u a l  a l o e b r a  a n d  l e t  0 Q .  I n , t )

T h e n  E I  t A )  d e n o t e s ' t h e  s e t  o f  a l l  t h o s "  L f l  i n  t A  s u c h

t h a t  t h e r e  e x i s t  s e q u e n c e ,  l * n l  a n d  I t n l  i n  t h e  u n i t  h r a l l

o f  t f  s a t i s f y i n g :

= l  r e  n ;  A t  h a s  p r o p e r t y  ( n r , n ) JA
f i r 0

n  l ( t \n n r ' n  \ \ / '



a)  t  i ' l t ! - t l  -  l *n  a
u.) 1 i'n t\[xn m 'l t\ =

a n d

. )  I  V n l  c o n v e r g e s

3 -

v  l t t z -  0'  
f i r r l  

-  v

0  \ i z e f t

w e a k l y  t o  z e r e "

A  , . . ,

t f  0 ( [ ' ] <  f '  t h e n  a  d u a l  a l q e b r a  A
u

h a y e  p r o p e r t y  E ' |  , .  i f  t h e  c l o s e c l  a b . s o l u t e l y
V r I

; u
o f  t h e  s e t  E : ( A )  c o n t a i n s  t h e  c i o s e d  b a l l  i ' n

\J

a t  0  w i ' t h  r a d i u s  \ l  .
d

i ' s  g a i ' d  t o

c o n v e x  h u l l

0 - ,  c e n t c r e d
' t

L e t  a l s o  r e c a l l  t h a t  i f  T e A ( H )  a n d  i . f  B € l - ( K )

d e n o t e s  t h e  n r i ' n  i  m a  I  c o  i  s o m e t  r  i c  e x t e n s  i o n  o f  T r  t l i e n

B € A ( l ( )  a n c l  B = S *  e  R ,  w h e r e  s 6 t [ P )  i s  a  u n i l a t e r a l  s h i f t  a n d

R e t [ R )  i ' s  a n  a b s o l u t e l y  c o n t i n u o u s  u n i t a r y  o p e r a t o r .  L e t

a l s o  d e n o t e  b y  e  a n d  A  t h e  o r t h o n j u u l  p r o - i  e c t i o n s  o f  K

. o n t o  P  a n d  R ,  r e s D e c t i v e l y .  l t  f o l l o r ^ r s  f r o m  I l  ,  P t - o p o s i -

t i o n  3 . 1 0 1  t h a t  i f  f , + . 0 ,  t h e n  R  c o n t a i n s  a  r e d u c i n o  s u b s n a -

c e  R o  f o r  R  s o  t h a t  . R o = R 1 1 1 o  i s  u n i t a r i l y  e q u i v a l e n t  v r i t h

t h e  m u J t i p l i c a t i o n  o D e r a t o r  H  
i t  

o n  f 2 ( o - ( n ) )  a n d  s u c h

t h a t  t h e  s u b s p a c "  R +  o f  R o  . o ? r e s p o n d i n g  t o  t h e  c l o s t r r e  r : f

p o l y n o m i a l s  i n  r - 2 ( s ( R ) )  i ' s  c o n t a i n e d  i n  A t .

l f  T € A ( H )  ,  t h e n  t h e r e  e x i s t s  a  c a n o n i c a i  i s o *

m e t r y  q , Q T - - t  Q e  s u c h  t h a t

( r t r ) ,  I r ] ) = l f ( s ) ,Y(Lt l r  I . ,  [ l160, ,

I t  f  o l l o v r s  t h o t  \ t (  I . *  e

a l l  x  a n d  y  i n  i f  a n d  s i n c e  B H C  H ,  w

r  . ,  - r  i '  i r  
i H  a n d  \ i

[ . o  ( 8  t J e  = l _ x  S  P g z - \  _  ,  \ 1  x (
B

T h e  m a i n  r e s u l t  o f  t h e

v l  )=  [\ - T  .

e  a  I  s o

, €  K ,

D a p e r

x  a  y 1  g  ,  f o r

h a v e

i ' s  t h e  f o l l o r v i n r l

- - { h e o r e n n  I
qeffi-r.TTq<e

\ L

r ,  ^ t l l )  a n c J  f o r  s o m e  0 { S a \ ' - ,  A r  h a ss u P P o s e  l c F , t f r /  a n o  r o t -  5 v  0  |
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- r
p r o p e r t y  F i r . f  .  T h e n  

' l - t A t . > J  ( ( )  ,  f o r  s o m e  ( )  0 . -
t j t (  

' t \ \ o  I
U

A f  t e r  t h  i  s  p a p e r  w a s  c o m o l e t e d ,  t h e  a u i : h o r

l e a r n e d  t h a t  B .  C h e v r e a u ,  G .  E x n e r  a n d  C . P e a r c y  h a v e  a , l s o

p r o v e d  T h e o r e m  I  s e e r n i n q l y  v r i t h  d i f  f  g r e n t  m e t t r o d s .  M o r e i o v e r '

t h e y  s h o w e d  t h a t  a l l  c n n . u . ,  c o n t r a c t i o n s  T  s u c l i  t h a t

A -  h a s  D r o p e r t y '  E , |  , , -  a r e  r e f  l e x i v e .  T h e i r  r e s u l t s  w e r e  a n *- ' l  -  r  I  t  
U r Y

r ̂ -'n o u n c e d  i n  1 , 2 J .

L e t  A o  d e n o t e  t h e  o r t l r o q o n a l  p r o - i e c t i o n  o f  K  c n t o  R o

d e n o t e  t h e  i s o m o r p h i s m . f r o r n  R o  o n t o  t - 2 ( o 1 n ) ) .  T h e  f o l -

l ^ l

p r o v e d  I n  L J _ \  .

and le t  z - -> [z !

I or^ri ng lemma i s

r f n. . - L e r f l m a ' r .  ( l J
::*;#ffi. 

-

T € A ( H )  a n d  f o r  s o m e  o ( € 1 - \ ^
t \
v

f , - 1 t  ̂  a ;  C / :
a l s o  t n a t  l L l t Q " r  u < \ ( I '

L  )  _ D .  
\

, ,  T h e o r e n r  3 . 1 1 1 ) .

.  A -  h a s  p r o p e r t Y
I

(' t ) o , b ) o ,  
a ( l l  ,

S u p n o s e

L r l r \ A  '  S L l l ) P o s e
' v

v t C P  ,  b t 1 ? o  r

t d J : = l c K  a n d  l ' r , t ,  L = r r ?  
a r e  s i v e n  s o  t h a t

\\ LLI B 
- [a oi- (w + r,)1u il z. !:

T h e n . t h e r e  e x i s t  a ' ( 1 1 ,  u € f { ,  w ' € P ,  b ' € l { o

s u c h  t h a t

t f  L r - \ s  -La ' t a  (w '  +  b ' ) ]B l t a$5

il u, "l l l  tttpl r zz 0

l l  * ' - * t t r IE l  r?2
I

. ' J (

l i  b ' t \ ( t * t " l t l  .  ' t l l  1 /?" \

\ l nou ,1  t " '  , ) \ ) / ( \ | oo tu  *  u )  ( * r ' t ) i ( " '

1 \ 1 ,  6  d , J \ \  4 t  r ( s ( t

\ l [ [ o ' - " )  €  , y ' \ \ t t ,  1 4 x - 1 ' r .

' l  
\  ,  .11. 'T

m a i n  r e s u l t .
-I

L e m m a  5  I

W e  a  r e  n o h ,  p  r e P a  r e d  t o  P  r o v e

f o l l o w s  t h e  m a i n  i c l e a s  ' F r o m

t h e

I t r  ,I t s  p r o o f



a n d  l _ 1 ,

l e t  a l s o

l o s s  o f

e a c h  J ,

L ) 0 .

T h e o r e m  1 r , 7 1  .

. P r o o f  o f  T h e o r e m .  r  e , l [ t . i IEtC 0"f , a n c l

t i l

) o

L' j la : f  ( i
r-u t  f , .' - J

E e n e r a l  i t y ,

L e t  u s  d e n o r u  t , _ i  O

f o r

a  s e q u e n c e  o f

s u c h  t h a t  s , = i
I

a n c l  b l  ^ = 0
J t u

B ( j ,

t I -

f o r  a l l

p o s i t i v e

a n c l  l e t

i n  R o ,  f o r  a l l

V i t h o u t

f o r

i o n  ( o n  t h e

i n  ?  a n d  f o r

s u c h  t h a t :

e ( ! , k ) ( n

)
T '

s u c h

j l , t  .

. \ (.'iil.
t d d -  t s  l r n i t e .

ume t  ha t  \ i t r .11 \ i  cE,w e  m a y

{ - t  ^
L t t 6

A S S

r  A l -
\  - . { - . ) .  i -

= A  I Y I
.r r

{ l

L e t

d e c r e a s i

{ ' , 1  b e

n q  . o ' +

n u n i b c r s

n  : n + l
Y =
l n  sI n

s t r i c t l y

n?;l ,

) U '  a n d  k ( k '

i > l  a n d  a l l

r a n g e  o f  B )

n 7 y 1  ,  f  i n i t e

L e t  B : N  X

i ' n r p  I  i e s

B  ( j  ,  k ) k ' ) .

N ' - > N  b e  a  b i - i  c c t i o r r  s u c h  t h a t

( B ( _ i  , ,

i n  ?- nL e t  v J .  n
J , U

n T r l ,

W e  s l r a l  I

S e 0 u e n c e s

s e q u e n c e s

b y  i n d u c t

* j , o t , , j , k > l

k ) ( n  i n  R o

u v  L  t

\
t f

c o n  s  t  r

l r l c t t(  n ,
( , n  1
1 o . i  , t l

n . ' l r t l a

, ' r b ' . ' .  k ) l  ^ \ r / - L
, k " ' i t ' - ' '  t s  . i  , k '

,  f o r  n = g  ( . j  ,  f i )

I  t r ,

:  ,  w )  i , k l l
l < -  r

f *n  e  ( * . j
^ ^ t / 2

l la jb i  ,  t -  l
t t'  

l t / r r ' "
' .  r l i l  7  t

,  K "  l  t  *  
J  t

f* 
'r bl-lrr

r )  [ r : l  -,  
- |  

-  D

2 )  l \ x n - * n _  I

3 ) 1l w, , r.-*;

4) \ t  b l , o t t< n )  B  (  j  ,  k )

a n d

5 ) \ 1 b j 1 / 2  t
i  .  k -  1 l,  k l r+ l r r  u1* l - , \ t  .? , i , f n=3 (,1 , k) .
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n = l = B ( 1 , 1 ) ,  w e

o = 0 ,  b = 0 ,

t  h a  t

1 / 2
P , Q - l

a p p l y  L e m m a  I  ,  w i t h

W = 0 ,  d = 0 ,  Z = 0 t  t O  f  i n c i= 9
\ I '

R  s oo

' .  F o r
( C

. ' l  \  \  A

i  I  r  ()  =(Ju f
l -  |  \

l l

v r .  . 6  P .  b :  l €
l l  '  l l

L  = I L

l { x  1 \ \ l

l l  w 1  1 \ !

x t€ I ' f ,

a n d

t !  [L i l

i n  H  ,

b e c n

a n d  t ) 0  s u f  f  i c  i e n t l y  s m a l l

o b t a i n

x ^ - . , €  l { ,  w ^  S  P  ,
r r .  I  l r t ' l

t  .  d  r  1 / l
t \  b i r \ \ ( * b , '

\ r  I
t

' ( ,^,

" ' P , q

( t o  b e  d e t e r m i n e d  l a t e r )  t o

a n d  u n o  t €  
I {  s  u c h  t h a  t

-  [o  1 ; .  ( , . ,  . r .h  \ - ]  r r  z  a- L l t  U "  \ t v l l ' r - o l l / _ l  t l  c L t l

. \ l  / 2
J C I

. (  t / 2( 0 r

S u p p o s e  n o v J  t h a t  v e c t o r s  i r t , . . . , x 6 1

S v , r . , 1  - r . , r , -  i o  P  u n d | ' n ?
(  J r K , p \ J r K l : , n  , o . i o t g ( i ,  k ) ( n  

i n  R o  h a v e

c h o s e n  s o  t h a t  f  )  -  5 )  a r e  s a t . i  s f  i e d

L e t  n  +  l =  g ( p ,  q ) .

A p p l y  L e m m a  I  r v i t h  L t l . =  [ t o ] ,

,  . D  Q  = Q  ! ' = ,6 = * n ' u n = * p , q - l  ,  D = D p , g - l  r \  = \ n n l , O - 6 o , q - l  ,

{ 0 3 = 1 0 ; r . 1  e ( i , k ) z = n

\ '  fr= 1 *j  ,  r .1 s (. i  ,  r<)4n

ollk o"I

I

i

i .  o; l l , tU.? p,  qt t  L r i . ,  je  - ! 'n+ l  o

. t  / 2
l l  x n +  ' '  - x n l l (  3 t ' p ,  q  -  t

l \  * p , q  -  * p , q - l l l l '  t
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n  bn 'F l  r rZ  J -, ,  p , Q , r  _  
f  n +

I  I  n o " n +  1 1  ( e i  t

f l L ( r nn l - *n )  s

frt ol,n-

)1 ) r " *1 t

l \ l  - t ' r / , f ; -  r \

I  o o ( x . { - u n * r )  t " i t ) t { i t, --l-
€ ( 1 .

"; [1 tlL L f o r  a ( . i , k ) ( n
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