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I n d e c o m p o s a b l e  C o h e n - M a c a u l a y  m o d u l e s  a n d

i r r e d u c i b l e  m a o s

0 o r i n  P o p e s c u

INCREST,  Dep t .  o f  l v l a th .  ,
B d  P a c i  i  2 2 O ,  B u c h a n e s t
7 9 6 2 2 ,  R o m a n i a

M a r k o  R o c z e n  1

H u m b o l d t - U n i v e r s i t A t ,  S e k t .
M a t h e m a t i k ,  U n t e r  d .  L i n d e n  6 ,
B e r l i n  1 0 8 6 ,  D D R

a n d

I n t r o d u c t i  o n

L e t  ( R , m )  b e  a  I o c a l  C M - r i n g  a n d  l r ' l  a  f i n i t e l y  g e n e r a t e d

( s h o r t l y  f  . g . )  R - m o d u l e .  M  i s  a ' m a x i m a l t y  C [ ' l  m o d u l e  ( s h o r t l y

M C M  R - m o d u l e s ) .  T h e  i s o m o r p h i s m  c l a s s e s  o f  i n d e c o m p o s a b l e  M C l v l

R - m o d u l e s  f o r m  t h e  v e r t i c e s  o f  t h e  A u s l a n d e r - R e i t e r  q u i v e r

l - ( n l  o f  R .  S e c t i o n  3  s t u d i e s  t l r e  b e h a v i o u n  o f  f ( n )  u n d e n  b a s e

c h a n g e ;  b e s t ,  r e s u l t s  ( c f  .  ( e . r o ) ,  ( 3 . 1 4 ) )  b e i n g  p a r t i a l  a n s l v e r s

t o  t h e  c o n j e c t u r e s  f r o m  [ s " l  ( z . s ) .  U n f o r t u n a b e l y ,  t h e  p r o o f s

u s e  t h e  d i f f i c u l t  t h e o r y  o f  A r t i n  a p p r o x i m a t i o n  ( c f  . i n " ] r  o t '  [ e o f ] ) .

A  d i f f e r e n t  e a s i e r  m e t h o d  i s  t o  u s e '  t h e  s o - c a l l e d  C M - r e d u c -

t l o n  i d e a t s  a s  w e  d i d  i n  I P o z )  ( 4 . 9 )  o n  h a v e  i n  ( g . z ) ,  ( 3 . 3 ) .

T h i s  p r o c e d u r e  i s  v e r y  p o r v e r f u l  i n  p r o v i n g  n e s u l ' L s  d e s c r i b i n g

h o l  l a r g e  i s  t l r e  s e t  o f  t l r o s e  p o s i t i v e  i n t e g e n s  w h i c h  a r e  m u l t i -

p l i c i t i e s  o f  t h e  v e r t i c e s  o f  l - ( n ) ,  i n  f a 6 t  t h g  f i r s t  B r a u e n - . .

T h r a l l  c o n  j e c t u r e  ( c f  .  [ o i l  , [ v o l  , ' i p o z ]  o .  h e n e  ( + . 2 ) ,  ( q . 3 ) ) .

H o r v e v e r  t h e  C o r o l l a r y  ( S . S )  o b t a i n e d  b y  t h i s  m e t h o d  i s  m u c h

r y e a k e r  t h a n  ( g . t O )  w h i c h  - u s e s  A r t i n  a p p r o x i m a t i o n  l h e o n y .  T h e

r e a s o n  i s  t h a t  t h e  c o n d i t i o n s  u n d e n  r v h i c h  t v e  k n o t v  t h e  e x i s t e n c e

o i  C U - r e d u c t i o n  i d e a l s  a n e  s t i l l  t o o  c o m p l i c a t e d .  T r y i n g  t o



?t

s imp l i f y  them l ve  see  tha t  the  d i f  f  i cu l

b o u n d  p n o p e r t i e s  o n  l , ' l C M  m o d u l e s ' ( c f  .

t o  h o l d  f o r  e v e r y  e x c e l l e n t  h e n s e l i a n

t y  i s  Jus t  t o  p rove  some

Sec t i on  2 )  wh i ch  we  hope

loca l  C tu l - r i ng .  Ou r

T h e o r e m  ( q , q )  a n d  C o r o l  l  a r . y  ( + .  g )

g i v e  s u f f i c i e n t  c o n d i t l o n s  r v h e n  t h e  s e c o n d  B r a u e r - T h r a 1 1  c o n j e c -

t u r e  h o l d s ,  a n d  o u r  C o r o l l a r y  ( q . Z )  i s  a  n i c e  a p p l i c a t i o n  t o

r a t i o n a l  d o u b l e  p o i n t s  ( i n r p t ' F o t " o  b y  [ v o ] ( + . t ) ) .

W e  w o u l d  l i k e  t o  t h a n k  L .  B a d e s c u  a n d  J .  H e r z o g  f o n  h e l p f u l

c o n v e r s a t i o n s  o n  ( + , 2 ) ,  ( 3 . 1 0 ) ,  ( s . t o )  r e s p e c t i v e l y

I " ( R )  =

1 .  B o u n d  p r o p e r t i e s  o n  M C M  m o d u l e s

( t . t )  L e t  ( R , m )  n e  a  l o c a l  C M - r i n g ,  k : =  R / n ,  p : =

R e g  R  = [ q e  S p e c  n l R q  r e g u t a r - ] .  S u p p o s e  t h a t ,  R e g

h a p p e n s  f o r  i n s t a n c e  w h e n  R  i s - q u a s i : e x c e l l e n t ) .

q  d e f i n e s  t h e  s i n g u l a n  l o c u s  o f
q P R e g  R

R has  b  ound pn  op  en  t i  es  on  l l {C i \ l  modu l  es  i  f  the  f  o l

h o l  d :

i )  t h e r e  e x i s t s  a  p o s i t i v e  i n t e g e r  r  s u c h  t h a t

I ,  (n) r  rx t f t  (u ,  t ' , , t )  =  0  f  on every l ,4ch{"  R-rooul  e  M and f  or

e v e r y  f . g .  R - m o d u l e  N ,  i . e .  I s ( R )  i s  i n  t h e  r a d i c a l  o f  t h e

D i e t e r i c h  E x t - a n n i h i l a t i n g  i d e a . I  o f  R  ( c f  .  [ o i ]  S  2 ) ,

i i )  f o n  e v e r y  i d e a l  a c R  a n d  e v e r y  e l e m e n t  y  e T . ( n )  t h e r e

e x i s t s  a  p o s i t i v e  i n t e g e r  e  s u c h  t h a t

(a t r {  ,ye)u ,=  f .e  M lyez e aNl  }= (a lv l  :y"* t )u  f  or  every [ lcM R-

module  l t ' ! .

C l e a r l y  i t  i s

oecomp os  ao  r  e

c h a r  - k  a n d

R  1 s  o p e n  ( t n i s

Then

R .  l Y e  s a y  t h a t

l o w i n g  c o n d i t i o n s

e n o u g h .  t o  c o n i i d e r  i n  i ) ,  i i )  o n l . y  i n -

M .  L e t  M  b e  a  M C M  R - m o d u l e  a n d
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A M , = { x e n l x  r x t f i ( n , r ' , r )  =  o  f o r  e v e r y  f , g .  R - m o d u l u  N }

( t , z )  L e m m a:  r r(R)c f f i
f  r o o f  :  L e t  x  6  I " ( n )  .  T h e n  R *  i s  a  r e g u l a n  r i n g  a n d  s o  [ ' l *

i s  p r o j e c t i v e  o v e n  R x .  I n d e e d , i f  Q e S p e c  R  w i t h  x t - q  t h e n  M O  i s

. Y Y
a n d  R ^  i s  r e g u l a r .  T h u s

q . .

a n d  s o  a  c e r t a i n  p o w e r  o f  x  k i l r s  e x t |  ( n t r r u ) ,
t tr

i .€. x ef l t .
( f  . i )  R e m a n k :  T h e  a b o v e  L e m m a  s h o l v s  t h a t  f  o r  e a c h  [ ' l C M  R - m o d u l e

M  w e  a r e  a b l e  t o  f i n d  a  p o s i t i v e  i n t e g e r  r M  s u c h  t h a t

l r ( n ) tMr * t f i ( l ' t , t t t )  =  0  f  o r  eve ry  f  .  g .  R -modu le  N .  Thus  the  t roub le
'  

i n  ( f  . f ) i )  i s  j u s t  t o  s h o l  t h a t .  r r n  c a n  b e  b o u n d e d  t v h e n  l ' , 1  r u n s

l n  C M ( n ) .  A l s o  f o r  e a c h  f  . g . R - m o d u l e  M  b y  N o e t h e r i a r i t !  r v e  c a n
-  € u -

f i n d  i n  ( f  . f ) i i )  a  p o s i t i v e  i n t e g e n  e [ , t  s u c h  t h a t  ( a | l { : y  ' ' ' ) *  =
er r+1

=  ( a M : y  ' "  
) M .  A g a i n  t h e  t r o u b l e  i s  t o  s h o l  t h a t  e M  c a n  b . e  b o u n d e d

w h e n  M  r u n s  i n  C M ( R ) .  H o l e v e r ,  i f  R  h a s  f  i n i t e  b l t - t , y p s  ( i . e .  f  ( R )

h a s  j u s t  a  f i n i t e  s e t  o f  v e r t i c e s )  t t r e n  R  h a s  b o u n d  p r o p e n t i e s

o n  M C t u l  m o d u l e s  ( c o m p a r e  r v i t h  t o i J  P r - o p o s i t i o n  8 ) :

( 1 . 4 )  L e m m a :  S u p p o s e  t h a t  ( R , m )  i s  r e . d u c e d  c o m p l e t e  w i t h  k  p e n f e c t

a n d  R e g ( n , / p n )  =  { q / p n l q  e  R e g  R ,  q : p R J  i r  p R  /  o  ( i . e .  i f  p  /

/  c h a n  R ) .  T h e n  R  h a s  b o u n d  p r o p e r t i e s  o n  l ' l C M  m . o d u l e s .

- . . - ' P r o o f :  C l e a r l y  e i t h e r  R  c o n t a i n s  k  o r  R  i s  a  f l a t  a l g e b r a  o v e r

a  C o h e n  r i n g  o f  n e s i d u e  f  i e l d  k ,  i . e .  a  c o m p l e t e  D V R  ( T ,  t )  r v h i c h

, ;  i n  a n  u n r a m i f i e d  e x t e n s i o n  o f  V b )  r  p  )  0 1  t  =  p ' 1 e T  .  L e t

x  =  ( x f  , . . . . r X n )  L "  a  s y s t e m  o f  e l e m e n t s  f r o m  m  s u c h  t h a t  ( t , x )

^  f o r m s  a  s y s t e m  o f  p a r a m e t e n s  i n  R .  B y  C o h e n ' s  s t r u c t u r e  T h e o n e m s

t h e  c a n o n i c a l  m a p  j :  f  [ t x l l i  R ,  x  =  ( X t  ,  . . .  , X n )  r +  x  i s  f  i n i t e .  A s

R - i s  C l \ , |  w e  o b t a i n  R  f l a t  ( t f r u s  f r e e )  o v e r  t h e  i m a g e  S *  o f  J .

I

I
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Le t  I *  be  the  ke rne l  o f  t -he  mg l t i p l i ca t i on  map  R  € )  S , .  l  
- l l - ,  R

I
and uQ :=  p (Rnn

Then

1) f,fx

,o '
d i f f e r e n t  o f  R  o v e r  S  . .

i O ,\-/

r v h e r e  t h e  s u m  i s  t a k e n  o v e r  a l l  s y s t e m s

( t , x )  f o r m s  a  s y s t e m  o f  p a r a m e t e n s  o f  R

t h e  i d e a s  c o m e  i n  f a c t  f n o m  [ V o l ) .

U s i n g  t h e  H o c h s c h i l d  c o h o m o l o g y  r y ' eg e t  a  s u r j e c t i v e  m a p

Hom*(Q */r*,  Homsx(l t ,  w) )g o""r*(R, Ho*sx(u, l t )  )  --+ extfr  ( i ' , ,1,  ru)

f o r  e v e r y  M C M  R - m o d u l e  M  a n d  e v e r y  f . g .  R - m o d u l e  N  ( s e e  € . g .

i n  [D i l  Lemma s ) .  By  ( r )  f o t l o l s  J ^ { ^ *  t * t f t { v , r u )  =  o  and  so

t h e r e  i s  r € .  f N  s u c h  t h a t

z )  r ,  (n ) r  Ex r *  (u ,  N ;=6

f o n  e v e r y  l r l C i r l  R - m o d u l e  l l l  a n d  e v e r y  f  . g .  R - m o d u l e  N ,  i  . e .  ( f  . f  ) i )

h o l  d s  .

N o l v , ,  l e t  a  C R  b e  a n  i d e a l  a n d  y  e  I r ( n ) .  l ? e  s h o w  t h a t  t h e r e

e x i s t s  a  p o s i t i v e  i n t e g e r  e  s u c h  t h a t  ( a i \ l : y " ) u = ( a i \ , t  , y " * 1 ) u  f o n

e v e r y  l i , l C l v l  R - m o d u l e  M .  I f  t h e n e  e x i s t s  x  a s  a b o v e  s u c h  t h a t

y €  d x  t h e n  i t ,  i s  e n o u g h  t o  a p p l y  [ e o Z 1  { S . z ;  f o r  S x c  R .  o t h e r -

w i s e  c l r o o s e  i n  r r ( n )  a  s y s t e m  o f  e l e m e n t s  ( n r )  
1 4 i 4 ,  s u c h  t h a t

- ' r " ( R )  =  . d f n F  a n d  f o r  e v e n y  i  t h e r e  e x i s t s  x ( i )  a s  a b o v e  s u c f rD  r i

t h a t  n i  e { 6 }  T h e n  y n i  €  
t t t ;  

a n d  s o  t h e r e  e x i s t s  a  p o s i t i v e

i n t e g e r  
" i  

s u c h  t h a t

( a t l :  ( y n i )  i ) r , , t  =  ( a M  :  ( y n r ) " t * t r n ,

f o r  e v e n y  M C M  R - m o c l u l e  M .  C h o o s e  a  p o s i t i v e  i n t e g e r  e '  s u c h  t h a t
r  S -  e i

I . ( R ) "  c  Z  n r t R .  l ' V e  c l a i m  t h a t  e  =  e '  +  m a x  e :  w o r k s .  I n d e e c l ,o  i = 1
l e t  M be a  t , rcM R-modute ,  i r ' yvz  e  a r , , t  fo r  ,  . : : t i ; .  )u*  and v  € iN

then (yn i )u  zc .  a l \1  and so  {ynr )u i  ze  aM.  Thus

o f  e l  e m e n t s  x  s u c h  t , h a t
z  ?  ' t -

( s e e  I  p o e  J ( z ,  e )  ,  ( 2 . 1 0 )  ,

I - )  t h e  l , l o e t h e r
R 8 R  

A

s{ji'

' t*rr^ o and lr(R) =. 
ff i
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( v n , )  r R z C  a M .
t -

( t . S )  ! e m m a :  S u p p o s e  t h a t

i )  ( n , m )  i s  q u a s i - e x c e l l e n t  a n d  r e d u c g d  t

i i )  R e g ( R , / p R )  = [ q / n n  l q  e  n e g  n , q  r p n ]  i r  p R  /  0 ,

f i i )  t h e r e  e x i s t s  a  f l a t  N o e t h e n i a n  c o m p l e t e  L o c a l  R - a l g e b r a

( R '  ,  m '  )  s u c h  t h a t

i i i f )  R '  i s  f o r m a l t y  s m o o t h  o v e r ' R ,

i t i z )  k '  : =  R ' / n '  i s  p e r f e c t .

Then  R  has  bound  p roper t i es  on  fu lCM modu les .

P n o o f :  B y  A n d r 6 - R a d u ' s  T h e o r e m  t h e  s t n u c t u r a l  m o r p h i s m

J :  R. - -+ R '  is  regul  ar  (see [nn l  on [anr l  ,  [snz l  )  .  Then

R e g  R '  = [ q  e s p e c  R ' l  j - 1 q  e R e g  R ]

by  [ua r l  ( sg .s ) .  Hence  rs (R ' )  =  f fRT- i  anc t  Reg(R ' lpR ' )  =

=  l l l n R '  l q  € R e g  R ' , Q  f  p R ' 1 .  T h u s  R '  h a s  b o u n d  p r o p e r t i e s  o n  l \ l c t ' l

m o d u l e s  b y  L e m m a  ( f  . + )  a n d  i t ,  i s  e n o u g h  t o  s h o l  t h e  f o l l o w i n g

( f  . g )  L e m m a i  L e t  J :  R - + A  b e  a  f l a t  l o c a l  m o r p h i s m  o f  l o c a l  C i l l -
' - -  

r i n g s  s u c h  t h a t  I s ( A ) :  f  r ( n ) n .  I f  A  h a s  b o u n d  p r o p e n t i e s  o n  [ { C t r {

m o d u l e s  t h e n  R  t i a s  t o o .

P r o o f :  L e t  r  b e  t h e  p o s i t i v e  i n t e g e r  g i v e n  f o r  A  a s  i n  ( f . f ) i ) .

l V e  c l a i m  t h a t  r  t v o n k s  a l s o  f o r  R .  L e t  M  b e  a  M C N f  R - m o c l u l e  a n d  N

' a  f . g .  R - m o d u I e .  B y  f l a t n e s s  r y e  h a v e
'  4 € ) n  r x t f r ( r v r , r r r ) e  E x t l l a @ n  u ,  a @ n  r u ) . s i n c e

depthO A @ RM 
= depthOlv l+depthO A/mA=depth  R+c lep  thO A/mA=dep t ,h .  A /

t h e  A - m o d u l e  A  @  n l l  i s  a  t i , t C M .  T h u s  f r ( n ) r  ( s o  I r ( n ) r )  f  i f  t s

Ex t l (A  @nM,  A@nN)  and  i r  r o r l o r vs  r s (R ) " (n  @nEx t r t ( n r ,N ) )  =  0 .

f a i t h f u l  f l a t ness  r ve  ge t  I s (R ) t r * t f t ( u ,w1  =  0 .

N o r v  l e t  a  c  R  b e  u _ l  i d e a r  a h o  y  e r r ( n ) .  T h e n  j  ( v )  e  r s ( A ) ,  a n d

hypo t , hes i s  t he re  ex i s t s  an  ee lN  such  t ha t

1  . .  :

yez €-y"-" '  (  t  nf t*)=
I  - 1  r
L - L

s
e z -

i = 1

By

by



^ , :  
6

( a P :  j ( y ) " ) ,  =  ( a P : i ( y ) t * l ) *

fo r  every  l r ' lCN ' l  A-modu le  P .  '

L e t  l i l  b e  a  M C M  R - m o d u l e .  A s  a b o v e ,  M '  : =  A  @

A - m o d u l e  a n d  b y  f l a t n e s s  w e  o b t a i . n

( a M  : l ( v ) " ) r ,  i  R @ R  ( a M : y s ) M

f o r  e v e n y  s e l N .  T h u s  t h e  i n c l u s i o n

( r )  ( aM:y " )u  c (a i \ ' l  , y " *1 )u

g o e s  b y  b a s e  c h a n g e  i n t o  a n  e q u a l i t y .  T h e n  ( f )

e q u a l i t y ,  j  b e i n g  f a i t h f u l l y  f l a t .

( t . Z )  P n g p o s i t i o n :  S u p p o s e  t h a t

f )  ( R , * )  i s  q u a s i - e x c e l l e n t  r e d u c e d . a n d  [ r

i i )  R e g ( R , / p R ;  = { q / p n  l q  e  R e g  R ,  q  :  p n  J  i r  p R

T h e n  R  h a s  b o u n d  p r o p e r t i e s  o n  f { C i l ' l  m o d u l e s .

P n o o f :  I f  k  i s  p e r - f e c t  t h e n  a p p l y  L e m m a s  ( f . s ) ,  ( f . o ) , t v l r e r e  A  i s

t h e  c o m p l e l , i o n  o f  ( R , m ) .  I f  k  i s  n o t  p e r f  e c t ,  l e t  K : =  k l / p a  .

l v e  h a v e  n a n k *  l r / r  =  r a n k * Q - o / o p  =  [ t : t P ]  ( s e e  e . g .  i n  f e o z l

( q . + ) )  a n d  s o  t h e r e  e x l s t s  a  f o r m a l l y  s m o o t h  N o e t h e n i a n  c o m p l e L e

l o c a l  R - a l g e b n a  ( n ' , f f i ' )  s u c h  t h a t  R ' / n '  !  6  a n d  d i m  R '  =

=  d i m  R  +  r a n k  |  
r c / u  

( s e e  E G A  ( 2 2 , 2 . 6 ) ,  o r  [ r u p ]  c o r o l l a r - y  ( g . o ) ) .

N o w  a p p l y  L e m m a s  ( 1 . 5 ) ,  ( t . o ) .

2 ; '  C l r { - r e d u c L i  o n  . i  d e a l  s

( Z , t )  ! e m m a : .  ( i n s p i r a t e d  b y  l r o Z l  ( e . 1 ) ) .  L e t  A  b e  a  N o e t h e r i a n

f  i n g ,  l v l r N  t l o  l ' . g .  A - m o d u l e s ,  x  e  A  a n  e l e m e n t  s u c h  t h a t
1

x  E x t i ( H t , P ;  =  O  f o r  e v e r y  f a c t o r  A - m o d u l e  P  o f  N ,  e  a  p o s i t i v e

i n t e g e r -  s u c h  t h a t  ( O : x e ) *  =  ( O ' * e * 1 ) N  s n d  s  € l N .  T h e n  f o n  e v e n y

A - l t n e a r  m a p  < { :  M  - >  N / x e + s + } l  t f , " r *  e x i s t s  a n  A - l i n e a n  m a p

T :  f u f  - >  N  w h i c l r  m a k e s  c o n l m u t a t i v e  t h e  f o l l o l i n g  d i a g r a m  i

R M is  a  MCNI

i  t s e l  f 1 5  a n

' uP ) r -o  i f  p  >0 ,

/  o .
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. _ f >JY7*e+s+1P

I,,.".,,V
v
N

P r g o f :  L e t

d i  agn  am

o --+ N./N'
I
I

( 1 )  |
l
I
v

N ' : =  ( o : * " ) r u .  w e  h a v e

- e + s + 1

t h e  f o l 1 o l i n g  c o m m u t a t i v e

*x"*sN -+ o

fo l l o l vs  f rom the  e lemen ta ry

e + s

N/N

l
N,/N

T h i

. o - - ) N , / N r  
X  o N . / N ' - ?

i n  w h i c h  t h e  l i n e s  a r e  e x a c t .

( 2 . 1  . 1 )  L e m m a  :  ,  x e N  n  N '  =  o .

I n d e e d ,  i f  x € + s z G .  N '  f o r  a  c e r t a i n  z € N  t h e n  x " * s z  =  O  b y  t h e

a b o v e  L e m m a  a n d  s o  z e N ' .  A p p f y i n g  t h e  f u n c t o r  H o m O ( t ' t , - )  t o  ( f  )

r v e  o b t a i n  t h e  f o l l o l i n g  c o m m u t a t i v e  d i a g r a m

Homo (M ,  N/N'  )  - - -> Homo(u, t t l l , r  r  **€*s*t*)  -=-- t  e xt l ( t t ,  l t , / t ' l '  )n l r  ^ l
(z) l l I l"u J .  I
Homo(u,r . rz i ' r . ) ->Homo(rnr , r . r7ru.**"* ' ry)+EXt i ( tv t , t . t / tv . )

w i t h  e x a c t . l i n e s .  S i n c e  t h e  l a s t  c o l u m n  i s  z e r o  b y  h y p o t h e s i s

w e  o b t a i n  a  R - l i n e a n  m a p  c ( :  i ' l  - t N , / N '  s u c h  t h a t . t h e  f o l l o r v i n g

d i a g n a m  i s  c o m m u t a t i v e :

M ___) *r*e+s+1N _) N/N, *x"*"* lN

(+) -i 
"' l: '

Jz*' - -- , NX' *x€*sN
N o t e  t h a t  i n  t h e  d i a g r a m



8 -

(+)

M

il
lvl

il
M

tt,/xe

*j*'
I

N / N .

1rJ
1 - q

+ s +  1 *

* t NN/N,n xe+sN - - - )
t ,

I+
* '  r -N /N ' * x € * s N

t h e  s m a l l  s q u a r e  i s  c O r t e s i a n  a n d  s o  t h e r e  e x i s t s  ] /  w h i c h

m a k e s  G )  c o m m u t a t i v e .  N o w  a p p  l y  L e m m a  ( 2 , L . 1 )  .

P r o o f  o f  L e n r m a  ( 2 . 1 . 1 ) :  I f  y  e N ' n  x e N  a n d  z  e - N  s a t i s f y  y  =  x e z

t h e n  Q  =  x e y  =  * 2 " a  a n d  s o  z € N ' ,  i , e .  y  =  x e a  =  o .

( Z . Z )  L e m m a :  L e t  ( R ,  m )  b e  a  l o c a l  C f u l - r i n g  l v h i c h  h a s  b o u n d

p r o p e r t i e s  o n  M C M .  m o d u l e s ,  a c R  a n  i d e a l  a n d  y e l s ( R ) .  S u p p o s e

t h a t  R e g  R  i s  o p e n .  T h e n  t h e r e  e x i s t s  a  f u n c t i o n  7 :  l N - + l N r

* J ( s ) ; r v  t h e r e  e x i s t s

e  f o l l o r v i n g  d i a g r a m

r , t / ( a , * J ( t ) ) *

I
*

p / ( a , x s ) N

- > N ( a ,

t h a t  t h

tf : M

s u c h

q

a  R - l i n e a r  m a p

c o m m u t e s :

v

: . i

i

r l

' 1

I
)tr
, t
3
t,t
' {
. , j

I

. l
j l
' J

, {
, 1

' ,1
a.l

. i
- l

. 1
' i
. J

I' . t

i
1

1 ,

l

I
j

l.:

t j l
.j

1 t
J

l
4

I.{
I
1

I
l
, t -
1

i .:]

aN

t / .
I
I

!
NI

P n g o f i  L e t  r r e  b e  t h e  p o s i t i v e  i n t e g o n s  g i v e n  b y  ( 1 . 1 ) i ) ,  ( 1 . 1 ) i i ) ,

,  r e s p e c t i v e l y .  D e f i n e  ?  ( s )  = '  n ( 1 + m a x  l e , s J , ) .  L e t  M , N , g  b e  g i v e n .

S i n c e  y r E * t , l ( l r , n )  =  Q  f o r  e v e n y  f . g .  R - m o c l u l e  P  a n d  ( a t t : y e ) , , .  =

- ' = l t a r , u , y " * 1 ) *  r y e  g e t  Y  b y  L e m m a  ( 2 . ! ) .

( Z , S )  L e t  A  b e  a  l o c a l  C l , t - r i n g  a n d  a c A  a n  i d e a l .  A s  i n  f e o Z r l ,

i m a t i o n  i f  t h e r e  e x i s t s  a( g . O )  t h e  c o u p t e  
. ( R ,  

a )  i s  a  C M - a p p r o x i m a t i o n  i f  t h

f u n c t i o n  ? :  l N  t l N ,  1 )  \ *  s u c h  t h a t  f o r  e v e n y  s € i N ,  e v e r y  t l y o

M C M  A - m o d u l e s  M , N  a n d  e v e r y  A - l i n e a r  m a p  { :  M  - t * 7 u ? ( s ) *

t h e r e  e x i s t s  a n  A - l i n e a r  m a p  ! :  [ 4  - : "  N  s u c h  t h a t  A / a s  @  d ?  
E

9 .  e / a s  @ n V  ,  i n  o t h e r  r v o r d s :  t h e  f  o l l o r v i n g  d i a g n a m  i s  c o m m u L a L i v e

?  >  1W such  tha t  fo r  eve ry  s  e lN ,  eve ry  l , lCM R-modu les  [ , 1 ,N  and  eve ry

R - f  i n e a r  m a p

r {  :  M->  N/aN
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! f  :  M- - )N  such  tha t

u?(s ) .  (o? '  ( s r , r l i t " ' r r .  Moreove l

o
l l r :

l 1
I

1 , r  l l
Y r '

q
N

*7u9( s ),s
I

I
t,
N,/aN

(2 .+ )  l smmg j  Le t  (R ,m)  be  a  l oca l  C t r , t - r i ng  w t r i ch  has  bound

p r o p e r t i e s  o n  M C h l  m o d u l e s .  S u p p o s e  t h a t  R e g  R  i s  o p e n .  T h e n  f o r

e v e r y  i d e a l  a  c r u ( R )  t h e  c o u p l e  ( R , a )  i s  a  c M - a p p r o x i m a t i o n .

P r o o f :  L e t  y r r . . . 1 | 1  b e  a  s y s t e m  o f  g e n e n a t o r s  o f  B .  A p p f y  i n -

d u c t i o n  o n  t .  r f  f , ,  =  1  t h e n  u s e  L e m m a  ( z . z )  f o r .  a  =  0 .  s u p p o s e

t  >  1  a n d  l e t  , 7 '  b e  t h e  f u n c t i o n  g i v e n  b y  i n d u c t i o n  h y p o t h e s i s

f o r  b : =  ( y 1 , .  . .  r y t _ l ) .  L e t  ? i  b e  t h e  f u n c t i o n  g i v e n  b y  L e m m a

( z . z )  f o r  o ' t ? ' ( s )  a n d  y '  s  ( ; l N .  T h e n  t h e  f u n c t i o n  r 2  g i v e n  b y

? ( s )  =  ? ' ( s ) +  ? i ( s )  r v o n k s .  I n d e e d ,  l e t  t r ' l , N  b e  t l v o  M C l r l  R - m o d u l e s ,

s e l N  a n d  f  :  f ' l - ) * r u ? ( s ) *  a  R - l i n e a n  m a p .  T h e n  t h e n e  e x i s t s  a

R-l inear  map ot  :  n , |  ->ru, /o? ' ( t ) ru  ,u .n  lnot  (n /y fn)  @ *cr :
' i

. i
'1

:: i
::

(n , /ns)  @ or t ' ;  G/ot )  @ Rt l  .  As bsc as we get  R, /as @

i n  a  l o c a I  C f v l - r i n g  A .  T h e n

f o l l o t v i n g  s t a t e m e n t s  h o l d :

i s  i n d e c o m p o s a b l e  i f f  l \ 4 / b l {

( z . s )  L e t  b  b e  a n  i d e a l

r e d u c t i o n  i d e a l  i f  t h e

i )  A  [ , lCM A-m.odute  M

b l e  o v e r  A / b ,

i s  i n d e c o m p o $ a -

i i )  T w o  i n d e c o m p o s a b l e  l v l C l i , l  A - n r o d u l e s  M r N  a r e  i s o m o r p h i c  i f f

M. / t r l , l  and  N, /bN are  isomorph ic  over  A /b .

( 2 . 0 )  L e m m a :  L e t  R  b e , a  H e n s e l i a n  l o c a l  C M - r i n g  a n d  a c R  a n

i d e a l  s u c h  t h a t  ( R , a )  i s  a  C l v l - a p p r o x i m a t i o n .  T h e n  u t  i s  a  C N I -

r e d u c t i o n  i d e a l  f o r  a  c e r t a i n  p o s i t i v e .  i n t e g e r  t - .

T l r e  p r g o f  I ' o l l o r v s  i " r b m  l r o z l  ( + . s ) ,  ( 4 . 6 ) .

: '

a : ,  J  m  )  S  ^

o L / =  R / a "  G ) n f -
a\  t \

i s a Clr,l-
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( Z , Z )  f l ^ o p o s i t j q n j  L e t  ( R r m )  b e  a  H e n s e l i a n  l o c a l  C M - n i n g

w h i c h  h a s  b o u n d  p r o p e r t i e s  o n  t r ' l C M  m o d u l e s .  S u p p o s e  t h a t  R e g  R  
)

i s  o p e n .  T h e n  f o r  e v e r y  i d e a l  a c l r ( n )  t h e r e  e x i s t s  a  p o s i t i v e

ln tegen  r  such  tha t  a "  i s  a  C t r , t -neduc t ion  i dea1 .

T h e  p r o o f  f o l l o r v s  f r o m  L e m m a s  ( 2 , + ) ,  ( 2 , 6 ) ,

( e . a )  - c o r o l t a r y  ( l p o z ] ( + . 8 ) ) :  L e t  ( R , m )  b e  a  r e d u c e d  q u a s i - e x -

c e l l e n t  H e n s e l i a n  l o c a l  C M - r i n g ,  k : =  R / n  a n d  p : =  c h a r  k .  S u p p o s e

tha t

i )  [ t < : t P ] . o o

i i )  R e g ( R / p R )

T h e n  r r ( n ) r  i s  a

i n t e g e r  F .

T h e  r e s u l t  f o l l o . w s  f r o m  P r o p o s i t i o n s  ( t , z ) ,  ( 2 . 7 ) .

3 . ,  S t a b i l i t y  p r - o p e r t i e s  o f  A u s l a n d e n - R e i t e n  q u i v e r s  u n d e r

b a s e  c h a n q e

( 3 . 1 )  l e t  ( R , m )  b e  a  l o c a l  C i r l - r i n g ,  k : =  R / n ,  p : =  c h a r  k  a n d  i \ , 1 , N

t l o  i n d e c o m p o s a b l e  N l C i \ ' l  R - m o d u l e s .  T h e  R - f  i n e a r  m a p  f  i s

i r . [ . e d - u c i ! l e  i f  i t  i s  n o t  a n  i s o m o r p h i s m . ,  a n d ' g i v e n  a n y  f a c -

t o r i z a t . i o n  f  =  g h  i n  C N I ( R ) ,  g  h a s  a  s e c t i o n  o n  h  h a s  a  r e t r a c t i o n .

T h e  A R - q u i v e r -  f - ( n )  o f  R  i s  a  c l i r e c t e d  g r a p h  l v h i c h  h a s  a s

v e n t i c e s  t h e  i s o m o r p h i s r n  c l a s s e s  o f  i n d e c o m p o s a b l e  t v l C | l l  R - m o d u l e s ,

a n d  t h e n e  i s  a n  a r r o w  f n o m  t h e  i s o m o r p l r i s m  c l a s s  o f  l \ , 1  t o  t h a t

o f  N  p r o v i  d e d  t h e r e  i s  a n  i r r e d u c i b l e  I  i n e a r  m a p  f r o m  l i 4  t o  N .

L e t  l o ( n )  o e  t h e  s e t  o f  v e r t i c e s  o f  l - ( n ) .  T h e  n r u l t i p l i c i t y

de f  ines  a  map 
"R 

t  [ -o tn )  -+ t ru ,  M F> e* ( tu t )  .  I { '  R  is  a  domain  and K

i s  i t s  f r a c t i o n  f  i e l d  t h e n  l e t  r a n k O r  F o ( n )  - +  t r u  b e  t h e  m a p  g i v e n

i f  p >  o

= i o l n R l q e n e g  R ,  q  l p R l  i t  p  /  c h a r  R .

CM- reduc t i on  i dea l  f o r  a  cen ta i n  pos i t i ve

:1.

,l
1ri
I

, ]
l

I' i
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b ) ,  M l - > d i m K  6  G )  R  M .  C l e a n l y  e R  =  e ( R )  r a n k *  b y  [ N a Z l  ( 1 4 ' g ) '

( s . z )  P n o p o s i - t i o n :  S u P P o s e  t h a t

i )  R  i s ,  a n  e x c e l l e n t  H e n s e l i a n  l o c a l  r i n g r

i i )  R  h a s  b o u n d  p n o p e r t i e s  o n  M C M  m o d u l e s '

L e t  A  b e  t h e  c o m p l e t i o n  o f  R  w i t h  r e s p e c t  t o  I u ( n ) .  T h e n  t h e

b a s e  c h a n g e  f u n c t o r  A  @  n - i n d c e s  
a  b i  j e c t i o n  I ; ( * )  - - - +  

f , ( n ) .

P r o o f :  C l e a n l y  A  i s  a  C M - r i n g  b e c a u s e  t h e  c a n o n i c a l  m a p  R - + A

l s  r e g u l a n  b y  i )  .  F i r s t  l v e  p r o v e  t h a t  a  f  . g .  R - m o d u l e  [ l  i s  a n

indecomposab le  MCly l  modu le  i f f  A  6  *  t t l  i s  an  indecomposab le  l v lc l ' ' l

A - m o d u l e .  u s i n g  t h e  f o l l o r v i n g  e l e m e n t a r y  L e m m a ,  i t  i s  e n o u g h  t c t

s h o r y  t h a t  i f  M  i s  a n  i n d e c o m p o s a b l e  l r l C M  R - m o d u l e  t h e n  A  @  *  f r l

i s  i n d e c o m P o s a b l e  o v e r  A .

( g , 2 . 1 )  L e m m a :  L e t  B  b e  a  l o c a l  C t r ' l - r i n g r  M  a  f . g .  B - m o d u l e  a n c l  C

a  f  l a t  l o c a l  B - a l g e b r a .  S u p p o s e  t h a t  C  i s  a  C l l , l - r i n g '  T h e n

i )  t \ i l  I s  a  MCl r4  B-modu le  i f f  C  @ g M is  a  i l lC t r i l  C-modu le ,

i i ) I f c @ g M i s i n d e c o m p o s a b l e t h e n l . l i s s o .

B y  P r o p o s i t i o n  ( Z , Z )  f . ( n ) r  i s  a  C f v l - r e d u c t i o n  i d e a l  f o r  a  c e r t a i n

r e l N  a n d  s o  R , / I s ( n ) t  € )  n  M  i s  s t i I I  i n d e c o m p o s a u t e .  A s  R / I s ( n ) n  g

E  e / 1 . ( n ) r n  i t  f o l l o ; s  t h a t  A  G )  R M / f s ( R ) " n  @  n  
l v l  i s  i n d e c o m p o s a b l e

a n d  s o  A @ n  M  i s  i n d e c o m p o s a b l e  b y  N a k a y a m a ' s  L e m m a '  I f  M ' N  a r e

- . , l y o  
i n c l e c o m p o s a b l e  M C i d  R - m o d u l e s  s u c h  t h a t  n @ O  u  !  n @ n  N

then M, / Is (n ) "u  !  n  @ R M, / Iu (n) "n  (p  
Rt l l  

:  n  @ n  N, / Is (n ) rn  @ R t r t  ?

g  N / I s  ( n ) r r u  a n d  s o  [ l  !  N ,  b e c a u s e  f  ,  
( n ) r  1 s  a  C M - r e c l u c t i o n  t : d e a l  '

Thus a @ n incluoes an in ject ive map oc :  I * .o(n)  - - -+ t lCnl  .  But

d  i s  a l s o  s u r -  j e c t i v e  O y  [ e  f l  T h e o r e n r  3  b e c a u s e  a  M C M  A - n t o d u ]  e

i s  t oca l l y  f r ee  on  Spec  A  r  V ( r r ( n ) )  and  I s (A )  =  f u (R t '  
( see

( t , z )  a n d  ( t . s ) ) ,  t h e  m a p  R - > A  b e i n g  r e g u l a n  b y  i ) '

U s i n g  ( t . z )  r v e  g e t
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( S . g )  C o r o l L a r y j  S u p p o s e  t h 6 t

i )  ( R , m )  i s  a n  e x c e l l e n t  n e c l u c e d  l l e n s e l i a n

[ t r t P ] . . o  i r  p > o t

l o c a l  n i n g  a n d

l i )  n e g ( n , / p n )  = { l / l n l q e R e g  R ,  q " p R }  i f  p  /  c h a r

. L e t  A  b e  t h e  c o m p l e t i o n  o f  R  w i t h  r e s p e c t  t o  r s ( R ) .  T h e n  t h e

b a s e  c h a n g e  f u n c t o r  A  @ R -  i n d u c e s  a  b i j e c t i o n  
L f o ) - - + f , f n l .

I n  p a r t i c u l a r  *  [ - o ( n )  =  #  F o ( R ) .

T h e  a b o v e  C o r o l l a r y  c a n  b e  i m p r o v e d  i f  w e  u s e  A r t i n  a p p n o x i m a -

t i o n  t h e o n y  ( s e e  [ a . l  o r  I e o r l ) .
( S . + )  L e t  n :  B - > C  b e  a  m o r p h i s m  o f  r i n g s .

p u n e  ( s e e  [ n o r l  S  g )  i f  e v e r y  f i n i t e  s y s t e m

e q u a t i o n s  o v e r  B  h a s  a  s o l u t i o n  i n  B  i f  i t

n  i s  c a l  l e d  s t r o n c l  a l  q e b r a i c a l  l y  p u r e  ( s e e

e v e r y  f i n i t e  s y s t e m  o f  p o l y n o m i a l s  f  f r o m  B

a n d  f  o r '  e v e r y  f  i n i  t e  s e t  o f  f  i n i  t e  s y s t e m s

( S i )  
t l i 4 r  i n  a [ x , v ] ,  Y  =  ( Y 1 , . . . , y t )  t h e  f o l l o w i n g  c o n d i t i o n s

o r e  e q u i v a l e n t :

W e  c a l l  n  a l q e b l a i c a l l y

o f  p o l y n o m i a l

h a s  o n e  i n  C .  A l s o

I e o r ' ] ( g . r ) )  i f  f o r

[ x l ,  X = ( X r , . . . , x s )

o f  p o l y n o m i a l s

e v e r y  I ,  L a i 4 r

e v e r y  i ,  1 - 6 i a r  t h e

1 )  f  h a s  a  s o l u t i o n  x  i n  B  s u c h  t h a t  f o r

t h e  s y s t e m  g i ( x , y )  h a s  n o  s o l u t i o r u  l n  B ,

2 )  f  h a s  a  s o l u t i o n  x  i n  C  s u c h  t h a t  f o r

. s y s t e m  g i ( x , y ) . h a s  n o  s o l u t i o n s  i n  c .

s u p p o s e  t h a t  B  i s  N o e t h e r i a n  a n d  l e t  b c B  b e  a n  i d e a l ,  c  t h e

c o m p l e t i o n  o f  B  w i t h  r e s p e c t  t o  b  a n d  n  t h e  c o m p l e t i o n  m a p .

T h e n  ( g , o )  h a s  t h e  p J l o p e n t v  o f  A r t i n  a p p n o x i m a t i o n  ( s h o r t l y  ( g , o )

i s  a n  A P - c o u p l e )  i f  f o r  e v e r y  f i n i t e  s y s t e m  o f  p o l y n o m i a l s  f  i n

g l x l  ,  X = ( X 1 , . . . , X r ) ,  e v e r y  p o s i t i v e . i n t e g e r  e  a n d  e v e r y  s o l u t i o n

x  o f  f  i n  C ,  t h e r e  e x i s t s  a  s o l u t i o n . x "  o f  f  i n  B  s u c h  t h a t



- 1 3  :

x ^ :  x  m o d  b e c .  I t  i s  e a s y  t o  s e e  t h a t  ( g , n )  i s  a n  A P - c o u p l e. e

i f f  n  i s  a l g e b r a i c a l l y  p u r e  ( s e e  [ f  o f )  $  1 ) .  W h e r r  B  1 s  l o c a l

a n d  b  i t s  m a x i m a l  i d e a l  t h O n  ( g , O )  i s  a n  A P - c o u p l e  t o o  i f f  n  i s

s t r o n g  a l g e b r a i c a l l y  p u r e  ( s e e  f n r u f J  ( S . f )  w h e r e  L h e s e  m o r p h i s n t s

a n e  c a l l e d  T ' - e x i s t e n t i a l l y  c o m p l e t e ) .  I f ,  ( g , n )  i s  a  H e n s e l i a n

c o u p l e  a n d  n  i s  r e g u l a r  t h e n  ( g , b )  i s  a n  A P - c o u p l e  b y  [ p o r l  ( 1 . 3 ) .

( g . S )  L e m m a :  L e t  A - - + B  b e  a n  a l g e b r a i c a l l y  p u r e  m o r p h i s m  o f

N o e t h e r i a n  r i n g s  a n d  M , N  t w o  f  . 9 .  A - m o d u l e s .  T h e n  g  @ A  M  g

B @ n  N  o v e r  B  i f f  M  5  t r t  o v e n  A .  
n

p r o o f  :  L e t  M :  A n / ( u ) ,  r u  !  A n / ( v ) ,  u i =  E  u i i e i ,  7 = r , . . . 1 n ' ,
m  

'  
i = t  

L J  J

V "  =  t r  u r r " i ,  
"  

=  L , . . . r l ' ,  w h e n e  r r j i  u " r e R  a n d  ( e ; )  r e s p .
'  g = 1 -

( e i )  i r "  c B n o n i c a l  b a s e s  i n  A n  r e s p .  A m .  L e t  t f  :  A n - > d m  b e  a
m

l i n e a r ' A - n r a p  g i v e n  b y  
" i * ,  5  

*  j r " r ,  w h e r e  x ; " e  A .  T h e n  A

, i n d u c e s  I  * ? p  f :  M - > N  i f f  t h e r - e  e x i s t  ( t i " )  i n  n  s u c h  t h a t
. m

t { ( u r )  =  t r  t i . u " ,  1 .e
n  r = 1  m '

-  ( f  )  L  u ,  .  x .  =  > -  . i ,  V r s ,  1 / = i 4 n '  ,  L 4 s L n .
f i  

- r J  
J S  r = 1

C l e a r l y  f  i s  a n  i s o m o r p h i s m  i f f  t h e r e  e x i s t s  1 P :  A m - > A n  g i v e n
n

by  , J  , - - - -  
, 4  t *  j "  j ,  y ,  j . . o  such  tha t  9 .Q)  c ' (u ) ,  (qV  -1 )  (e ' )  c  ( v )
J = r

a n d  r u q - 1 ) ( e ) c ( u ) ,  l . e .  t h e r e  e x i s t  t r i ,  w s r ,  w j i e A  s u c h  t h a t

Q ) ( L x l s Y s j ' -  d j  j '

t " i u i 1 ,  1 4 r 4 n '  ,  T a i a n

n '
=  

f i  
* j i r i ; . ,  t L i , i ' 4 n

-  d u r '  =
m 'z

r = L
w '  v  . ,  ! ( s , $ ' 4 ms r  r s

' m

/.-
s = L

n '
u"rY" j  = 

A
m

s = L

n

,T, 
t" i* j u'

where ci

fo l  I  ow i  ng

s s .  d e n o t e s  K r o n e c k e r ' s  s y m b o t .  T l t u s  N  d  r u  i f f  t t r e

s y s t e m  o f  p o l Y n o m i a l  e q u a t i o n s :



' n

I
j = 1

m
2_
s = L

m
I'
s = 1

nz
j = 1

: t

.
,!

I
; i
:l

i
;j
i1
:ll

L 4 -

L4 i4n '  ,  t l s *n

L { r 1 n '  ,  t { j 1 n

n

,  s 4 n

o1' A

r a d i c a l

i n d e c o m p o s a -

' i j x j u  =
m ''ri-

/_
r = L

Zi  r .Vr  s  '

.  n '
u *  Y r j  =  

, A  
r r i u i l '

n '
= I

i = 1

n '
L
i = 1

tn 'rz-
r = 1

( * )

(
o j j ' =

-  6 a r '  =

j .  n  L 4 i , i " = n

w r r u a r '  '  ! 4 s  ' s ' 4 m

h a s  a  s o l u t i o n  i n  A .  S i m i l a r l y  g  € ) n  t t t  ' i  B  @  n  N  a s  B - m o d u l e s  i f f

( * )  h a s  a  s o l u t i o n  i n  B .  B u t  ( " )  h a s  a  s o l u t i o n  i n  A  i f f  i t  h a s

o n e  i n  B  b e c a u s e  A  - + B  i s  
' a l g e b n a i c a l l y  

p u r e .

( g . O )  L e m m a :  L e t  h :  A - - + B  b e  a  m o n p h i s m  o f  N o e t h e r i a n  r i n g s  a n d

M  a  f . g .  A - m o d u l e .  S u p p o s e  t h a t  e i t h e n

i )  h  i s  s t r o n g  a l g e b r a i c a l l y  p u r e ,  o F

i i )  h  i s  a l g e b r a i c a l l y  p u r e  a n d  B  i s  t h e  c o m p l e l " i o n

w i t h  r e s p e c t  t o  a n  i d e a l  a C A  c o n t a i n e d  i n  t h e  J a c o b s o n

o f A

T h e n  B  € )  A  l \ , 1  i s  a n  i n d e c o m p o s a b l e  B - m o d u l e  i f f  M  i s  a n

b l e  A - m o d u I e .

P ! : o o t :  C o n s e r v i n g  t h e  n o t a t i o n s  f r o m ' t h e  p r o o f  o f  ( 3 . 5 )  f o r

M  =  N  l v e  n o t e  t h a t

1 )  f  i s  i d e m p o t e n t  i f f  ( q ' - g ) ( e )  c ( u ) ,  i . ' e .  t h e r e  e x i s t

d i r e  A  s u c h  t h a t
t L  n

* j  i u i* j r t r j ' -

Y r j X j " '
jl
it{
Jl
iit
t . !

It
.t
.:l
;.'l

:1
;ii

il
il

i * j
f /
n '

I
i = 1
n '

I
i = 1

2)

(c, )

(c2)

s = 1
t s X r r - * j "

0 , 1  i f f

Q l  i ' i "  
=

a  i i u i ,  
=

o j i

f o l  I

t

' i .  '

otvi n g

4 i , s L

\ 1 j

1 1 j  , r L n

t w o  s y s t e r n s  o f  p o l y n o m i a l s' t h e

X .
J s

* j r -  d j ,



h a v e  n o  s o l u t i o n s  i n

t h e  f o l l o w i . n g  s y s t e m

w i t h - X  = . X .  T h u s  M  1 s  d e c o m p o s a b l e  i f f

Z i r u r u ,  t 4 i 4 n '  ,  1 4 s 4 n

n '

rA 
A; i ' i "  '  la i  ' rLn

m a x i m a l  i d e a l  a n d

h .  i s  s t n o n g  a l -

T h u s  i n  t h e  a b o v e

( r )

. B y

M ' i s

il
. t

l..\

n '

r = 1

x i rxr r -x1.  =

h a s  a  s o l u t i o n  ( x , z , d )  f o r  r v h i c h  t h e  s y s t e m s  o r ( x , Q ) ,  G r ( x , Q ' )

h a v e  n o  s o l u t i o n s  i n  A .  A  s i m i l a r  s t a t e m e n t  i s  t r u e  f o r  g @ n  M

a n d  t h e y  a r e  e q u i v a l e n t  i f  ;  i s  s t r o n g  a l g e b r a i c a l l y  p u r e .

N o r y  s u p p o s e  t h a t  i i )  h o l d s .  T h e n  h  i s  f a i t h f u l t y  f l a t  a n d

w e  o b t a i n :  M  i s  i n d e c o m p o s a b l e  i f  g  @ n  M  i s  s o  ( c f  .  ( 3 . 2 . 1 ) ) .

I f  B  @  A  M  l s  d e c o m p o s a b l e  t h e n  i t  h a s  a n  i d e m p o t e n t  e n d o -

m o r p h i s m  /  o , 1  w h i c h  g i v e s  a  s o l u t i o n  ( i , ? , d )  o f  F  i f r  B .  S i n c e

( n , u )  i s  a n  A P - c o u p l e ,  h  b e i n g  a l g e b n a i c a l l y  p u r e  ( s e e  ( S . + ) )

t h e r e  e x i s t s  a  s o l u t i o n  ( x , z , d )  o f  F  i n  A  s u c h  t h a t  ( x , z , d )

=  ( i , ? , ; )  m o d  a B .  L e t  f  b e  t h e  i d e m p o t e n t  e n d o m o r p h i s m  o f  M

g i v e n  b y  X .  T h e n  A / a @  O  f  l  B / a H p ,  f  b e c a u s e  A / a :  B / a B

N a k a y a m a ' s  L e m m a  ( e / a a )  @  u i  1 0 , 1  a n d  s o  f  /  0 , 1 , .  1 . e .

decomp os ab I  e  .

( g , Z )  R e m a r k :  l { h e n  A  i s  a  l o c a l  r i n g ,  a  i t s

B  t h e  c o m p l e t i o n  o f  A  r v i  t h  r e s p e c t  t o  a  t h e n

. g e b r a i c a l l y  p u r . e  i f  h  i s  a l g e b r a i c a l l y  p u n e .

L e m m a  i i )  m a y  b e  a  p a r t i c u l a r  c a s e  o f  i ) .

( S . s )  P r o p . o s i t i o n :  L e t  ( R ,  a )  U e  a n  A P - c o u p l e

o f  A  w i t h  r e s p e c t  t o  B .  S u p p o s e  t h a t  A , B  a r e

T h e n  t h e  b a s e  c l r a n g e  f u n c t o r  g  @ n -  i n d u c e s

[ -o{n) + [ 'o{o).  : .
T h e  r e s u l  t  f  o l  I  o l s  f r . o m  L e m m a s  ( 3  . 5 )  ,  ( 3  . 6 )  .

( 3 . 9 )  L e 1 n m a :  C o n s e r v i n g  L h e  h y p o b h e s i s  o f  t h e  a b o v e  P r o p o s i t i o n ,

and B t l re  comp le t  i  on

l o c a l  C M - r i n g s .

a n  i n  j  e c t i  o n
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l e t  M  r N  b e  t w o  i n d e c o m p o s a b l e  M C l v f  A - m o d u l e s  a n d M - r - N  a n

t

rl
-1
,:i
i

' :
,l

l r r e d u c i b l e  A - m a p .  " s u p p o s e  t h a t  ' t h e  
b a s e  c h a n g e  f u n c t o r  e  @ n -

induces  a  b i  j ec t i on  l o {n ) - - - - .7  l l ( n ) .  Then  e  @ n  f  i s  an

i r r e d u c i b l e  B - m a p .

P r o o f :  B y  f a i t h f u t l y  f l a t n e s s  g  @ n  f  i s  n o t  b i j e c t i v e .  L e t

n  @ n  f  =  0 ' i  be  a  fac to r i  za t i an  i n  the  ca tegory .  o f  MCt r , t  B -modu les

f r  .  s @ n  t , t  - > F ,  6 ,  i - r s @ n  N .  B y  h y p o r h e s i s  F !  s @ e  p  f o r

a  M C M  A - m o d u l e  P .  s u p p o s e  t h a t  0  h a s  n o  s e c t i o n  a n o  f r  h a s  n o

r e t r a c t i o n .  T h e n  B / a s g 8 O . d  h a s  n o  s e c t i o n  a n d  B / a s g @ O  f r  h a s

n o  r e t r a c t i o n  f  o r  a  c e r t a i n r  s  € l N  b y  t h e  f  o l  l o w i n g

( 3 . 9 . 1 )  L e m m a :  L e t  ( B , n )  n e i  a  N o e t h e r i a n  t o c a l  r i n g ,  b  c B  a n

l d e a l  a n d  u :  M ' - > N  a  B - l i n e a r  m a p .  T h e n  t h e r e  e x i s t s  a  p o s i t i v e

l n t e g e r  s e l N  s u c h  t h a t  u  h a s  a  r e t r a c t i o n  ( r e s p .  a  s e c t i o n )  i f f

i t  h a s  o n e  m o d u l o  b s .

A s  ( A ,  a )  i s  a n  A P - c o u p l e  r v e  c a n  f  i n d  a  f  a c t o r i z a t i o n  f  =  g  h ,

h :  M  - + P ,  g : P - +  N  s u c h  t h a b  ( e / a s B )  I  O  i  
? .  ( g , / a s g )  @ O

( s / a s g )  @ n  d :  ( B / a s e )  @ n  g  ( r r e  i d e a  f o l t o w s  t h e  p r o o f s  o f

( 3 . 5 ) ,  ( g . O ) ) .  S i n c e A , / a s  I  B / a s g  i t  f o l l o w s  t h a t  ( A / a s ) @ f r  h a s

n o  n e t r a c t i o n  a n d  ( n / a s )  @  g  h a s  n o  s e c t , i o n .  T h u s  h  h a s  n o

r e t r a c t i o n  a n d  g  h a s  n o  s e c t i o n .  C o n t r a d i c t i o n . ( f  i s  i r r e d u c i b l e ) !

E r o o f  o f  ( 3 - . 9 . 1 )  :  A s  i n  t h e  p r o o f  o f  ( 3 . 5 )  w e  s e e  t h a t  u  h a s  a

r e t n a c t i o n  ( r e s p .  a  s e c t i o n )  i f  f  a  c e r t , a i n  l i n e a r  s y s t e n r  L  o f

e q u a t i o n s  o v e r  B  h a s  a  s o l u t i o n  i n  B .  l - e t  0  r r .  t h e  c o m p L e t i o n

o f  B  w i t h  r e s p e c t  t o  n .  T h e n  b y  a  s t r o n g  s p p r o x i m a t , i o n  T h e o r e m

( c f  .  e . g .  I n o r l  ( r . s )  t h e n e  e x i s t s  a  p o s i t i v e  i n b e g e r  s  € i N  s u c h  -

t h a t  L  h a s  s o l u t i o n s  i n  6  i f f  i t  h a s  s o t u t i o n s .  i n  6 , z n t 6 .

r f  u  h a s  a  r e t r a c L i o n  ( r e s p .  a  s e c t i o n )  m o d u r . o  b s  t h e n  r -  h a s  a

s o l u L i o n  i n  g , / b s .  T h u s  L  h a s  a  s o l u t i o n  i n  f i / n t d  a n c l  s o  a  s o l u t i o n



A

t n  g .  T h e n  b Y  f a i t h f u l l Y

u  h a s  a  r e t r a c t i o n  ( r e s P

( g . t o )  J h e o r e m :  s u P P o s e

. l o c a l  r i n g  a n d  A  i s  t ' h e

L7

f l a t n e s s  L  h a s  a  s o l u t i o n  i n  B ,  l ' e '

.  B  s e c t i o n ) .

t h a t  ( R ,  * )  i s  a n  e x c e l l e n t  H e n s e l i a n

c o m p l e t i o n  o f  R  r v i t l r  r e s p e c t  t o  I s ( R )  '

i n d u c e s  .  a n  i n c l u s i o n

v e r t i c e s .  I n  P a r t i c u l a n

T h e n  t h e  b a s e  c h a n g e  f u n c t o r  n  @ n -

i ' ( n ) c  t - ( a )  wh i ch  i s  su r j ec t i ve  on

# [ ' o (n )  =  *  I - o (n ) .

P r o o f :  B y  h y p o t h e s i s  ( R , t r ( n ) )  i s  a n  A P - c o u p l e  ( c f '  I f o f ]  ( f ' g ) )

a n d  t h u s  n  @ n -  i n d u c e s  a n  i n c l u s i o n  [ - o { n )  c  l - o ( n )  ( c f  '  ( g ' e ) )

r v h i c h  i s  i n  f a c t  a n  e q u a l i t y  O y  I e f  )  T h e o r e m  3  ( c f  '  t h e  p r o o f

o f  ( + . 2 ) ) .  N o w  i t  i s  e n o u g h  t o  a p p r y  L e m m a  ( 3 ' 9 ) '

( 3 . 1 t )  C o r o l l a r y :  C o n s e r v i n g  t h e  h y p o t h e s i s  o f  T h e o r e m  ( S ' t O )

s u p p o s e  t h a t

i )  R  i s  a  G o n e n s t e i n  i s o l a t e d  s i n g u l a r i t y  a n d  p  =  c h a r  R

( i  . e .  R  i s  o f  e q u a l  c h a r a c t ' e r i s t i c )

i i )  k  i s  a l g e b r a i c a l l Y  c l o s e d '

T h e n  R  i s  o f  f i n i b e  c i \ t - t y p e  i f f  i b s  c o m p l e t i o n  A  i s . a  s i m p l e

h y p e n s u r f a c e  s i n g u l a r i  t Y  .

P r o g l . : ' N o t e  t h a t  R  i s  o f  f i n i t e  c l r ' l - t y p e  i f f  A  i s  a  s i m p l e  h y p e r -

s u r f  a c e  s i n g u l a r i t y  b y  L f n l ,  [ e O S l  T l r e o r e m  A  a n d  I o t < ]  ( r ' + )  s i n c e

# t-'o(n) = # t-o(n) .

( g . f Z )  C o r o l I a r y :  C o n s e r v i n g  t h e  h y p o t h e s i s  o f  T h e o r e m  ( 3 " t 0 ) '

s u p p o s e  t h a t  k  =  0  a n d  t h e  c o m p l e t i o n  B  o f  R  r v i t h  r e s p e c t  t o ' r n

l s  a  h y p e r s u r f a c e . . . T h e t t  R  h a s  c o u n t a b l e  i n f i n i t e  c M - t y p e  i f f  B

i s  a  s i n g u l a r i t Y  o f  t Y P e  A o 1 ,  D c o  '

The resul  t  f  o l  I  o tvs l ' rom IOOS1 Tl teorern B

( s . t g )  R e m a - r k :  C o n c e r n i n g  T h e o r e m  ( s ' r o )  '  i

t o  kno rv  t vhen  t -  (n )  =  l -  (R )  .  Un f  o r tuna te l y  i  t

a n d  o u r  T h e o r e m  ( g . t o )

t  w o u l d  b e  a l s o  n i c e

s e e n s  t h a t  A r t i n

/r# 
Ltt"\vz



:'rl

ij
ii
,rri

a p p r o x i m a t i o n  t h e o r y  d o e s  n o t  h e l p  b e c a u s e  t h e  d e f i n i t i o n  o f

l r r e d u c i b l e  m a p s  i n v o l v e s  i ;  f a c t  a n  i n f i n i t e  s e t  o f  e q u a t i o n s

co r responr l i ng  to  a l  l  f  ac to r -  i za t i ons  .

( g . f + )  P r o p o s i . t i o n :  L e t  A  b e  a  f l a t  l o c a l  R - a l g e b r a .  s u c h  t h a t

m A  i s  t h e  m a x i m a l  i d e a l  o f  A .  S u p p o s e  t h a t

f )  R  i s  a n  e x c e l l e n t  H e n s e l i a n  l o c a l  r i n g ,

i i )  A i s a C M - r i n g ,

i i i )  t h e  r e s i d u e  f i e l d  e x t e n s i o n  o f  R - > A  i s  s t r o n g  a l g e b r a i c a l l y

p u n e  ( e . g .  i f  k  i s  a l g e b r a i c a l t y  c l o s e d ) .

T h e n  t h e  b a s e  c h a n g e  f u n c t o r  A  @  R -  i n d u c e s  a n  i n j e c t i v e  m a p

f , t n )  
-+  

1 (R) .  rn  pa r t i cu la r  #  f -o (n )  L  #  f , (o ) .
P r g o f :  ( R , m )  i s  a n  A P - c o u p l e  b y  [ n o r ]  ( r . s )  a n d  s o  t h e  m a p

R  - - + A  i s  s t n o n g  a l g e b n a i c a l l y  p u r e  b y  i i i )  ( c f  .  [ a r u n l  ( s . o ) ) .

N o w  a p p l y  L e m m a s  ( 3 . 5 )  ,  ( 3 . 6 )  .

( S , f S )  R e m a r k - :  I f  R  i s  n o t  H e n s e l i a n  o r  i i i )  d o e s  n o t  h o l r J  t h e n

o u r  P r o p o s i b i o n  d o e s  n o t  h o l d  i n  g e n e r a l :

( g . r o )  E x a m p t e :  i )  L e t  n = R  [ x , t ]  ( *  , y ) / ( x 2 * v z ) ,

T h e n  M : =  ( X , y ) n  i s  a n  i n d e c o m p o s a b l e  M C l v l  R - m o d u l e  b u t

n @ n  u !  ( x + i Y ) A @ ( x - i v ) n  i s  n o t .  M o n e o v e r ,  #  l - o ( n )  =  I  a n d

t r  i - o (n )  =  3  by  [a rH)  ( s . t ) .

i i )  L e t  R : = ' c  [ X , v l  (  x , y ) / ( v z - x z
C l e a n f y  A  c o n t . a i n s  a  u n i t  u  s u c h

l s  a n  i n d e c o m p o s a b l e  l \ ' l C M  R - m o c l u l e

Q  ( V + u X ) n  i s  n o t .  A l s o  n o t e  t h a t

t h e  c o m p l e t i o n  o f  A  ( s e e  ( g . t o ) ) .

- X 3 )  a n d  A  i t s  h e n s e l i z a t i o n ,

t h a t  , 2  =  1 + X .  T h e n  M : =  ( x . , Y ) n

b u t A @ r o r ' , , t t  ( Y - u x ) A @

# lo(n)  =  r ; t i l  =  3 ,  A be ins

1

i

:l



4 .  T h e  B r a u e r : T h r a L l  c o n i e c t u

L e t  ( R , m )  b e  a  l l e n s e l i a n  l o c a l  C f t l - r i n g ,  k : =  R / n ,  p : =  c h a r  k .

W e  s u p p o s e  t h a t ,  R  i s  a n  i s o l a t e d  s i n g u l a r i t y ,  i . e .  I - ( R )  =  m .

S u p p o s e  t h a t

t )  R  h a s  b o u n d  p r o p e r t i e s  o n  t \ l C l \ , |  m o d u l e s ,

f i ) .  f o  i s  o f  b o u n d e d  m u l t i p f i c i t y  t y p e ,  i . e .  a l l  i n d e c o m p o s a b l e

M C M  R - m o d u l e s  M  t v h o s e  i s o m o r p h i c  c l a s s e s  a r e  v e n t i c e s  i n  p o  h l v e

m u l t i p l i c i t y  e ( U )  I  s  f o r  a  c e r t a i n  c o n s t a n t  i n t e g e r  s  =  s ( f o ) .

T h e n  l . - ( n ) .  =  [ ' o  a n d  I - ( n )  i s  a  f  i n i t e  g r a p h

P r o o f  :  B y  P n o p o s i  t , i o n  ( 2 , 7  )  t h e r e  i s  a  p o s i t i v e  i n t e g e r  n  s u c h

t h a t  * "  i s  a  D i e t , e n i c h  r e d u c t i o n  i d e a l ,  i . e . ,  a  C l i l - r e d q c t i o n  i d e a l

w h i c h  l s  m - p r i m a n y .  N o w  i t  i s  e n o u g h  b o  f o l l o w  l e o z ]  ( s . + )  ( i n

f a c t  t h e  i d e a s  c o m e  f r o m  [ p i ]  P r o p o s i t i o n  2  a n o  I v o l  T h e o n e m  ( t . r ) ) .

( q . z )  C o r o l I a n v !  S u p p o s e  t h a t

i )  E  h a s  b o u n d  p r o p e r t i e s  o n  M C | \ I  m o d u l e s ,

i i )  R  h a s  i n f i n i t e  C M - t y p e .

T h e n  t h e r e  e x i s t  f t { c l i l  R - m o d u l e s  o f  a r b i t r a r l l y  h i g h  m u l t i p l i c i t y

( o r  r a r r k  i f  R  i s  a  d o m a i n ) .

( + . s )  c o r o l - l a r y :  ( l - r o z ] ( r . z )  )  s u p p o s e  t h a t ,

i )  R  i s  a n  e x c e l l e n t  r i n g  a n d  I t t r P ] .  " o  
i f  p  ) 0 ,

i i )  R e g ( R / p R )  = { q / p R l q e  n " g  R ,  q . ) p R }  i f  p R  /  o .

, T h e n  
t h e  f  i r s t  B n a u e r - T h r a l l  c o n  j e c t u r e  i s  v a l i d  f o r  R ,  i . e . ,  i l '

R  h a s  i n f i n i t e  C f r { - t y p e  t h e n  t h e r e  e x i s t  M C [ ' l  R - m o d u l a s  o f  a r b i t r a r i l y

h i g h  n r u l t i p l i c i t y  ( o r  r a n k  i f  R  i s  a  d o m a i n ) .

(+ '+) Irggg-l t : i -oni suPPose tha.t

i )  ( n ,  m )  i s  a  t r y o  d i m e n s i o n a l  e x c e l l e n t  G o r e n s t e i n  r i n g

i  i  )  R has bound pr  op br t  i  es  on fu ' lc i l  modu I  es ,
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t i i )  t h e  d i v i s o r  c l a s s  g r o u p  c l ( R )  o f  R  i s  i n f i n i t e .

' T h e n  f o r  a l l  p  € i N ,  n  l  1 ,  t h e r e  a r e  i n f i n i t e l y  m a n y  i s o m o r p h i s n r

c l a s s e s  o f  i n d e c o m p o s a b l e  N I C M  R - m o d u l e s  o f  r a n k  n  o v e r  R .  I n

p a r t i c u l a r ,  t h e  s e c o n d  B r a u e r - T h r a l I  c o n j e c t u n e  h o l d s  l ' o r  R ,

i . € . ,  i f  R  i s  o f  i n f i n i t e  C M - t y p e  t h e n  f o r  a r b i t r a r i l y  h i g h

p o s i t i v e  i n t e g e r s  n ,  t h e r e  e x i s t  i n f i n i t e l y  m a n y  v e r t i c e s  i n

f ^ ( n )  w i t h  m u l t i p l i c i t y  n  ( o r  r a n k  n ' i f  R  i s  a  d o m a i n ) .' o '

P r o o L  L e t  K  b e  t h e  f r a c t i o n  f i e l d  o f  R  a n d  A  a  W e i l  d i v i s o r

o n  S p e c  R .  T h e n  J A t = { x e  f  l O i v  x  a  A J  i s  a  r e f l e x i v e  R - m o d u l e

o f  r a n k  o n e  a n d  t h e  c o r n e s p o n d e n c e  A  d J A  d e f  i n e s  a n  i n  j e c -

t i v e  m a p  u :  C r ( n ) - >  t - o ( n ) .

F i x  o ( e l m  u .  L e t  t  b e  t h e  c o n n e c t e d

f - ( n ) ,  r  t h e  s e t  o f  v e r t i c e s  o f  t  a n d  M

R - m o d u l e  r v h o s e  i s o m o r p h i s m  c l a s t  f i  n e l o n g s

t h e r e  e x i s t s  a n  a l m o s t  s p l i t  , " q r e n c e

o ->P --+E +i l{  -+0

b e c a u s e  R  i s  a n  l s o l a t e d  s i n g u l a n i t y  ( c f  .  [ n u g l ) .  A s  R  i s  a  t w o

d i m e n s i o n a l  G o r e n s t e i n  r i n g  t v e  o b t a i n  P ' !  t \ {  b y  [ n u f ]  f f f

p r o p o s i t i o n  ( r . a )  ( c f .  a l s o  [ v o l n r 4  o r  [ n e ] ) . .

L e t  N  b . e  a n  i n d e c o m p o s a b l e  l \ , l C M  R - m o d u l e .  I f  t h e r e  i s  a n

i r r e d u c i b t e  m a p  N  +  [ ' l  ( r ' e s p .  P  :  i l t  - >  N )  t h e n  i ' t  l ' a c t o r i z e s  b y

, E . . o t * l ( r e s p . M - + E ) a n d t h u s N i s a d i n e c t s u m m a n d i n E .

T h e  c o n v e r s e  i s  a l s o  t r u e  ( 9 f .  e . g .  I n " l  ( s . z ) )  a n d  i n  p a r t i c u l a n

1 )  t h e r e  e x i s t s  a n  i r r e d u c i b l e  m a p  N - 2  M  i f f  t h e r e  e x i s t s

a n  i r r e d u c i  b  I  e  m a p  l v l  - z  N  ( s o  w e  c a n  c o n s  i  d e r  i  n s  b e a d  o f  
t

i t s  u n d i r e c L e d  g r a p h  l [ , . ]  o b t a i n e d  t l y  r e m o v i n g  a l l  t h e  l o o p s  a n d

f  o r g e t t i n g  t h e  d i r e c t i  o n  o f  t h e  a r n o l v s )  . .

c o m p o n e n t  o f  o l  i n

on  indecomposab le  l t {C l r ' l

d\

L o  I .  I f  M  f  R  t , h e n

- 2 )
2  rankoN l  =  r ankoE  )  

i " an to i l ,I \ N
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A,
w h e r e  N  r u n e  t h n o u g h  t h e  v e r t l c e s  o f  l f  I  w h i c h  a r e  i n c i d e n t

t ,o i l .

[ : o r  M  =  R  t h e  f u n d a m e n t a l  s e q u e n c e  ( a n  e x o c t  s e q u e n c e  o f  t h i s

t ' o r m  c o r r e s p o n c . t i n g  t o  a  n o n z e r o  e l e m e n t ,  o f  E x t S ( l < , R )  :  t <  ,K '
'  ( c r .  [ nuz l  S  6  on  [ an )  S  L  o r  [ ne l )  shows  t ha r  z )  i s  va l i d  a l so

l n  t h i s  c a s e

w e  p r o c e e d  l v i  t h  a  c o m b i n a t o r i a l  r e m a r k  ( c f  .  a l s o  [ n n n ] ;  .

L e t  [ ' =  (  f o ,  f t )  o e  a n  u n d i r e c t e d  g r a p h ,  I  t h e  s e t  o f  v e r t i c e s ,
f - r F r t f l - t af  
' 1  s  l -  *  [ o  t h e  s e t  o f  e d g e s  ( ( i , i >  { - f t  f o n  a l l  i e  f o  a r d

( t , 1 ; e  f 1  i r r  ( j , i ) e  f 1 ) .  f ,  =  ( f ; ,  f l )  i s  a  s u b g r a p h  o f  f

I f  l - '  c  F ,  a n o  [ ' i  = { ( t ,  j ) e  f l l i ,  j e  f o } .  A  f u n c r i o n  r :  l - o - > t NO C

l s  s u b a d d i t i v e  i f

( * )  e  r ( i )
' ,  ( i , i ) u t r t  o

( + . s )  L e m m a :  A s s u m e  t h a t

i )  [ t  i s  c o n n e c t e d ,

i i )  r  l s  s u t r a d d i t i v e ,

f i i )  r  i s  n o t  b o u n d e d  a n d  h a s  m l n i m a l  v a l u e  1 .

T h e n  l - i s  A @ ,  r e =  a n d  r ( i )  =  i  f o r  a l t  i .

F n o o t :  N o t e  t h a t  ( + )  i m p t i e s :

( u )  z  r ( j )

: : )  
( t r tonotony) tet  i - - l_ l  be a subgnaph of  f  .  rhen

r ( i )  I  r ( j )  i m p l i e s  r ( j )

. ( j )  )  . .  . f  S l *  r ( i )  +  r ( s ) ,  t h u s  z  r ( j )  >  r ( j ) + r ( s ) ) .

T h e  a s s e r t i o n ' o f  t h e  L e m m a  i m m e d i a t e l y  f o l l o r v s  f n o m

I  { * x )  F o r  a l l  n

1 2 3 n - l n

o f  [ '  such  tha t
1
. t
.:l
-Y
I
',.t "

l':
, l  .

. : '



(c )  fo r  t l i €n- t ,  o j  =  1  i f  J
( o )  r ( j )  = . j  f o r  L 4 j 1 n .
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= t a n d o j  =  2  i r  j > 1 ,

,  w h i c h  m u b t b e  l -  i t s e t f  b y  c )( T n e n  I  c o n t a i n s  a  s u b g r a p h  A *

. s i n c e  f  i r  c o n n e c t e d . )

l l 'e  prove (** )  by induct ion

1  e  f ' ^  s u c h  t h a t  r  ( f  )  = .  1  .  N o w

c h o o s e  a n  e l e m e n t

t r u e f o r n ) 1 .

n =

( * * )

L ,

i s

\,

o

lv

o n  r t .  I f

as  sume

r t

i z

' 1

Then e f i n d  a  s u b g n a p h

1

n

e

n -

e

T h

sp

n

r

2 )

n i

ou

dn

rt
n

v e

n

h e

T

e s

i n

u r

2

i n

b o

{

h a

t

) .

r

t a

o

By

f

u n

lve

2 n

of

(tr )

T ,

ob

t o

one

by

n =

- 1 fo r

for

) 1 ,

=  1 .

n

n
where t  =

By ( * )

a n d

ro
.f on

r t v i s e  r  i s  b o u n d e d

) n r . i . e .  t  = . 1 ,  d

I  f  lve denote i  1

t e s  t h e  p r o o f .

p l y  ( a 1 5 )  t o  l r ; l

b o u n d e d  r v e  o b t a i n

( n )  r i n i t e ,  c o n t r a

a n d  r a n k * ( i ) ' =  i

o the

( i s )

> 1 .

m p l e

o a p

r  i s

s C l

(

r

n

c o

t

f

h u

n

1
n

t

I

t

I

> n
t

v
*=1
fon

. c h

t,an t

) .  I

r d t

l - I

i

lv

e

l s

2

tvh

e

i vV C

an

l i

t
1  +  f  r ( i " ) ,

s = 1
numbers  r r ( i u )

i s  i m p l i e s  n + 1

e c t i v e l y ,  d n  =

r ( n + 1 )  =  f l + 1 r

P r o p o s i t i o n ,  w

r  i s  s u b a d d i t

t e  ( c f .  ( s . r ) )

n d e d .  B y  ( + . s )

h

p

)

i

on

= 1
n

b y

for

d i c t i o n !

fon

on  l y

n € l N

n + 1 ,  w e

B a c k

r : =  r a n k .

[ ] , - =  f " r n t-  
q .  '  \ ' i l

inr, ,- is

every  i :

& o d

L e t  d '  Q  I r n  u ,  d '  /  A .  T h e n  n '  q . ;

one ver tex  o f  rank  one.  Thus  f *n  f , . ,
w e  f i n d  #  n a n k - t C t n J >  >  #  c r ( R ) .

( + . 0 )  C o r o l l a r y :  S u p p o s e  t h a t

b e c a u s e  f ;  c o n t a i n s

= f ,  and so for  each

1')
,
1{:,
;l

I

i1
't

I,l

i ) '  ( R , m )  i s  a  t r v o  d i n r e n s i o n a l  e x c e l l e n t  G o r c n s t e i n  r i n g ,
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T
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i i )  [ k : k P ] . o o  i f  p ) 0 , -

i i i )  R e g  ( n / p n )  = f t l n n l q e  R e g  R ,  I  )  p R  ]  i f  p  /  c h a r  R ,

i v )  c l  ( R )  i s  i n f i n i  t e  .

T h e n  f o r  a l l  n e l N ,  n  I  1  t h e r . e  a r e  i n f i n i t e l y  m a n y  i s o m o r p h i s m

c l a s s e s  o f  i n d e c o m p o s a b l e  M C M  R - m o d u l e s  o f  n a n k  r .  I n  p a n t i c u l a r

t h e .  s e c o n d  B r a u e n - T h r a l l  c o n j e c t u r e  h o l d s .  
'

T h e  n e s u l t  f o l l o w s  f r o m  ( t . Z )  a n d  ( + . s )

( 4 . 6 . 1 )  R e m a r ! :  D i e t e r i c h  s h o l y s  i n  ; O i 1  T h e o r e m  2 0 ,  t h a t ,  t h e

s e c o n d  B r a u e r - T h r a l l  c o n j e c t u r e  i s  v a l i d  i n  a r b i t r a n y  d i m e n s i o n

f o r  c o m p l e t , e  i s o l a t e d  h y p e r s u r f a c e  s i n g u l a r i t i e s .  o v e r  a l g e b r a i c a l l y

c i o s e o  f  i e l d s  o f  c h a r a c t e n i s t i c  /  2 .  U s i n g  o u r  ( s . f - o )  w e  a r e  a b l e

t o  e x t e n d  i t  f o r  a  l a r g e  c l a s s  o f  e x c e l l e n t  h e n s e l i a n  l o c a l  r i n g s .

H o r y e v e r  i n  t h e  t t v o  d i m e n s i o n a l  c a s e  o u r  C o n o l l a r y  ( + . 0 )  g i v e s

a  s h a r p e n  v e r s  i  o n .

( + . 2 )  C o r o l l a r y :  L e t  n  b e  B  p o s i t i v e  i n t e g e r .  S u p p o s e  t h a t

i )  ( n , m )  i s  a  t 1 o  d i m e n s i o n a l  e x c e l l e n t ,  G o r e n s t , e i n  r i n g
tS

i t )  R  i s  a  k - a l g e b r a  a n d  k  a t g e b r a i c a l l y  c l o s e d .

T h e n  t h e  f  o l  l  o t v i  n g  c o n d i  t i  o n s  a r e  e q u  i v a l  e n t  :

1 )  R  i s  n o t  a  n a t i o n a l  d o u b l e  P o i n t , .

Z )  T h e r e  a r e  i n f i n i t e l y  m a n y  i s o m o n p h i s m  c l a s s e s  o f

i n c l e c o m p o s a b l e  I l C t l  R - m o d u l e s  o f  r a n k  n .

P r o o f :  B y  a  r v e l l - k n o t v n  r e s u l t  ( c f .  e . g .  [ e a l )  n  i s  n o t  a  n a L i o n a l

d o u b l e  p o i n t  i l . f  R  i s  n o b  r a t i o n a l  ( n  i s  G o r e n s t e i n  !  )  a n d  t l r u s

i f f  C t ( R )  i s  i n F i n i t e  ( c f  .  I r i l  Q z . + ) ,  ( t o  . 2 ) ) ,  T h u s  i ) 3  i i )

f o l l o r v s  f n o m  t h e  a b o v e  C o r o l l a r y . 0 n  t h e  o t h e r  h a n d ,  i i )  i m p l i e s :

R  i s  o f  i n f i n i t e  C l \ l - t y p e  a n d  t h u s  R  i s  n o t  a  r a t i o n a l  d o u b l e

p o i n r  b y  [ n v l  1 r . r r )  ( s e e  a l s o  I r x ] )  a n d  o u r  ( g . g )  o r  ( s . r o ) ) .

,:i
I

I
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A n d r 6 :  L o c a l i s a t i o n  d e .  l a  l i s s i t 6  f o r m e l l e ,  l r r t a n u s c r i p t a
l r , t a b h .  1 3  ( t g z + )  t  2 9 7 - 3 A 7 ,

A r t i n :  A l g e b r ' g i c -  a p p r o x i m a t i o n  o f  s t r u c L u n e s  o v e n  c o r i p l e t e
l o c a l  r i f t g s ,  P u b l .  t r { a L h .  I l - f E S  S O ( f g O g ) ,  2 3 - S g .
A n t i n  a n d  J . L .  v e r d i e n :  R e f l e x i v e  m o d u r e s  o v e r  r a t i o n a l
d o u b l e  p o i n t s ,  M a t h .  A n n .  Z 7 O ( f 9 A s ;  ,  7 g - B Z .

A u s l a n d e r :  F u n c t o r s  a n d  m o n p h i s m s  d e t e r m i n e d  b y  o b j e c t s ,
P r o c .  c o n f  .  o n  R e p n e s e n t , a t i o n  T h e o n y ,  p h i l a d e t p t r i  a  r g 7 6 ,
M . a r c e l  D e k k e r ,  1 9 7 8 ,  L - 2 4 4 ,

A u s l a n d e n :  R a t i o n a l  s i n g u l a r i t i e s  a n d  a l m o s t  s p l i t
s e q u e n c e s ,  T r a n s  .  A m e r  .  l \ , l a t h .  S o c .  Z % U . g g 6 )  ,  S L 1 - S 3 1 .
A u s l a n d e n :  I s o l a t e d  s i n g u l a r i t i e s  a n d  e x i s t e n c e  o f
a l m o s t  s p l i t ,  s e q u e n c e s ,  P r o c .  I C R A  I V ,  L e c t .  N o t e s  i n
l r , f  ath .  I3,78(rSSO) ,  L94-24L,

I \ ' 1 .  A u s l a n d e r  a n d  I .  R e i t e n :  A l m o s t  s p l i t  s e q u e n c e s  f o n
r a t i o n a l  d o u b l e  p o i n t s ,  T r a n s .  A m e r .  l r , l a t , h .  s o c .  3 o z ( 1 9 8 7 )
8 7 - 9 7 .

L .  B a d e s c u :  A p p l i c a t i o n s  o f  f h e  G r o t h e n d i e c k  d u a l i t y  t h e o r - y
t o  t h e  s t u d y  o f  n o r m a l  i s o l a l - e d  s i n q u l a r - i t i e s ,  R e v .

\  R o u m .  M a t h .  P u n e s  A p p l  .  2 4 ( f g Z g ) ,  6 7 3 - 6 8 9 .

S .  B a s a r a b ,  V .  N i c a  a n d : D .  P o p e s c u :  A p p r o x i m a L i o n  p r o p e r -
t i e s  a n d  e x i s t , e n t i a l  c o m p l e l e n c s s  I ' o r  r - i n g  m o r p h i s m s ,
l r f a n u s c r i p t a  l r l a t h .  3 3 ( 1 . 9 8 1 ) ,  Z Z 7 - Z B Z .

A .  B r e z u l e a n u  a n d  N .  R a d u :  S u r  l a  l o c a l i s a t i o n  d e  l a
.  l i s s i b 6  f  o r m e l l e ,  C . R .  A c a c l .  S c i .  p a r i  s  2 7 6 ( t g Z S ) ,

4 3 9 - 4 4 t .

I e n Z ]  n .  B r e z u i e a n u  a n d  N .  R a c J u :  E x c e l l e n t  r i n g s  a n d  g o o d  s e p a r . a -
t i o n  o f  t h e  n o d u l e  o f  d i f f c r e n t , i a l s ,  R e v .  R o u m .  l \ l a L h .
P u r e s  A p p f .  2 3 ( f g z e ) ,  1 4 s s - 1 4 7 O .  :

I n f H l  n . - 0 .  B u c h t v e i L z ,  D .  E i s e n b u d  a n c J  J .  H e r z o g :  C o h e n - t r { a c a u l a y
m o d u l e s  o n  q u a d n i c s ,  i n  P n o c e e c l i n g s ,  L a n r b n e c h t  1 9 8 5 ,
L e c t , .  N o t e s  i n  l r t a t . h ,  L 2 7 3 ( t 9 S Z ) ,  5 B - 1 1 6 .

I n C S ]  R . - 0 .  B u c h n , e i L z ,  G . - l l  .  G n e u e l  a n d  F . - 0 .  S c h r e y e r :  C o h e n -
l r , l a c a u l a y  m o d u l e s  _ o n  h y p e r - s u r l ' a c e  s i n g u l a r i t i e s  I I ,
I n v e n t .  m a i l r .  B B ( f g e Z ) ,  1 6 5 - 1 8 3 .  

-

E .  D i e t e r i c h :  R e d u c t , i o n  o l '  i s o l a t e d  s i n g u l a r i t i e s :  C o r n m e n t .
M a t h .  H e l v e t i c i  6 2 ( 7 9 9 7 ) ,  o s + - o z o .

R .  E l k i k :  S o l u t i o n s  d ' e q u a t i o n s  6  c o e f f i c i e n t s  d a n g  u n
a n n e a u  h e n s 6 l i e n ,  A n n .  S c i .  E c o l e  N o r m .  S u p  .  4 "  s e r i e
6 ( L 9 7 3 ) ,  s 3 3 - 6 0 4

H .  E s n a u l t  a n d  H .  K n o r r e r :  R e f l e x i v e  m o d u l e s  o v e r  r a t i o n a l
d o u b l e  p o i n b s ,  l \ l a t , h .  A n n .  2 7 2 ( l - 9 8 5 ) . ,  5 4 5 - 5 4 8 .

[ C f ]  G . M .  G r e u e l  a n d  l l .  K n o n i n g :  S i m p l e  s i n g u l a r i  t i e s  i n  p o s i  L i v e
c h a r a c t e n i s t i c ,  P r - e p r i n t , ,  B o n n ,  N l a x - P l a n c k  I n s f i t u t  f u r
r \ { a t h .  19 ( r sss )
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A .  G r o t h e n d l e c k  a n d  J .  D i e n d o n n e :  E l e m e n t s  d e  g e o m e t r i e
a l g e b r i q u e ,  p u b l .  t \ , t a t h .  I l - l E S  ( t g O + ) .

J .

D .

H .

J .

H .

V .

H e r z o g :  R i n g e  m i t  n u r  e n d l i c h
v o n  m a x i m a l e n  t  u n 7 - e r l e q b a r e n
M a t h .  A n n .  z S s ( t g z g ) ,  l t _ g + .

v i  e l c n  I s o m o n p h i e k l  a s s e n
Cohen  - l r 4  acau  I  ay  N lodu  l  n  ,

f l u p p e l ,  u .  P n e i s e r  a n d  c . r \ { .  R i n g e l :  V i n b e r g ' s  c h a r a c -t e r i z a t i o n  o f  ! y n t c i l  d i a g n a m s  u J i n g  t r n a c J c l i  t , i v e  f u n c -t i o n s  r v i t h  a p p l i c a b i o n  t 6  D T r - p e r i 6 o i c  m o o u r e s ,  p r o c e e -
g i l g r  o F  t r r e ' b r r i r o  i n t e r n a t i o n a l  c o n f e r e n c e  o n  r e p n e s e n -t a t i o n s  o f  a l g e b r a s ,  C a r l e t o n  U n i v e r s i t y ,  0 t t a r v a  ! g 7 g ,s p r i n g e n  L e c t u r e  N o t e s  i n  i \ l a t h e m a t , i c s  8 3 z ,  z g o - 2 g 4 .
K n d r r e r  :  c o h e n  r \ r a c a u l u y _ r y o g l l g r  

9 l _ h y p e r s u r f a c e  s i n g u l a r i -t i e s  I ,  I n v e n t .  l r l a t h .  b B ( r c a z ) ,  f s S _ i ' 6 S ,
L i p r n a n :  R a L i o n a l  s i n g u J . a r i t i e s  r v i t h  a p p l i c a t i o n s  t o
g l g g b f  q i c  s u r f  a c e s  a n o  u n i q u e  f a c t o r i l b t i o n ,  p u b r .  

- i l t u t n .

I H E S  3 6 ( 1 9 6 e ) ,  1 9 5 -  2 s 7  .
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H .  l r f  a t s u m u r a :  C o m m u t a t i v e  A l g e b r a ,  B e n j a m i n ,  N e r v  y o r k ,  I g T O
l r ' l a t s u m u r a :  c o m m u t a t i v e  R i n g  T h e o r y ,  c a m b n i d g e  U n i v e r s i t y
P r e s s ,  C a m b r i d g e ,  L g g 6 .
N i c a  a n d  D .  P o p e s c t r :  A  s t n u c t u r e  t h e o r e m  o n  f o r m a r l v
s m o o t h  m o r p h i s m s _ i n  p o s i t , i v e  c h a r a c t e r i s t i c ,  J .  ; i - A t s e b r a1 0 0 ( r g s o )  , '  4 3 6 - 4 s s .

D .  f g p e s c u :  G e n c n a l  N 6 r o n  d e s i n g u l a r i z a l - i o n  a n d  a p p r o x i m a -
t i  o n ,  N a g o l , a  i l a t h .  J .  1 0 4 ( 1 9 6 6 ) ,  8 5  _ t i f  ,  

- r .

D .  P o p e s c u :  r l f e c o m p o s a b l e  c o h e n  M a c a u l a y  m o d u l e s  a n d  L h e i rm u l t i p l i c i t , i e s ,  I N C R E S T  p r e p r .  N o .  r Z ( r S S S i :  
-

r .  R e i t e n :  F i n i t e  d i m e n s i o n a l  a l g e b r a s  a n d  s i n g u l a r i t i c s ,
i n  P n o c e e c t i o g s ,  L a m b r e c h t , -  r g g 5 ,  S p r - i n g e r  L e c t u r e  N o b e s
i n  t , l a t h e m a t i c s , ' J . 2 7 3 ( f S S Z ) ,  3 5 _ 5 7 ' .

F . - 0 .  s c h r e y g r :  F i n i  t e  a n d  c o u n t a b l  e  c l l - r e p r e s e n t a t i  o n
l y p " ,  i r r  P n o c e e d i l g r ,  L a m b n e c h t  1 9 8 5 ,  s b . i n g e r -  [ e c t u n e
N o t , e s  i  n  N t  a t , h e m a  t , i  d s  ,  1 , 2 7 3 ( n e Z 1  ,  g _ 3 4 .

Y .  Y o s h i n o :  B r a u e r - T h n a l l  t y p e  t h e o r e m  f o r  m a x i m a l  c o h e r r -[ ' f  a c a t r l a y  m o c r u l e s ,  J .  r \ r a t h ' .  s o c .  J a p a n  g g ( i 9 B 7 i ,  i t . s _ z s g .


