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l n t r o d u c t i o n

S e v e r a l  y e a r s  a g o  w e  h a v e  s t a r t e d  a  p r o . g r a m  a i m i n g  a t  a  c l a s s i f i -

c a t i o n  o f  e m b e d d e c j  s m o o t h  p r o j e c t i v e  v a r i e t i e s  ( o u e r  0 )  f o l  l o w i n g  t h e

v a l u e s  o f  t h e i r  n u m e r i c a l  i n v a r i a n t s ,  e s s u m e d  t o  b e  s m a l l  e n o u g h  ( s e e

f 8 l ,  [ 9 ] ,  t 1 0 1 ,  I l l ] ,  [ 1 2 ] ) .  A l t h o u g h  w e  w e r e  p r i m a r i l y  i n t e r e s t e d  i n

t h e  c l a s s i f i c a t i o n  a c c o r d i n g  t o  t h e  d e g r e e  d ,  c o n s i d e r a t i o n  o f  o t h e r

i n v a r i a n t s  ( n a m e l y  t h e  s e c t i o n a l  g e n u s  g  a n d  t h e  A - g e n u s  A )  b e c a m e  n e -

c e s s a r y .  T h e  b a s i c  t o o i  o f  o u r  i n v e s t i g a t i o n  w a s  t h e  a d j u n c t i o n  m a p P i n g

w h o s e  p r o p e r t i e s  w e r e  r e c e n t l y  u n d e r s t . o o d  c o m p l e t e l y  ( c f  .  t 2 4 1 ,  f 2 5 1  ,

t l 4 l )  .  W e  g r a d u a l  l y  f o u n d  o u t  t h e  f o l  l o w i n g  l  i m i  t a t  i o n s ,  i n h e r e n t  t o

t h e  m e t h o d  e m p l o y e d :  d < 8  ( c f .  t t 3 l )  g s l ,  A 3 5  ( c f . t 1 q l ) .  0 n  t h e  o t h e r

h a n d ,  t h e  c l a s s i f  i c a t i o n  p r o b l e m  n a t u r a l l y  s p l i t s  i n t o  t w o  p a r t s ,  T h e

f i r s t  t a s k  i s  t o  o b t a i n  a  m a x i m a l  I  i s t ;  s e c o n d l y ,  e a c h  c a s e  h a s  L o  b e

i n v e s t i g a t e d  i n  o r d e r  t o  d e c i d e  w h e t h e r  o r  n o t  i t  r e a l  l y  o c c u r s .  T h u s ,

f o r  d S 5  t h e  l i s t  w a s  e f  f e c t i v e ,  c f  . I B J ,  t 9 ] .  F o r  d - - 7  ( s e e  t 1 0 1 ,  [ 1 . l l )

t h e  e x i s t e n c e  o f  f o u r  t y p e s  w a s  l e f t  o p e n ,  w h i  l e  f o r  d = 8  t h e  u n d e c i d e d

c a s e s  w e r e  m o r e  n u r n e r o u s  ( c f  . [  1 2 f ) ,  T h i s  p a p e r '  r v h i c h  i s  t h e  l a s t  i n

t h i s  s e r i e s ,  s e t t l e s  t h e  e x i s t e n c e  p r o b l e m  i n  a l  I  t h e s e  s i t u a t i o n s '

T h u s ,  t h e  I  i s t  g i v e n  i n  t l  l l  f o r  d = 7  t u r n s  o u t  t o  b e  e f f e c t i v e ,  w h i  i e

f r . o m  t h e  l i s t  g i v e n  i n  t l 2 l  f o r  d = B  t h r e e  t y p e s  h a v e  t o  b . e  e x c l u d e d

( s e e  t h e  t a b l e  b e l o w ) ,  h / e  h a v e  t h u s  c o m p l e t e c l  t h e .  c ' i  a s s i f  i c a t i o n  o f

s $ l o o t h '  p r o j e c t i v e  v a r i e t i e s  u p  t o  d e g r e e  8 ,  I n  c o n t r a s t  t o  t 1 1 l  w h e -

r e  w e  u s e d  m a  i n  1 y  a d  h o c  m e t h o d s ,  t h  i s  t  i m e  t v e  t o o k  t h e  o p p o r t u n  i t y

t o  p r e s e n r  s y s t e m a t i c a l  l y  t h e  f e w  g e n e r a l  m e t h o d s  a v a i  l a b i e  f o r  p i o -

v i n g  t h e  e x i s t e n c e  o f  e m b e d d e d  m a n i f o l d s .

F i n a l  l y ,  i e t  u s  p o i n t  o u t  t h c s e  c a s e s  w h i c h ,  i n  t h e  m e a n t i n r e ,  w e r e

s e t r l e d  b y  o t h e r  a u t h o r s ,  n a m e l y :  A . B u i u m  ( c f . [ 2 ] )  f  i r s t  p r o r z e d  t h e

e x i s t e n c e  o f  a  c e r t a i n  s u r f a c e  o f  , J e g r e  I  i n  F ) ;  C .  0 k o n e k  ( [ Z O ] ,

t 2 1 l )  p r o v e d  t h e  e x i s t e n c e  o f  a  c e r t a i n  3 - f o l C  o f  c J e g r e e  7  i n  l P )  a n , J

o f  t w o  t y p e s  o f  s u r F e c e s  o f  c j e g r e e  6  i n  P a ;  f i n a l l y ,  a s  w e  c a n  j u c g e

f r o m  t l 5 l r  r € c e n t l y  J ,  A l e x a n d e r  s h c w e d  t h e  e x i s t e n c e  o f  a  r a t i o n a l

s u r f a c e  w i t h  d = 8 ,  g - = 5  i n  t r q ,  a  s e e m i n g l y  s u b t l e  c e s e

t
,



AcfuowlglL-ement. I am
v e r s a t i o n .  S p e c i a l  t h a n i t s

c u s s i o n s  o n  v e c t o r  b u n d l e s ,

T h e  f o l l o w i n g

d e g e n e r a t e )  . s u b m a n  i

X  i s  t h e  b l o w i n g - u p

l o c u s  o f  o Z .  L  i s  a

:i='::::-. .;;::':a .:T:^Y.

. .  , ' . : ' . , , . ' , '  . t  " , : - . ,  -

i  n d e b t b d

a r e  d u e  t o

e  p r e s e n t s  t h e  I  i s t  o f  ( l  i n e a r l y  n o r m a l ,  n o n -

X c P l  o f  d e g r e e  8 .  N o t a t i o n ' o r : X * Y  m e a n s  t h a t

w i t h  c e n t e r  7 ;  E  d e n o t e s  t h e  e x c e p t i o n a l

i n  P 2 .

^ t . l t  
t : ' f .

C .  B E n  i  c E  f o r  s o m e  u s e f u  I  c o n -

C o a n d i  f o r  m a n y  h e l  p f u  I  d  i  s -

.  C o n v e n t . i , o n : . .  B a s . i c a l  l y , w e  e m p l o y  t h e  s a m e  d e f  i n i t i o n s  a n d  n o t a  f

t i b n s  a s  i n  t h e  f i r s t  t w o  p a r t s  I l  l ]  a n d  t l 2 J .  L e t  u s  r e c a l  I  f r o m  t l 2 l

t h a t  t h e  t e r m  r r  I  i n e a r  f  i b r a t i o n  I '  u s e d  i n  t l  l l  w a s  r e p l a c e d  b y  " s c r o l  l t ' ;

t h u s ,  t h e  t e r m  " s c r o l l "  f r o m  t l  l l  b e c a m e  " s c r o l  I  o v e r  a  c u r v e r ' .  F o r

c o n v e n i e n c e  w e  r e c a l l  s o m e  o f  t h e  n o t a t i o n s :

- X c P l  t r  a  s m o o t h ,  c o n n e c t e d ,  I  i n e a r l y  n o r m a l  a n d  n o n - d e g e n e r a t e  c l o -

s e d  s u b v a r i e t y i  d i m  X = r ,  c o d i m  X = s ,  d e g r e e  o f  X = d .

-  H  i s  a  ( s m o o t h )  h y p e r p l a n e  s e c t i o n  o f  X ,

-  g  i  s  t h e  s e c t  i  o n a  I  g e n u s  o f  X .

-  A  i s  t h e  A - g e n u s  o f  X .
t  - --  q - = n '  ( 0 x )

-  E v  d e n o t e s  t h e  d u a  I  o f  a  v e c t o r  b u n d  I  e  E ,
.  1  . .-  T X ( O X )  i s  t h e  t a n g e n t  ( c o t a n g e n t )  b u n d l e  o f  X .

- t o x  o r  0 X ( K )  i s  t h e  c a n o n i c a l  b u n d l e  o f  X .

-  P9  =  ho  (o l * )

-  D , = D . ,  ( r e s p . D r = D , r )  d e n o t e s  I  i n e a r  e q u i v a l e n c e  ( r e s p . n u m e r i c a l  e q u i
t L t l

v a l e n c e )  o f  d i v i s o r s .

l f  Y c X  i s  a  s u b v a r i e t y , .  D l y  d e n o t e s  r e s t r i c t l o n  o f  a  d i v i s o r  ( c l a s s )

l y  d e n o t e s  t h e  s h e a f  o f  i d e a l s  o f  Y .

A  s m o o t h  p r o j e c t i v e  v a r i e t y  i s  a l s o  c a l l e d  a  m a n i f o . l - d .

t o

t ,

t a b l

f o l d s

" J ' Yt  
f  
n e



s r Abstract  structure of  X H or 0* (H)

7

1 F , 0  ( 8 )

2 - 8 s c r o l l  o v e r  F J

6

I g = l

2

- P l  x  P j

l9o : X--P 
2

0  ( 2 , 2 )

o * ( 3 1 ) - E

3 tr3 0  ( 2 )

5

I 9 = 2

2

- o D  
o . : X * F z, O t . . . r t 4

-  s c r o l l  o v e r  a n  e l l i p t i c
cu rve

o *  ( 4 L )  - z E o - E  
t  
-  , . . - E 4

e=0 kC +4P
o

e=2 H=Co+5F

' 3
x c P l *  Q 3  q s  g  h y p e r p l a n e
_ lec t i on ,  qJc tPq  the  hYPerquadr i c

4 p ]  * Q 3 Segre embedd i  ng

4

I 9 = 3

2

-  o P l  
r . . .  r r r t t * t "  

e 3 3

-  o P r , ;  
, P r : X * P 2

- f : X * F '  d o u b l e  c o v e r i n g

o * ( H u ) - t l - , . . - E g

H " = 2 c o *  ( 4 + e )  F

o * ( 4 1 ) - E r - . . . - E g

H = - 2 K

3

-  s c r o l l  o v e r  a n  e l l i p t i c
c u r v e

r ? A A ' 7-  I P I x P ' n  Q - ,  Q - c F '  a

h y p e r q u a d r i c

- f : X * Z c i p l  *  p 3 c p 7
d o u b l e  c o v e r i n g ,  Z - a  h y -
p e r p l a n e  s e c t i o n  o f

P l " P 3
-  F  ( E )  ,  E  r a  n k ' 2  v e c t o r  b u n d l e

o n  F 2 ,  g i v e n  b y

0 * 0  , * E * l f o  
( t + )  p - 1 * 0 . -

P L  
t t - 1 r r . . r r g J

t a u t o l o g i c a l

4
1 ?

f  : X - o P ' x F -  d o u b l e  c o v e r i n g ,
. d i  s c r i m i  n a n t  d i v i  s o r '  D e l 0  ( 2 , 2 )  |

f * 0 ( 1 , 1 )

2

-  s c r o l  l ,  e  =  - 2 ,  9 = 2' |  
p z-  C  x  i P ' ,  C c i

cu rve  o f  deg ree  4

-  g e o n e t r i c a I I y  r u T e d
e l  I  i p t i c  s u r f a c e ,  e = - l

H=Co+lF

S e g  r e  e m b e d d  i  n g

H=2C +F
o

1 9 = 4
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Abst rac t  s t ruc tu re  o f  X H  o r  0 - ( H )

t a u t o l o g i c a l

-o,, 
ro o o 1 P, 

o:x*Qzc 
lP3

-op 
o :X*SCIp3

'  
1 r . . .  t t  4

S  c u b i c  s u r f a c e

-tf- P 1  
r . . .  r P ' r : X * F e ,  e < 4

P ( E ) ,  E  r a n k - 2  v e c t o r  b u n d l e
o n  t h e  q u a d r i c  Q ,  g i v e n  b y

o*oo*E*r n, j]:l]rr o]*o ,.

K3 sur face

c o m p l e t e  i n t e r s e c t i o n  ( Z , Z , Z )

op o :X*p
' 6 t r r " ' l 0

-or:X*S, SK3 surface

> 2-op 
D :X*['  

I  t  t  ' '  , '  7 6
c f ( 5 1 ) - E l - . . . - E t z -
- 2 E r r - " ' - 3 r e

-
I

f . .  ' X * P ' ,  X  m i n i m a l , e l  I  i p r i c ,
t K t

t -

f l H + f l : X * P '  w i t h  f  i b r e s  c o m p l e t e

I n t e r s e c t i o n s  ( 2 , 2 1

c o m p l  e t e  i  n t e r s e c t  i o n s  ( 2 , q )



T h e  f o l l o w i n g  r e s u l t  d u e  t o

l i z e s  t h e  f a m i l i a r  f a c t  t h a t  o n

g r e e  > 2 g + l  i  s  v e r Y  a m P l  e .

T h e o r e m  A  ( n u m f  o r d - F u j  i t a ) ,  ! g  H  P , q  a n  g m P l e  . d i v i s i l r  o n  a -  s m o c t h '

g r o j e c t i v e . v a r i e t y  X .  A s s u m e  t h a t  l H l  h a :  f j n i t e . l y  m a n y  b a - s e - p o i n t s ,

A < g  a n d  d > 2 A + 1 .  T h e n  H  i s  v e r y . - a m P ] e ,  ( a n - d  A = g )

( 1 . 1 )  C o r o - l l a r y .  l f  q ( X ) = 0 ;  l H t  i s  a m p l e  w i t h  f  i n . i  t e l v  m a n y  b a -

-  s e - p o i n ! s  a n d  d > 2 9 + 1 ,  l h - " n  H  i s .  v e r L a m p l e '

I n d e e d r  o o e  m a y  f i n d  a  r e d u c e d ,  i r r e d u c i b l e  c u r v e  C  g o t  b y  i n t e r -

s e c t i n g  d i m  X - 1  g e n e r i c  m e m b e r s  o f  l H l .  W e  h a v e  A ( X , g ) = 6 ( C ,  H l r ) 3 S =

'  = g ( C ) , . s o  t h e  T h e o r e m  a P P l i e s .

( t . z )  L e t  f  : X - t r 1 * p 3  b e  a  d o u b l e  c o v e r i n g  r a m i f  i e d  a ' l  o n g  a  s m o o t h

m e m b e r  o f  l O  .  . Q , 2 ) l  a n d  l e t  H e l f  * 0  
1  3 ( t , t ) l '  T h e n  H  i s  v e r y  a m -

P t x t r )  P ' x i P -

p l e  a n d  d = 8 ,  g = a = 3 .  N o t e  t h a t  t h e  a n a l o g o u s  c a s e  o f  a  d o u b l e  c o v e r i n g

o f  t r 1 * P 2 ,  h a v i n g  d = 6 ,  9 = A = 7  w a s  t r e a t e d  i n  t 1 1 1 ,  P r o P ' 7 ' l '

( 1 . 3 ) P r o p g j ; i t i o n . L e t t l , ' Z b e t w o i n t e q e r s s u c h t h g t c r ) 4 '

s  c  r o  I  I- l )  a n d  \ c ^ # r ? * \ .  T h e n  t h e r e  e x i s t s  a  3 - d i m e n s i o n a l
L r ^ -

i  n v - a r  i a n t s  a = r z t ' r z  
" g d  

g = * ( " ,  - l  )  ( c l ' ' 2 ) '

M u m f o r d  t 1 8 l  a n d  F u j i t a  t 3 l  g e n e r a -

a  c u r v e  o f  g e n u s  g '  a  d i v i s o r  o f  d e -

"l r "r1l=t l, !

( l . q )  P r o p o s i t j l l l .

o v e r  l P '  w i t ' h
e

P r o o f  ,  T h e r e  i s  a n  a m p l e  a n d  s p a n n e d  s t a b l e  r a n k - 2  v e c t o r  b u n d ! e

E .  o n  f f i ; r ,  f  r ' . r n  n . . : m b e F S  c 1 r  c ) .  T h i s  f  o l  l o w s  f  r o m  t l l l  P r o  P ' 7 ' 6

a n d  p r o p , 6 , 5 .  l f  X = p ( E )  a n d  H r l 0 * t f  l f  ,  w e  f  i n d  d = ' . I - c Z ,  9 = 1  / ? ( c r - l ) ( c 1 '

- Z ) .  T h e  r e s u l t .  f o l  l o w s  f r o m  ( 1 . 1 )  s i n c e  d 2 2 g + 1  '  l n  P a r t i c u l a r '  t a k i n g

c r = 4 ,  9 2 c 1 2 6 ,  w e  f  i n d  9 = 3 ,  7 < d < 1 0 .

t ^ / e  n e e d  a  m o d l f i c a t i o n  o f  t h e  M u m f o r d - F u j  i t a  c r i t e r i o n  t o  c o v e r  a l s o

t h e  c a s e  d = L g .  l t  i s  g i v e n  b y  t h e  f o l l o w i n g "

L e t  I  H  I  L e  a n  a m p l  e  I  i  n e a r  s y s t e m  w i  ! h o u ! -  b a -

i e t y  X .  I n  P a  r t  i c u  l . a  r -  t h e r e  - i  s  a

s m o o t h  c l l v e  C ,  g o t  b y  i n t e r i s g ! - ! * ! g  d i m  X - l  g e n e r i c  m e m ' b e r s  i n  l H l '

A s s u m e  t h a  t :

i  )  q  ( X )  = 0 ,  d = 2 9 ;

i i )  l H l c - K r l = 0 ;  
H l c

. ,  i o i |  .

o ( t l  
-  ( 2 )  ) - H ' (  c l .  ( 2 ) )  j

i i i )  t t :  ! e . q ! J i c t l e - . 1 1 - i J g H  , . 3  e
is  on to ,  T119t r  H i :  vS. rY

P A
gm-p I e.,

! j g l . A r e s u l t d u e t o I i t a k a [ 7 ] s h o w s t h a t H | , i s i n d e e d v e r y



. i  .

r ll . i .

a m p l e .  0 n  t h e  o t h e r  h a n d ,  b y  t 3 l  P r o p , ! . 1 0 ,  t h e  m a p  H o ( 0 c ( H ) ) o H o ( O r ( $ r ) ) * i

* H o ( 0 c ( ( t + t ) H ) )  i s  o n t o  f o r  t > 2 .  C o n d i t i o n  i i i )  e n s u r e s  i t  i s  o n t o  a l s o

f o r  t = 1 ,  s o  t h e  p r o o f  o f  t h e  M u m f o r d - F u j  i  t a  c r - i  t e r i o n  a p p l  i  e s .

N o w  w e  a r e  g o i n g  t o  u s e  ( 1 . 4 )  f o r  p r o v i n g  
. t h e  

e x i s t e n c e  o f  a
A -

3 - f o l d  i n  t r Y  h a v i n g  i n v a r i a n t s  d = B r . g = 4 ,  w h i c h  i s  a  s c r o l  I  o v e r  t h e

q u a d . r i c  a  ( s e e  [ 1 2 ] ) ,  F i r s t  w e  n e e d  t h e  f o l  l o w i n g :

e  i n  P 4  h a v  i n g  d = 8  a n d  g = 4  i s  S i t h e L

a r i  t h m e t i c a l  l y  n o r m a l ,  o r  h y p e r e l  I  i p t i c ,

! : g o - f  ,  B y  [ 3 ] ,  P r o p , 1 . 1 0 ,  i  t  i s  a r i t h m e t  i c a l  l y -  n o r m a l  i  f  t h e  m a p

H o  ( O _ 4  ( z )  ) * H o  ( 0 c  ( 2 )  )  i s  o n t o .  A s s u m i n g  t h e  c o n t  r a  r y ,  u s  i n g  t h e  s e q u e n -
. P

c e 3

Q  +  t r ( 2 )  *  , o U ( z ) * 0 r ( z ) * o

w e  f . i n d  t h a t  t h e r e  a r e  t h r e e  h y p " r q u a d r i c s  Q l  , Q Z , Q 3  ( w i t f r  l i n e a r l y

i n d e p e n d e n t  e q u a t i o n s )  c o n t a i n i n g  C .

.  T h e  i n t e r s e c t i o n  Q l n  Q 2  m u s t  b e  r e d u c i b l e ,  s i n c e  o t h e r w i s e  C

w o u  I  d  b e  t h e  c o m p ' l  e t e  i n t e r s e c t  i  o n  o f  q l  ,  Q 2 ,  Q 3 .

A s  C  i s  n o n - d e g e n e r a a u , , , i a  m u s t  b e  c o n t a i n e d  i n  a  ( n o n - d e g e n e r a -

t e )  s u r f a c e  o f  d e g r e e  I  i n  F a .  S u c h  i  s u r f a c e  i s  e i t h e r  a  c o n e  o v e r
I

l p t  ,  w h  i c h  i s  e a s  i  l y  s e e n  t o  b e  i m p o s s  i b l  e  ( c f  .  L e m m a  ( 6 . 3 )  b e l o w )  ,  o r

a  s c r o l l  o u e .  F l .  l n  t h i s  l a s t  c a s e ,  u s i n g  t h e  n o t a t i o n s  o f  t 5 l  C h ' V ,

w e  g e t  C e l 2 C o + 5 f 1 ,  s o  C  i s  h y P e r e l  I  i p t i c  a n d  w e  i r e  d o n e .

( 1 . 6 )  P r o p o s i  t i o n .  T h e r e  i s  a  r a n k - 2 v e c t o r  b u n d l e  E  o n  t h e  q u a -

d r i c  a  s u c h  t h a t ,  i f  w e l e t  X = p ( E )  ;  A  a n d H  c o r r e s o o n d s t o  t h e  t a u t o -
-#

l o g i c a l  b u n d l e  o f  X ,  t h e  f o l l , o w i l g  h o l d :

i )  c r ( e ) e l d Q - ( 3 , 3 ) 1 ,

i i )  E  r e s t r i c t e d  t o

c r ( r ) = 1 0 ;
e a c h  I  i n e f  r o m  l 0 ^ ( 1 , 0 ) l  o r  1 0 . , , ( o , t )

v . v
I  i s  o f  t h e

.fgrt 0 ( l ) o 0 ( z ) ;  l H l  i s  a m p l e  a n d b a s e - p o i n t s  f r e e ;

t i i )  H o ( E ( - 1 , - r ) F o .

( 1 , 7 )  n s s u m l n g  f o r  t h e  m o m e n t  t h e  t r u t h  o f  ( 1 . 5 ) ,  l e t  u s  s e e  h o w

i t  a p p l i e s  t o  g i v e  t h e  d e s i r e d  - e x a m p l e ,  I n d e e d ,  f r o m  i )  i t  f o l l o w s  t h a t

d ( H ) = 8 ,  g ( H ) = | r .  0 n  X  w e  h a v e  t w o  l i n e a r  s y s t e m s  l U l  a n d  l V l  c o r r e s p o n -

d i n g  t o  t h e  p u l ' l  - b a c k s  b y  n  o f  t h e  t w o  s y s t u t t r l t  g e n e r a t o r s  o n  a '  W e

h i v e  K = - 2 H + U + V ,  o r  - K - H = H - U - V .  S i n c e  w e  h a v e  H ' ( 0 X ( - U - V ) ) = 0 ,  w €  f i n d

e a s i  l y  t h a t  ( t . 6 )  i  i  i )  i m p l  i e s  t h a t  ( 1 . 4 )  i  i  )  h o l d s .  B y  t h e  f i  r s t  p a r t

i n  ( f . g )  i  i ) ,  a  c u r v e  g o t  b y  i n t e r s e c t i n g  t w o  g e n e r i c  m e m b e r s  i n  l H l

i s  m a p p e d  i s o m o r p h i c a l  l y  b y  T T ,  t o  a  c u r v e  o f  t h e  I  i n e a r  s y s t e m  l 0 Q ( 3 ' 3 )  |

t h u s  i t  l s  n o n - h y p e r e l l l p t i c !  N o w  t h e  r e s u l t  f o l l o w s  c o m b i n i n g  ( 1 . 5 )

a n d  ( t . 4 ) .

t h e  p r o o f  o f  ( 1 , 6 )  i n  t h r e e  s t e P S .V e  d i v i d e



l l g p _ I .  C o n s i d e r  P l r . . , r P 6  p o i n t s r r i n  g e n e r a l  p o s i t i o n r r  o n  a  ( a s

t h e  r e a d e r  w i l l  n o t i c e ,  t h e  i l g e n e r a l  p e s i t i o n t r a s s u m p t i o n s  c o n c e r n  t h e

I  i n e a r  s y s t e m s  l 0 O ( a , b )  l ,  w i t h  a , b < 2 ) ,  C o n s i d e r  r a n k - 2  v e c t o r  b u n d l e s

E  c o n s t r u c t e d  b y  S e r r e ' s  m e t h o d  f r o m  e x t e n s i o n s  o f  t y p e

( + )

r o

0  *  p Q ( t , t ) + E * i  ( Z , Z ) * 0 .
{ P l r , . t P 6 }

l r e , , g e t . c , ( f ) e l 0 A ( 3 , 3 ) 1 ,  c Z ( E ) = 1 0  a n d  E  r e s t r i c t e d  t o  a n y  l i n e  f  r o m

l 0 q ( 1 , 0 ) l  o r  l 0 q ( 0 , 1 ) )  i s  0 ( l )  @ 0 ( z )  ( u y  t h e  a s s u m p t i o n  o f  " g e n e r a l

p o s i t i o n "  s u c h  a  I  i n e  p a s s e s  t h r o u g h  a t  m o s t  o n e  p o i n t  P , ) ,  O n e  a l s o

g e t s  n o ( E ( - 1 , - l ) ) = 1 ,  n l  ( r ) = o  a n d  H l  ( E ( 0 , - l ) ) = 0 ,  N o w ,  f o r  a n y  v e l n * O Q ( 0 ,

1 )  l ,  0 V ( H )  i  s  s p a n n e d  b y  g l o b a l  s e c t i o n s .  B y  t h e  e x a c t  s e q u e n c e

0 - 0 x  ( H - v ) * 0 x  ( H ) * 0 v  ( H 1 * s ,

w e  f i n d  t h a t  0 * ( U )  i s  s p a n n e d ,  W e  s h a l  I  p r o v e  t h a t  0 * ( H )  i s  a m p l e  b y

u s i n g  a  c r i t e r i o n  d u e  t o  G i e s e k e r  ( t 5 1 ,  P r o p . 2 ,  l ) .  S i n c e  0 X ( H )  i s  s p a n -

n e d ,  i t  w i  I  I  b e  e n o u g h  t o  s h o w  t h a t  f o r  a n y  i r r e d u c i b l e  c u r v e  C  o n  Q ,

E I C  h a s  n o  q u o t  i  e n t  i  s o m o r p h  i  c  t o  0 ,  ( o r  t h a t  t h e  d u a  I  f " t  I  
n . ,  n o

n o n - z e r o  g l o b a l  s e c t i o n s ) ,  M o r e o v e r ,  w e  n e e d  a  c o n v e n i e n t  p r e s e n t a -

t i o n . f o r  E ,  o b t a i n e d  a s  f o l l o r , r s .  S i n c e  t h e .  r e s t r i c t i o n  o f  f  ( - t , - l )  t o

t h e  I  i n e s  o f  l 0 Q ( 1 , 0 )  |  a n d  l 0 O ( o , t ) t  i s  0 O 0 { 1 ) ,  w e  f  i n d  t h a t  E ( - 1 , - l )

i s  a  q u o t i e n t  o f  t v / o  b u n d l e s  o f  t h e  f o r m  0 ( a , , 0 F d  ( a r , 0 ) @ 0 ( " 3 , 0 )  a n d

0 ( 0 , b 1 ) @ y ) ( 0 ' b  ) a o ( 0 ' b 3 ) '  r e s p e c t i v e l y .  R e c a l  I  i n g  t h a t  h o ( E ( - . l , - l  ) ) = l

a n d  c o m p u t i n g  t h e  C h e r n  c l a s s e s  w e  f i n d  o u t  t h e  f o l l o w i n g  t w o  p a i r s

o f  p o s s i b l e  t y p e s  o f  p r e s e n t a t i o n s  o f  E :

( * )  o * O Q ( - 4 , 0 ) * 0 Q ( - z , l )  O  0 A ( 0 , 1 )  @  0 A ( 1 , 1 ) * E * 0 ,

( * ' )  o * 0 Q ( 0 , - 4 ) * o Q ( 1 , - 2 )  O  0 a ( 1 , 0 )  @  0 Q ( 1 , 1 ) * r * Q ,

( * * )  o * 0 Q ( - 4 , 0 ) * 0 Q ( - t . , t ) @  0 q ( - l , i )  @  0 Q ( r , 1 ) * E * 0 ,

( * * ' )  O * p Q ( 0 , - 4 ) - 0 Q ( 1 , - l )  @  0 A ( 1 , - t )  @  0 A ( r , 1 ) * [ * g .

L e t  C e l 0 O ( a , b )  |  b e  a n  i  r r e d u c i b l e ,  r e d u c e d  c u r v e '  W e  m a y  a s s u m e

t h a t  a ) 0 ,  b > 0  ( i f  ,  f o r  i n s t a n c e ,  o = 0 ,  i t  f o l l o w s  b = 1 ,  s o  E I C  i s  a m p l e

b y  i i ) ) .  T h e r g  a r e  f o u i  c a s e s  t o  c o n s i d e r ,  a c c o r d i n g  t o  t h e  p o s s i b l e

c o m b i n a t i o n s  o f  t h e  p r e s e n t a t i o n s  a b o V e .  S u p p o s e  t h a t  E I C  i s  n o t  a m p l e

a n d  t a k e  a  s u r j e c t i o n  E l r * 0 r ;

( l  )  A s s u m e  t h a t  ( { )  a n A  ( * ' )  o c c u r .  T h e n  0 C  ( 1  ,  I  )  i  s  m a p p e d  t o  z e -

i n  0 C .

O r t O r f )  i s  e i t h e r  m a p p e d  t o  z e r o ,  o r  t r i v i a l  ( i n  w h i c h  c a s e  a = 0 ) .

T h u s  w e  m a y  a s s u m e  t h a t  0 C ( - 2 r l ) = 0 r ,  g i v i n g  a = 2 b .  l r / o r k i n g  s i m i i a r -

w i t h  ( n ' )  i t  f o l l o w s  b = 2 a ,  s o  a = b = 0 ,  w h i c h  i s  a b s u r d .l y



t ;
(j

a s

r o

( Z )  n s s u m e  t h e  p r e s e n t a t i o n s  a r e  ( * )  a n d  ( * * ' 1 .  F r o r n  ( * )  
" "  

d e d u c e

b e f o r e  t h a t  a = 2 b .  F r o m  ( * * ' )  i t - f o l l o w s  t h a ,  0 C ( - 1 ,  l )  h a s  a  n o n - z e -

g l o b a l  s e c t i o n .  T h e  e x a c t  s e q u e n c e :

/  o - 0 Q  ( - l - 2 b , 1 - u ) * 0 q ( ; 1  , l ' ) * 0 c  ( -  I  ,  l ) * 0

g i v e s  b = 1 ,  T h u s  ! e l 0 Q ( 2 , 1 )  l .  B u t  n o w  r e c a l  I  t h a t  E  w a s  g i v e n  b y  ( + ) .

W e  h a v e  c r ( f  l r ) = 9 . n J ,  b y  a s s u n r p t i o n  o f  " g e n e r a l  p o s i t i o n r ' ,  C  c o n t a i n s

a t  m o s t  5  o f  t h e  p o i n t s  p i .  M o r e o v e r  C = F l ,  s o  w e  h a v e  t h e  e x a c t  s e -

q u e n c e :

0 * 0 C  ( 3 + a ) * E  l  r - 0 ,  
(  6  - c t ) * 0 ,

w i t h  0 < o < 5 r  s h o w i n g  t h a t  E I C  i s  a m p l e '

( 3 )  T h e  c a s e  ( * * ) , ( * ' )  i s  s o m p l e t e l y  s i m i l a r '

( 4 )  F i n a l l y ,  s u p p o s e  t h e  p r e s e n t a t i o n s  f o  b e  ( * * ) ,  ( * * ' ) '  A s  a b o v e

0 r ( t , - t )  a n d  0 C ( - 1 , 1 )  m u s t  h a v e  n o n - z e r o  g l o b a l  s e c t i o n s '  l t  f o l l o w s

t h a t  a = b = 1 ,  c = $ 1 ,  . 1 ( E l r ) = 6 .  A g a i n  b y  t h e  a s s u m p t i o n  o f  g e n e r a l  i t y  c

m a y  c o n t a i n  a t  m o s t  t h r e e  o f  t h e  p o i n t s  P i  '  T h e  e x a c t  s e q u e n c e

0 * 0 C  ( Z + c r ) * E  l r * 0 ,  ( 4 - a ) * 0 ,

w i t h  0 5 o 3 3  s h o w s  t h a t  E I C  i s  a m P l e '

U p  t o  n o r . /  w e  h a v e  c o n s t r u c t e d  b u n d l e s  E  s a t i s f  y i ' n g  i )  a n d  i i )  o f  ( 1 ' 5 )

B u t ,  a s  a l r e a d y  r e m a r k e d ,  h o ( E ( - t , - l ) ) = 1 ,  s o  i  i  i )  c l e a r l y  f a i  l s " ' F o r

t h e  m o m e n t ,  o b s e r v e  t h a t  t h e  r e s t r i c t i o n  o f  r ( 0 , - 2 )  t o  t h e  m e m b e r s

o f  l 0 ^ ( 1 , 0 ) l  i s  0 @ 0 ( - l ) .  T h e r e f o r e  E ( 0 , - 2 )  h a s  a  s u b - l i n e  b u n d l e  o f
l l

t V p e  d ^ ( a , 0 ) ,  T h u s  E  i s  a n  e x t e n s i o n  o f  l i n e  b u n d l e s  a n d  c o m p u t i n g
rl

C h e r n  c l a s s e s  w e  f  i n d :

(++ ) O * 0 Q  G \ , 2 ) * E * 0 q ( 7 ,  1  ) * 0 .

! . . s p l r . N o w c o n s i d e r b u n d l e s g i v e n b y e X t e n s i o n s o f t h e f o r m

o * 0 Q ( 0 ,  t  ) * E ' * l  { p 1 , . . ,  , p  7 } 3 , 2 ) ; 0 ,

w h e r e P 1 , . ' . , P T a r e p o i n t s , , i n g e n e r a l p o s i t i o n | ' . I t f o l l o w s t h a t

h o ( E , ( - i , - l ) ) = 0 .  M o r e o v e r ,  t h e  r e s t r i c t i o n  o f  E '  t o  a n y  m e m b e r  o f

l o ^  ( l  , 0 )  |  i s  0  ( 1 )  O 0  ( 2 )  .  s o ,  b y  t h e  p r e c e d  i n g  a r g u m e n t ,  E '  t o o  m a y

t ' l  
o f  l i n ' e  b u n d l e s '  a s  i n  ( t + ) '

b g  w r i t t e n  a s  a n  e x t e n s l o n  o r  I  l l l e  u u r r u r s ) t  q J  \ 1

S t e P  l l l .  ' A s
. - r J

l e s  w h i c h  m a Y  b e

b y  a  p r o j  e c t  i  v e

Q * F 1 9 ,  i n d u c i n g

r e m a r k e d  i n  t l 9 l ,  t h e

g  i v e n  b y  a n  e x t e n s  i o n
1 0

s D a c e  F ' r  a n d  t h e r e  i s

" ;  
v a r i o u s  f i b r e s  a l l

(  i  n d e c o m p o s a b l  e )  r a n k - 2  b u n d -

a s  i  n  ( + + )  a r e  P a  r a m e t r  i  z e d

a l  s o  a  t ' v e r s a l t '  b u n d l  e  o n

b u n d  I  e s  w h  i  c h  m a Y  b e  9 ' i  v e n  a ' s



. .:

t :  ( + + ) .  l t  i s  e a s y  t o  s e e  t h a t  f r o m  c r ( e ) e l 0 n ( 3 , 3 ) 1 ,  c r ( e ) = 1 0  a n d
h " ( e ) = 7  i t  f o l  l o w s  t h a t  E  l s  i n d e c o m p o s a b l e .  N o w ,  b y  s t e p  l ,  s i n c e

l qh ' ( E ) = 9 ,  t h e r e  i s  a n  o p e n ,  R o n - e m p t y  s e t  o f  p r )  c o r r e s p o n d i n g  t o  a m p l e
b u n d l e s  r  s u i h  t h a t  t h e  t a u t o l o g i c a r  b u n d l e  o n  p ( E )  i s  s p a n n e d ,  B y
S t e p  I  I  a n d  s e m i c o n t i n u i t y  t h e r e  i s  a n  o p e n ,  n o n - e m p t y  s e t  o f  b u n d l e s
w i t h .  f , o ( E ( - 1 , - l ) ) = 0 .  T h u s  w e  m a y  f  i n d  b u n d l e s  s a t i s f y i n g  a l l  c o n d i -
t i o n s  o f  ( 1 . 5 ) .  F i n a l l y  w e  r e m a r k  t h a t ,  c o n v e r s e l y ,  i f  X  i s . a s c r o l l
o v e r  Q  w i t h  d = 8 ,  9 = 4 ,  x  i s  i s o m o r p h i c  t o  p ( E ) ,  w h e r e  E  i s  a  b u n d l e
f u l f i l l i n g  a l l  c o n d i t i o n s  o f  ( 1 . 6 ) .  

.

( 1 . 8 )  I n s p i r e d  b y  t 4 l  w e  s h a l l  p r o v e  h e r e  t h e  e x i s t e n c e  o f  a  h y -
p e r q u a d r i c  f i b r a t i o n  o f  d i m e n s i o n  4  w i t h  Q = 7  t  g = 3  ( c f ,  t l l l ) .  L e t
y = p ( E ) ,  w h e r e  E = 0 , @ 0 , l G ) 0 _ r  ( r )  @  0 _ . l  ( t )  @  o p r ( l ) .

t P '  p '  p '  -  p '  r '

L e t  H e l 0 r ( l ) l  a n d  d e n o t e  b y  F  a  f  i b r e  o f  t h e  p r o j e c t i o n  n : y * p 1 .
L e t  S = F ( 0 f  l @ 0 p 1 ) C Y  b e  t h e  e m b e d d i n g  c o r r e s p o n d i n ! i  t o  t h e  s u r j e c -y  y  r - " -

t i o n  E * 0  l @ 0  1  .  r , . t e  h a v e  H l r e l 0 S ( 0 , 1 ) l  a n d  ( z H + F ) l s e  l 0 r ( 1 , 2 ) 1 ,  s i n c e
F '  p '

t h e  I  i n e a r  s y s t e m  l 2 H + F l  i s  b a s e - p o i n t s  f r e e ,  w €  m a y  c h c o s e  a  s m o o t h
m e m b e r  X e l 2 H + F l  s u c h  t h a t  X n  S  i s  i r r e d u c i b l e .  N o w  w e  c l a i m  t h a t
H I X  i s  a m p l e .  l f  n o t ,  s i n c e  l H l  i s  b a s e - p o i n t s  f r e e r  w €  m a y  f i n d  a
c u r v e  C C  X  s u c h  t h a t  ( H . 9 1 = 9 .  B u t  C  h a s  t o  b e  a  s e c t i o n  f o r  n  a n d  i  t
f o l  l o w s  t h a t  c c s r  s o  c = X f \  S .  T h i s  i s  a b s u r d  s i n c e  ( H . c ) = ( H . x . s ) -
= ( H l s . x l s ) s = 1 .  I , / e  g e t  ( H t r )  \ = 7 ,  

g ( H t x ) = 3 ,  q ( X ) = 0 ,  s o  ( r . r )  a p p l i e s
a n d  ( X ,  H I X )  h a s  t h e  d e s i r e d  p r o p e r t i e s .  :

N e x t  w e  w a n t  t o  i n v e s t i g a t e  p r o j e c t i o n s  o f  a  m a n i f o l d  f r o m  o n e  o f
i t s  p o i n t s ,  L e t  x '  b e  a  m a n i f o l d  i n  p l {  w i t h  h y p e r p l a n e  s e c t i o n  H ,
a n d  i n v a r i a n t s  d ' = d ( H ' ) ,  g ' = g ( H , ) .  A  . l i n , e  o f  x '  i s  a  c u r v e  c c x '  s u c h
t h a t  ( l ' . C ) = . 1  ,  l f  P  i s  a  p o i n t  o n  X :  l e t  o : X * X '  d e n o t e  t h e  b l c w i n g - u D  a t

- 1
p ,  5 : s - J . ( - e ) ,  H = o * ( H ' ) - E .  W e  h a v e  t = a ( H ) = d ' - ' | ,  g = g ( H ) = g ' ,  A ( X , H ) = A ( X ' , H ' ) ,

( 1 , 9 )  p r o p o s i t i o n .

a n " y  , l  i n e  o f .  X ' .  J t ' ' u n

t h e  f o l l o w l n g  " e l e m e n t a r y r r  a r g u m e n t  m a y  a l s o

t a i l s  f o r  i i ) ,  i )  b e i n g  s i m i l a r  a n d  s i m p l e r ,

s e p a r a t e s  p o i n t s  a n . d  t a n g e n t  v e c t o r s . 0 n c e  w e

i  )  - ! J  d ' > 2 g ' + 2 ,  H  , i  s  v g _ r y _ a . m p . l g  o n .  X ;

i i )  J l  d ' = 2 g ' + 1  g l g  ( x ' , H ' )  i . s  n o t  a  h y p e r q u a d r i c  f  i b i a t i o n ,

A s s u m e  t h a t q  ( X ' ) = 0  a n d  P  i  s  n o t  c o n t a  i  n e d t n

H  r s

v e r y  a m p l e  i f  a n d  o n l y  i f  l - K - ( r - 2 ) H l = 9 ,  w h e r e  r = d i m  X .

P r o o j .  T h e  p r o p o s i t i o n  i s  a  c o n s e q u e n c e  o f ( t . t )  a n d  ( 1 . 4 ) ,  b u t

b e  g i v e n .  W e  p r e s e n t  d e -

W e  h a v e  t o  s h o w  t h a t  I  H  I

i d e , n t . i  f y  e l e m e n t s  o f  i H l



,ii;

w i t h  h y p e r p l a n e  s e c t i o n s  o f  X '  t h r o u g h  P ,  t h e  p r o b l e m  l s  r e d u c e d  t o

p r o v l n g  t h e  s a m e  p r o p e r t y  f o r  0 D ( H ) ,  f o r  s o m e  s m o o t h  m e m b e r  D e l H l .

T h i s  i s  s e e n  b y  u s i n E  B e r t i n i ' s  t h e o r e m  ( h e r e  i t  i s  i m p o r t a n t  t h a t  t h e -

r e  a r e  n o  I  i  n e s  t h r o u g h  P )  ,  t h e  e x a c t  s e q u e n c e

o  * 0 x  * 0 x ( H )  * 0 0 ( H )  * 0 ,

a n d  t h e  f a c t  t h a t  q ( X ) = 0 .

l n d u c t i v e l y  w e  a r e  r e d u c e d  t o  s h o w i n g  t h e  v e r y  a m p l e n e s s  o f  H l g ,  f o r

a  s m o o t h  c u r v e  C  g o t  b y  i n t e r s e c t i n g  r - l  m e m b e r s  o f  l H l .  T h e  t h e o r y  o f

t h e  a d j u n c t i o n  m a p p i n g  ( s e e  t 1 1 1 ,  S e c t i o n  l )  g i v e s ' t h a t  l K ' + ( r - t ) H ' l

i s  b a s e - p o i n t s  f r e e  ( o t h e r w i s e  t h e r e  i s  a  I  i n e  t h r o u g h  e a c h  p o i n t  o f

. X ' )  a n d  e i  t h e r  K ' + ( r - l ) H ' = 0 ,  o r  t h e  a d j u n c t i o n  m a p p i n g  h a s  a t  l e a s t

a  t w o - d i m e n s i o n a l  i m a g e .  A s  o * ( K ' + ( t - t ) H ' ) = K + ( r - l ) H ,  i t  f o l l o w s
I

H ' ( 0 X ( - K - ( r - 1 ) H ) ) = 0  b y  t h e  v a n i s h i n g  t h e o r e m r  C o m b i n i n g  w i t h  l - f -

- ( r - 2 ) n i = 6 ,  w e  f  i n d  i n d u c t i v e l y  t h a t  l H l C - K r l = 9 ,  s o  w e  m a y  a p P l y

l i t a k a ' s  r e s u l t  q u o t e d  i n  ( l . q ) .

L e t  u s  s e e  s o m e  a p p l  i  c a t  i  o n s :

( l . l o )  t a t < e  X ' = F 2 ,  H ' e  l 0 ( a ) 1 ,  a ) 2 .  L e t  p  b e  t h e  m a x i m a l  n u m b e r  o f

p r o j e c t i o n s  f  r o m  g e n e r i c  p o i n t s  o f  X ' - ,  a l l o v r e d  b y  ( 1 . 9 ) .  t / e  f  i n d  p 2 . 3 a - 2

f o r  a 2 4 .  0 n e  k n o w s  c l a s s i c a l l y  t h a t  f o r  d = 2 ,  P = l  a n d  f o r  a = 3 ,  P = 5 .

( t . t t )  t a t c e  X ' = Q ,  t h e  q u a d r i c r H ' . 1 0 Q ( 3 ) 1 .  w e ' h a v e  d ' = 1 8 ,  9 ' = 4 .

W e  c a n  p r o j e c t  f r o m  o  g e n e r i c  p o i n t s ,  w h e r e  o ( 1 0 .  F o r  c r = 1 0 ,  r e m a r k  t h a t

d i T  l - K ' l = 8 ,  s o  w e  g e t  l - K l = f l  b V  c h o o s i n g  t h e  t e n  p o i n t s  g e n e r i c a i  l y .

I n  p a r t i c u l a r  t h e  s u r f a c e  t h u s  o b t a i n e d  h a s  d = 8 ,  g = 4 ,

( t . . l 2 )  r a k e  X '  t o  b e  a  c u b i c  i n i P 3 ,  H  e l 0 ( z ) 1 .  l t  f o l l o w s  t h a t  w e

m a y  p r o j e c t  f r o m  f o u r  g e n e r i c  p o i n t s ,  t h e  r e s u l t i n g  s u r f a c e  h a v i n g

d = 8 ,  g = 4 .  H . e r e  t h e  m a x i m a l  n u m b e r  o f  p r o j e c t i o n s  a ' l  l o w e d  i s  f  i v e ,

' c f .  [ 1 1 ]  P r o p . B . 1 .

( 1 . , | 3 )  L e t  X '  b e  a l u  D e l  P e z z o  s u r f a c e  o f  t l l l  T h . 4 . l  i v ) ,  H ' =

'  = - 2 K '  a n d  P e X ' . a n y  p o i n t .  T h e n ,  k e e p i n g  t h e  n o t a t i o n s  a b o v e ,  H  i s  v e -

r y  a m p ' l e  o n  X ,  l n d e e d ,  d ' = 8 ,  g ' = 3 ,  g = 0  a n d  t h e r e  a r e  n o  I  i n e s  o n  X ' '  .

( t .  t  4 )  N o w  t a k e  X '  t o  b e  t h e  D e l  P e z z o  s u r f a c e  h a v  i  n g  H ' = - 3 K '  ,  d ' =

= 9 ,  g ' = 4 .  T h i s  s u r f a c e  c a n n o t  b e  p r o j e c t e d  f r o m  a n y  o f  i t s  p o i n t s .  I n -

d e e d r  w €  h a v e  d i m  l - K ' l = 1 ,  s o  l - K l # U  f o r  a n y  p o s i t i o n  o f  t h e  p o i n t  P .

( t . t 5 )  T a k e  X ' = F 3 ,  H ' e l 0 ( 2 ) 1 ,  P e X ' .  T h e n  w e  m a y  p r o j e c t  o n e  t i m e .
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2 ,  A  B e r t i n i - t t h e o r e m  f o r  v e c t o r  b u n d l  e s

T h e o r e m  B  ( K l e i m a n  t I 6 l )

a n d  E  a  v e c t o r  b u n d l e  o f  r a n k

a n  i n t e q e r ' b < a  s u c h  t h a t  d i m

b  o e n e r i c  q l o b a l  s e c t i o n s  o f
{ -  r - r +

d i m e n s i o n  a - b + 1  i n  Y .

R e m g l b . .  A c t u a l l y ,  t h e  P r o o f  o f  t h e

w h a t  d  i  f f e r e n t  f r o m  t h a t  o f  t  I  5 l  ( w h e r e

s p a n n e d )  s i n c e  w e  a r e  i n  c h a r a c t e r i s t i c

L e t  Y  b e  a  s m o o t h .  D r o  i e c t  i v e  v a r i e t y

a  o n  Y  s p a n n e d  b y  g l o b a l  s e c t i o n s ,  T a k e

Y < 2 ( a - b + 2 ) .  T . h . e q  t I ? - d e p e n d e n _ c y  l o c u s  o j

r e  c o -

( 2 . 1  )  T a k e  Y : F 4

n e r  i c  s e c t  i o n s  o f  E

s e q u e n c e  o f  t h e  f o r m

1

,  E = O r ( 2 ) ,  b = 3 .  T h e

m u s t  b e  n o n - e m p t y ,

a b o v e  i  s  s i m p l  e r  a n d  s o m e -

o n e  h a s  t o . ? s s u m e  t h a t  E ( - 1  )  i s

0  a n d  g e n e r i c  s m o o t h n e s s  h o l d s .

d e p e n d e n c y  I o c u s  o f  t h r e e  g e -

s  i  n c e  o t h e r w i  s e  w e  f  i  n d  a n  e x a c t

c o d i m e n r i o n  t v i o

o*o$3*s : | ( 2 ) *ov (3 ) *o

T h i s  i s  a b s u r d  s i n c e  r - r o f o 1  ( t ' l  ) = n  T h u s ,  b y  T h e oH - ( s z y ( 1 J J = u .  T h u s ,  b y  T h e o r e m  B ,  t h e r e  i s

s m o o t h  s u r f a c e  X  ( w h i c h  m u s t  b e  c o n n e c t e d  s i n c e  Y = l P ' )  s u c h  t h a t  i t s

i  d e a l  s h e a f  l X  h a s  a  r e s o l  u t  i  o n :

( 5 ) o*r? ' *n l  e)* r  * (3)*0 .

D u a l i s i n g  w e  g e t :

0*0y  ( -3  ) * r  v  ( - z ) *O? ' * r ,  (  2  ) *0  .

N o w  i t  i s  e a s y  t o  s e e  t h a t  X  m u s t  b e  t h e  V e r o n e s e  s u r f a c e  o f  d e -
Ir

g r e e  4  i n  F ' .

( 2 . 2 )  ( c . o k o n e k  L z o l ) , T a k e  y = F 5 ,  E = g l ( 2 ) ,  b = 4 ,

T h e  a b o v e  p r o c e d u r e  y i e l d s  t h e  e x i s t e n c e  ( l e f t  o P e n  i n  t l l l ) o f
q

a  3 - f o l d  o f ' d e g r e e  7  i n  t r )  w h i c h  i s  a  s c r o l  I  o v e r  t h e  c u b i c  s u r f a c e  o f
2

p 1 .

3 ,  T h e  r e s u l t s  o f  P e s k i n e - S zi r o  f o r  t h e  c a s e  o f

R e c a l l  t h a t  a n  a r i t h m e t i c a l l Y

d i m e n s i o n  t w o  i n  I P n  i s  a  c o m P l e t e

T h e o r e m . g  ( P e s k i n e - S z p i r o  l 2 2 f ) ,  - 1 9 . t  m > 2 ,

=1,.  r  r  l rTr)  9_e,.  g. lyen gosj ! i ,v :g . iLr , teg.e-rs : is .h.  ! f t ,a, ! ,

C o h e n - M a c a u l a y  s u b m a n i  f o l  d  o f  c o -

i n t e r s e c t i o n  i f  n ) 6 '  F o r :  n < 5  o n e  h a s :

a ,  ( i = l  r .  r r l r l l - l ) ,  b .  ( i =



i.,i-

m - l

I = l
E  a . = . 8  b .  a n d  a . ) b . " f o r ' a ' n
= l  t  

l = l  
'  I  J

" . f .o , r . . '?nJ-  i ,  j . ' 1 . f .  n < 1 , t h e r e  i s  s o m e  s u b m a n i f o l d

n

X C P " ,  o f  _ c o d i m s n s i o n  t w o ,  s u c h  t h a t  l y -

m - l  m
0 * . @ .  0  ( - a  

i  ) * . @ .  0  ( - b  
I  ) *  |  * * 0 ,i = l  '  

i = l

N e x t r  s t a r t i n g  w i t h  s o m e  g i v e n  s u b m a n i f o l d  Y  o f  c o d i m e n s i o n  t w o
n

i n  l P " r  o f l e  c a n  t r y  t o  f  i n d  a  n e w  o n e ,  s a y  X ,  s u c h  t h a t  t h e  u n i o n  o f  X

a n d  Y  i s  t h e  c o m p l e t e  i n t e r s e c t i o n  o f  t w o  h y p e r s u r f a c e s . 0 n e  s a y s  t h a t

X  a n d  Y  a r e  t t l  i n k e d " .  i . J e  h a v e :

h a s  t h e  r e s o l u t i o n :

T h e o r e m  D ( P e s  k  i  n e -  S  z p i  r o  L 2 2 J )  .

. \
i )  A s s u m e  t h a t  X  a n d  Y.:-_

t w o  h v p e r s u r f a c e s  o f  d e q r e e

Q * f *

i s  a  l o c a l l y  f r e e  r e s o l u t i o n  f o r

a r e  I  i n k e d  b t h e  c o m D  I  e t e

a  a n d  b .  l f

F + l Y  * . 0

r e s o l  u t  i  o n  f o r1 . , ,  a 1 . ,  i s  q i v e n  b y :
A #

i n t e r s e c t i o n  o f

o * F v ( - a  - b ) * J ( - a  -  b ) @ )  ( - a  ) @ )  ( -  u  ) * t x * 0  ,

i i )  l f  6 < 5 ,  3 , b , e  a r e  i n t e g e r s  s u c h t h a t  o , b ) e  a n d  l u ( e )  i s  s p a n *

n e d  b y  g l o b a l  s e c t i o n s ,  t h e r e  a r e  g e n e r  i c .  , , Q r ,  ,  l .  . . o ^f o r m s  u e H - (  1 . , ( a )  ) ,  v e H " ( t , , ( U )
I I

a n d  a  s m o o t h  s u b v a r  i  e t y  X C  p "  s u c h  t h a  t  X a n d  Y  a r e  I  i n k e d  b y  t h e  c o r n -

l e t e  i n t e r s e c t i o n  o f  t h e  h v o e r s u r f a c e s i v e n  b v  u  a n d  v "

( 3 . t )  C o m b i n i n g  T h e o r e m  C  a n d  T h e o r e m  D  i )  w e  t r e a t e d  i n  i 1  i l

a n d  l 1 2 l  t h e  f o l  l o w i  n g  c o d i m e n s  i o n  t w o  c a s e s :  6 = 5 r  g = 2 i  d = 6 ,  g = 3 ;

d = 7 . ,  g = 5 1 5  a n d  d = 8 ,  g = 7 ,

( f , Z )  C ,  0 k o n e k  ( s e e  1 2 1 l )  u s e d  T h e o r e m  D  i i )  f o r  p r o v i n g  t h e

e x i s t e n c e  o f  t h e  t w o  t y p e s  o f  s u r f a c e s  i n  P 4  h a v i n g  d = 8 ,  g = 6  a n d  O g = 0

o r  1 .  F o r  c o n v e n i e n c e  w e  g i v e  h e r e  a ,  s i m p l  i f i e d  v e r s i o n  o f  h i s  a r g u m e n t .

S t a r t  w i  t h  t h e  V e r o n e s e  s u r f a c e  i  n  F 4 ,  d e n o t e d  b y  Y .  F r o m  ( 5 )  w e  s e e

t h a t  l y ( 3 )  i s  s p a n n e d .  B y  T h e o r e m  D  w e  m a y  l i n k  Y  t o  a  ( s m o o t h ) s u r f a c c  X ,

b y  t w o  f o r m s  o f  d e g r e e  3  a n d  4  r e s p e c t i v d ; l y ,  s u c h  t h a t  l v  h a s  t h e  r e s o l u t i o n :
^ l

( 5 ) o*T (  -6 ) * ,p t '  ( -4 )@ (  -  3  ) * ,  r , *
T w i s t i n g  ( 5 )  b y  0 ( 4 )  a n d  d u a l  i s i n g , .

t n

w e

p a r t i : c u l a r  l r r ( 4 )  i s  s p a n n e d ,

g e t :

0*0  ( -4 ) * (p44 |0  ( -  I  ) *o l  (2 ) *cpv  (  t  ) *0 .



N o w  i t  i s  e a s y  t o  s e e  t h a t  X ,  h a s  i n v a r i a n t s  d = 8 r  9 = 6 .  o  = 0 .  S i m i l a r l y, . 9

w e  f  i n d  a n  X .  w h l c h  i s  l i n k e d  t o  X 1  b y  t w o  f o r m s  o f  d e q r e e  4 .  F r o m  ( 6 )' / )

w e  g e t :

o * r f l  @ 0 ( ' . 1 ) * s t  f  r l O , F z *  t x  ( 4 ) * 0  a n d  d u a t  i s i n s

0 * 0 ( - 4 ) * T  ( - r e l ) @ 2 * P ' @ l l ( 1 ) * 1 r x r ( J ) * 0 ,  l t  f o l l o w s  t h a t  x z  h a s  i n -

v a r i a n t s  d = 8 ,  9 : 6 ,  P g = 1 .

q .  R e i d e r ' s  t h e o r e m  o n  s u r f a c e s

T h e  f  o l  l o w i n g  r e m a r k a b l e  r e s u l  t  g  i v e s  a n  e f  f  i c  i e n t  t ^ / a y  o f  p r o -

v i n g  t h e  v e r y  a m p l e n e s s  o f  a  l  i n e a r  s y s t e m  o n  a  s u r f a c e .

T h e o r e m  E  ( l . R e i d e r  t 2 3 l ) .  L e t  x  b e  a  s m o s @ a -

S - q  a n d -  H  a  d i v i . s - o j  o , n -  X  s . u c h . . t . h a t :

,  i )  H - K  i - s _ n e f  ;.,
i i )  ( H - r ) ' > 9 ;

i i i )  t h e r , g  j s - n o . - e f f e c t i v - e  d J - Y j : o 1  E  . o . 1  X  : u c h  t h a t  s i t h e r

( H - r . E ) = 0 ,  ( E t ) = - 1 , - 2  o r
,

( n - r . E ) = 1 ,  ( E ' ) = 0 , - l  g l

( H - r . E ) = 2 ,  ( E 2 ) = o  - o r
a

H - K = 3 E ,  ( E ' ) = 1 .

Jlrgl l . .H is ve_rr  _a-Tp: l_g-.
( 4 , 1 )  L e t  X  b e  a  g e o m e t r i c a l l y  r u l e d  e l l i p t i c  s u r f a c e  w i t h  i n v a -

r i a n t  e = - l  a n d  l e t  H = 2 C o + F  ( n o t a t i o n s  a s  i n  i 6 l  C h ' V )  '  T h e n  H  i s  v e r y

a m p l e ,  I n d e e d  w e  h a v e  H : K = l r C o ,  s o  i t  i s  a m p l e  ( c f , f 5 l  l o c  c i t ) '  T h e  r e -

m a i n i n g  c o n d i t l o n s  i n  T h e o r e m  E  a r e  o b v i o u s .  T h e  e x i s t e n c e  o f  t h i s  t y -

p e  o f  s u r f a c e s  o f  d e g r e e  B  w a s  f i  r s t  p r o v e d  b y  B u i  u m  i n  t 2 l .

( l { . 2 )  L e t  X  b e  a  g e o m e t r i c a l  l y  r u l e d  s u r f a c e  o v e r  a  c u r v e  o f  g e -

,  n u s  2  w i t l i  I n v a r i a n t  e = - 2  a n d  l e t  H = C o + J F ,  T h e n  H  i s  v e r y  a m p l e ,  I n d e e C ,

H - K = 3 C ^ - F  i s  a m p l e  a n d  c o n d i t i o n  i i i )  i n  T h e o r e m  E  i s  e a s i l y  v e r i f i e d .
()

: ! , l u  a l s o  r e m a r k  t h a t ,  c o n v e r s e l y ,  a n y  s u r f a c e  o f  d e q r e e  B  w h i c h  i s  a

s c r o l l  o v e r  a  c u r v e  o f  g e n u s  2  i s  n e c e s s a r i l y  o f  t h i s  t y p e

5 .  S c r o l l s  o Y e ! - l - - s L [ v e  o f .  g e n u s  < l

T h e  f o l l o v r i n g  i s  c l a s s i c a l  a n d  e a s y .  l t  w a s  i n c l u d e d  o n l y  f o r

p e r s  p e c t  i  v e  .

t

( 5 . 1 )  P r g p o s . i - t . i o n .  A  s c . r o l , l - . o f  d i m e n E i g n  r  a n d . { 9 g - r g e  d  g u s t  I P '

! r :  A = g = 0 ;  t h e , . s : i j t e n c e  . o f . . . s j c h  a  s c r o l . l  w i t I  g i v e n  i n v a r J , a n t - s  d '  r  
$

l s ,  a n r r l v a l e n t  t o  t h e  n u m e r i c a l  c o n d i t i o n  d 2 r .  T h e y  a r e  a l l  o b t a i n e d



1,'.i

1  . { - 1  _ z d - l
g s -  I  I n e a r  . s e c t i g r s  o f  t h e  S - e g J ' e  e m b e d d i n - q * o f  I P ' x F o - '  , . n  . t t ,

$ .z) f:geg-:i!-g-r. A  s c r o l ' l  o f  d i m e n s i o n  r  a n d  d e q r e e d  o v e r  a n

e l l - i  p _ t i c  c u r J e  C  . h a s  g = 1 ,  A = r i  t h e  e x i . s t e n c e .  o f  - s _ u  l r .  ?  t s j r : g - l  I  w i r t !  , g _ l

v a n  i n v a r i a n t s  d , r  i s  e j u i v a l e n t . * J o  t h e  n u m e r i c a l  c o n d i t i o n  d ) 2 r .

p - f g q , f , .  T h e  e q u a l i t y  A = r  w a s  o r o v e d  i n  t l l l  P r o p . 3 , 1 l ,  A s s u m e

t h a t  X  e x i s t s  i n  F n ,  w i t h  n = h o ( 0 r ( H ) ) - t .  S i n c e  A = r  i t  f o l l o w s  d = n + 1 .

f f  d 3 2 r  r  w €  w o u l d  g e t  r - ( n - r ) > l  a n d  B a r t h ' s  T h e o r e m  ( c f  i l  l )  g  i v e s

q ( X ) = 0 .  T h i s  i s  a  c o n t r a d i c t i o n ,  s o  n e c e s s a r i l y  d > 2 ; .  C o n v e r s e l y ,

-  a s s u m e  t h i s  l a s t  c o n d i t i o n  h o l d s .  F i r s t  w e  s h o w  t h a t  f o r  a n y  i n t e g e r s

a r b ) 0 ,  t h e r e  e x i s t s  a n  a m p l e  v e c t o r  b u n d l e  E  o n  C  h a v i n g  r a n k  b  a n d
'  

t -  \  .  -

:  c t  ( E ) = a ,  l f  b = l  t h i s  i s  o b v i o u s ,  A s s u m e  w e  h a v e  a l  r e a d y  f o u n d  a n  a m -

p l e  r a n k ( b - l  )  U u n d l e  F  o n  C  w i t h  . t ( f ) = a .  B y  R i e m a n n - h o c h  t h e r e  i s

s o m e  n o n - s p l  i  t  e x a c t  s e q u e n c e  o f  t h e  f o r m

0 * 0 c * E * F * 0 .

B y  a  r e s u l t  d u e  t o  G i e s e k e r  ( s e e  [ 5 ] ,  T h , 2 , 2 ) ,  E  i s  a n r p l e  a n d ,  o b v i o u s -

l y ,  c ,  ( E ) = a ,  r k ( E ) : b .  T h e  a b o v e  a r g u m e n t  s h o w s  t h a t  w e  m a y  f i n d  a n  a m -

p l e  v e c t o r  b u n d l e  E t  o n  C  w i t h  r k ( E r ) = r ,  c ,  ( e  
, ) = d - 2 r  a n d  a n  e x a c t  s e -

q u e n c e

0 * 0 C * E  r * F * 0 .

T a k e  s o m e  L e P i c ( C )  w i t h  c ,  ( t ) = 2 .

v e  c r ( r ) = a  i t  w i l l  b e  e n o u g h  t o

F o r  a n y  t w o  p o i n t s  P r Q e C  w e  l e t

I  o c ( - p - q ) ) = H l ( E r  G )  L l ) = H t ( E " t 6 l

g r e e  0 ,  T h u s  w e  h a v e  t l  { 0 x ( l ) O n

s e q u e n c e  o f  t h e  f o l  l o w i  n g  s  i m p l  e

( 5 . 3 )  l g 1 3  ( c r . t z J  L e m m a  3 . 4 ) .

m o r p h i s m  o n t o  s o m e  s m o o t h  c u r v e . ' L e t

v_g l_ t . ib l -e_sh.e , ,? , j  on  X :y_ch. - tE l  t ' t l v  i s
n D

L e t  E = E r @ 1 ,  x = F ( E )  I  c '  s i n c e  w e  h a -

p r o v e  t h a t  0 X ( 1 )  i s  v e r y  a m p l e  o n  X .

L 1 = L  @  0 c ( - p l . A ) e  p i c o ( c ) .  t ^ l e  g e t  H l ( r 6 >

f ,  l = 0  s i n c e  E 1  i s  a m p l  e  a n C  L l  h a s  c l e -

n O r ( - P - Q ) ) = 0  
a n d  t h e  r e s u l t  i s  a  c o n -

1  e m m a .

t . e t  X  b e  a  m a n i f o l d  a n d  E , : X * C  a
. #

X . = n - ' ( P )  f " a - f  P e C ,  l f  M  i s  a n  i t -
P 

' "  \ '  /  ' - - i { - l -  ' " - ;  : - - : - -  "  - - - - - -

v e r y  : t p l e ,  a L d  u ' ( u f ) 0 x ( - t r - x n ) ) =

= Q  f o r  a n v P , Q e C ,  t h e n  M  i s  v e r y  a m p l e .

6 ,  T h e  e f f e c t  i  v e  I  i  s t  o f  m a n  i  f o  I  d s  o f  d e g l e e 7  a n d  8

( 6 . 1 )  T h e o r e m .  T h e  I  i s t  o f  m a n i f o l d s  o f  d e _ g r e e7  s i v e l  i . l  i l l l

i s  e f f e c t i v e ,
@

F o r  a  p r o o f ,  a p p l y  ( 5 . 2 )

7  -  ? ,

( l . B )  a n d  Q . 2 )  t o  s h o w  t h e  e x i s -

r *  r !  t - l

( 1 . 3 ),
I

t



, i ! . ,

( 6 . 2 . )  C o n s i d e r  n o w  t h e  c a s e  w h e n  ( X ,  H )  i s  a  h y p e r q u a d r i c

f  i b r a t  l o n  o u u ,  P l  h a v  I n g r  I n v a r  i a n t s  d = 8 ,  9 = A = 4  ( . f  '  t  1 2 1 )  .  E x a m p l  e s
1 )

w i t h  d i m  X = 2  a r e  g o t  b y  t a k i n g  d i v i s o r s  o f  t y p e  ( \ r Z )  o n  F ' x [ P ' ,  € f f i b e d -

d e d  S e g r e  I n t o  P 5 .  N e x t , w e  p r o ' v e  t h a t  t h e  c a s e s  d i m  X > 3  a r e  n o t  p o s s i -
I

b l e .  t ^ / e  s t a r t  w i t h  a  u s e f u l  r e m a r k  v a l i d  f o r  h y - p e r q u a d r i c  f i b r a t i o n s

e : X * C . o f  d i m e n s i o n  r ,  o v e r  a n y  b a s e  c u r v e  C .  L e t  u s  f  i r s t  i n t r o d u c e

t h e  f o l l o w i n g  n o t a t i o n s :  q  f o r  a  f i b r e  o f  Q ,  E = 9 * ( 0 X ( H ) ) ,  y = F ( E )  I  C ,

F  f o r -  a  f  i b r e  o f  r  a n d  0 y ( L ) = : 0 y ( l ) .  T h e n  w e  c l a i m  t h a t  0 y ( L )  i s  s p a n -

n e d  b y  g l o b a l  s e c t i o n s .  I n d e e d ,  c o n s i d e r  t h e  e x a c t  s e q u e n c e

( 7 ) o * 0 x  ( p - Q ) * 0 y  ( H ) * 0 Q  ( H ) * 0 .

S i n c e  Q  i s  a  h y p e r q u a d r i c  i n  F r ,  t h e  r e s t r i c t i o n  m a p '  H o ( 0 * ( H ) ) * H o ( 0 a ( H )

i  s  s u r j e c t  i  v e ,  s o  w e  9 e t

h o ( 0 x ( H - a ) ) = h o ( 0 * ( H ) ) - r - 1 .  t t  f o l l o w s  t h a t

h o  ( 0 v  ( L - r )  ) = h o  ( 0 ,  ( r )  )  - r - l  a n d  t h e  e x a c t  s e q u e n c e

0 * 0 y  ( f  - f  ) * 0 V  ( L ) * 0 ,  ( t - ) * o  s h o w s  t h a  t  0 ,  ( t - )  i s  s p a n n e d ,  s  i n c e  0 ,  ( L )  i s  s o

f o r  a n y  f i b r e  F .  
1

N o w  r e t u r n  t o  o u r  c a s e  w h e n  d i m  X = 3 ,  d = 2 g = 8 ,  C = F ' .
1

W e  f  i  n d  H l  ( d *  ( H )  )  = O  a n d ,  u s  i  n g  ( 7 )  ,  H r  ( 0 X  ( H - Q )  ) = 0 ,  T h u s  w e  m u s t  h a v e
4 ^

f =  @  0 ( a , ) ,  w l t h  a . ) 0 .  M o r e o v e r ,  w e  g e t  X e l 2 L + 2 F l  a n d  c .  ( E ) =  X  a . = 3 .
i = l  

- i -  

A  
t  

i = l  
I

S i n c e  a t  l e a s t  o n e  a .  i s  z e r o ,  t h e  m a O  Y l r ' : Y * F "  m a p s  Y  o n t o  a  c o n e  o f

d e g r e e  3 . T h u s  X  i s  c o n t a i n e d  i n  s u c h  a  c o n e .  P a s s i n g  t o  h y p e r p l a n e

s e c t i o n s  a n d  u s i n g  B e r t i n i ' s  t h e o r e m  w e  f i n d  t h a t  s o m e  s m o o t h  s e c t i o -

n a l  c u r v e  o f  X  I  i e s  o n  a  t w o - d i m e n s i o n a l  c o n e  o f  d e g r e e  3 .  T h i s  c o n -

t r a d i c t s  t h e  f o ' l  l o w i n g  l e m m a .

- ' t ' t  
^ \( 6 . 3 )  L e m m a ,  L e t  C

s u r f a c e  o f  d e g r e e  b  w h i c h

c u r v e .  T h e n :

i )  i f  P / C ,  b  d i v i d e s  d ,

i l ) '  ! , f  P e c ,  b  g - l l l d : :  d - 1 .

F o r  a  p r o o f ,  b l o w - u P  P  a n d  c o m P u t e

t i n g  g e o m e t r i c a l  l y  r u l e d  s u r f a c e .

b e  a  s m o o t h  c u r v e  o f  d e q r e e  d
-  

-  .  !  - - ' *_ ' - ; - ; : '= : - - ' .€

i  s  a  c o n e  w i  t h  v e r t e x  P  o v e r  s o m e  s m o o t h

c o n t a i n e d  i n  a

i n t e r s e c t i o n  n u r n b e r s  o n  t h e  r e s u l -

( 6 . q )  C o n s i d e r  n o w  s u r f a c e s  i n  F 4  o f  d e g r e e  8  w i t h  g = 5  a n O  O = t  * ,

w h i c h  a r e  h y p e r q u a d r i c  f i b r a t i o n s  ( c f t 1 2 l ) .

W e  s h o w  t h a t  t h e y  c a n n o t  e x i 3 t .  U s i n g  t h e  n o t a t i o n s  i n t r o d u c e d

i  n  ( 5 . 2 )  w e  f  i n d  ( t - 3 ) = 4 , X e  |  2 L + n * B  I  f  o r  s o m e  d e g  r e e : z e r o  d  i v  i s o r  o n  t h e



. ) ' r

e l  I  i p t  i c  c u  r v e  C .  A s  r e m a  r k e d  i n  ( 6  . 2 )  w e  h a v e  a  m o r p h  i s m  V ,  ,  ,  :  y * F 4 ,'  
t L l

?
S i n c e  ( L J ) = 4 ,  e i  t h e r  * l  

l l  
m a p s  Y  b i r a t i o n a l  l y  o n t o  a  h y p e r s u r f a c e  o f

d e g r e e  4 ,  s 3 Y  Z ,  o r  X  l s  c o n t a i n e d  i n  a  h y p e r q u d d r i c , T h i s  l a s t  o o s s i -
b i  I  i t y  i s  a b s u r d  s i n c e  o t h e r w i s e  X  w o u l d  b e  a  c o m p l e t e  i n t e r s e c t i o n .
N e x t  w e  s h o w  t h a t  Z  i s  a  c o n e .  I n d e e d ,  s i n c e  t h e  f i b r e s  F  a r e  m a p p e d .
t o  p l a n e s ,  i t  i s  e n o u g h  t o  f  i n d  a  c u r v e  c o n t r a c t e d  b y  t l , _ l  .  l f  t h e r e

a r e  n o  s u c h  c u r v e s ,  L  i s  a m p l e  a n d  i t  f o l  l o w s  H l  ( e ) = H l  ( 0 * ( H ) ) = 0 ,  B u t
1

w e  f i n d  h ' ( 0 r ( H ) ) = l ,  N o w ,  i f  r  i s  a  c u r v e  s u c h  t h a t  ( t , t 1 = g ,  w e  h a v e)
T f t  X = g  ( b e c a u s e  L I X = H  i s  y e r y  a m p l e  w e  c a n n o t  h a v e  T  c X ) .

A s .  a  c o n s e q u e n c e ,  n o  d i v i s o r  o n  y  i s  c o n t r a c t e d  b y  v l l l .  l n d e e d ,  . i f  ,

s a y  D = c r L + B F  i s  c o n t  r a c t e d ,  i  t  f  o l  l o w s :
)

0 = ( D , L ' ) = 4 o + p

a n d ,  s i r i c "  D I X = 0 ,  ( D . X . F 1  = 2 e , = 0 ,  s o  o = F = O  w h i c h  i s  a b s u r d .  T h u s  w e  p r o -
v e d  t h a t  i f  S e  l L l  i s  a  g e n e r i c  m e m b e r ,  t h e  m a p  i n d u c e d  b y  r e s t r i c t i n g
V l t _ t  i s  a  f  i n i t e ,  b i r a t i o n a l  m o r p h i s m  b e t w e e n  S  a n d  a  c e r t a i n  s u r f a c e

o f  d e g r e e  4  i n  t r 3 .  S i n c e  S  i s  a  g e o m e t r i c a l l y  r u l e d  e l l  i p t i c  s u r f a c e ,
u s i n g  t h e  n o t a t i o n s  o f  t 6 l  c h . v r  w e  h a v e  L l r = c o * b f ,  \ = z b - e  a n d  b - e =
= ( c _ + b f . c  ) > 2 .o o

l l o r e o v e r '  e ) - l  i m p l i e s  t h a t  n e c e s s a r i l y  € = 0 ,  b = 2 ,  s o  b - e = 2  a n d
C o  i s  m a p p e d  t w o  t o  o n e  o n t o  s o m e  I  i n e .  F r o m  t h i s . w e  d e d u c e  t h a t  t h e r e

a r e  i n f  i n i t e l y  m a n y  p a i r s  o f  f  i b r e s  F  m a p p e d  t o  p a i r s  o f  p l a n e s  i n t e r -
s e c t i n g  i n  a  I  i n e .  l f  w e  t a k e  a  h y p e r p r a n e  o f  F l  . o n t a i n i n q  s u c h  a  p a i r

o f  p l a n e s ,  i r t  i n t e r s e c t i o n  w i t h  Z  c o n t a i n e s  a  c e r t a i n  o u a d r i c ,  b e s i -
d e s  t h e  t w o  p l a n e s .  T a k i n g  i t s  p u l l b a c k  b y  * l l l  r  w €  f i n d  a  g e o m e t r i c a l -

l y  r u l e d  e l l i p t i c  s u r f a c e  m a p p e d  b i r a t i o n a l l y  t o  a  q u a d r i c ,  w h i c h  i s
c l e a r l y  a b s u r d '  l t  s h o u l d  b e  p o i n t e d  o u t  t h a t  t h i s  c l a s s  o f  s u r f a c e s
w a s  f i r s t  e x c l u d e d  b y  0 k o n e k  i n  i 2 1 l  b y  a  c o m p l e t e l y  d i f f e r e n t  a r q u m e n t .

( 5 . 5 )  C o n s i d e r  n o w  t h e  r a t i o n a l  s u r f a c e s  o l =  F 4  n u v i n g  d = 8 ,  g = 5
( c f , t l 2 l ) .  A s  w e  u n d e r s t o o d  f r o m  t 1 5 1 ,  r € c e n t l y  J .  A l e x a n d e r  p r o v e d  r h e

e x i s t e n c e  o f  t h i s  t y p e  o f  s u r f a c e s .  T h i s  s e e m s  t o  b e  a  r a t h e r  s u b t l e

c a s e ,  s i n c e  n o n e  o f  t h e  m e t h o d s  d e s c r i b e d  s o  f  a r  c a n  b e  a p p l  i e d .

N o w ,  l o o k i n g  o v e r  t h e  m a x i m a l  I  i s t  p r o p o s e d  i n  i 1 2 l  f o r  d e g r e e  B

a n d  u s i n g  ( 5 , 2 ) ,  ( t . j ) ,  ( t . 2 ) ,  ( 4 . 2 ) ,  ( 1 . 1 4 ) ,  ( i . 7 ) ,  ( : . 1 2 ) ,  ( 5 . 2 ) ,

( 5 . 4 ) ,  ( 6 . 5 )  a n d  ( 3 , 2 )  w e  s e e  t h a t  t h e  f o l l o w i n g  r e s u l t  w a s  p r o v e d .

( 5 . e  1  J h e o r e m . .  l i l g .  e f , f . e c , t _ i v e .  I  i s t  o f - l n i t f o , l  d s  o - f  . d e . g r S e  B  f l * :
g i v e n  i n  t h e  t a b _ l e  f o l l o r v i n . g  t h e  i n t r o d u c t i o n . '
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