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D E R t V A T t 0 N S  0 N  A L G E B , R A T C  n R 0 u P s

c.01"{ L!F.[ qJ]_9_

by a.BUIUM

g r o u p s .

0 ,  l n t r o d u c t ' i o n

1 ,  D e s c e n t  o f  l i n e a r  g r o u D s

2 .  l ' 1 o r e .  a p p l i c a t i o n s  o f  t h e  a n a l y t i c  m e t h o d

3 .  R e m a r k s  o n  t h e  c a s e  o f  c h a r a c t e r i  s t i  c  p ) 0

4 ,  E m b e d d i n g s  o f  f -  A - g r o u p s  i n t o  a l g e b r a i c

C o n t e n t s

0 ,  I n t r o d u c t i o n
%

T h i s  p a p e r  i s  a  d i r e c t  c o n t i n u a t i o n  o f  [ t ' l L t r l  f  r o m  w h e r e  w e  b o r -

r o w  o u r  t e r m i n o l o g y  a n d  c o n v e n t i o n s .  0 u r  a i m  h e r e  i s  t o  s e t t l e  s o -

m e  q u e s t i o n s  r a i s e d  i . n  [ t ' l I t r l  a n d  i m p r o v e  ( o r  g i v e  a l t e r n a t i v e

p r o o f s  )  o f  s o m e  r e s u  I  t s  f  r o m  t h e  r e .

N o t a b l y ,  w e  P r o v e  t h a t  f o r  a n y  i r r e d u c i b l e  I i n ' e a r  a l g e b r a i c  F - q r o u p
^  - A ( c )G ,  F - ' - '  i s  a  f i e l d  o f  d e f i n i t i o n  f o r  G  ( c f ,  s e c t i o n  l )  h e n c e  t h a t

a n y  I  i n e a r  f -  A - g r o u p  i s  s e m j s p l  i t !  T h i s  r e s u l t  t o g e t h e r  w i t h  a n

i m p r o v e m e n t  ( c f  .  s e c t i o n  2 )  o f  a  r e s u l t  f  r o m  [ U , , ]  o n  a b e l i a n  i c l e a l s

i n  A t c )  c o m p l e m e n t a r y  t o  A ( C , r i n 1  w i l l  l e a d  t o  a  q u i t e  s a t i s f a c t o r y

p i c t u r e  o f  a l  I  l  i n e a r  f - & - g r o u p s .  T h e  i d e a  . i n  s e c t i o n s  l - z  i s  t o  s r u -

d y  t h e  i n t e r p l a y  b e t w e e n  a l g e b r a i c  a n d  a n a l y t i c  g r o u p s  a n d  t o  u s e

a n a l v t i c  r e s u l t s  o f  H a m m  [ n " ]  a n d  H o c h s c h i t d - M o s t o w  
L l r 1 J [ r r r ] .

I n  s e c t i o n  3  w e  m a k e  s o m e  r e m a r k s . o n  t h e  c h a r a c t e r i s t i c

p > q  c a s e '  H e r e  w e  a l w a y s  h a v e  A ( c ) = A ( n Z r )  s o  t h e  m o d u  l  i  - t h e o r e t  i  c

p r o b l e m s  d i s s a p e a r .  B r , r t  n e w  p h e n o m e n a  o c c u r .  F i r s t  A ( G / F )  i s  u s u a l l y

i n f  i n i t e  d i m e n s i o n a l ,  N e x t  A ( n , f  i n )  n e e d  n o t  b e  c l o s e d  u n d e r . a d d i -

e n f l
t i o n  a n d  m a n y  c o n t a i n  d e r i v a t i o n s  d  f o r  w h i c f r  ( t o , l )  *  0 l  0 n  t h e

d



I n  s e c t  i o n  4  w e  a s s o c  i a t g  ( "  r o n g  t h e  r  i n e s  o f  F  J  ,  L * u , l  I
. t o  any  aJgebra i r ' l / - g roup  G  a  A -g ro rp  

'G '  ( ca l  l ec l  t he  f  ' p ro long ,a ! i on  o?  G , ,  o r  t he

[  - g r o u p  " p r o d u c e d "  f ' r o m  G )  s u c h  
n t h a t  

t h e  " '  "  
"  ;

g r o u p ' c ' t ? { )  o f  A - A -  p o i n t s  o f  c  i a e n r i f i e s  w i r h  t h e  g r o u p  b ( ? A )  o f

. . - 2 -

o t h e r  h a n d  o n e  c a n  p r o v e  t h a t  f o r  G  i r r e d u c i b l e , "  s o l v a b l e  w i t h

c o m m u t a t i v e  u n i p o t e n t  r a d i c a l ,  t h e  k e r n g l  o f  ( o d r  : A ( G ) T + 1 , 1 / ( c )

m u s t  b e  c o n t a i n e d  i n  A ( r ; , f  i n ) ,  
d

1 L .  p o i n t s  o f  G '  \ d e  o b s e r v e  t h a t  a n y  f - A -  q r o u p  o f  t y p i c a t  a i m e n s i o n

d  c a n  b e  e m b e d d e d  i n t o  ( t h e  p r o l o n g a t i o n  o f )  a n  a l g e b r a i c  g r n u p  o f

d i m e n s i o . \ t " ,  t h e  k e r n e l  o f  a  c e r t a i n  c r o s s e d  A - r . r o m o m o r p h i s m  o f  t ^ h e

a l g e b r a i c  g r o u P  i n  a  p o w e r  o f  i t s  L i e  a l g e b r a ,  l / e  a l s o  s t u d y  s o m e

r e m a r k a b l e  e m b e d d i n g s  o f  f  -  A - g r o u p s  o f  t y p i c a l  d i m e n s i o n  d  i n t o

a b e l i a n  v a r i e t i e s  o f  d i m e n s i o n  ( d ,

I t  s h o u l d  b e  s a i d  t h a t  [ - g r o u p s  e m b e d d e d  i n t o  ( p r o l o n g a -

t i o n s  o f )  a l g e b ; a i c  g r o u p s  a r e  i n t i m a t e l y  r e l a t e d  t o  d e r i v a t i o n s  o n

p r o a l g e b r a i c  ( r a t h e r  t h a n  a l g e b r a i c )  q r o u p s ,  P a r t  o f  o u r  r e s u l  t s  a n d

m e t h o d s  i n  [ e J I n t 1  e x t e n d  t o  t h e  p r o a l g e b r a i c  c a s e  a n d  h e n c e  r o

g r o u p s  o f  t y p e  > 0 ,  l J e  s h a l  I  c o m e  b a c k  t o  t h i s  q u e s t i o n  i n  a  s u b s e -

q u e n t  p a p e r '  W e  a k n o w l e d g e  o u r  d e b t  t o  P r o f e s s o r  H .  H a m m  f o r  e r . p l a i -

n i n g  t o  u s  h i s  r e s u l t s  o n r r l o c a l  s y s t e m s t t a s s o c i a t e d  t o , , r e l a t i v e r l

L i e  g r o u p s  ( c f .  
[ t " ]  )  '  l n  p a r t i c u l a r  T h e o r e m  ( 1 . 3 )  ( w h i c h  i s  e s s e n -

t i a  I  f o r  o u r  m e t h o d  h e r e )  a n d  i  t s  e l e g a n t  p r o o f  a r e  d u e  t o  h i m ,

I . 0g,,rss,-r-t. gr. l-i ?.9l t-,-stl.gIJe:

T h e  a i m  o f  t h i s  s e c t i o n  i s  t o  p r o v e  t h e  f o l  l o w i n g :

( t , t )  T H E 0 R E M .  L e t  G  b e  a n  i r r e d u c i b l e

g r o u p .  T h e n  t A ( c )  i ,  a  f  i e l d  o f  d e f i n i t i o n  f o r  G

w i t h  F c  ! ) .

l i n e a r  a l g e b r a i c  F -

( h e n c e  i t  c o i n c i d e s

( t . Z )  R e m a r k .  T h e  a b o v e  s t a t e m e n t  f a i  l s  f o r  n o n - l  i n e a r  G ,
r - l

c f . l B 2 ) .  0 u r  p r o o f  o ' f  ( t . t )  w i l l  b e  a n a l o q u e  r o  r h a t  o f  T h e o r e m  ( t , t )



' 3 '  
'  r t  ' t " '

, l , a  ,

i n  c h a p t e r  2  c f  I ' t ^ l  i n  t h e  s e n s e  t h a  t  w e  a  r e  g o  i n g  t o  u s e  t ' b  i  r a t  i o -L -  O J  Y  u v

n a l  q u o t i e n t s r r ,  a  " K o d a i r a * S p e n c e r  m a p "  a n d  a n  a n a l y t i c  i n g r e d i e n t ,

I n  [ e J t r t u  a n a l y t i c  i n g r e d i e n t  w a s  t h e  v e r s a l  d e f o r m a t i o n  o f  a  c o m -

p a c t  c o m p l e x  s p a c e ,  H e r e  t h e  a n a l y t i c  i n g r e d i e n t  i s  a  c o m b i n a t i o n  o f

T h e o r e m s  ( 1 . 3 )  a n d  ( r . q )  b e l o w ,  T h e  f i r s t  t h e o r e m  i s  d u e  t o  H a m m ,

T o  s t a t e  i t  l e t ' s  f  i x  s o m e  n o t a t i o n s .  A s s u m e  f l  r 5 . * X ,  i s  a n  a n a . l  y t i c

f a m l l y  o f  c o m p l e x  c o n n e c t e d  | , i "  g r o u p s  ( i . e .  a  m a p  o f  a n a l y t i c

6 -  m a n i f o l d s ,  h a v i n g  c o n n e c t e d  f i b r e s ,  s u c h ' t h a t  o n e  i s  g i v e n  a n a l y -

t i c  X - * " p ,  I ' f ^ . 9 r 9 ,  , , 9 - r 3  a n d  a  s e c t i o n  € - z X , - r  g  o r  i yt ? t
s a t i s f y i n g  t h e  u s u a l  a x i o m s  o f  c o m u ' l  t i p l  i c a t i o n ,  a n t i p o d e  a n d

A s s u m e  m o r e o v e r  t h a t :  a )  X  i s  s i m o l y  c o n n e c t e d  a n d  v 1 , . . . , v n

c o m m u t i n g  v e . c t o r  f  i e l d s ' o n  I  s i v i n g  a t  e a c h  p o i n t  a  b a s i s  o f

t a n g e n t  s p a c e ,  b )  v 1 r  . . ,  r V n  c a n  b e  I  i f  t e d  t o , : o o m m u t  i n g  v e c t o r

* 1 , , , . , w n  o n  I  s u c h  t h a t  
/ , r , €  

a q r e e  w i t h  * 1 , . , . , w n  i n  t h e

t h a t  f o r  e a c h  r = * i  w e  h a v e :

co.- 'un i i t ' ) i ;

a  r e

t h e

( t . 3 )  T H E 0 R E M  ( H a m m  F " . 1  l .  u n d e r  r h e  a s s u m p r i o n s  a b o v e  t h e r e

e x i s t s  a n  a n a l y t i c  X -  i s o m o r p h i ' s m  y ,  9 . " H - r  g  ( w h e r u  9 o  i s  s o m e

f  i b r e  o f  i ? " )  w h  i c h  a b o v e  e a c h  p o  i n t  o f  X ,  i  s  a  q r o u p  h o m o m o r p h  i s m  a n d
.  ehat

s u c h \ a t o n  l e t t i n g  
" l  

b e  t h e  , ' r r i v i a i  I i f  t i n g t '  o f  u i  f  r o m  f ,  t o  g - " I
o

w e  h a v e  ( r y )  ( u f ) = * i  f o r  a l  I  i ,

T h e  s e c o n d  t h e o r e m  n e e d e d  i  s :

T h e n  w e  h a v e

( t , q )  T H E 0 R E M  ( H o c h s c h i l d  -  M o s t o w

t w o  c o n n e c t e d  l i n e a r  a l g e b r a i c  [ - o r o u p r .

p h i c  ( a s  a n a l y t i c  L i e  g r o u p s )  t h e n  G , ,  a n d

g e b r a r c  g r o u p s ) ,

1 )  
" , n ,  

, s ) f )  ( w ( e 1 )  '  * ( s )  ) = w  
f  

' n t ' e ) )  r o r  a n v  ( e ' s  ; , 9 "  5
f t

2 )  ( r n s )  ( w ( s )  ) = w ( s g )  f  o r  a n y  s  e  g

3 )  ( r * E ) ( v ( x ) ) = w ( E ( x ) )  f o r  a n y  , e X

Ltt ' l
t f  , ? "

G 2  a r e

f i e l d s

s e n s e

) .  L e t  q . . G ^  b e
t '  I

'  ^ a na n c  , , 2  a r e  t s o m o r -

i s o m o r p h i c  ( a s  a l -



- 4

R e m a r k .  T h e  a b o v e  s t a t e m e n t  f a i  I  s  f o r  n o n -  I  i  n e a r  g r o u p s

( c f  .

a n d

p  r o o

e l  e g

) .

i .  i  r *e m [ 1 ' 4 ] i s  a  c o n s e q u e n c e  o f  r h e  t h e o r y  d e v e l o p e d  i n  / H M . l- F - -  
L ' " ' 1 - i

n t  w i  I  I  b e  i n d  i c a t e d  h e r e ,  l { e  s h a  I  I  h o w e v e r  i n c l u d e  t h e

H a m m )  o f  ( f . : )  s i n c e  i t  i s  q u i t e  e l e m e n r a r y  a n d  f a i  r l y

( 1 . 5 )

[ r r , ]  [ t " ]
T h e o r

n o  a  r g u m e

f  ( d u e  t o

a n t :

( 1 , 6 )  p r o o f  o f  ( 1 , 3 )  ( H a m m ) .  B y  F r o b e n i u s ,  f o r  a n y  
" o € K

a n d  a n y  g o e ' t r - - t ( * o ) = 9 o  t h e r e  e x i s t s  a  n e i g h b o u r h o o r  l l  o f  * o  i n  X ,
- .O 

. r
a  n e i g h b o u r h o o d W  o f  q  i n  9 o  a n d  a n  a n a l y r i c  m a p  i r f o " ^ ( " r 5

o v e r  X ,  s u c h  . n " . n ? g  , " ; " ,  u T  ( = t r i v i a l  l i f  t i n g  o f  v ,  f  r o m  H  t o

U t  
" r f ,  

)  i n t o  w . ,  A  r r i p l e  n f "  , q  ,  f  )  w i l l  b e  c a t  l e d  a  , , l o c a l  s o l u -9 o  c o  I  g o  9 o '  ,

t i o n i l  a t  q , l  t  i s- o

4 l' v ^  a P p e a r r n g  t n
u' o

s u f f i c i e n t  t o  s h o w  t h a t  f o r  a  q i v e n  * o  t h e  v a r i o u s

t h e  l o c a l  s o l u t i ' o n s  ( w i t h  g o e ( o )  c a n  b e  c h o s e n  t o

c o n t a i n  a  f i x e d  o p e n  n e i g h b o u r h o o d  o f  
" o ,  

L e t  e o = f ( x o )  a n d  c o n s i d e r

t h e  s e t  2  o f  a i  I  n r { o  s u c h  t h a t  t h e r e  e x i s t s  a  l o c a l  s o l u t i o n

, ^ (  n , f , i r  .  ? '  r(Ug, {, l t ,  Y')  
-a 

t  g w i  tn !*o* i ln.
? /

g r o u p  o f  y o ( l o c a l  s o l u t i o n s

t A  a n d  S )  h e n c . 7 =  q  s i n c e
./ * "o

r e m .

0 n e  e a s i l y  c h e c k s  t h a t  Z i u  a n  o p e n  s u b -

c a n  b e  r r m u l t i o l  i e d "  a n d " i n v e r t e d " u s i n q

.9.y o  i s  c o n n e c t e d r w h i c h  D r o v e s  t h e  t h e o -

N e x t  w e  n e e d  s o m e  f a c t s  a b o u t  i  s o m o r p h  i  s m s  o f  L  i  e  a l  g e b r a s .

F i r s t  t r r e c a l l "  t h e  f o l l o w i n g  t r i v i a l  r e p r e s e n t a b i l i t y  r e s u l t :

( 1  , 7 )  L E M M A ,  L e t  R  b e  a  ( c o m r n u t a t  i v e )  r i n g  a n d

L i e  R - a l g e b r a s  w h i c h  a r e  f r e e  a n d  f  i n i t e l y  g e n e r a t e d  a s

T h e n  t h e  f u n c t o r  l 1 o 1 , g o  f r : o m  
J . o ' n * u t a t i v e  R - a l g e b r a s

d e f  l n e d  b y  l i o l , g r ( f i ' ) = b " ,  o r  f - u i "  a l q e b r a  i s o m o r p h i s m s
/v . ^,/

1 - 8 n R  t o  l / e l * n  l i s  r e p r e s e n t a b l e  b y  a  f  i n i t e l y  g e n e r a t e d

( w h i c h  w e  c a i l  l s o , _ , , _ r ) .

E x a c t l y  a s  i n  i - B ^ l  p p , 3 5 ^ 3 6  t h e  a b o v e  L e m m a  i m p l i e s  t h e'  
L  o * l

f o l l o w l n g :

L r L l  t w o

R - m o d u  I  e s .

? i " ]

J  t o  
{ s e t s  }

f  r o m

R * a  l q e b r a



"  ( 1 , 9 )  L E M M A ,  A s s u m e  K , s , L  a r e  a s  i n  ( t , B )

b r a i c a l  l y  c l o s e d  e x r e n s i o n .  o f  q ( S )  a n d  a s s u m e  F t

c a  1  l y  c l o s e d  f  i e l d  o f  d e f  i n  i  t  i o n  o f  1 - g s F  b e t w e e n

e x i  s t s  b y  [ g ^ 1  p , 8 6 )  
" q u a l s  

r h e  a l g e b r a i c  c l o s u r e,  L O J

t h e r e  e x i s t s  a n  o p e n  s u b s e t  s o c s  s u c h  t h a t  f o r  a n

' 5  r , ,
' .  1 . .  

,

( t . B )  L t M M A .  L e t  K  b e  a n  a l g e b r a i c a l l y  c l o s e d  f i e l d ,  S  a n

a f f i n e  K - v a r i e t y  a n d  L  a  L i e  d t s l - a l g e b r a  w h i c h  i s  f r e e  a n d  f i n i t e -

l y  g e n e r a t e d  a s  a n  d t s l - m o d u l e .  T h e n  t h e r e  i s  a  c o n s t r u c t i b l e  s u b s e t

Z , e S x S  s u c h  t h a t  f  o r  a n y  , 1  ,  u 2 e  S  ( K )  w e  h a v e  ( s ,  ,  s  , ) e z ( X )  i f  a n d  o n  l y

i f  t h e  L i e  K - a l q e b r a ,  I  o f r ^ K ( s , )  a n d  L € ) r K ( s r )  a r e  i s o m o r p h i c .-  : 5

N e x t  w e  h a v e :

,  l e t  F  b e  a n  a l g e -

( = s m a l l e s t  a l g e b r a i -

F  a n d  K ,  w h i c h

o f  A ( s )  i n  F .  T h e n

y  r o 6 S o ( K )  t h e  s e t

L 6 K ( s ) g l o r ( ' o )  ]

i s  f  l n i t e ,

p r o o f .  B y  ( 1 , 8 )  a n d  f t . l ,  ( r . t t )  p , 3 6  t h e r e  e x i s r s  a n  a f f i -

n e  o P e n  s e t  S l a S  a n d  a  d o m i n a n t  m o r p h i s m  o f  a f 1 = i n e  K - v a r i e t i e s
, t '  t - 1  t
Y : s t ' ? M  s u c h  t h a t  f o r  a n v  s l e s i ( K )  w e  h a v e  { - ' f ( s , ) = / r n t , ( * )  t

L & K ( s ) l t - 8 t < ( t t t  l f  d i m  M = d . i m  s 1  w e  a r e  d o n e ,  A s s u m e  d i m  M ( d i m  s 1 .

T h e n  w e  u s e  a n  a r g u m e n t  s i m i  i a r  t o  [ o J  0 , 5 7 6 ,  C h o o s e  a  c l o s e d  s u b v a -

r i e t y  N c s l  w i t h  d i m  N = d i m ' M ,  I e t  L r u  b e  t h e  p u l l - b a c k - o f  L  o n  N ,  l e t

L t  b e  t h e  p u l l - b a c k  o f  L r u  o n  t h e  a f f  i n e  s c h e m e " i r = S l x m N  a n d  l e t  1 , ,

b e  t h e  p u l l - b a c k  o f  L  o n ; , ,  T h e n  f * o r  a n y  K - p o i n t  x  
" t  

f . ,  o n e  c h e c k s

t h a t  t f 6 r ( x ) n l "  t D  K ( x ) .  B y  r e p r e s e n t a b i l i t y  o f  J i o p  r 1  , ,  ( r , z )  t h e r e-  ) -
i s  a  g e n e r i c a l  l y  f i n i t e  d o m i n a n t  m o r p h i s m  o f  f i n i t e  t y p e  o f  a f f i n e

. ^ l

s c h e m e s  Y ^ - ) S . ,  w i t h  Y  i n t e g r a l  s u c h  t h a t  t h e  p u l l - b a c k s  o f  L t  a n d  L ' ,

o n  Y  a r e  Y - i s o m o r p h i c .  s i n c e  y : * s ,  i s  g e n e r i c a l  l y  f i n i t e  o n e  c a n

e m b e d  c I ( v )  o v e r  0 . ( s 1 ) = 0 . ( s )  i n  F  a n d  w e  g e t  r h a t  0 . ( N )  i s  a  f i e l d  o f

d e f i n i . t i o n  f o r  L E F  b e t w e e n  K  a n d  F  c o n t r a d i c t i n g  o u r  h y p o t h e s i s .  T h e

f s e s ( r )  ;
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l e m m a  i s  p r o v e d ,

'  
N e x t  w e  n e e d  a  K o o a i r a - S p e n c e r  m a p  f o r  I  i n e a r  i r r e d u c i b l e

a l g e b r a i c  K - g r o u p s  G ( K  a n y  f i e l d  c o n t a i n i n q  o u r  s r o u n d  f i e l d  k ) ,  D e -
f  i n e  A 2 ( c Z x )  r o  b e  t h e  c o h o m o l o g y  o f  t h e  c o m p l e x

q

Der* (R ,a )  : ) - *  Der* (n ,n6*n  I  - ! l - - * -Dero(n ,n@*n6 l *n ;

w h e r e

? , t a )  = f o -  ( o a  t + t & d ) f  ,  d f D e r *  ( R , n )

0r {o)=  (o8r  ) f  -  ( teDy +  y re t )  o ,  (  W7)  o ,  D€DerK(n ,neOn)

( 1 . 1 0 )  t E M M A ,  T h e r e  i s ,  a n  e x a c t  s e q f e n c e

o * +  A ( G / K )  - + A ( c ) . - +  D e r o K  { r r : 2 ( c / K )

P r o o f ,  L e t t s  d e f l n e  
f .  

S i n c e  G / f ,  i s  s m o o t h  a n d  a f f i n e ,  a n y
n ^ t

d e r i v a t i o n  d G D e r o K  c a n  b e  l i f t e d  t o  a  k - d e r i v a t i o n  I  o f  A = l ( G ) ,

T h e n  o n e  c h e c k s  i  m m e d  i  a t e  I  y  t h a  t

( 0 n e  c a n  i d e n t i f y  A 2  ( c / Q  w i t h  t h e  s e c o n d  H o c h s c h i  l d  c o h o m o l o g y

g r o u p  o f  t h e  a d j o i n t  r e p r e s e n r a t i o n  o f  G ,  i f  L o r l  p , r 9 2 ,  b u t  w e

w a n ' t  n e e d  t h i s  f a c t t ) .  C l e a r l y  A t t t * * K t / K r ) y t ( e / x ) e * . r < t  f o r  a n y

f i e l d  e x t e n s i o n  X r / f . ,  ,

w h e r e  (  i s  c o m p a t i b l e  w i t h  f i e l d  e x t e n s i o n s  K t / K ,
J

N A ]

f t  
- t rQ, ,  . . r * ry€  Ke, - ( )z )c  oer* (A ,p&*R)

a n d  t h e  c l a s s  o f  t h i s  d e r i v a r i o n  i n  A ' ( C / f )  a o e s  n o t  d e p e n d  o n  t h e

c h o i c e  o f  t h e  l i f  t i n g  f l  r  w e  c a l l  t h i s  c l a s s  f , ( f )  ,  W e  m u s r  c h e c k -
J
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t h a t

t m ( A ( c ) - - +  D e r , . K )  =  K e r  p
N J

t h e r e  i s

+ .tooa )l

(1

T h e  i n c l u s i o n  t t , - a t t  i s  c l e a r .  C o n v e r s e l y  i f  p ( ) ) = 0  t h e n

a  l i f t i n g  ? . ,  t ,  f r r e r o ( A , A )  s u c h  t h a t u r r , l  = { f * l +

T h e n  o n e  i m m e d i a t e l y  c h e c k s  t h a t  
-  /

,V 4/ rw
O ^ ?

/ , t ( s  d  s ) =  l ( s J s ) e r + l E ( s J s ) l /
/  L  t / .

n n r ' , . , t A

p u t r  i n s  $ =  * , [  t t l  w e  s e e  t h a t  j t r  , r . ,  t " r d  b e l o n s s  t o  A t n )  s o
o u r ' l e m m a  i s  p r o v e d .

( t .  l t )  R e m a r k .  l f  w e  c o n s i d e r  t h e  c o m p l e x

2
o . - +  D e r * ( R , o )  - l t - ,  D e r * ( A , A @ K A )

t h e n  i r :  c o h o m o l o g y  ( c a  I  I  i t  d  t t Z * l  I  i s  i n v a  r  i a n t  u n d e r  t h e  i n . v o  I  u -

t i o n  0 t - l s  0  s  o f  D e r o ( R , A )  a n d  t h e  f  i x e d  p a r t  a t  t * / K ) s  i n d e n t i f  i e s

w i t h  o u r  A ( c Z r < ) '  T h i s  e x p r e s s i o n  f o r ' A ( n Z r < )  a l r e a d y  s h o w s  t h a t  f o r

a n y  f  i e l d  e x t e n s i o n  K t / R  w e  h a v e  d ( e 6 r * r t / r t ) y A ( n / r . ) e * r r .

( l  '  t z )  T H E 0 R E M .  A s s u m e  G  i s  ;  i  r r e d u c  i b r - e  i  i n e a r  a r  q e b r a  i  c

F - g r o u p  a n d  K  i s  a  s u b f i  l e d  o f  F ,  L e t  F ,  b e  t h e  s m a l  l e s t  a l g e b r a i c a l  l y

c l o s e d  f  i e l d  o f  d e f  i n i t i o s f , ; t w e e n  K  
" r :  

F  a n d  c r s G o g F o F  w i t h  G o  s o m e

F o - g r o u p .  T h e n  t h e  m a p

J o ' o * r K F o  
*  L z  l c o / F o )

i s  i n j r e c t i v e .

W e  s h a l l  g i v e  f i r s t  t h e  p r o o f  o f  ( t . t Z ) i n  t h e  c a s e  t < = d ,



. B

R e c a l  I  f  r o m  t u r l  t h a t  F q = F / ( U )  ( = s m " l  l . e s t  a l s e b r a i c a l l y  c l o s e d

f  i e l d  o f  d e f  i n i t i o n  f o t  / ( U )  U e t w e e n  K  a n d  F  w h e r e  U  i s  t h e  u n i p o -

t e n t  r a d  i c a l  o f  G )  '  T h e r e  e x i s t  g r o u p  s c h e m e u  f *  S  a n o  f , - + S  ( S

a n  a f f  i n e  C - v a r i e t y ,  f , .  c l o s e d  s u b s c h e m e  o f  f l  s u c h  t h a t  F o  i s  t h e

a\/

a l g e b r a i c  c l o s u r e  o f  F . , = Q ( S ) , ' c - 1 ; l r r o = G o ,  U & S F o = U o  ( = u n i D o t e n t  r a d i  c a l

o f  G o )  a n d  t h e  f  i  b r e s  o f  T /  S  a r e  t h e  u n  i  p o t e n t  r a d  i  c a  l s  o f  t h e  f  i -

A l  r - ^ L . - -  I  ( r r l c \  i -  -  € e ^ ^

b r e s  o f  G / S ,  W e  m a y  a s s u m e  t h e  r e l a t i v e  L i e  a l g e A ' " J ( t t S )  I s  a  f r e e

A  .  ' ' 2 ' '

f / t S l - m o d u l e ,  A s s u m e  J "  
i s  n o t  i n j e c t i v e ,  T h e n . f t r D e V F l  - +  A ' ( C ' ,  / f  ' ,  )

i s  n o r  i n j e c t i v e  ( w h e r u  f t 1 = f l C , r f . , ) ,  B y  ( t . t O )  t h e t l " x i s t s  a  d e r i v a -

t i o n  f , * O  i n  D e r - F . ,  w h i c h  I i f t s  t o  a  d e r i v a t i o n  I e  A ( G t ) . N o w  b o t h

o  x  
q - r

d  a n d  r )  c a n  b e  v i e w e d  a s  r a t i o n a l  v e c t o r  f i e l d t . o n  t h e  C -  v a r i e -

lv
t i e s  s  a n d  G  r e s p e c t i v e l y .  w e  m a y  r e p l a c e  S  b y  a  T a r i s k i  o p e n  s e t

s u c h  t h a t  , f  a n a  f  O " c o m e  r e g u  I  a r  e v e r y w h e r e .  N o w  b y  ( 1  ' 9 )  t h e r e

e x i s t s  a  T a r i s k i  o p e n  s e t  S o c S  s u c h  t h a t  f o r  a n y  s o e s o ( C )  t h e  s e t

o ( C )  ;  " ( , u r l * { ( r r o , t

i s  f  i n i t € , , w h e r e  u r = i l & r C ( s ) ,  ; e t  S  n e  a n  a n a l y t i c  d i s k  i n  t : "  w h i c h

i s  a n  i n t e g r a l  s u b v a r i e t y  f  o r  f ,  
" n d  

l e ' ( = T ' n * r "  n # '  
, ' n " : , 3  

i s  a n

i n t e g r a l  s u b v a r i e t y  f o r  t  ,  B y  ( 1 . 3 )  a l l  f  i b r e s  o f  3 ' +  t /  a r e  p a i r -

w i s e  I s o m o r p h i c  a s  c o m p l e x  L i ' e  g r o u . p s '  B y  ( 1 ' 4 )  t h e  f  i b r e s  o f

t . * ,  a b o v e  t h e  p o i n t s  o t . N  a r e  p a i r w i s e  i s o m o r p h i c  a s  ( - ^ l g e b r a i c

g r o u p s ;  i n  p a r t i c u l a r  a l l  L i e  a l g e b r a s  d t U r t  w i t h  s e [  a r e  r r a i r w i s e

i s o m o r p h i c  w h i c h  c o n t r a d i c t s  t h e  f  i n i t n e s s  o f  Z r o  f o r  s o € S o 6 ) '

T h e  t h e o r e m  i  s  P r o v e d  f o r  f =  C

Z,  = fs€s
o

( 1 , 1 3 )  P r o o f  o f

t h a t  f o r  a n y  A c A ( c ) '

C a s e  1 ,  F A

b e  t h e  s m a l l e s t

T h e o r e m  ( t . t ) .  t t  i s  s u f f i c i e n t  t o  p r o v e

;\
F / \  i s  a  f  i e l d  o f  d e f i n i t i o n  f o r  G "

u n c o u n t a b l e .

a l g e b r a i c a l l Y

T h e n  w e  c a n

c l o s e d  f  i e l d

a s s u m e  C *  r A  "  L e t

o f  d e f i n i t i o n  f o r  4



b e t w e e n  f i

i n s p e c t  i n g

c a s e  r =  6 ' )

Atct *--Y-*

0
t,

D e  r ,  F
o

s l
De rUF

J,
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a n d  F ,  G = G . S ,  F  ,  A s ,  i n
o

t h e  d i a g r a m  w i t h .  e x a c t

[t"l
r o w s

p , 4 l  w e  r n a y

a n d  c o J o m n s

c o n c  I u d e  b y

( c f .  ( 1 . 1 2 ) ,

0
t h a t  l m  f = l *  P  h e n c e

Q  * 7  ( D e r . F o ) @ n  F
, i r "  , o

O
t

t -
n

A ' ( n / r )

I
0

7

A -  ( c o / F

.t
o

r h a t  G

"*:" -. f:*--->

**-_,--_" *...---+>

"fr@ 
F

n
t h a t  F ^ c F -  i , e .o

o ) 6 ,  F
o

i s  d e f i n e d  o v e r  t {

c a s e  2 ,  F  A  i s  c o u n t a b  l e .  T h e n  t a k e  a n  e r n b e d d  i n g  r  
a .  

C

a n d  c o n c i u d e  e x a c t l y  a s  i n  [ B  I  ( i n s t e a c  ^ r  I . "  : l  t ,a c r  t y  a s  r  n  L _ o J  . . . . -  _ _ _ J  o f  L B o J  p ,  t 1 Z ,  L e m m a

( t ' t g )  u s e  t h e  f a c t  w h i c h  w e  a l r e a d y  k n o w  f r o m  [ 8 " ]  t h a t  t h e  s e t
L  ' J

o f  a l g e b r a i c a i l y  c l o s e d  f  i e l d s  o f  d e f  i n i t i o n  f o r  a  I  i n e a r  a l g e b r a i c

g r o u p  h a s  a  m i n i m u m  e l e m e n t ) .

( t . t 4 1  R e m a r k ,  U s i n g

p r o v e  T h e o r e m  ( l . l Z )  f o r  a r b i

T h e  m a i n  c o n s e q u e n c e

T h e o r e m  ( t t t )  o n e  c a n  i m m e d i a t e l y

t  r a  r y  K  !

o f  ( t , t )  i s :

( 1 ' 1 5 )  c O R 0 L L A R Y .  L e t  G  b e  a n  i r r e a u c i O t e  l i n e a r  a l . g e b r a i c

F - g r o u p .  T h e n  w e  h a v e  a  s e m i d i r e c t  L i e  s p a c e  d e c o m p o s i t i o n

A ( c l  e  [ ( c  / r )  @  D e r  ( F / F c )  ,

2 .  M o r e  a p p i  i c a t i o n s  o f  t h e  a n a l y t i c  m e t h o d

F i r s t  a  v a r i a t i o n  o n  H a m m ' s  r e s u l t  ( t . l ) t



( z " t )  L E M M A .  L e ,  $  o *  a  c o n n e c t e d  L i e  s r o u p  a n d  v  a n  a n a -

l y t i c  v e c t o r  f i e i d  o n  5  s u c h  t h a t  t h e  m u l t i p l i c a r i o n  9 " 9 - * $ a n d

t h e  l n v e r s e  
' $ * r # ^ r u  

e q u i v a r i a n t  ( w i t h  r e s p e c r  r o  t h e  v e c t o r  f i e l o

v  o n  9  a n d  r o  t h e  v e c t o r  f  i e l d  ( v , v )  o n  f ^ { 1 .  T h e n  t h e r e  i s

l - p a r a r n e t e r  g r o u p  o f  a n a  l y t  i c  g  r o u p  a u t o m o r p h  i s r s  ( "  { l  *  6  w h o s e

a s s o c l a t e d  v e c t o r  f  i e l d  i s  v .

"  1 0

P r o o f  .  U s e  H a m m ' s  o p e n  s u b g r o u p  a r g u m e n t  ( 1 , 3 )  o n c e  a g ; a i n

t o  s h o w  t h a t  t h e r e  i s  a  d i s c  0 e B c  C  s u c h  t h a r  f o r  a l  I  g €  f i  t h e r e

e x l ' s t s  a n  a n a l y t i c  m a p  l n r u * r 9 ,  P O { O ) = n  w h o s e  t a n g e n t  m a p

T f : r B  4  r g  t a k e '  * ,  
( z

t e l y  i m p l  i e s  t h e  l e m m a ,

( z . r o ) :

-  
( 2 , 3 )  P R O P 0 S l T l O N ,  L e t  G  b e  a n  i r r e d u c i b l e  l i n e a r  a l q e b r a i c

F - g r o u p .  T h e n  a  d e r i v a t i o n  i n  A ( t )  b e l o n q s  t o  d ( n , f i n 1  i f  a n d  o n l y

i f  i t  p r e s e r v e s  t h e  u n i p o t e n t  r a d i c a l  U  o f  G  ( h e n c e  i f  a n d  o n l y

i f  i r  p r e s e r v e r  / ( U ) ) ,

T h e  b a s  i  c  i  n g r e d  i e n t  i  s  t h e  f o l  l o w i  n g

( z . t + )  T H t 0 R E M "  ( H o c h s c h i l d - M o s r o w  
L t * r l J ) .  l f  G  i s  a  c o n n e c *

t e d  l  i n e a r  a l g e b r a i c  [ - g r o u p  t l r e n  a n  a n a l y t i c  g r o u p  a u t o m o r p h i s r n

t f  (  A u t  G " "  b e l o n g s  t o  A u t  G  i f  a n d  o n l v  i f  i t  p r e s e r v e s  t h e  , u n i p o -

t e n t  r a d i c a l  o f  G ,

a  c o o r d i n a t e  i n  C )  i n t o  v ,  T h i s  i m m e d i a -

h l e  g e t  t h e  f  o l  l o w i n q  i m p r o v e r n e n t  o f  l B ,  lL  I J

( Z , Z )  C 0 R 0 t L A R Y .  L e t  G  b e  a n  i r r e d u c i b l e  I i n e a r  a l o e b r a i c
A

C - g . o u p . T h e n  A ( c U C l  * { t a u t  G a n ) ' .

T h e  f o 1  I o w i n g  r e s u l t  w a s  p r o v e d  i n  1 1 , ]  b y  a l g e b r a i c  a r s u -

m e n t s ;  w e  p r o v i d e  h e r e  a n  a n a l y t i c  p r o o f .

N o w  t h e  p  r o o f  o f

p a r t  i s  t h e r r e a s y  p a r t r l

( 2 . 3 )  p  r o c e e d  s

r "'l
c f  L B t . l  s o  w e

a s  f o l l o w s .  T h e  " o n l y  i f r l

s h a l l  d e a l  h e r e  o n l y  w i t h



t h e  " i f  p a r t r r ,  F i r s t  a s s u m e

a l s o , f { u ) ,  n y  ( r . r t )  , f = , t *  +
0
8 / f  f r o m  F  t o  G = G ^ & ,  F  ( r ^ =

f \ d *  

V  ' O  U

J ^  c l e a r i y  p r e s e r v e s  { f t ) ,

r a m e t e r  g r o u p  o f  a u t o m o r p h  i

c i a t e d  v e c t o r  f  i e l d  i s  0 ,  T

( 2 , 4 )  9 .  e  n r .  G  f o r  e a c h  t

B u t  d ( G )  i s  l o c a l t y  f  i n i t e

m o d u t e .  s i n c e  d ( n u ,  6 ; = f ( n u

c f , ( a u t  G ) ,  c o n s e q u e n t l y  $ (

& { ( a " t  G ) - m o d r . r l e  h e n c e  a s  a

i  s  p  r o v e d  f o r  F = C .  T h e  g e n e

- l l

/\
F * ( "  L e t  * ) g A t e )  p r e s e r v e  U ,  h e n c e

0  w h e r e  $ x  i  s  t h e  t r i v i  a l  l  i r t i  n q  o f

F G ,  G o  a n  F o - 9  r o u p )  a n d  0  c  A , G t r )  "  s  i n c e

s o  d o e s  S ,  N o w  b y  ( 2 , 1  )  t h e r e  i s  a  1  - p a -

s n s  ( "  * 7  A u t  ( , c " n ) ,  r  i * >  Y r ,  w h o s e  a s s o -

h e n  f o r  e a c h  t * { ,  ? ,  p r e s e r v e s  U ,  B y

i n  D a r t i c u t a .  o * f { n u ,  G ) ( c f . f B , 1  { r " z ) ) ,

b o t h  a s  D e r ( F / F i - m o d u l e  a n d  a s l ' ( n u t  G ) -

.  G o ) 1 3 r  F  w e  h a v e  F u r ( n / r r ) , C n u t  c ) J c
n

G )  i s  I o c a l l y  f  i n i t e  a s  a  D e r ( F / t c ) S

t - r - v e c t o r  s p a c e .  a n d  o u  r  p r o p o s  i t  i o n

r a  I  c a s e  e a s  i  I  y  r e d u c e s  t o  t h e  c a s e  F = G ,

( 2 , 5 )  R e m a r k .  o u r

h a s  a n  i n t e r e s t  i n  i t s e l f

t h e o r y  c a n  b e .  g e n e r a l  i  z e d

g r o u p s  i n  c h a r a c t e r i s t i c

B e f o  r e  g o  i  n g  o n  i

p u r e l y  a i g e b r a i c  p r o o f  o f  ( Z , l )  i n  f t r J

b e c a u s e  i t  g i v e s  a  h i n t  o f  h o w  t l r e  l i n e a r

t o  n o n - a l q e b r a i c  q r o u p s  a n d  t o  a l g e b r a i c

p ) o  ( c f  .  s e c t i o n  3 ) .

t  i s  c a n v e n i e n t  t o  g  i v e  t h e  f  o 1  l o w i n g .

( 2 . 6 )  D e f i n i t i o n .  L e r  G  b e  a n  i r r e d u c i b l e

l i n e a r )  a l g e b r a i c  F - g r o u p . A n  i d e a l  ( o t ' t h e  k - L i e

c a l l e d  a  r e p r e s e n t a t i v e  i d e a l  i f  :

a )  i t  i s  a n  a b e l i a n  i d e a l  i n  A ( c )  a n d  a n

o f  a ( G / F  )

( n o n - n e c e s s a r y

\  ' t / ^ \a r g e D r a /  a t l i /  t s

F - l i n e a r  s u b s p a c e

b )  i t  i s  a n  F : l i n e a r  c o m p l e m e n t  o f  d ( e , f i n )

c )  i t  i s  A u t  G - i n v a r i a n r .

N o t e  t h a t  r e p r e s e n t a t i v e  i d e a l s  m a y  n o t  e x i s t i  t h i s  i s  t h e

c a s e  f o r  i n s t a n c e  w i t h  G = ' r u n i v e r s a l r r  e x t e n s i o n  o f  a n  e l l i p t i c  c u r v e

A  o v e r  F  ( A  n o t  d e f i n e d  o v e r  k ! )  b y  G a ,  s i n c e  i n  t h i s  c a s e  & ( A t F ) = 0

a n d  A ( c ) * A ( e , f  i n ) .

T h e  i n t e r e s t  f o r

r e s u l t  e s s e n t i a l  l y  p r o v e d

r e p r e s e n t a t

in  f t , ,1  '
i v e  i d e a l s  l i e s  i n  t h e  f o l l o w i n q



( 2 . 7 )  P R o P o s t r t o N ,

-  1 2

L e t  I t  b e  a  u n  i v e r s a l A  - r i * t a  w i . t h  f  i e . t d

o f  c o n s t a n t r  l d  a n d  t ]  a n  i r r e d u c i b l e  a l g e b r a i c  ? J ^ g r o u p ,  A s s u r m e  K

i s  a  f  t e l d  o f  d e f l n i t i o n  f o r  G  a n d  A ( C )  c o n t a i n s  a  r e p r e s e n r a t i v e

i d e a l  V .  T h g n  t h e  s e t  i t ( c )  o f  A - i r o m o r p h i s m  c l a s s e s  o f  f  -  / \ a g r o u p s

f a f o r  w h i c f r  c ( l ' ) : g  e  i d e n t i f  i e s  w i t h  V ' n t / A u ,  G , ,  w h e r e  G y G , . g ) " : { t ,  \ l

t  i s  v i e w e c l  a s  
"  

A - U -  v e c r o r  s p a c e  w i t h  t h "  , . u r t  S " = L t r o , - ; f  f o r
C I A

a l l  ) - e A , v g v  ( $ * * A t e  I  i s  t h e  t r i v i a l  I i f  t i n g  o f  , f  f  r o n , U  t o  c )

a n d  u i n t = l ( " 1 , . . . , u * ) 6 v * ;  f , ,  . ; = f , . u i  f o r . a l l  i ,  j  3  ,

I ^ 1 e  s h a l I  p r o v e  h e r e  ( u s i n g  f H M z J  o n . u  a q a i n  ) :

( 2 . 8 )

F - g  r o u p .  T h e n

P R O P O S I T I O N .

S ( c )  c o n t a i n s

L e t  G  b e  a n  i r r e d u c i b l e  l i n e a r  a l g e b r a i c

a t  l e a s t  o n e  r e p r e s e n t a t i v e  i d e a l .

( 2 , 9 )  R e m a r k .  F r o m  ( t . l ) ,  ( 2 , 7 )  a n d  ( 2 . 8 )  w e  g e t  a  q u i t e

s a t l s f a c t o r y  " c l a s s i f  i c a t i o n t '  o f  a l l  l i n e a r  f - A - g r o u p s  i t  .  I n c l e e d

f o r  a n y  s u c h  f a ,  G = G ( f )  i s  d e f  i n e d  o u " .  f ,  c f  , ( l , l ) ,  M o r e o v e r ,  b y

( 2 ,  B )  A ( c )  c o n t a  i n s  a  r e p r e s e n t a t  i v e  i d e a  I  V ,  H e n c e  b y  ( 2 . 7 )  t r  ( c )  g

l n +

V " ' L  / A u t  G r r . .  0 f  c o u r s e  t h e  p r q b l e m  r e m a i n s  o f  d e s c r i b i n g  ( i n  s p e -

c l a l  c a s e r ) " " "  r e p r e s e n t a t i v e  i d e a l  V  a s  a b o v e ,  T h i s  i s  d o n e  i n  f t r ]

i n  c a s e  t h e  r a d i c a l  o f  G  i s  n i l p o t e n ' t  o r  t h e  u n i p o t e n t  r a d i c a l  o f

G  i s  c o m m u t a t i v e .  l n  t h e  q e n e r a l  c a s e  i t  f  o l l o w s  f  r o m  r e s u ' l  t s  i n

r  - ' ?  
( 1 . 1 )  t h a t  

" " ,  
r e p r e s e n t a t i v e  i d e a l  i s  m a p p e d  i s o n r o r -L B t J  a n d  f r o m

p h i c a l l y  b y  t h e  m a p  l o g :  A ( C )  * - v W ( e  )  o n t o  a n  i n t e r m e d i a t e  s p a c e  b e t -

w e e n  l , / o ( G )  ( c f  . l B r l  p . r l )  a n d  t J 1 ( G ) : = K e r ( w ( c ) * + H 2 ( u , u ) )  ( . r .  [ n 1 1

p . 2 B ) .

T o  p r o v e  ( 2 , 7 )  t h e  b a s i c  i n g r e d i e n t  i s  t h e  f o l l o w i n g

d u c i b l e

d u c t  " o f

( 2 .  r  o )

l i n e a r

A u t  G

\ , /e  wi  I

T H t 0 R E M  ( H o c h s c h i  i d - M o s t o w

a i q e b r a i c  C - g r o u p ,  T h e n  A u t

b y  s o m e  n o r n r a l  v e c t o r  s u b q r o u p

I  a l s o  n e e d  t h e  f o l l o w i n g :

L e t  G  b e  a n  i r r e - -

t h e  s e m i d i r e c t  D r o -

t L

[n*rJ
G a n

\

i s

o f



-  r 3
" ,

( 2 ' 1 1 )  L E M t " 1 A ,  L e r  L  b e  a  L i e  F - a l c r e b r a  o f  d i m e n s i o n ' D ,

L t  a  t . i e  s u b a l g e b r a  o l =  d i m e n s i o n  n . ,  a n d  A  a  l o c a l l y  a l g e b r a i c  F -

g r o u p  a c t l n g  a l g e b r a i c a l l y  o n  L  b y  L i e  a l q e b r a  a u t o r n o r p h i s m s .  A s s u -

m e  F ^  i s  a n  a l g e b r a i c a l l y  c l o s e d .  s u r b f  i e l d  o f  F  o v e r  w h i c h  a l l  t h eo

a b o v e  d a t a  a r e  d e f i n e d .  L e t  Y  d e n o t e  t h e  s u b s e t  o f  a l  I  F - p o i n t s  i n

t h e  G r a s s m a n i a n  X  o f  ( n - n t  ) * r u b s p a c e s  o f  L  w h i c h  c o r r e s p o n d  t o  s u b -

s p a c e s  L /  o f  L  e n j o y i n g  t h e  f o l  l o w i  n g  p r o p e r t i e s :

l )  L {  i s  a n  a b e l i a n  s u b a l g e b r a  o f  L

2 )  L '  i s  a n  i d e a l  . i n  L

3 )  t - , + L { = L

4 )  L t  i s  A - i n v a r i a n r ,

T h e n  Y  i s  l o c a l  l y  c l o s e d  i n  X  i n  t h e , ; n a t u r a l  F o - a o o o l o g y  o f  x .

P r o o f .  C o n d i t i o n  1 )  i s

2 )  n o t e  t h a t  f o r  e a c h  x C L ,  t h e

t o r  f  i e l d  o n  X  ( t o ' e a c h  l i n e a r

s i d e r  t h e  I i n e a r  m a p

s o  i s  2 ) .  I n d e e d  f o r

x : L - * *  i  i n d u c e s  a  v e c -

d i n r e o , s i o n  n - n 1  w e  c o n -

l e t  G = G o S p  F .  l t  i s
o

F o - L i e  a l g e b r a

o - i n v a r i a n t ;  
b e c a u s e

F  - c l o s e d . a n d
o

d e r i v a t i o n  a d

^  t t i .  |  ^ c
> P < r ( - E '  9 J \ -  L  U l

r . , * r  a d  x  Iw L L '- '-+ L/VJ

w h  i c h

X  o f

t h e  t a n g e n t  s p a c e  t o  X  a t  [ t J l ; t h e  l o c u s  i n

t h e n  g  i v e n  b y  t h e  v ' a n  i  s h  i n q  o f  a d  * 1  ,  ,  .  ,  .

. x  i s  a  b a s i s  i n  L  f o r  w h i c l r  t h e  s t r u c t u r e' n

c l e a r l v ,  t h i s  l o c u s  i s  F o - " l o s e d .  C o n d i t i o n

v e n  b y  t h e  n o n - r r a n i s h i n g  o f  a  c e r t a i n  P l i j e k e r

n d i t i o n  4 )  i s  F ^ - c l o s e d " ( s i n c e  A  a c t s  o n  X

) .

i s  a n  e l e m e n t

a l l  i d e a l s  i n

a d  x  w h e r e  x .' - n  " -  1

a n t s  b e l o n g  t o

F  - o p e n  ( i t  i
o

i n a t e ) "  F i n a l l

F  - r a t i o n a l  a co

c o n  s  t

t )  t s

c o o r d

b y  a h

i n

L  i s

o '

c .  n i

y c o

t  i o n

( 2 , 1 2 )  P r o o f  o f

s u f f  i c i e n t  t o  f  i n d  a n  a
t

A l  ^  t e  \

A (  G o / . F o  )  c o m p  I  e m e n  t a  r y

( 2 , 8 ) ,  P u t  F

D e  I  r a n  t o e a  I

D ,
t o  4 ( A u  t  G o  )

o = F G  a n d

I  o f  t h e
o

a n d  A u t  G



l l +

r h e n  f o r m u l a  ( t . t 5 )  a n a  [ n , . ]  ( t " z )  i m n ] y  t h a t  A ( c , f  i n ) = D e r ( r / r o ) O

m f ( n u t  G )  h e n c e  l = l o 8 f F  w i l l  b e  a  r e p r e s e n t a t i v e  i d e a l  i n  A i h l

( u s e  ( 1 , 1 1 ) ) ,  N o w  b y  ( 2 , 1 1 )  i t  i s  s u f f i c i e n t  r o  f i n d  a n  a b e l i a n

i d e a l  I  o f  A ( c Z r )  c o n i p l e m e n t a r y  . . o  l ( n u t :  c )  a n d  A u t  G - i n v a r i a n t ,

B y  ( Z " t t )  a g a i n . y "  m a y  a s s u m e  ( a f t e r  r e p l a c i n s  F  b y  a  f  i e l d  e x t e n *

s i o n  o f  i t  o r  b y  a  s u i t a b l e  s u b f  i e l d  o f  i t )  t h a t  F = C . .  B u t  
. t h e n

( 2 , 2 )  a n d  ( z . t o )  s h o w  t h a t  v i e w i n g  A ( c Z A )  
" u  

a  s u b a l g e b r a  o f

{ G u t  G a n )  w e  h a v e  , t ' r u ,  t = d ( c / C I ) n / t r t r l  s a t i s f  i e s  o u r  r e e u i r e m e n t s

( t l  a s  l n  ( 2 . 2 ) ) ,

3 ,  R e m a r l c s  o n  t h e  c a s e  o f  c h a r a c t e r i s t i c >0

( 3 " 1 )  I n  t h i s  s e c t i o n  o n l y  w e  a s s u m e  c h a r  F = p > 0  ( a n d  F  a l -
,45."

g e b r a i c a l l y  c l o s e d v u s u a l ) ,  W e  w i  I  I  m a k e  s o m e  c o m m e n t s  a n  h o w  o u r

r b { u l t s  e x t e n d  i n t o  t h i s  s e t t i n g "  A l g e b r a i c  F - g r o u D s  w i l l  a l l r a y s  b e

a s s u m e d  i r r e d u c i b l e  a n d  r e d u c e d ,  l f  D  i s  s u c h  a  g r o u p  o n e  c a n  d e f  i -

n e  A ( c )  a n d  A ( c U r )  e x a c t l y  a s  i n  l - t , , l l u " 1 1 .  B u t  s i n c e  F  i s  p e r f e c t
L  t r L  l -

a n y  d e r i v a t i o n ; o n  i t  v a n i s h e s  h e n c e  t h e s e  t w o  s p a c e s  c o i n c i d e ;  s o

t l r e  r r m o d u l i - t h e o r e t i c "  p r o b l e m s  d i s s a p e a r  i n  c h a r a c t e r i s t i c  p ) 0 !

A s  i n  t h e  c h a r a c t e r i s t i  c  z e r o  c a s e ,  b o t h  L i e  F - a l q e b r a s

A ( c l = [ ( c u  r )  u n a  / ( c )  e n r b e d  i n t o  D e r ,  ( d * ) = / t c l c p d t c l  a n d  [ n t c l ,

f t e  l l c  f  ( c ) .  f i o r e o v e r  i f  G  i s  c o m m u t a t i v e  A ( i l = f " ( e  ) g l x " ( r : )  ( s a m e

p r o o f  a s  i n  L - t r ]  I ,  N o t e  t h a t  i n  g e n e r a l  d i m o  X a ( G ) = o s h e n c e  d i m r A ( c ) =

= N ,  N o t e  m o r e o v e r  t h a t  i f  g e { r c )  ( c  n o n n e c e s s a r y  c o m m u t a t i v e )  a n d

f 6 x a ( G )  t h e n  C I r e r  ( i n d e e d  
f Q f * ( o e t  ) 4 f = ( o * t ) ( r e t + l & f ) = 0 f , . & l  w h i c h

c l e a r l y  i m p l i e s  O f e F ) .  0 n e  m o r e  d e f i n i t i o n  f o r  G  a f f  i n e  ( o n l y l ) :

a  d e r i v a t i o n  f * A t r l  i s  c a l  l e c l  l o c a l i y  f  i n i t e  i f  l t c l  i s  a  u n i o n  o f

f  i n i t e  d i m e n s i o n a l  t -  s t a b l e  F - l i n e a r  s u b s p a c e s ,  M o r e o v e r  
' l  

e t

A t e , f  i n )  t h e  s e t  o f  l o c a l l y  f  i n i t e  d e r i v a t i o n s  i n  A t c l '

3 . 2 )  P R 0 P 0 s l T l 0 N ,  A s s u m e  G  i s  c o m n l u t a t i v e  u n i o d t e n t .  T h e n

A / n \ - A / n  r l ^ \
I - \ \ U / - t l \ L l t  I  t  r r l  r
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P r o o f  .  F o r  e a c h  y € ( y _ ( G )  t h e r e  e x i s t s  a n  i n t e g e r  r u = N ( y )  s u c h

t h a t  a n y  p r o d u c t  o f  N . e l e m e n r s  o r  f G )  ( v i e w e d  a s  e l e m e n t s  o f

E n d r t d t c l l l  k i t l s  y  ( c r . [ H l  p p , 4 2  a n d  G 3 - 6 4 ) .  t f  , J x 6 E n d  r t f l f n )
d e n o t e s  t h e  m u l t i p l i c a t i o n  b y  x € d ( G )  o , . ,  0 ( G )  t h e n  f o r  a n y  S g d t c l

w e  h a v e  
f  

u ,  ) . J =  ) r * ;  s o  b y  ( 3 . 1 )  i f  x € x "  ( G )  t h e n  f r ,  ) * l  ' ,  t h e  / , o m o -

\  t e t y  w i t h  s o m e  s c a l a r  i n  F .  N o w  p i c k  a n  e r e m e n t  f , = Z J u . 0 i =

= ) u , 6 " i e { t * 6 x " ( c )  w h e r e  ( o i ) i  i s  a n  F - b a s i s  o f  { ( G )  a n d  a , € X . ( c ) .

T h e n ' i t  i s  e a s y  t o  c h e c l <  u s i n g  t h e  a b o v e  r e m a r k s  t h a t  t h e  F - l  i n e a r

s p a n  o f  t h e  s e t

i s  c o n  t a  i n e d  i n  t $ e  F -  I  i n e a  r  s p a n  o f  t h e  s e t

J s ' r ;  i ) o  I  c 0 r c t

t r
l ) " ,  

1 " i  z , . . d i n u r , , u r 2 " ' 0 j n ;  
n ( N - t  t .  0 t ^ l

l n  p a r t l c u l a r  d i m ,  Z r f , i  y  < *  f o r  a l l  y l f i G )  w h i c h  p r o v e s  o u r  p r o -t i o

p o s l t i o n .

( 3 . 3 )  Q u e s t i o n ' ,  l s  i r  r r u e  t h a t  A l C l = A ( c , f  i n )  f o r  a n y  u n i -

p o t e n t  G ? '

( : . r + )  E x a c t l v  a s  i n  [ t , ]  ,  f o r  a n y  r  i n e a r  G  a n d  a n t  , f g  A t e  I
('\

w e  h a v e  ) x o ( e ) , : x " ( c )  a n d  ( r o g f ) ( x r ( e ) ) c x " ( c ) ,  I n  p a r t i c u t a r  w e  d i s -

r  p o s e  o f  a n  F - l i n e a r  m a p  l o g : [ ( G ) - - r y \ , 1 ( G ) = F t o m , . , r ( * * . ( n ) ,  x " ( e  ) ) .  U n l i k e ,
g r  t r r  d

i n  c h a r a c t e r i s t i c  z e r o  i  t  m a y  h a p p e n  t h a t  t h e r e  e x i s t  d e r i v a t i  o n s
- n f 1t  

\ c -  A t n  r : ^ \  - . i * L  r ^ -  - \ ' r ^  T -o € ;  r J ( C , f i n )  w i t h  l o g  d  1 6 ,  T o  c o n s t r u a t ' s u c h  e x a m p l e s  n o t e  t h a t  w e

c a n  c h e c k  ( b y  d i  r e c t  c o m p u t a t i o n )  f o r  p = 2 , 3 r 5  a n d  w e  a s k  w h e t h e r  i  t

i s  t r u e  i n  q e n e r a l  t h a t :

( l , S )  Q . u e s t i o n ,  D o e s  t h e  f  o l l o w i n q  f  o r m u l a  h o l d  i n  t h e  p o l y -

n o m i a l  r i n s  A = m f . ] :
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I

'  
J ,  y * = ^ @ 1 +  I  * * ,  

/ y = y d y  
a n I

s i n c e  * - * p ,  x € x " ( c )  a n d  { O ,  v { ; e l t c l  i t  f o n o w s  b y  ( 3 .  t )  r h a t
O ^ t

b ' e A t e l .  N o w  ( ; . t )  i m p l i e s  t h a t  6 P y " $ 7  a n d  J P ( v - 1 ) = , f ( r - t ) .  0 n  t h e

o t h e r  h a . n d  c l e a r l y  $ i * = , f *  f , o r  a l l  i > 2 ,  C o n s e q u e n t l y  f  e A ( c , t i n ) ;

b u t  c l e a r l y  f o g  f , * 0 ,  T h e r e  i s  a n o t h e r  a n o m a i y  r e l a t e d  t o  t h i s  e x a m p i e

.  n a m e l y  t h a t  d ( g , f  i n )  i s  n o t  c l o s e d  u n d e r  a d d i t i o n ,  I n d e e d  c o n s i d e r
6 4
) , l  , d r e A ( c , r i n )  d e f  t n e d  b y

C  ^  r  f ' t  ^ r  r
) , , = ( " 0 - * ) * *  a n d  l r = ( * - * P ) * ;  .  . y j "

t  C  C  d  ( i  i  ? t -  ,T h e n  4 = d t + d r = x v f r y  h e n c e  ) ' y = x 1 y  s o  l +  A ( c , r i n ) t  .  l n s o i t e  o f  t h e -
(1

s b  a n o m a l  i e s  t h e  c o n v e r s e  q u e s t i o n  o f  w h e t h e r  I o q c )  = g  i m p l  i e s
C . ) \ 1

d e  N  ( C , f i n )  m a y  b e  g i v e n  a  p o s i t l v e  a n s w e r  i n  s o m e  s p e c i a l  c a s e s ;

i n d e e d  t h e  a r g u m e n t s  i n  [ u , l  Q . 3 ) - Q . B )  a n d  ( 4 , 4 )  y e l d  t h e  f o l l o -

w i n g  2

3 . 7 )  P R O P 0 S l T l 0 N ,  L e t  G  b e  a  s o l v a b l e -  l i n e a r  a l g b b r a i c  F -

g  r o u  p .

1 )  R s s u m e  t h e  u n i p o t e n t  r a d i c a l  o f  G  i s  c o m m u t a t i v e .  T h e n

a n y  d e r i v a t i o n ' 8 " A ( c )  w i t h  l o q f  = o  b e l o n g s  t o  A ( c , f  i n ) ,

2 )  A s s u m e  t h e  u n i p o t e n t  r a d i c a l  o f  G  i s  a  v e c t o r  0 r o u p '

f n e n  f u G )  k i l l s  t h e  w e i g h t s  o f  G ,  M o r e o v e r  t h e  i m a g e  o f  l o q : [ ( G )

- - v t / ( C )  c o i n c . i  d e s  w i t h  W o ( G ) .

I n  t h e  a b o v e  s ' t a t e m e n t  t h e  n o t i o n  o f  t ' w e i q h t "  a n d ' t h e  d e -

d s  f o r  a  p r i m e  p  ( e , g ,  a s s u -( 3 . 6 )  A s s u m i n g  ( 3 , 5 )  a b o v e  h o l

m i n g  o e l z  , 3 , 5 l  t " t  G = G " * G * = s p e .  f * , y , y
d e f  i n u  $ g o " r r ( 9 ( c )  b y  t h e  f o r m u t a
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. ,:.1

N o t e  a l s o  t h a t  i f  0 u e s t i o n' )
!

a s s u m p r i o n  i n  ( 3 . 7 ) ,  l )  r h a t

c a n  b e  d  r o p p e d ,

( 3 ' B )  R e m a r k .  B y  r e p r e s e n t a b i l i t y  o f  A u r  G  , f , o r  G  r e d u c t i v e
f - - l  A , .  i r ,

L G D J  i r  f o l  l o w s  r h a r  A ( c ) = A ( G , f i n )  w h e n e v e r  G  i s  r e d u c r i v e .

4 "  E m b e d d i n q s  o f  f - A - q r o u s  i n t o  a l e b r a  i c r O U D S

f  l n l t i o n  o f  t , /  ( C )  a r eo
l ^  a \

\ 3 , 3 )  h a s  a  p o s i t i v e

t h e  u n i p o t e n t  r a d i c a l

r o )  a n d

E v e r y w h e r e  i n  t h i s  s e c t i o n

l )  L e r  F
I

v  l + v '  b e

t h o s e  o f  L s ' l  .l '

a n s w e r  t h e n  t h e

i s  c o m m u t a t i v e

b e , a  [ - r i e t u

t h e  f  o r g e t f  u  I

o f  c h a r a c t e r i s t i c  z e -

. ,C (1 .,Y!:-
A  l - \  \ '  t w ,
A = { o l  '  r , . , d *  

J ' O y  c o m m u t i n g  d e r i v a t i o n s ,

( 4 .

I  e t

I

J r e d
I

( o n c e  a g a  i n

f u n c t o r

A - : t h e m e s  o v e r  F  3 s c h e m e s  o v e r  F  \

r i g h t  a d j o i n t  X  t - > f ^ t h i s  f u n c t o r  u s i n g  t h e

t h e  f l p r o d u c e d  s c h e m e s "

a n y  r e d u c e d  A  - r . h e m e

H o m r " h / r ( v ! ,

r R e c a l l "  o n e  o f  t h e  p o s s i b l e  c o n s t r u c t i o n s  o f  X l - "  X 1  W e

c o n s t r u c t  a  s e , q u e n c e  , A ^  ( n 7 - 4 )  o f  s h e a v e s  o f  A * - ^ l q e b r a s  o n  X  e t l u i p e d

w i t h  d * - " l s e b r a  m a p s  , n , d n  * 4 * t  a n d  w i t h  f  n - c l e r i v a t i o n s  o j , , y ' n - >

|  , , " - r  I  |  . f l
, * n * l  ( 1 < i ( m )  i n d u c t i v e l y  s t . a r t i n g  w i t h  U A _ f  = F r & o  = U X ,  f _ l =  n a t u r a l

. n i C n
i n c l u s  i o n  F . L { ,  d l  t  

=  d i  t  F  - - )  F  . U  
X  a n d  t h e n  l e t ' t  i n q

/tl-

- .  r = s " ( f [ Y " ' ) / J -n +  |  U * n '  n

u c e d -*ir e d

^ , @x

u c e d

0 n e  c a n  c o n s t r u c t  a

u s u a  I  " p r o l  o n g a t  i  o n l '

o r f r u V / 0 ,  S o ,  f o r  a n y
. L J '

V  o v e r  F  w e  w i l l  h " y

p r o c e d u r -  [ " ] ( s e e  a l s o

r e d u c e d  F - s c h e m e  X  a n d
' i /

a t u r a l  b i j e c t i o n

X ) g H . . n A  c ^  r , - ( V r X - )
l l - ) c n / F
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,'*rrn

w h e r e  J  i s  t h e  s h e a f  o f  i r l n a  l s  i n  t l r e  s y m m e t r  i c  a l g e b r a  o f  _ f l  1 " "*J4 
n

g e n e r a t e d  b y  e l e m e n t s  o f  t h e  f o r m

( 4  "  I  .  I  ) d i - r u - ( d ( r n _ r  ( a ) ) ) e , . dr&n- r

a n d  e l e r n e n t s  o f  t h e  f o r r r

( \  .  t  . z - )

w h e r e  e 1 r . . ,

i s  t h e  u s u a l

t u r a l  i n c l u s

ri" -'fY. ,
tAn

, , , J  '  , r , i  '  ,d ( d ; - l a ) e i - d ( d n * 1 " ) * j ,  a e u f r n _ ,

, e m  i s  t h e  s t a n d a r d  b a s i s  o r . f l , $ m  a n d  O , # "  * f r - . 1
fltn ,, t&n

d i f f e r e n t i a l .  l 4 o r e o v e r  w e  l e t  f n  b e  i n d u c e d  b y  t t ' r e  n a -

|  ^ o , n  G m ti o n  m a p  d n * t  S  ( - ! r  J - " " )  a n d  d :  b e  i n d u c e d  b y  t h e  m a p
d n n

i * >  ( a O ) e , ,  N o t e  t h a t  i n  t h e  d e f  i n i t i o n s  a b o v e  t h e  m o t J u *

l e s  o f  d i f f e r e n t i a l s  a r e  t h e  a b s o l u t e  o n e s  ( o v e r  t f ;  n o t  o v e r  F l ) .

1 & 3  t  ,  
'

r . l e  p u r  , , 4 - = ( t i m  d n ) r * a ,  d i = ( l i m  d ; l r u d  a n d  x a s p e c  A * .
"  . - - )  -  i l  |  Eu _*+ i l  r  su

0 n e  e a s i  l y  c h e c k s  t h a t  X F +  X o "  i s  t h e  f u n c t o r  w e  a r e  l o o k i n g  f o r
h  o { )  , 1  , t T t r( t h e  A  -  s t r u c t u r e  o n  X  w i l  I  b e  g i v e n  o f  c o u r s e  b y  d  , , , , , d ' ) ,

I

l f  f f ,  ( x * )  
j  

- +  X  i s  t h e  n a t u r a i  m a p  t h e n  f o r  a n y  o p e n  s e r

U  c X  i t  i s  e a s y  t o  s e e  t h a t  t J F : y n " - 1 ( U ) .  l , t o r e o v e r  i f  X  i s  a f f i n e

a n d  o f  f  i n i t e  t y p e  o v e r  F  t h e n  X P w i l l  b e  a l s o  a f f i n e  a n d  i t s  c o o r -
- 4 .  O ? .

d i n a t e  r i n g  L v ( X  )  i s  A - f  i n i t e l y  g e n e r a t e d  o v e r  F  ( b u t  n o t  f  i n i t e l y

g e n e r a t e d  o v e r  t r l ) . .  S o  i f  F = 1 j  ( a  u n i v e r s a l  A  - f  i e l d ) ,  e x a c t l y  a s

i n  t h e  c a s e  o f  A -  v a r i e t i e s  w e  m a y  a s s o c i a t e  t o  a n y  A -  v a r i e t y
A ot'

t h e l o c a l l y A . ' i n g e d s p a c e X = ( ) i ' ) , \ w h L c h w i l l b e a [ - m a n i f c r ] d
4 a t

w e  g e t  a  f u n c t o r  X t * - ?  X

{ U -  v a r i e t i e s  }
* - >  

{ n  
m a n i If  o l  d s

r i  c a t i  o n  x  ( 0 { ) t r i ( ? { )  r o rN o t e  t h a t  w e  h a v e

a n y  ? -  v a r i e t y  X ,

a  n a t u r a l  i d e n t i
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C o m i n g  b d c k  t o  a n  a r b i t r a r y

p e r t i e s  i m m e d i a t e l y  i m p l y  r h a t  t h e

l l r
F - s c h e m e s  t  t ' o  { r e d u c e d  / _ \  - s c h e m e s

J (

p r o d u c t s ,  S o  i t  i n d u c e s  i n  a  n a t u r a

A - r i e t o  F ,  u n i v e r s a l

f u n c t o r  x t * ) x 4 "  f r o m  I
a

o v e r  F  3  c o m m u t e s  w i  t h

I  w a y  a  f u n c t o r  G l * :  G @

t -

i t y  p r o

r e d u c e d

d  i  r e c t

'l

{  
r e d u c e d  h - g r o u p

r l
s c h e m e s  J  

- ) { r e d u c e . d  F - q r o u p  s c h e m e s

w i t h  A -  s t r u c t u r e  $

{ " t n e b r a  
i "  L l - n r o u o r }

t h e  l a t t e r  b e i n q  o f c o u r s e  t h e q r o u p  o b j e c t s  i n

d -  s c h e m e s  o v e r  F  t

. T h e  f  u n c t o r  G l * ) G *  i ,  a  r i g h t

f u n c t o r ,  C l e a r l y ,  i f  G  i s  c o m m u t a t i v e

g e t  a  f u n c t o r  G t - ) t , = ( G * ) n
A

a d - i  o i n t  f o r  t h e

s o  w i l l  b e  G @ .

i n j e c t i v e  ) .
I

o f  G ' . * +  H  c o n t a i n s  n o  n o n - t r i v i a l

{ r " o u c e d

f o r g e t f u l

A s  a b o v e  w e

J n - a l g e b r a i c  g r o u p s

a n d  a  n a r u r a l  i d e n t i f  i c a t i o n  c ( ? { ) 3 t t U l .  c l e a r t y  f  i u  n o r  a n

r - A - g r o u p  ( e x c e p t  i f  G  i s  t r i v i a l ) ,  A  m o r p h i s m  H  - *  f  o r  A - g r o u p s
A

w i l l  b e  c a l l e d  a n  e m b e d d i n g  i f  t h e  i n d u c e d  m o r p h i s n r  H ( U )  - - - p  h ( ? / ) =

= G ( ? )  i s  i n j e c t i v e i  b y  a b o v e  w e  m a y  s a y  t h a t  H  e m b e d s  i n t o  G  ( r a t h e r

A .
t h a n  i n t o  G ) .

( t + . 2 )  L E M M A .  L e t  G : . * )  H  b e  a  m o r p h i s m  o f  a l q e b r a i c ' / { - q r o u p u

w h e r e  G  i s  a n  a l g e b r a i c  ? { - g . o u p  w i t h  A -  s t r u c t u r e .  T h e  f o l l o w i n q

a r e  e q u i v a l e n t :

' 1 )  T h e  i n d u c e d  A - * o r p h i s m  G - +  H e  h a . s  a  t r i v i a l  k e r n e l  ( w e

s a y  s i m p l y  t h a t  i t  i s

2 )  T h e  k e r n e l

a l g e b r a i c  s u b g r o u p ,

A - s r " [ t *
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P r o o f  .  Z ) - = - - 7  1 1  K e r ( G * > H o ' )  i s  
"  

A - s t a b l e  a l g e b r a i c  s u b g r o u p
t

o f  K e r ( G ' - - > H )  s o  b y  2 )  i t  i s  t r i v i a l ,

1 ) : ) 2 ) ' R r s u m e  p  i s  
"  

A - s t a b l e  a l g e b r a i c  s u b g r o u p  o f
l r

K e r ( G t - - +  H ) .  T h e n  b o t h  t h e  t r i v i a l  4 - * o r p h i s m

V ,P --+ s pect - i - ,  u*

a n d  t h e  A - * o r p h i s m

I

!  ;e c-> G -*> He

c o m p o s e d  w i t h  t h e  p r o j e c t i o n  H @ - - o H  g i v e  t h e  s a r n e  ( t r i v i a l )  m o r p h i s m

S h
P - ?  s p u . 1 , l  - _ - : - _ l  H ,  B y  u n i v e r s a l i t y  o f  t l * ,  Y =  f  h e n c e  p  r e d u c e s  t o

t h e  l d e n t i t y .

( 4 . 3 )  c o R o L L A R Y ,  L e t  f  b e  a n  f - A - g r o u p ,  T h e n  t h e r e  i s  a  n a -

t u r a  I  e m b e d d  i n g  l t - - r  c  ( f ) A  ,  
'

I

P r o o f .  A p p l y  ( 4 , 2 )  t o  t h e  i d e n t i t y  m a p  G ( f )  
' - - - + G ( F )  

t o g e t

a n  l n j e c t i v u  A - m o r p h i s m  n ( P ) - - +  G ( f ) " '  h e n c e  o u r  e m b e d d i n g
A

f ' - r  c (n)  " .  
$ ;q

M o r e  a b o u t  t h e r e r n b e d d i n g  ( 4 . 3 ) " U e  p r o v e d , l n  ( 4 , 1 1 ) ,

( 4 , 4 )  L E M M A .  L e t  G  b e  a n  i r r e d u c i b l e  c o m r n u t a t i v e  a l q e b r a i c

F -  g  r o u  p .

1 )  A n y  t o r s i o n  p o i n t  o f  G ( F )  i s  
"  

A ( c ) - p o i n t .

2 )  A n y  t o r u s  a n d  a n y  a b e l  i a n  v a r i e t y  c o n t a i n e d  i n  G  i s  a

A t c l  -  s u b v a r i e t y ,

P r o o f .  l )  l f  x e G ( F )  i s -  a n ' N - t o r s i o n  D o i n t ,  c o n s i d e r  t h e

i s o g e n y  Y * t C 4 G ,  Y X ( S ) = N g .  T h e n  K e r  f ,  i s  a  ( f  i n i t e )  A ( G ) - s u b -
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s c h e m e  o f  G ,  h e n c e  s o  a r e  a l  I  i  t s  i  r r e d u c i  b l e  c o m p o n e n t s ,  i n  p a r t i -

'  c u l a r  s o  i s  X ,

2 )  s i n c e  t h e  t o r s i o n  p o i n t s  a r e  d e n s e  i n  t o r i  a n d  a b e l  i a n

v a r l e t l e s  t h e  i d e a l  s h e a f  . l  t  
( r e s p e c t i v e l y  l n )  o f  a n y  t o r u s  T  ( r e s -

p e c t i v e l y  a b e l  i a n  v a r i e t y  A )  c o n t a i n e d  i n  G  i s  t h e  i n t e r s e c t i o n  o f

t h e  i d e a l s  o f  t h e  t o r s i o n  p o i n r s .  o f  T  ( r . e s p e c t i v e l y  A ) ,  h e n c e  l f

( r e s e p c t i v e l y  I n )  i s  a  A ( e ) - i d e a l .

( 4 . 5 )  c o R 0 L L A R y ,  L e t  f  b e  a n  f - A - g r o u p  a n d  G = c ( f )  ,  T h e

f o l  l o w i n g  a r e  e q u i v a l e n t  :

1 )  T h e r e  i s  a n  e m b e d d i n g  l a - +  A  f o r  s o m e  a b e r  i a n  ' l ) - v a r i e -

t y  A '

2 )  T h e r e  i s  a n  i n j e c t i v e  / \ - m o r p h i s m  G  - a  A @  f o r  s o m e  a b e -

I l a n ' U - v a r i e t y  A .

3 )  T h e  l i n e a r  p a r t , o f  G  c o n t a i n s  n o  n o n t r i v i a l  A  -  s t a b l e

a l g e b r a i c  s u b . g r o u p .

4 )  n n y  m o r p h l s m  f r o m  a  I  i n e a r  f - A - g r o u  p  f r  t o  F  i s  t r i v i a l .

M o r e o v e r  i f  t h e  a b o v e  c o n d i t i o n s  h o l d ,  t h e ' l i n e a r  p a r t  o f  G  i s  u n i -

P O t e n t ,

P r o o f .  L e t  B  b e  t h e  l i n e a r  D a r t  o f  G .

3 )  : ) Z )  f o l  l o w s  f r o m  ( \ . 2 )  . p p l  i e d  t o  t h e  p r o j e c t i o n  G  - +  c / 8 .

2 ) : ) 1 )  i s  o b v i o u s .

2 ) . - > 3 )  "  I / e  h a v e  a  c o m m u t a t i v e  c l  i a g r a m

I

c ' _ >  A

\

G / B

,/

p r o v i d i n g  a  c o m m u t a t i v e  d i a g r a m
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4 4-  L / -

\1,

G **"--> A*

, \  l l
tJ/ 

", 
,/, v /

l a l n \ @
\ t t /  D /

S i n c e  Y  i s  i n j e c t i v e  s o  i t f ,  A p p l y i l s  ( 4 , 2 1  t o f : G . - ) ( c / g ) *  w e

g e t  o u r  c o n c  l u s  i o n .  N o t e  t h a t  i  f  2 )  o r  3 )  h _ o l  d  G  i s  c o m m u t a t  i v e  s o

b y  ( 4 . 4 )  t h e  m a x i m a l  t o r u r  B *  o f  B  i s  A -  s r a b l e  h e n c e  t r i v i a l  s o

B  i s  u n i p o t e n t

l ) : ) Z )  f h e  e m b e d d i n g  f  - n / '  p r o v i d e s  a  A - r i n g  m a p
. n ' n A nU^* =Uo --, L0 fi
A  , o  A r o  

' f  
, o ' , G , o  

.  C o m p o s i n g  t h i s  m o r p h i s m  w i t h  t h e  n a t u r a l

m o r p h i s m  0 o , o - r 0 o * o  w e  g e r  a  m o r p h i s m  d o , o 0
t l

h e n c e  a  r a -
, o

t l o n a l  m a p  Y : G  " ' ) A  w h i c h  i s  e a s i l y  s e e n  t o  a g r e e  w i t h  c o m u l t i p l  i c a -

t i o n  g e n e r i c a l l y '  S o  ?  i s  a n  e v e r y w h e r e  d e f  i n e d  m o r p h i s m  o f  1 l t - a l -

g e b r a i c  g r o u p s  a n d  t h e  m o r p h i s m  V * r c . - - ) A -  i n d u c e d  b y  i t  i n d u c e s
A

o u r  m o r p h i s m  I t - >  n t  W e  a r e  l e f t  t o  p r o v e  t h a t  K = K e r ( G * ) A 1  i s

t r l v l a l .  B u t ' i f  K  i s  n o n t r i v i a l  i t s  g r o u e  K A ( ? . { )  o f  A - U -  p o i n t s  i s
A

n o n t r i v i a l  c o n t r a d i c t i n g  r h e  i n j e c t i v i t y  o f  f  ( A )  * ,  A ( r l i l = A ( t { ) ,

3 )  = 4 4 )  .  l f  f  t  - >  f  i s  a s  i n  4 )  t h e n  t h e  i m a g e  o f  G  ( r ,  )  - >

i  G ( f )  i s  a  [ - s t a b l e  s u b g r o u p  o f  B  h e n c e  t r i v i a ] ,  S o  C ( i " / ) - r  G ( f " )

i s  t r l v i a l r  s o  f l  4 f  i s  t r i v i a l .

\ ) ' : ) l )  s i n c "  f f , n ]  i s  l i n e a r . i t  i s .  t r i v i a l  s o  l -  i s

c o m m u t a t i v e .  B y  ( 4 . 4 )  B ,  i s  A - s t a b l e .  B y  4 )  B ,  i s  t r i v i a l .  N o w

a s s u m e  3 )  d o e s  n o t  h o l d  h e n c e  t h e r e  e x i s t s  
"  

A - s t a b l e  s u b g r o u p

H # 0  o f  B '  S i n c e  H  i s  u n i p o t e n t ,  i t  i s , i n r e d u c i b l e ,  L e t t i n n  f  
r = t A

w e  g e t  a  c o n t r a d i c t i o n .

( 4 , e  I  L e t  A  a n  a b e l i a n  U -  v a r i e t y  o f  d i m e n s i o n  q  
" n A  

X

b e  t h e  " u n i v e r s a l ' r  e x r e n s i o n  o f  A  b y  u = ^ : ,  B y  L u r l  ( 5 , 8 )  t h e  d e r i -

v a t i o n s  o t U  u n i q u e l y  l i f t  t o  p a i r w i s e  c o m m u t i n g  d e r i v a t i o n s  i n
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, N l A tlv
A ( n ) '  s o  w e  m a y  c o n s i d e r  r h e  f - A - g r o u p  [ n ;  w e  h a v e  a  n a t u r a l . m o r -

r r / A ^ )
p h i s m  o A - r o  i n d u c e d  b y  r h e  p r o j e c t i o n  A . - - + A ,  l { e  a r e  l o o k i n g  i f o r  

a

c r i t e r i o n  f o r  i t i  - t  f  t o  b e  a n  e m b e d d i n g  ( e q u i v a l e n t l y  f o .  t ' . - o R *  r oIJ

b e  t n j e c t i v e ) ,  A s s u m e  f g r  s i m p l i c i t y  t h a r  A  i s  o r d , i r n a r y

N o t e  r h a t  i f  g = 1  a n d  i f  g : D e r ? l * z H l ( A , T ^ ) . i  s  t h e  t ( o d a i r a -
f  *  A  

A '
S p e n c e r  m a p  t h e n  i f  

! ( d ) * O  t h e n  
% - r A  

i s  a n  e m b e d d i n g "  I n d e e d  b y

( t + . 2 ) ,  i t  i s  s u f f i c i e n t  t o  c h e c k  t h a t  G " = K e r ( A ' - + n )  i s  n o t  / - r a " -

b l e ;  b u t  i f  G "  w a s  f  s t a b l e ,  b y  [ r r l  e . D  f  w o u r d  b e  r o c a i l y  f  i -
 ,

n l t e  o n  d  h e n c e  b y  f u r l  t r . e l  f r  w o u l d  b e  d e f i n e d  o v e r  K  h e n c e  s o
o

w o u l d  b e  A r c o n t r a d i c t i n g  t h e  f a c t  t h a t  j d l * 0 .

T h e  p r o p o s i t i o n  b e l o w  g e n e r a l  i z e s  t h e  a b o v e  r e m a r k  f o r  a r -

b i t r a r y  g 7 r l  ,  F i r s t  w e  m a y  c o n s i d e r  t h e  K o d a i r a - s p e n c e r  m a p  o n c e

a g a i n ;  i d e n t i f y i n g  x l  ( n , r o )  v i a  c u p - p r o d u c r  w i t h  H o ( A r T A ) @
1  , n  ^  ^  1  I  ^

e l t ( U o ) = H o r n ( H o t O [ ] ,  H l t f J o ) )  m e  m a y  c o n s i d e r  f o r  a n y  e l e m e n t

Y g  H 1  ( n , T A )  i t s  d e r e r m i n a n t

t
H " t Q l ) ,  n  n 1  t 0 0 ) ) s  F

i.)

( 4 , 7 )
.t\t n

T h e n  A , t A  i s
A

( 5 . 8 ) - ( s . t t )  w i t h

" 1 , , , . , a s € H l t d o )
F * b a s i s  o f  n l  ( d n ) ,

d e r i v a t i o n s  o f  t h e

( 4 .  B .  I  )
r-l
\ \
d i = 0 i +  4 * t v k

d e t  f  G  H o m (
t
n

P r o o f  .  t l e  s h a l l  u s e  n o t a t i o n s  f  r o m  [ u r l

C = A ,  l n  p a r t i c u l a r  i n  o u r  s i t u a t i o n  t h e  c l a s s e s

o f  t h e  c o c y c l e s  ( " ? . )  i n  l o c . c i t ,  f o r m  a n' " i i ' 1 6 p ( q
r * Y n

B y  I n ,  l  p . 4 8  d  i s  o b t a i n e d  b y  g l u e i n q  t o q e t h e r'  l -  L )

f o  rm

('
P R 0 P 0 S l T l 0 N .  I n  n o t a r i o n s  a b o v e  a s s u m e - 1  d e t  (  ( d ) + 0 .

.J
a n  e m b e d d  i n g .

|rr(*cfoxk*o?, .&

w h e r e ^  r e c a  I  l

r m p t r e s

t h a t  ( x O ) O  i s a  b a s  i s  o f  r = X "  ( B ) ,  M o r e o v * r  f a  2 7 $ ,  1 0 , 1 )



( 4 .  8  "  2  )

( 4 . 9 )  L e t  G , H  b e  i r r e d u c i b l e  a l g e b r a i c  ' l , t  - g r o u p s  w i t h  G

a c t i n g  o n  H  b y  U - g r o u p  a u t o m o r p h i s m  a n d  w i t h  H  c o m m u t a t i v e .  B y

f u n c t o r i a l i t y  G d ' w i l l  a c t  o n  H f ,  B y  a  [ - c o c y c l e  o f  G  i n  H  ( o r

r r c r o s s e d  , A - f r o m o m o r p h i s m " ,  c f  .  [ * " 1  w e  s h a l  I  u n d e r s t a n d  a  m o r p h i s m
L- 2_t

o f  A - s c h e m e s  Y : G - * :  H d  w h i c h  m a k e s  c o m m u t a t i v e  t h e  u s u a l  d i a g r a m

e x p r e s s i n g  t h e  c o c y c l e . c o n d i t i o n  ( t h e  d i a g r a m  b e i n g  i n  t h e  c a t e g o r y

o f  A - s c h e m b s  o v u r q r l J .  G i v i n g  s u c h  a  f  i s  e q u i v a l e n t  t o  g i v i n q

f o r  a n y  r e d u c e d  A - a l g e b r a  R  o v . ,  ' L l  a  c o c y c l e  o f  G o o ( R ) : r  C ( n ! )  i n

H o o ( R ) = H ( n ! )  i . e .  o f  a  m a p  Y n : c ( R ! ) * H ( n ! )  s a t i s f y i n g

( 4 . 9 .  1  )  Y *  ( x y ) =  Y R  ( x )  + x ? *  ( y )  ,  x , y  G  c  ( n !  )

T h e  s e r  o f  u l l  A - . o c y c l e s  o f  G  i n  H  w i l l  b e  d e n o t e d  b y

z L ( c ,  H ) .
lf,

,  I n  p a r t i c u l a r ,  i n  t h e  a b o v e  d e f  i n i t i o n  w e  m a y  t b k e  n d G )

. r ( f i= /ukuL

:

B y  ( 4 , 2 )  i t  i s  s u f f i c i e n t  t o  D r o v e  t h a t  B  c o n t a i n s  n o  n o n -

f1

t r i v i a l  r ) - s t a b l e  a l g e b r a i c  s u b g r o u p  8 1 ,  A s s u m e  t h e r e  e x i s t s  s u c h

"  
8 1 ,  l f  B l = B  w e  c o n c l u d e  e x a c t l v  a s  i n  t h e  c a s e  S t * l  ( c f  . ( 4 ' 7 ) )

t * ?
b y  u s l n g  ( 4 , 2 )  a n d  l u r j  

( 3 ' , 4 ) ,  ( l  " 5 ) .  S o  w e  m a y  a s s u m e  l € d i m  B t c g - l

N o w  t o  t h e  s u  r j  e c t  i  o n  B  *  g l = B / B  
1  t h e r e  c o r r e s p o n d s  t h e  e x t e n s  i  o n

C l = C / 8 1  o f  A  b y  B t  w h i c h  i s  o b t a i n e d  b y  g l u e i n d  t o g e t h e r  t h e  s D e c t r

o f  o , [ u ' J  w h e r e  E r = X u ( e J ) c  r '  \ , / e  m a y  a s s u m e  X 1 r . ' , , X r  i s  a  b a s i s  o f

E t , 1 4 ' r ( g - t .  s i n c e  n , [ r ' J  m u s t  b e  f r - r u b r i n s  o f  o , F J  f o r m u l a

( 4 , 8 . 1 )  s h o w s  t h a t  u k = 0  f  o r  r + l * k ( g ,  T h e n  f  o r m u l a  ( 4 . 8 , 2 )  i m p l  i e s

o
d e t  ( ( d  )  = 0 ,  c o n  t  r a d  i  c t  i  o n .

J

W e  c l o s e  t h i s  p a p e r  b y  d i c u s s i n g  " l o g a r i t h m i c  d e r i v a t i v e s "

a s s o c i a t e d  " t o  f - A - g r o u p s '

( v i e w e d  a s  a  v e c t o r  q r o u p )  o n  w h i c h  G  a c t s  b y  a d j o i n t  r e p r e s e n t a t i o n



o r  m o r e

c o m p o n e

[  - s u b

@
o f  G  ;

m u l t i p l

[ - a l g e b
.  t .

G . , , (  R  
'  
)  =

Y

b v  ( 4 . 9

f  c a n

c o c y c  I  e

g e n e r a l l y  H = / ( c ) N  f o r

n t s ,  A s s u m e  G  a n d  t - l  a s

s c h e m e  G , ^ : =  V - 1 ( O )Y  r e o
( i . " .  t h e  m u l t i p l i c a t i o

i  c a t  i  o n ,  a n t  i  p o d e  a n d  u

l n d e e d ,  i t  i s  s u f f i c i e

r a  R  o v e r  1 l  t h e  s e t  O y
t 1
/ *  e  c  ( n )  '  Yo  ( x )  =oJ

, l ) ,

T h e  p r o p o s i t i o n  b e l o w

b e  c a n o n i c a l  l y  r e a l  i z e d

Y  o f  G = G ( t a )  i " t ( c ) m ,

- 2 5

s o m e  N ) l  w i t h  a d . j o i n t  a c t i o n  o n  t h e

a b o v e ,  T h e n  f o r  a n y  V e z , l r ( c , u ) r ' t h e
'l

o f  G o o  i s  a  g r o u p  A - r u b s c h e m e

n  a n t i p o d e  a n d  u n i t  o n  G e  i n d u c e  a

n i t  o n  C , ^ )  .
Y

n t  t o  c h e c k  t h a t  f o r  a n y  r e d u c e d

( n ! )  i s  a  s u b g r o u p  o f  c ( n ! ) ;  b u t

w h i c h  c l e a r l y  i s  a  s u b g r o u u

s h o w s  i n  p a r t i c u l a r

a s  t h e  k e r n e l  n y

t h a t  a n y  f - A - g r o u p

o f  s o m e  s u  i  t a b  I  e  l -

( 4 . r 0 )

' U - S r o u p .  T h e r e

P R O P 0 S l T l 0 N .  L e t  G  b e  a n  i  r r e d u c i b l e  a l g e b r a i c

e x i  s t s  a  n a t u r a l  i n j e c t i v e  m a p

c  , { t  c ,o = \ d t , , , , , o i e n ( G )  i n t  o f

i f t i n g  t h e  d e r i v a t i o n s  o f  1 )
. k e r n e l  

G g {  i s  i s o m o r p h i c

( c , , f )  ( i . e .  w i t h  ( ;  e q u i p e d

O t - t t ^p r o o f  ,  L e t  c t  = ( d , , . , . , d r ) e  A (

( 4 . r 0 ) ,  T o  d e f i n .  ( t i  w e  m u s t  d e f i n

R  o v . r \ j ,  c o c y c l e s  t e , [ r l * : G ( n ! )  - * / ( n

i n  R .  \ ^ / e  d e f i n e  t h e m  b y  t h e  f o r m u l a

a s s

t i n

(t=
m e

e
0 1 '

i g n  i  n g  t o  a n y  m - u p l  e

g  e l e m e n t . s  i n  A ( e )  I

( ( J i  , . , . , ( f * )  . w h o s e

w i t h .  A - . . t i o n )  w i t h

, f )r . .  t v m /  '

p a i r w i s e  c o m m u -

l .a i j c o c y c  l e

( a s  a  g r o u p  s b h e -

. . 1

w t r n  o e r t v a t t o n s

c )  i n t  b u ' " ,  i  n  t h e  s t a t e m e n t  o f

e  f  o r  a n y  r e d u c e d  A - a  l g e b r a

) 8 ^ ,  R  b e h a y i n q  f u n c . t b r i a l l y' t

C R' o . ,( 4 .  1  o .  I  )  6  i ) R  ( x )  = r ^ S f  r * 1 x e  r ;  ( n ! )



f (on te@R

b y  l e f t  t r a n s l a -

f a c t  t h a t

2 6
a

t  n Q
w h e r e  f o r  a n y  x 6 G ( R ' )  w e  d e n o r e  b y  J ' l  t t r e  d e r i v a r i o n

i
A a

d e d u c e d  f r o m  G  a n d  R  a n d  t  , d ^ ^ ^  * r 0 ^ - ^  i s  i n d u c e d-x - 
GqlR G&R

n F
r t o n  w i t h  x ,  T h a t  ( t d , )  

"  
( x ) e  { ( e ) o n  f o l i o w s  f  r o m  t h e

I K

.s

i d e n t i f i c a t i

( d *d r )  and  r

f *  ( r - *  $Rr "

= ( r -_Et  ) /oR
A /

-  = ( L x o l  ) ( 3

.  = ( ( L x @ l  ) (

= ( ( L r t * , .

T h e  f  a c t  t t r a t  t  0 t r l R  a r e  i n d e e d  c o c y c l e s  f o l l o w s

t a t l o n ,  T o  c h e c k  i n j e c t i v i t y  o f  0  a s s u m e  ( , l i = ( t

, f  f  ' ,  r l l  A '  in t
( d l , . , . t v m ,  !  \ v 1 , . , . , t j ) e  A ( c ) " , "  T h e n  i f  u , = 4 ' , f {

1 . . 0 , = 8 , 1 . .  f  o r  a l l  x e c ( ? { )  ,  S i n c e  t h e  e  ! ' s  
" r u  

4 ]
X I I X I

t h a t  0 i  i s  a  l e f t - i n v a r i a n t  v e c t o r  f i e l d  o n  G  v a n

.  . a i t y  o f  G ,  h e n c e  0 i = 0  f o r  a l l  i  a n d  i n j e c t i v i t y  o

,  ' i  T o  c h e c k  t h a t  C r a g ( C , 5 )  i t  i s  s u f f i c i e n t  t o  s h o w
t 6

c e d  A - a  l g e b r a  R  o u " ,  f i  t h e  s e q u e n c e  o f  p o  i n t e d

$ R r - - 1
X

R  c R
d =

R r - - 1
X

f r o m

D e r'1r

b y  i  m m e d
I

i r  I s i 4 m

w e  g e t

-  I  i  n e a  r

i s h i n g  a

r  (  r o l

t h a t  f o

s g t s

R , G ) = G ( RI  * r  H o m O _ s c n  ( S p e c R ,  ( c , 5 ) ) . 1 * *  H o m r . n  ( s p e c

.  D"  rR,dr * * ,  d r *o)  =Hom. . * *  ( ! r * *z* ,d r * * )  =Ho, { *o /R)  =

=Ho (I lc 
/ rA)&Qf=r.r4]dG,fc)ed R

o n  o f  { ( C )  w i  r h  t h e  r  i g h t  i n v a  r  i a n t  m e m b e r s  o f

r o m  t h e  f o l l o w i n g  c o m p u t a t i o n  ( w i t t r 7 , r R 7 O f  
* )/ /

' -  50,  =/*r .

J* r . t  -  
f

** ' :  w3R)/

f,*or + IEER )

- l  *t* =

( f,Rer + l@JR Y* 
=

t r *1o r  )  -  ( J *@t * r , e$R , I *=

1 - t o )  8  r r / ^

i a t e  c o m p u -

f o  r  s o m e

t h a t

w e  g e t

t  t h e  i d e n -

I  o w s .

r  a l l  r e d u -

n Q
Ad.

t .  ^. ) * * . f u >

t ^

/ tc l%n



l F  x : S p e c  R * , P G  i s  a

^ l l \- t

S - m o r p h i s m ,  c l e a r l y  t h e  l e f t  t r a n s l a -

t i o n  G ( 8 R * r p G E R  d e f  i n e d  b y  x  i s  a A - * o r p h i s m ,  e q u i v a l e n t l y  t ( f r l * ( x ) -
- 0  f o r :  a l l  i ,  c o n v e r s e l y  i f  t h e  l a t t e r  l r a p p e n s ,  s i n c e  t h e  u n i t

S p e c  R  * r  C w R  i s  a  A - m o r p h  i s m  s o  w i  I  I  b e  i t s  c o m p o s  i t  i o n  w i  t h  t h e

l e f t  t r a n s l a t i o n  b y  x  w h i c h  i s  p r e c i s e l y  X ,  0 u r  p r o p o s i t i o n  i s  p r o -

v e d .

( 4 , . | 1 )  c o R 0 L L A R Y ,  L e t  f  u "  a n  f  - A - g r o u p ,  T h e n  t h e r e  e x i s t s

a  n a t u r a t  m o r p h i s m  o f  A - * " n i f o l d s  ( - r t * o ( t ( G ) t ) A ( w h e r e  G = G ( r )  )
I '
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