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. A . c ' l a s s  o f  h o l o m o r p h i "  v e c t o r  b u n d l e s
- * ' . € - ! . . + . F _ 3 f f i - - _

o n  t w o - d i m e n s i o n a l  t s r i

L e t  X  h e  a  n o n a l g e b r a i c  c o m p a c t  c o m p l e x  s u r f a c e .  t t  i s  a n

o p e n  p r o b l e m  t o  d e c i d e  w h i c h  t o p o l o q i c a l  v e c t o r  b u n d l e s  o n  X  a d -

m l t  h o l o m o r p h i c  s t r u c t u r e s r  l t  h a s  b e e n  e s t a b l  l s h e d  w h i c h  t o p o l o -

g l c a l  v e c t o r  b u n d l e s  a d m i t  f i  l t r a b l e  h o l o m o r p h i c  s t r u c t u r e s
e 1

L B  -  L J .  ( R e c a l  I  t h a t  a  h o l o m o r p h i c  v e c t o r  b u n d l e  E  i s  f i  l t r a b l e

l f f  t h e r e  e x i  s t s  a  c h a i n  o f  c o h e r e n t  s u b s h e a v e s  o f  E

0 c F r c  . . .  c F _ _  =  E  o n  X  s u c h  t h a tt r

r a n k  F l = i ) .  B u t  t h e r e  e x i s t  h o l o m o r n h i c  v e c t o r  b . u n d l e s  w h i c h  a r e

n o t  f  i l t r a b l e r  o r  e v e n  n o t  r e d u c i b l e  [ r - r ] , f r  -  L ]  , ( o  h o l o m o r p h i c

v e c t o r  b u n d l e  E  i s  c a l l e d  r e d u c i b l e  i f  i t  a d m l t s  a  c o h e r e n t  s u b s h e a f

F  s u c h  t h a t  0 ( r a n k  F  < r a n k  E ) ,

l ' n  a l l  t h e  e x a m p l e s  a p p e a r i n q  i n  t r - F l  , [ B - d , l r l  t h e s e  b u n d l e s

a l s o  a d m i t  f . l l t r a b l e  h o t o r n o r p h i c  s t r u c t u r e s  o n . t h e l r u n d e r l y i n g  t o p o l o g i c a l

t y p e s .

T h u s ,  i t  r ^ r o u l d  b e  i n t e . r e s t i n q  t o  e x h i b i t  l a r q e r  c l a s s e s  o f

n o n f  i l ! r a b l e  o r  o f  i r r e d u c l b l e  b u n d l e s .

T h e  p u r p o s e  o f  t h i s  p a p e r  i s  t o  D r o v e  t h e  f o l l o w l n g

. P r o p o s  i  t  i o n .  E v e r y  . ( c o m p l  e x )  t o p o l  o g  i  c a l  v e c t o r  b u n d l  e  E  o n

a  t w o - d i m e n s i o n a l  c o m p l e x  r o r u s  X  h a v i n g  c ,  ( f  )  g  r u S ( X )  a n d  [ ( E ) = 0

a d m i  t s  s o m e  h o l o m o r p h  I  c  s t r u c t u r e .
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W e  d e n o  t e d

w h e r e  r  =  r a n k  E .

u s l n E  t h e  p r o p o s i t i o n  o n e  f i n d s  e x a m p l e s  o f  t o D o l o q i c a l

v e c t o r  b u n d l e s  a d m i t t i n q  h o l o m o r : p h i c  s t r u c t u r e s  b u t  n o  f  i l  t r a b l e

( c o r o l  l a r y  1 )  o r  e v e n  n o  r e d u c i b l e  s t r u c t u r e s  ( c o r o l  l a r v  z ) ;

l .  R f o o f . o f .  t h e  P r o o o s i t . i e i n

F i r s t  a

Lgg"

"  L e t  x  a  t w o  d l m e n s i o n a l  c o m p l e x  t o r u s r s ( N s ( x )  a n d  p  a  p r i m e

.  , i  z  -
n u m b e r  w i t h  p l U  a  .  T h e n  t h e r e  e x i s t s  e n  u n r a m l f l e d  c o v e r i n q

q : X t  + X  o f  d e g r e e  p  a n d  a ' €  N S ( X r )  s u c h  t h a t

p a t  =  q x ( " ) .

'R . :oo j

L e t  l '  u "  a  l a r t  i c e  g e n e r a t e d  b y  $  , .  . .  ,  X 4  i n  c 2  w i  t h  x t t 2  / f  .

B y  A p p e l l - H u m b e r t ' s  t h e o r e m  ( s e e  I m l )  i t  f o l l o w s  t h a t  r h r o u g h  t h e

n a t u r a l  i s o m o r p h l s m

H 2  ( x  , z )  !  e t  t l f f ,  v )

N s ( X )  i s  l s o m o r p h i c  w i t h  H ( c 2 r l ' ) , = l t  l *  h e r m l t i a n  f o r m  o n  t 2

w l t h  l m  H ( l ' x l ) c  v J ,

H e r e  n ( C 2 ,  f  1  l s  s e e n  a s  a  s u b q r o u p  i n  A l r l t r r z )  a s s o c i a t l n g

t o  e a c h  h e r m i t i a n  f o r m  H  i n  H ( C 2 r  l ' 1  i t s  i m a g l n a r y  p a r t  l m  H  e
t

€  R t t i t r r z )  w h l c h .  c o m p l e t e l y  d e t e r m i n e s  H .
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h e r m i t i a n  Z x Z - m a t r l xN s ( x 1 : { n  f  n

w l  t h

w h e  r e

We

A2'A3 t42(Z)

A

r
oa s s

h l e M 4 ( z )  J
. r l \ .

1 r . . . r f , 1 )  i s  t h e  p e r i o d . m a t r i x  (  S ,

c i a t e .  t o  e a c h  h e r m i t i a n  2 x 2 - n a t r l x . A

i  n g  t h e  d e c o r n D o s  i  t  i o n

a r e  g o l  u m n  v e c t o r s ) .

i  n  NS (X ) the rm 'a t r i cesA ,

g i v

( 1 )

A 1
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T h e  i  n  t e r s e c t  i  o n  f o r m  o n

p r o d u c t  o f  a l  t e r n a t l  n q  f o r m s

l f  a € H s ( x )  i s  r e p r e s e n t e d  h v

a?*z tNS -g.t - rel

( c f  .

o f  t h e  L e m m a  b e c o m e s  i

- p t _ 0 t t ,

t o  t h e  e x t e r  i  o r

I n g  w e  f  i n d  t h a t

f a c t o r l z i n g  C Z  t h r o u g h

I -  t  s  g e n e  r a  t o r s  S  I

\

\

) =
( .

Az

o 3
r m ( t f - i A n )

s i n c e  t m ( t l - l R i s  s k e w - s y m m e t r i c  w e g e t  t h e  a b o v e  f o r m  a n d

A t  r A 3  s k e w - s y m m e t r i  c .

L e t  A t

n )

= (-- :  )  ^,=(; ut) , , ,=(: 
,  

' , )  
'

)  c o r r e s p o n d s

L t l  l .  c o m p u t

a b o v e ,  t h e n

( xN S

(  s e e

A  a s

I

L r r i ,  ! z ) .
T h e  h y p o t h e s  i  s

e feJ

W e  s h a l l  c o n s l d e r  t o r l

l a t t l c e s  o b t a i n e d  b v  m u l t l o l

X '  a p p e a r i n g  b y

y i n g  b v  p  o n e  o f
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r n d  p r e s e r v  i  n g  t h e ' o t h e r s  i  T h e

u n  r a m  I  f  i  e d  c o v e  r  I  n E  o f  d e r t  r e e

o b t a l n e d  f o r  X t  w e  w i l l  n e e d  t

lm  ( "  t - l  A

q : X t - > X  w l l l  b e  a n

t h e  p e r l o d  m a t r i x  t h u s

p  r o J  e c t  I  o n
4.,

p ;  t f  n  i s .

o  g e t :

7,n )  €

T h e ' e l e m ' e n t

V e  d e n o t e

M 4 :  b  t ) ,

N s ( X ' )  w o u l d  b e
' *0  

. t h e  l o o k e d  f o t .  a t .

Az

t (' A z
t m ( t i i n

. f v

N o t l c e  t h a t  l f  .  l - 1  i r .  o b t a i n e d  f  r o m  n  m u l t l p l y i n g  b v  p  c o l u m n  1

o r  2  . ( r e s p i  3  o r  t r )  t h e n  7 r €  n r ( o z )  ( r e s p  . - n r e  n r ( p v ) )  a n d  r  i n e
' ^ f

( r e s p . c q l u m n )  1  o r  2  o f  A ,  w i l l  t a k e  v a l u e s  l n  p 7 ,

( n z )  f o r  a l l

. '  A n o  t h e  r

b a s e  o f  i - ,  ( S i ) l = f , r ,  ,  i i  r e l a t e d  t o  t h e  p r e v l o u s  o n e  b y  a  m a t r i x

H € H 4 ( z )  w i t t r  d e t  M = t l :

7
n \t ' t  a

A3

l n  o r d e r  t o  r e a c h  o u r  p u r D o s e  (  i  . e :  t h a t  d .  e  | ' , l ,
I L

|  1 .
t  € { l  , 2 1 3 1 )  w e  w i . l  I  m a k e  a  s u i t a b l e  b a s e  c h a n g e  f o r  I

\

A t

g l v l n g  t h e  c o r r e s p o n d i n q  p e r . i o d  m a t r i x

F l t  = f l  M

y 1= Em.ii t 3

^ ; ) =

Ai

(

h e n c e

to i
r m ( t  n , A  f r , ) =
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M i

w l t h  d , b r c r d € ' M r ( 7 1  w e  g b tW r i t i n g  f l =
( " :

2

)

Ai=

Ai=

Al=

t a A r a

t  a A ,  b -

t b A ,  b - , ,

F r o m  n o w  o n  w e  r e d u c e  a l ' l

t l e s  t a k i n g  p l a c e  i n  7 p ,

B y  a s s u m p t i o n  d e t  A r - V 0 =

W e  d i s t i n g u i s h  t w o  c a s e s :

dqt  Az*a

d e t  A 2 = 0 .

i  )  de t  A , * r t

T h e n  g * 0 t T * , A ,

I t  w i l l  b e ' e n o u g r h

o n e  n u l  |  |  i n e  ( d a y  t h e

C h O O s €  C = 0 ,  a = d =  l

- ' t ! " , f ' A ,  a  + t a A r e + t c 4 3 c

!  
" r ! n rb  

+  t aA rd+ t cRrd

' o t o r b + t b n r a + t o R r o

A f = A ,  b  +  A Z

o i= t  bA  r  b -  t o ,  b * t bA r *n ,

c o m p u  t a  t  i  o n  s m o d u l o  p r a l l  e q u a l i -

0 .

t )

f t )

I  c o n s  i  d e r

f  I  r s t )  o f

l t  0 \
: =  |  |

\ o  |  /

-oo'r)

e d  t h e  f o r m  o f

A ;  a n d  A l = 0 .
L 5

.  T h e n

A , t o  f  l n d M  g i v i n g

( 2 )

( 3 )

b 3

- b l
A 1  b = s (

F r o m  ( 2 )  a n d

n u l l  w e  f i n d :

Ai

b e

t h e  r e q u  i  r e m e n  t t h a t  t h e  f l r s t I  l n e  o f s h o u l d
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f l r s t

-k

*  f  d 3

+  5  o ,

- 6

- 0

€ '

Zr=S(U,nU -bzb l  -0 (b2 - t rb  U*pb t *5b3*6  =  0

H e n c e  b l r b .  c a n  b e  a r b I t r a r i I y  c h o s e n ;

\s  s t m t t a i l

- t
r  b4=-o 'P 

,

( l )  ,  ( 4 )  a n d  t h e  h y n o t h e s  I  s  l m p l  v

, t h a t  A i  h a s  a ^  n u l l  c o l  u m n ,  t h e

6' l
o) '

l ar f  A l  = t
l \ ?

e 6 ' 0 i

= A 2 d '

d  d  s u c h

0 .

c a s

- t- l  a

d A :
L

f l n

t f

\
t .

I
)

= 0

= 0

2 = 0

o r  ' g =

o  ( t t r e

c = 0 ,  a

l = 0  a n

u g h  t o

a n c e r

d z

d 4

l l )  d e t  A

T h e n  0 = 0

A s s u m e  Q =

C h o o s e  f =

r hen  A i :A

I ' t  i  s  eno

f o r  i n s t

l d r
d = l

\ t r

[  ( d r
1
(  f  d r

t h l s  c o m e s  t o

S l n c e  d e t  O t = 0  t h l

d ' 3 )  .  M o r e o v e r  r  e n €  c a n

t o  1 ,  s a y  d l = 1 ,  T h e n  w e

n o n t r l v l a l  s o l u t i o n s  ( d . .'  
1 '

w i t h  o n e  c o o r d i n a t e '  e q u a l

d  d , . = 1  a n d  q e t
r y ' '

I

s  s y s t e m

f  i n d  a  s

c h o o s e

/ t  0
d = l

. \  o ,  I

d m i t s

u t i o n

= 0  a n

a

o ' l

d 2

\

)

, '
R e t u r n  I  n g  t o  i  n t e g e r  v a l  u e s  w e  c a n  c h o o s e  , l  n  b o t h  c a s e s

( l  , a n d  i i )  r e p r e s e n t a n t s  M € M 4 ( Z )  w i t h  d e t  p 1 = ! I  f o r  t h e  c l a s s e s  i n

H 4 ( Z O )  f o u n d  a b o v e . 0 n e  c a n  t a k e ,  f o r  e x a m p l e  a l . l  i n t e q e r  r e p r e s e n -

t ?
t a n t s  f r o m  l 0 r l r r . r 1 p - l l .  T h e  L e m m a  l s  o r o v e d .
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N o w  w e  p r o v e  t h e  p r o p o s i t l o n  u s l n q  I n d u c t l o n  o n  t h e  n u m b e r  n

o f  p r l m e  f a c t o r s  o f  r = r a n g  E :

k  n .  k
F r l s

f  = . f  t p  r  I  t r *  / .  1 1  . ,
l = l  '  i = l  '

F o r  n = 0  w e  h a v e  r = 1  a n d  t h e  s t a t e m e n t  I  s  t i u e  s  i n c e

c t  ( E )  €  u s  ( x )  b y  a s s u m p t  I  o n .

A s s u m e  n o w  ' t h e  p r o p o s i t i o n  i s  t r u e  f o r  D i  W e  s h a l  l  D r o v e  i t

f o r  n + l r  L e t  p  b e  a  p r i m e  f a c t o r  o f  t .

o =  A ( r ) =  + ( c r ( d )  +  c .  ( e ) 2 )  i m p l  r e s

i l +  " '  
( r ) 2  ( t h e  i n t e r s e c t i o n  f  o r m  o n  N S ( x )  i s  e v e n ) .  B v

t h e  L e m m a  t h e r e . e x i s t s  s o m e  u n r a m i  f i e d  c o v e r i n q  o f ,  d e q r e e  p

q : X t +  X  a n d  a ' € :  N S  ( X ' )  s u c h  t h a t  o " ' = q * ( c ,  ( f  ) ) .  X ,  i s  a o a i n  a  t o -

r u s r  C o n s i d e r  o n  X ' . t h e  t o p o l o o i c a l  v e c t o r  b u n d l e  F  h a v i n o  r a n k ( f ) =

r  , - ,  
' r  - r  -  

" !  
- r  , - , 2

. =  i  ,  . t  ( F ) = a ' ,  c r ( r ) =  I L J  
" ' 2  

=  6 L V  c '  ( r  ) 2  "  
v ,

r)

( q * : n o ( * r z ) s z o H 4 ( x ' , 2 ) !  z  i s  t h e  m u l t i n l l ' c a t l o n  b y  p ) . "

T h e n  A ( F ) = O  a n d  F  a d m i t s  h o l o m o r n h i c  s t r u c t u r e s  b v  t h e  i n d u c -

t l o n  h y p o t h e s  i  s .

I  n - l  r
L e t  G =  I l r V  r , , , r E "  

' l  
b e  t h e  d e c k - t r a n s f o r m a t f  o n  q r o u o  o f

X ' / X  ( t h e s e  a r e  t r a n s l a t i o n s  o f  X ' )  a n d  E ' = F  @  Z * ( r )  @ . . , ( E  ; - o ' 1 ) * ( r ) .

T h e n  c . ,  ( E ' ) = p c . ,  ( t ' ) = r i a ' = q * ( c . ,  ( e ) )  ( c r ( a x ( e ) ) = c , ( r )  s i . n c e  6  i s . h o -

m o t o p o u s  t o  l ) ,  c r ( y ' ) = ' W  c . ,  ( r ) 2 * p  e r ( r ) = 0 2 ' +  " ' 1 A t E , ) = 0 .
0 n e  h a s  c a n o n  i c a l  I  s o m o r n h i  s m s  E '  - - - :  ( a t ) i ( E ,  )  c o m p a t  l b i e  r ^ i l  t h  t h e

a c t i o n  o f  G  o n  X t  h e n c e  E t  i n d u c e s  a  h o l o m o r n h l c  v e c t o r  b u n d l e  E r r

o n  X  s u c h  t h a t  g * E t ' = 6 ' .  l t  f i o l l o w s  t h a t  A ( E " 1 = g  a n d  c ,  ( E " ) =

= c r ( E ) ,  h e n c e  t h e  u n d e r l y l n g  t o p o l o q i c a l  v e c t o r  b u n d l e  o f  E r r  i s  E ,

w h  i  c h  c l  o s e s  t h e  p  r o o f  .  o f  t h e  r r r o D o s  i  t  I  o n .



- 8 -

2 . .  G o r o . l . l e r l e s  a n d  R e m a r k s

L e t  X  b e  a  c o m D a c t  c o m o l e x  s u r f a c e ,  a  €  H s ' ( X )  a n d  r  a  r r o s i t i v e

I n t e E e r .  W e  m a k e  t h e  f o l  I  o w l  n g  n o t a t  i  o n s  :

V h e n  X  i s  n o n a l q e b r i i c  t h e s e  n u m b e r s  a r e  n o n - n e g a t i v e .

L g H ! ; j :  F o r  X  n o n a l q e b r a i - c  a n d  E  a  f  I  l t r a b l e  b u n d l e  o f

r a n k  r  o n  i . t  A ( E ) 2 7  s ( r , c . ,  ( e )  )  ( s e u  [ B - L l  $  2  f o r  t h e  p r : o o f  ) .

.  R e m e  r k  2 .  F o r  X  n o n a l g e b r a i c  a n d  E  a  r e d u c i b l e  b u n d l e  o f

r a n k  r  o n  i t

A ( r l ) 7 r ( r , c . , ( E ) ) .

-  P r o o f , .

e n t

h r s

L e t  0 - r E r ' +  E  - t  E Z +  A  b e  a n  e x a c t  s e - q u e n c e  w i t h  E i  c o

s h e a v e s  w i t h o u t  t o r s i o n  o f  r a n k s  r .  a n d  h a v i n q  . t  ( E , ) = a ,

( l = 1 r 2 ) .  L e t  a = c r ( E ) .  T h e n  a 1 + a z = d ,  r l + r z = r  a n d  b v  R i e m a n n -

f o r m u l a  f o r  E ,  E l  a n d  E Z  w e  f  i n d

,  t - z  a l  " 7  l . - r . , '  - r ,
A ( e ) =  *  ( i  -  

+  
-  

i ) * ' L l i a t t , l  
. ' #  A ( e r ) .

h e r

R o c

S i n c e  A ( e  , ) ) z o  ( s e e  t t - t ] )  w e  h e v e

A(E) "*(* -  + - i l= - ' i ; i ; ;  r+ -  ̂ , ) '
/
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e o r o l  { s r v -  1
! !E-r-

t o p o l o g i c a l  v e c t o r  b u n d

A  ( f ) = o  a d m i t t i n g  h o l o m o r p h i c

m o r p h i c  s t t l u c t 0 r e s .

P r o o f .

a  B o i l t i v e  i n t e Q € t r

,  T h e n  t h e r e  e x  I  s t s  a

r a n k  r ,  c 1 ( E ) = a  a n d  :

b u t  n o t  f  i l l  t r a b l e  h o l o -

2 - t o t U S l

,  2 v l  2n o  ,  4 T  "
n  X  h a v i n q

S t r u c t u r e s

e b r a  i  c

1 2
T a  a

' l e  E  o

L e t X b e a n o n * a l E

a € N s ( X )  s u c h  t h a t  r t

'  s ( r , a ) ) 0 .

s ( r r a )  =  0  i . e .
' t d  , 2

s U D  \ E  -  U )  =

T € N S ( X )  
T  /

I

W ' e  c h o o s e

, F \  t f - l  2c 2 t t , =  T  a  o

b y  t  h e  p r o p o s  i

t h a t

t h e  t o o o l o g  i c a l  v e c t o r

H e n c "  A ( E ) = 0  a n d  E  a . d m i

t i o n .  U s i n g  R e m a r k .  I  i t

l f  t h i s  w e r e

Y AU .  n e n C e  [ -  -'  - r

b u n d l e  E  h a v i n q

t s  h o l o m o r p h i c

w i l l  b e  e n o u q h

n o t  s o  w e t d  h a v e

P '  =  0

c ,  ( E ) = a ,

s t r u c t u r e s

t o  p  r o v e

2
a n d  c - = 0 .

( e x a m  i n e

, a

f o r  s o m e  F  l n  N S ( X ) .  T h i s  i m p l
I

T h e n  c  i s  o r t h o q o n a l - o n  N S ( X )
a

( n c + x ) '  f o r  n e  Z ! )  .  l t  f o l  l o w s

c o n t r a d i c t i o n  !

i e s  a = r / + c  w i t h  c e N s ( X )

s i n e e  X  i s  n o n a l g e b r a i c

t h a t  
" 2 = r 2 u 2  

2 t  2
/  

a n o  L r  
l a

cpr?J I u'rl-3

l f  X  i s  a  c o m p l e x  2 - t o r u s

N S ( X )  i s  c y c l i c  g e n e r a t e d  b y  a '

v e c t o r  b u n d l e  E  o n  X  o f  r a n k  r

h o l o m o r p h i c  s t r u c t u r e s  b u t  n o t

a s

P r o o f .  I n  t h l s c a s e  t ( r r a ) ) 0 .

T l p e . h y p o t h e s e s  o f  t h e  C o r o l  t a r i e s

l s  s h o w n  b y

a n d  r  a  p o s f  t i v e  i n t e q e r  s u c h  t h a t

t
w i t h  a ' = - 2 ' r r  t h e n  t h e  t o p o l o q i c a l

h a v i n g  c l  ( E ) = a  a n d  A ( E ) = 0  a d m i t s

r e d u c i b l e  s t r u c t u r e s .

c a n  b e  a c t u a l l v  f u l f i l l e d



.  R e m a  r k -  3

F o r  e v e  r y

2 - t o f l  X  h a v i n q

-  t 0

p o s l t l v e  l n t e E e r  n  t h e r e

N S  ( X )  
" y c l  

i  c  a e n e r a t e d  b y

e x l s t  n o n a l g e b r a i c

,
a  w l t h  a - = - Z f l ,

B !.ool

r - e t  1 1  = (  f ] r ,  f l z )  w i t h

T ' f r = l P ,  ? e M z ( B ) r a e .  O = ' * ,

l f  X  i s  t h e  2 - t o r u s  h

b e  g e n e r a t e d  b y  a n  e l  e m e n t

t r l x

n ,  N s ( x )  w i l l

d  h e r m i t i a n  m a -

n.
I

p =

a v i

a

i : l

a n d

p e r i

t h e

: t )
,  i ,  s  )  = 4 .

I
, t ,  f l r =  

|
r a n k O ( p ,  o

o d  m a t r  I  x

a s s o c i a t e

€ ur_(t)

l P  
q \

\ .  r l

n g  t h e

h a v  i  n g

( s e e  f r - r l  A p p e n d i x ) .

HeRee

( s e e

o t h e r w i  s e  w e  w o u l  d  h a v e  n o n z e r o  e l  e -

f t en  t3

. R g $ g r f : . 3 ,  T h e  v e e t 6 r  b u n d l e s  E  c o n s t r u c t e d  i n  t h e  p r o o f  o f

G h e  p r 6 p 6 6 l t i 6 n  6 r e  a f  t h c  f o r m  E = [ * L  w h e r e  T t i X ' - - + ' X  i s  a n  u D -

r e r n f  f  I e d  c 6 v e r i n E  o f  d e q r e e  r  a n d  L  e p i c ( X ' ) ,

t n  t h e s e  t € r n l s  w e  g e t  t h e  f o l  I o w i n g  c r l t e r l o n  o f  r e d u c i b i l  i t v :

1  0  i n
u ' l

\ - l n  0

^2*2 d"t  P.det A = -2n

l B - f l  L e m m a  2 , 1 ) ,

f f o r € o v e r  a ( X ) = 0  s l n c e

b € N s ( x )  w i t h  a \ r o ,

t € r  X

d e g  r e e

, = | g e n

*  i d  r

i f  r  i s

r  f ter ra rk  5 ,
5i-5.-

6  e o \ y 6 r l n g  o f

t e P f c ( x , ) ,  6

e n d  o n l y  l f  G l

I n  p e r t l c u l a r

b e  a  e o m o l  e x  2 - t o r u s  w i  t h  a  ( X ) = 0 r X '  E ' > X

r ' ,  G  t h e  c o v e r i n q  t r a n s f o r m a t i o n  q r o u P ,

r r r 1

l O ^ f  e l 1  a n d  t = { . L .  T h e j n  E  i s  r e d u c i b l e  i f

l n  t h i s  c a s e  g = p  ( D l e f l  
w l t h  F  i r r e d u c i b l e ,

o r i m e :

E  r e d u c l ' b l e  € . 7 e  f i l t r . a b l e



-  l l

.  P  r o o f-

l f  G ,  # l l d l  n n "  c o n s i d e r s 7 t r : X r ' - + x t / G ' , T f " i x '  / G ' + X  a n d
I l

o n e  q e t s

[ * L  =  L ,  @ l c : l  w h e r e  L ' € p i c ( X , / G t )  i s  s u c h  t h a t  & , * ( ; , ) = 1 .

o **K * r & c -+ o

o -rnxK --rrc*E -* lc -+ o

aL 
* r=  € )  9*1 .  Le  t  i  ̂  ,  g*L  -+ :c*E

q € G  I  '  '

d e n o t e  t h e  c a n o n  i  c a  I  i  n c l  u s  i  o n .

T h e n T g x p  o  i o  a r e  s i m u l t a n e o u s l y  ( f o r  q e G )  z e r o  o r  n o n z e r o .

t f  . t h e y  a r e  z e r o  a n " ,  i n d u c e  n o n t r i v i a l  m o r o h l s m s  i n  r c * K .  l n  e i t h e r

c a s e ,  t h e r e  e x i  s t s  a  c o h e r e n t  s h e a f  w i  t h o u t  t o r s l o n  A  w i  t h

0  ( r a n k  A  ( t  a n d  n o n t r i v l a l  m o r p h i s m s

*
u o l  g ^ L , - - > A ,  f o r  a l l  g € G .

S l n c e  a ( X ) = 0 ,  u g  , r :  m o n o m o r p h i s m s .  H e n c e  g * L . r n " y  b e  s e e n  a s

s u b s n u " , u . t  o f  A .  T a k e  n , = n f i ,  q x L ,  u , = n F ,  u o : H - ? A

s l i d

U l =
g # i d  g  '  r o

B : = K e r  u  c - , n * e  r  B D d  p t :  7 t r E  + L ,  F 2 i  > c * E - + H  t h e  p r o j e c t l o n s .

S i n c e  r a n k  B > 0  o n e  c a n  a s s u m e  t h a t  P 1  ( n ) * 0 .  W e  h a v e  i n  A  t h e

l n c l u s i o n  o f  s u b s h e a v e s .  u i d  o  P t  ( B ) c  v o  A t ( B )  I n d u c i n q  a  n o n t r i v l a l

m o r p h l s m  L ' + H  h e n c e  a  n o n t r l v l a l  m o r p h l s m  L ' + g t L  f o r  s o m e  9 # i d .  T h i s

l s  a  c o n t r a d i c t l o n .  , , i

H e n c e  7 c * L  = x * x j r  = W ' ; 1 , 1  @  c '  i s  r e d u c i b l e

C o n \ e r s e l y ,  l e t  t l ' = f  i a I  a n d  a s s u m e  E  i s  r e d u c i b l e . -  T h e n  t a k e

a  q u o t l e n t  C  o f  E  s u c h . t h a t  0  ( r a n k  C  ( r  a n d  t h e ' e x a c t  s e c r u e n c e s
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\ . \
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_ 3 t ,  

i
t B - F ]  V . B . B r i n z E n e s c u  a n d  P , r l o n d o r ,  l , { o l o m o r p h l c  2 . v € c t o r  b u n d l e s

o n  0 o D - a l g e b r a l c  Z - t o r i r .  J , r e i n e  a n g e w .  M a t f r r 9 d . 3 ,  { i S A S ) ,
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L t - t ]  G . E l e n c w a J E  a n d  0 . F o r s t e r ,  V e c t o r  b u n d l e s  o n  m a n i f o l d s  w i t -
'  h o u t  d i v i s o r : s  a n d  a  t h e o r e m  o n  d e f o r m a t l o n s ,  A n n . i l n s t , F o u -

r i e r , j l . , d  ( r 9 g z ; ,  z s - s l  ,
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