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s { = { r e o ( n ) [  n s . d ,  s  7

4
w h e r e  h t  l s  t h e  s e t  o f  a l l  2 7 - . * " " s i v e  f u n c t l o n s  o n . X .

l n  t h e  f  i  r s t  p a r t  o f  t h e  p r e s e n t  p a p e r  w e  d e v e r o p  a  s r m i l a r

c o n s t r u c t l o n  s t a r t r n g  w i t h  a n  a b s t r a c t  H - c o n e  S  r n s t e a d  o f  h v

a n d  w l t h  a  m a p  ( c a l l e d  c . o m p r e s s i o n  o p e r a t o r  o n  S )

p : D ( p )  - +  s

q h e r e  D ( P )  l s  a  s o l  i d  c o n v e x  s u b c o n e  o f  s  a n d  s u c h  t h a t  p  i s  a d d l -

s { t  9 P s  { ,  P t

s
a n d

.  i i r  : ?  p s ;  I  p s .

T h e n  w e  p r o v e  t h a t  t h e  c o n v e x  c o n e

l s  a l  s o  a n  H - c o n e  s u c h  t h a t

F c s ' = +  A r e s '' r s
F g - S , = A  . i i . r 6 5 '

q,
"'t

a n d  f o r  a n y  u p p e r  d i r e c t e d  a n d  d o m i n a t e d  f a m i l y  F c s r  w e  h a v e

\ /  F  € .  S t

s



A l s o  l f n

n e d  b y

B  l s  a  b a l a y a g e  o n  S t h e n  t h e  m a p  B ,  :  S  r - a ,  5  r  d e f  i  _

B ' s  = A { t e s ' l  t 2 a r j

l s  a  b a l a y a g e  o n  S r  a n d  w e  h a v e

B f ( B ' f  ( Y ) r e ( S ' - S , ) + .

( r

A sub  H -cone  s  '  f f i . r  wh  i  ch  t h  i s
l s  t e r m e d  a  c o m p r e s s i o n  o f  S .  l n  t h e

l v e  g i v e .  s o m e  s u p p l  i m e n t a r y  c o n d i t i o n s

o f  S  m a y  b e  o b t a l n e d  w i t h  t h e  a i d  o f  a

S  a s  a b o v e .

M o r e  p r e c i s e r y  w e  s t a r t  w i t h  t w o  s t a n d a r d  H - c o n e s  o f  f u n c _
t l o n s  S  a n d  S '  o n  a  s e t  X  s u c h  t h a t ;  a )  S ,  C S ;  b )  t h e  n a t u r a l  t o p o _
l o g y  o n  X  a s s o c i a t e d  w i t h  q '  i s  g r e a t e r  t h a n  t h e  n a t u r a r  t o D o r o g y
o n  x  a s s o c i a t e d  w i t h  s  c )  t h e r e  e x i s t s  a  s t r i c t r y  o o s i t i v e  D o t e n _
t l a l  o n  X  w i t h  r e s p e c t  t o  s ' .  d )  A n y  a b s o r b a n t  p o i n t  o f  X  w i t h  r e s -
p e c t  t o  s  I s  a r  s o  a b s s r b e n t  w i  t h  r e s p e c t  t o  s  r .  r ^ / e  d e n o t e  f o r  a n y
b a l a y a g e  B  o n  s r  b y  B r  t h e  c o r r e s p o n d i n g  b a r a y a g e  o n  q r  ( i . e .

e ' ; = A { t G s , l t z s s }  r o r  a n y  s e s / ) .

I n  t h i s  f  r ' a m e  w e  p r o v e  t h a t  t h e r e  e x i s t s  a  c o m p r e s s i o n  o n e r a -
t o r  P  o n  S  s u c h  t h a t

l " t
t f  f o r  a n y  b a l a y a g e  B  o n  S  a n d

l a s t  r e l a t i o n  i s  f u l l f i l e d

s e c o n d  p a  r t  o f  t h  i  s  D a D e r

s u c h  t h a t  a n y  c o m p r e s s  i  o n  q  t

c o m D r e s  s  i b l t  o p e r a  t o r  p  o n

s ' * e D ( p ) ' J

B f < B ' f

a n y  r e ( s ,  - S ' ) *  w e  h a v e
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I n  t h e  p r e v l o u s

Y artd Y,t on X such

c o n d l t l o n s  w e

* tha t  S  ( resp .S ' )

m a y  c o n s t r u c t

becomes the set.

h i t t i n q  d i s t r l

d i s t r i b u t i o n s

, T

i s  e q u i v a l e n t  w i t h  t h e  f a g t  t h a t  y  i

o f  Y '  u s i n g  a  r a n d o m  t i m e  c h a n g e  .

I n  t h i s  w a y  w e  g i v e  a n  a n a l y t i c

b l e m  c o n s i d e r e d  n y  i u  r Q n  , I 6 - l ) ,

fiJ, ['q], DtJt,

-  ,#/{ i f t f  of .al l  excesglve funct}ons on x wtth respect . to y. tqesp.v')(see f i l
T h e  c o n d l t l o n

Bf < B' f ( '+) fa.!, -r1,*

i s  e q u i v a l e n t  w i t h  t h e  f a c t  t h a t

t o  Y  a r e  d o m l n a t e d  b y  t h e  h i t t i n g

T h e  r e l a t i o n

s '  = {  r e o ( r ) [  p s
1s

s  o b t a  i  n e d f r o m  a  s u b p r o c e s s

t r e a t . m e n t  o f  a  w e l l  k n o w n  D r o L

s h i h  (  f r  l l 1  a n d  o t h e r s  ( L ' ; J ,

I . / e  m e n t i o n  a l s o  a  p a r t i c u r a r  a n a r y t i c  a p o r o a c h  ( [ p J ,  f r r r j ,

i t ] l  c o n s i d e r e d  f o r  t h e  c a s e  w h e n  s  a n d  s '  s a t l s f y  t h e  s u r l  i m e n t a -

r y  c o n d i  t i o n  o f  n a t u r a l  s h e a f  p r o p e r t v  ( o .  e q u i v a l  e n t  w h e n  t h e

p r o c e s s e s  Y  a n d  y '  a r e  c o n t i n u o u s ) .
I

T h r o u g h o u t  t h i s  p a p e r  s  w i l  I  b e  a  g e n e r a l  H - c o n e  t A r h .  l { e

u s e  - 4  f o r  t h e  n a t u r a l  o r c j e r  i n  S  a n d  A ,  V  f o r  t h e  l a t t i c e  o r l e _

r a t l o n s  w i t h  r e s p e c t  t o  t h i s  o r d e r  r e l a t i o n , f i l s o  w e  d e n o t e  b y  d
( o r  m o r e  p r e c i s e l y  f C  )  t h e  s p e c i  f  i c  o r d e r  r e l a t l o n  i n  S  a n d  b y' )

' ' t ,  J f  t h e  l a t t l c e  o p e r a t i o n s  w i t h  r e s p e c t  t o  t h i s  c r d e r  r e l a -

t l o n .  T h e  o r d e r  r e l a t i o n s  { ,  *  a r e  e x t e n d e d  n a t u r a t  t v  i n  t h e  r i -

n l a  r  v e c t o r  s p a c e  S - S  g e n e r a t e d  b y  S .

l f  f G S - S  w e  r e m e m b € : r  t h a t  R f = R S f  m e a n s  t h e  r e d u i t e  o f  f  h f i t h

r e s p e c t  t o  S  i .  e .

b u t  i  o n s  w i  t h  r e s p e c t

w i  t h  r e s D e c t  t o  y  r .
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R f  4 s !

I  .  C o m o r - : i g ! _ _ o _ p e  r a t o 1 s  o n  a n  H _ c o n e_ - _ _ _ _ - - _  
r c t u _ _

! _ e l i n j t i e g .  A  m a p  p  d e f  i n e d  o n  a  c o n v e x  s u b c o n e  D ( p )  o f
s '  w h l c h  i s  s o l  i d  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  n a t u r a l  o r d e r  o n  s  i s  c a l -
l e d  a  

_ c o m p r e s s i o n  o p e r a t o r  i n  S  i f  w e  h a v e

a )  P ( s , + s r ) = p s t + p s 2  ( v ) s t , s r e D ( e )

b )  r t ( 1 2 = ? p s t 4 e s ,  ( v )  s t , s z e D ( p )

c )  ( e s t ) u ' l  p r  f o r  a n y  s e o ( p )  a n d  a n d  r n c r e a s i n o  s e o u e n c e
( r i ) .  i n  o ( p )  s u c h  t h a t  ( s , ) .  l s ,

D g , f  i n - i i . i q & .  L e t  p : D ( p ) ' - t  s  b e  a  c o m p r e s s i o n  o D e r a t o r  i n  s .
A n e l e m e n t s e o ( p ) i s t e r m . d . ! r e , j J g i f P s d s . T h e s e t o f a l l

P - e x c e s s  i v e  e l e m e n t s  o f  D ( p )  w i  I  I  b e  d e n o t e d  b y  S ( p ) .

P r o p g : i r i g n - J - . J r -  F o r  a n v  c o m p r e s s i o n  o p e r a t o r  p  i n  s  t h e
s e t  S ( p )  f s  a  c o n v e x  s u b c o n e  o f  S  s u c h  t h a t

a ) r ' t F G s ( p )  ( v )  F c s ( p )
S

o ,  
Y  

F e  s ( P )  f o r  a n y  u 0 r r e r  d i  r e c t e d  a n d  d o i n l n a t e d  f a m i l y
F  I n  S ( p ) .

R r  = A [ s e  s  I  s  z t  ] ,

a n d  l f  f = s - t r  s r t 6  S  t h e n  w e  h a v e
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P r o o f  .  a )  l f  F c s ( p )  t h e n  F c  D ( p )  a n d  t h e r e f o r e

h a  v e

n
s

F G n ( p ) .

Wc

t ( t F ) d  p s _ {  s ( Y )  s e F

s  ( p )

i  s  u p p e r  d l  r e c t e d  a n d  d o m i n a t e d

a n d  t h e r e f o r e

b )

sogs  (P  )  .

P ( A  F
s

S u p p o s e  t h a t

W e  h a v e  
'

) { r r  P ,
s

r c  s ( p )

l \ F €
c

b y

V F e
Y t  - t t o '

t  (y r )=  Yna 4S seF

y r 6 s ( p )

C o r o l l a r y  1 . 2 .  L e t  p  b e
- . E

( ,  b e  a n  o r d e r  r e l a t i o n  o n  S

s u c h  t h a  t

D ( P ) ,

' \ /  
a

Aei--

a  c o m p r e s s  i o n

s u c h  t h a t  ( s ,

o n e r a t o r  i n  S  a n d  I e t

- . < ' )  i s  a n  H - c o n e  a n d

. t ,
sl j t  gsct  ,  r_( t+,s _<t ,

( v )  r c .  s (p )

f o r  a n y  u D p e r

f o r  a n y  s r t € S .  T h e n  w e  h a v e

a )  / \  F € s ( P )
( s ,  < r 1  

-

b )  \ / '  F € s ( p )
( s ,  3 : ,  )

l y  F  l n  ( s ( p ) , 3 r ) .

c l i r c c t e d  a n d  d o m i n a t e d  f a m i -



t

'  

.  
:  . . : l  

'

c g r g t l a r J  
J * l . g  L e t  p  b e  a  c o m p r c s s r o n  o p e r a t o r  r n  s .  T h e n

we have

6 , )  ; - + t r g s ( e )  ( v )  F c s ( p )
I

b )  t i t ' r € s ( P )  f o r  a n y  u p p e r  d r r e c t e d  a n d  d o r n i n a t e d  f a m i r y
F  l n  ( s ( p ) , d  ) .

P x ] p o s l t i _ o n  t _ : L  l f  f o r  a n y  f r 9 6 5 _ 5  w e  p u t

f 4 g = : g - R ( g - f  ) ,  f y , g = f + n ( g - f  )

t h e n  w e  h a v e

, .  a )  f A  g  5 f  ,  f A o  d s ,

rrus=Vlnet-s/h5f ,  hds -?
( r+n )A(g*h )= ( rpg )+h  (u )  r ,es_s

u € S - S ,  u d f ,  
" J s g u J f , t g

b ) rltslr , r,lg7g ,
rVs=n{  r ,es -s {  h } r ,  hzs  1
( r + n ) Y ( e + h ) = ( f f s ) + h

u € S - S ,  r ? f ,  u l S * r ? f y g .

c )  f t ,g+ fYg=g. 'n

d )  f  r g C S  *  f , t g  a n d  f y g  € s .

P r o g f '  T h e  a s s c r t  r o n  c )  i s  o b v i o u s .  T h e  a s s e r t r o n  d )  f o r  r o w s
f r o m  t h e  d c f f  i n i t r o n s  o f  f L g  a n d  f y g  u s i n g  t h e  f a c t  t h a t



. , , i , . , - g
I

f  ' s € S : l  n ( s - f  ) J g

a )  s r n c e  R ( g - r ) e s  w e  h a v e  t r -  g  4 g ,  s r n c e  g - f  <  n ( g - f  )  i t
f o l  l o w s  t h a t  f l g s f  .

L e t  n o w  h g S - S  b e  s u c h  t h a t  h S f ,  h d g ,

.  W e  h a v e  g - h e S  ,  g - h 1 g - f  a n d  t h e r e f o r e

9 -h  2 ,  R  (g - f  )  ,

f L g  =  g - R ( g - f ) Z h .

T h e  r e l a t i o n

( r + r r ) & ( g + n ) = ( f a g ) + h

f o l  l o w s  j u s t  f o r m  t h e  d e f  l n l t i o n  o f  t h e  e l e m e n t  ( f + f r ) &  ( g + h ) .

L e t  n o b /  u & s - s  b e  s u c h  t h a t  u J f  , u { s  a n d  r e t  s r r ( s  b e  s u c h  t h a t

f  = u + s ,  g = u +  t

W e  h a v c

f L g  = ( u + t )  - R ( t - s )  |  u .

b )  T h e  r e l a t i o n s

f ' l  g>,9, fY g bf

f o l  l o w s  f r o m  t h e  r e l a t l o n s

R ( s - f ) > s - f ,  n ( g - f ) e s .



L e t  h C S - S  b e  s u c h  t h a t  h l g r  h l f .  W c  h a v e

h - f e s ,  h - f > . 5 - f

a n d  t h e r e f o r e

h - f ? R ( g - f )

h? f  +R (g- f  )  = fVg

T h e  r e l a t l o n

( h + f  ) V ( h + s ) = h + ( r y  g )

f o l l o w s  J u s r  f r o m  t h e  d e f  l n l t i o n  o f  ( f r + f ) V ( n + q 1 .

L e t  n o w  u e s - S  b e  s u c h  t h a t

- - t  r  r  n

u ( r r u T r g

a n d  I  e t  s ,  t  €  S  . b e  s u c h  t h a t

u = f + s ,  u = g + t ,

l l e  h a v e  g - f  = s -  t  ,

e n d  t h e r e f o r c

R ( g - f ) = R ( s - t ) { s

f l g * f + R  ( 9 -  f  )  =  ( u - s  )  + R  ! r  
-  t  ) { u .
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L e m m a  r . 5 i -  r f  p  r s  a  c o m p r e s s r o n  o p e r a t o r  r n  s  t h e n  a n y
s € s ( P )  r  t c s  s u c h  t h a t

P r  d t  ( s

w c  h a v e  t € S  ( p )  .

, P o o o f .  W e  h a v e

p t  + p s  { t ,  t  e s  ( p ) .

L e m m a  1 . . 6 .  r f  p  r s  a .  c o m p r e s s  i o n  o p e r a t o r  i n  s  t h e n  f  o r
a n y  s r t C - S ( p )  w e  h a v e

s , t ( p s  +  t _ p r ) G s ( p ) .

& e 9 f  .  s r n c e  p t  
i f  t  w e  d e d u c e ,  u s r n g  p r o p o s r t r o n  r . 4 .  d ) ,  t h a t- , /

t h e  e l e m e n t

u : = s r t ( P s  +  t - P t )

t'l
b e r o n g  t o  ) .  0 n  t h e  o t h e r  h a n d  s i n c e  p s ; i  s  w e  g c t r u s i n g  p r o p o s i _

t l o n l . 4 ,  a )

P s { u { s

T h e  a s s e r t  i o n  f o r  r o w s  n o w  f o r m  t h e  p r e v i o u s  r  e m m a

. T h e o r e m . l , . . Z *  l f  p  l s  a  c o m p r e s s i o n  o p e r a t o r  i n  S  t h e n  f o r  i
;a n y  s ,  t  €  S  ( p )  w e  h a v e
a

l
i



'  r i-  t , l

^S(?) '
L \  

' ( s - t ) = V s -
- n

w h e r e  ( s n ) n  i t  t h e  s e q u e n c e  f r o m  O ( p , )  l n d u c t l v e l y  d e f l n e d  b y

3 l = ( P s - P t ) V  t r - t ) , sn+ l=Ps |y '  sn

l ' 1 o  r e o v e  r ,  w e  h a v e

s - R s ( e ) 1 s - t ) €  s ( p ) .

l g g . l .  0 b v l o u s  r  y  w e  . m a y  s u p p o s e  t h a t  t ( s .  t d r  t h  t h e  a b o v e

n o t a t l o n s  w e  s h o w  I n d u c t  i v e l y  t h a t  w e  h a v e ,  f o r  n > r l

s n € D ( e ) ,  s p d  s ,

P s  +  s n  {  s + p r n ,

s n G S .

l n C e e d ,  i f  w e  p u t

S o = S  -  t

w e  h a v e

s o * t = s ,  s 6 d  s ,

s o + P t  *  s o * t = s .

S i n c e  P s o i = P s - F t  e S  w e  d e d u c e  t h a t

s ,  : = P s o + R  ( s o - p s o ) & S .
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0 n  t h e  o t h e r  h a n d  w e  h a v e ,  u s l n g  p r o p o s l  t l o n  4 ,

P  s + s  1  
= p  s + p  r J r o =  ( p s + p  r o ) ' y ( p  s + s o )  r

P s + P s o { s + P r l ,  P s + s o = p s o + p t + s 5 { p s a + s

H e n c e  f r o m  p r o p o s l t l o n l . 4 ,  b )  w e  g e t

p s + s r , { p s r + s ,  s l { s .

l , l e  s u p p o s e  n o w  t h a t  f o r  n F N ,  n > . 1  r ^ , e  h a v e

s n { s ,  P s + s n . {  p s n + s

0 b v i o u s l y  t h e  e l e m e n a  , n * l : = p r J  r n  b " l o n g s  t o  S ,  s n ( s n + i
a n d  t h e  r e f o  r e

p  s + s n +  I  
=  ( p  s + p  s n  ) Y  ( p  s + s n  ) {  r + p  s n + t

0 n  t h e  o t h e r  h a n d  s i n c u  r n { s  w e  g e t  R s n $ s  a n d  t h e r e f o r e ,  u s i n g
a g a l n  P r o p o s i t i o n  l . 4 r b ) ,  w e  g e t

s n + l  d  s

s i n c e  t h e  s e q u e n c e  ( s n ) n  f r o m  D ( p )  i s  i n c r e a s i n g  a n d  d o m i n a -

t e d  b y  s e 0 ( P )  w e  d e d u c e  t h a t  t h e  e r e m e n r  r : V s -  b € r o n g s  t o  D ( p )  a n d
n  

t t

w e  h a v e

P t r y " n t V  s n + 1 ,  1 6 s ( P ) ,  r i {  s .
n n

N o w  f r o m  t h e  r e l a t l o n s
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P s  +  s n d s  +  P r n  ( v ) n e H

w e  g e t

l , € .

P s + r d ' s  +  P r

P ( s - r ) J  s - r ,  s - r e s  ( P ) .

0 b v i o u s l y  r ) s o  a n d  t h e r e f o r e

r l R s ( P ) ( r - . )

L c t  n o w  v e s ( P )  b e  s u c h  t h a t  v ; s o = s - t .  B y  i n d u c t i o n  o n e

c a n  v e r l  f y  t h a t

v )sn  (v )  neN

a n d  t h e r e f o r e  v > / r .  H e n c e

r = R s ( e )  1 ' - t )  '

T h e o r e m  l ; 1 8 .  L e t  P : D ( p ) ; r  S  b e  a  c o m P r e s s i o n  o P e r a t o r  i n  S .

T h e n  S ( p )  i s  a n  H - c o n e  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  o r d e r  r e l a t i o n  o n  S ( P )

l n d u c e d  b y  t h e  n a t u r a l  o r d e r  o f  S . ,

l J g g l g  T h o  a s s e r t l o n  f o l l o w s  f r o m  P r o p o s l t l o n .  l . l  a n d  T h e o r e m

I  . 7 .



. - c . o r g , l ! l J y l i 2 i t . e t P : D ( P ) + S b e a c o m p r e s s i o n o p e r a t o r i n s .

T h e n  s ( P )  I  s  a n  H - c o n e  w r  t h  , . " r o u " l t ? ,  o r d e r  r e l  a t  l o n  o n  s  ( p )  , ; 1 ,

d u c e d  b y  a n  o r d e r  r e l a t i o n  S l  o n  S  f o r  w h l c h

s{ t  =}  s  s 's  _ ,  s  St t  => sst  (v)  s ,  t  €  S

a n d  s u c h  t h a t  ( S ,  S ' )  i s  a n  H - c o n e .

P a r t i c u l a r l y  S ( p )  i s  a n  H - c o n e  w i t h  r e s p e c t  t o ' t h e  o r d e r  r e -

l a t l o n  o n  S ( p )  i n d u c e d  b y  t h e  s p c c i f i c  o r d e r  o n  S .

T h e o r e m  l . { 0 .  L e t

P:  D  (p ) - -+  s

q : D ( o ) - >  s

b e  t w o  c o m p r e s s l o n  o p e r a t o r s  i n  S .  W c  d e n o t e  b y  Q D  t h e  m a p

Q o : o ( r t o ) - e s ( p )

d e f  l n e d  b y

sc,

"0 ,10) i= l 'es (p)no(Q) l  
n :  *  o (e^) rnE f t ,  e  n tn ) ]

Qpr= f  nnh. ,  .
,1 --o
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:  " ,  

. , 1

e n d  b y  P + Q  t h e  m a p

.  -  l 5

P + Q : D ( p ) n  D ( e )  - +  s

d c f  I  n e d  b y

T h e n  P + Q  l s  a  c o m p r e s s i o n  o p e r a t o r  l n  S ,  a f  i s  a  c o m p r e s _

s l o n  o p e r a t o r  i n  S ( p ) . a n O  w e  h a v e

s ( r )  (o-o)  =s (p+q, )

P r o o f *  F o r  a n y  s e D ( p ) n O ( Q )  w e  h a v e

( n + q 1  . t s : )  p s 1 l s ,  Q s { s

a n d  t  h e  r e  f o  r e

s ( p + Q ) c  s ( p ) n s ( Q . ) .

0 b v l o u s l y  P + Q .  i s  a  c o m p r e s s i o n  o p e r a t o r  l n  S .

I  f  s e D  ( Q o )  t h e n  Q O s e o  ( R )  ,

Q s + p ( Q p s ) = Q p r ,

p  ( o . o s )  d  Q o s

. t

a n d  t h e i e f o r e  Q o t  e  s ( P ) .  0 n  t h e  o t h e r  h a n d  i f  s 1  r s 2 G D ( 0 o ) ,  s l t s 2

t h e n  w e  h a v e

( f .  Q ) s  =  P s  +  Q s



r 2-  l o

apir  -Opt 
I  =Q. 

z 
-Qt, '  +P (  Qprr-Qrs, ,  )

a n d  s  I  n c e  Q s l - 0 , s  r 6 S  w e  g e t
1

h ' r -hs r  €  s

a n d

P ( o r s r - Q p r r  )  4  Q o r z - Q o t r

Q p r r - Q p r ,  e  s ( r ) .

H c n c e  a ^  i s  a  c o m p r e s s l o n  o p e r a t o r  i n  S ( p ) .- p

.  L e t  s e S  ( n + q )  .  v e  h a v e

aeo  (p  ) , r  o  (Q )  ,  ( e i q15  4  ̂ ,

a n d  t h e r e f o r e

p n  
4 h  ,  e E 4 a

l { c  d e d u c e  i n d u c t l v e l y

3 ,
L P  

' ' Q s  j  s
k = C

a n d  t h e  r e f o  r e

cA

o?^r=I  pnQ.a 1 a

Q o 6 e D ( P ) ,  6 c D ( Q o ) ,

l ' /e ha ve
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a n d  t h e  r e f o r e

Hen ce

( t - p ) Q o ,  s  o . s

( t  - p )  ( r  - o o )  r = ( r  -  ( r * q 1 ) .  ) . 0 .

$  - e r a  e  s ( p ) ,

s € s  ( n )  ( Q o )  .

C o n v e r s e t y ,  i f  s e - S ( p ) ( a _ )  t h e n
. P

e n d  f r o m

w e  g e t

s 6 s  ( P + Q )  .

! s m m a ' 1 , .  1 1 .  L e t  p  b e  a  c o m p r e s s i o n  o p e r a t o r  i n  s  a n d  r e t
b e  a  s u b s e t  o f  S - S  s u c h  t h a t  t h e r e  e x i s t s  s e S ( p )  w i t h  t h e  p r o p e r t y
f t s - P s  f o r  a n y  f e . t .  T h e n  t h e  s e t

Jtt*r,=f ..s (p)l rct-et (*) '  ,  * ,L j

h a s  a  s m a l  l e s t  e l e m e n t  t a  a n d  m o r e o v e r  w e  h a v eJX

s € s  ( p  )  ,  s e D  ( Q )  ,

o  d  t r  - p )  ( t  - n - o ,  r =  t -  
( e + q 1 ) .
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A{r-rt l  
t  r,I i . l ' f i l  *rn- Pgt

P . r . o o f .  W l t h  t h e  a b o v e  n o t a t i o n s  w e  p u t

h'=l [ ,1,d{,W I

S l n c e  f o r  a n y  t e *  a n d  a n y  r c , ) L $ ,  w e  h a v e

f < t - P t ( t - ? v ,

w e  d e d u c e  t h a t

f (t4-P tu{ (v) re,.:t

a n d  t h e r e f o r e

WJt (rt) ,

.  I  r  rc )L$)  we pu t

v : = ( t-p t )n ( to- e tJ+) +p tA
J t  v '

0 b v i o u s l y  v e S  a n d  m o r e o v e r

Ptr+v  < tA ,
VL

F r o m  L e m m a  1 . 5 .  w e ' d e d u c e  v e  S ( p ) .  0 n  t h e  o t h e r  h a n d  f o r

a n y  t  n , t L  w c  h a v e

f (  v - P  t ^  g  v - P v .
.Jt



H e n c e  u e l t t l l  a n d  t h e r e f o r e  u = t l  i . e .

t *  - P h  = u  -  P r *  S  t - p r (v ) te.lL (i)

h- 
,b=R{t-pt I  te}Ll, t ,  \

T h e o r e m  1 . 1 2 . ,  L e t  p : D ( p ) - l  S .  b e  a  c o m p r e s s i o n  o p e r a t o r  i n
s ,  T h e n  f o r  a n y  u  e  o ( p )  a n d  a n y  r ( s ( p )  t h e r e  e x i s r s  t . e s ( p )  s u c h
t h a  t

u r \ ( s - P s )  =  t - P t

P r o o f .  W e  D u t-

F r o m  t h e  p r e v l o u s  l e m m a  t h e  e l e m e n t

t o : = A B

b e l o n g s  t o  8 .  W e  w a n t  t o  s h o w  t h a t

u A ( s - P s ) = t  - P t
o o

S l n c e  s e B  w e  h a v c

t o {s  r

u 4 ( s - p s )  S  t o - p t o .

0 n  t h e  o t h e r  h a n d  w e  h a v e

e : = { t e s ( p ) f  u  r . ( s - p s ) < t  , - p r  ]
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s . . p s  +  p t o  e D ( p )

t r o  *  
( u + p 1 o )  n  ( s - p s + p t o ) r t t o $ t o

a n . d  t h e r e f o r e ,  u s l n q  L e m m a  1 , 5 ,  r ^ r e  g e t

i  v : = ( u + p t o )  A ( s _ p s + p t o ) a t o e s ( p ) .

*

F r o m  t h l s  r e l d t " i o n  w e  d , b d u c e

v ( t o ,

u n ( s - P  s  ) n (  t o - p  t o )  = u - p  t o  s  v - p v

u  n (  s - P  s  )  = u r , ( s - P . s  1 a (  t o - p  r o ) g  v - p v ,

t o t v ,  t o = V .

H e n c e

(  u + P  t o  ) r r  (  s  - p  s + p  t o  )  ) ,  t o ,

u n ( s - p s ) Z t o - p t o r

, d t - P s ) = t o - P t o

- c o i o l  l j l y - ,  1 . - l . J *  F o r  a n y  c o m p r e s s  i o n  o D e r a t o r  F  i n  S  t h e  s e t

l s  a  s o l i d  c o n v e x  s u b c o n e  o f  s .  p a r t i c u r a r r y ,  i t  i s  a n  H - c o n e
' i

w l  t h  r e s p e c  t o  t o  t h e  n a  t u  r a  I  o  r d e r  i  n d u c e d  b v  S .  .

P r o P o : i t i g l ' . r * L 1 4 . .  L e ' t  P - b e  a  c o m p r e s s i o n  o p e r a t o r  i n  s .  T h e n
f o r  a n y  p s e u d o  b a l a y a g e  !  o n  S  t h e  m a p

{  s - p s l s e s ( p )  3

s



d e f l n e d  b y  ' l

- 2 1

B , s = A { t e s ( e ) f  t  > - B s  
}

l s  a  p s e u d o b a l a y a g r o  o n  S ( p )  a n d  v e r i f  i e s  t h e  r e l a t i o n s

B B ' s = B s  ( . F )  s e s ( p )

B ' s - B s = p ( B , s ) - B p  ( B / s I  ( y )  s  e s ( p )

M o r e o v e r  i f  B  i s  a  b a r a y a g e  o n  s  t h e n  B '  i s  a r s o  a  b a r a y a g e

o n  s ( p ) .

P r o o f .  F r o m  t h e  d e f i n i t i o n  w e  h a v e

B s  ( B r s <  s

s < t * B r s ( B ' t ,
t

B ( s + t ) ( B ' s  +  B ' t ,

f o r  a n y  s r t G S ( p ) .  s i n c e  B  i s  a  p s e u d o  b a r a y a g e  o n  s  t h e n  w e  Q e t r

u s l n g  t h e  p r e c e d i n g  r e l a t i o n s -
,

B B ' s = B s  B r B r s = B / s  ( r * )  s e s ( p ) .
a

F o r  a n y  s , t e S ( p )  l e t . s r r t / e s ( p )  b e  s u c h  t h a t

B t  ( s + t ) = s r + t ' r  s r g B / s ,  t / g B / t .

S i n c e  w e  h a v e

B  (  s + t  )  = B  (  g ,  (  s +  t  )  )  = B  s  / + B  t  r ( B B  t s + B B ,  t { B  s + B  t



w c  g e t  B s / = B s ,  B t r = B t  a n d  t h e f e f o r e

s t 2 8 . s ,  t l 2 B t l  ,
I

s t = B t s ,  t t = B r t r  B r  ( s + t ) = B r s + B r t .

H e n c e  B '  i s  a  p s e u d o b a l a y a g e  o n  S ( p ) .

t h e  o t h e r  h a n d ,  w e  h a v e ,  f o r  a n y  s e S ( e ) ,

B ( s - p s )  (  s - p s

P s + B ( s - p s ) e S ,

P s ; l P s + B ( s - p s )  S ,

a n d  t h e r e f o r e ,  f r o m  L e m m a l  4 ,

L s : = P s + B  ( s - p s ) e S  ( p ) .

s i n c c ,  f o r  a n y  s g s ( p )  w e  h a v e  L s t B s  w e  d e d u c e ,  f r o m  t h e  d e f i -
n i t l o n  o f  B t ,

.  B t s  s L s  < s

a n d  t h e r e f o r e

L B t s  =  B ' s ,

o r  e q u i v a l e n t l y

B  r  s - B S = B  r  s _ B B  r  s = p B ,  s _ B p B ,  s .

S u p p o s e  n o w  t h a t  B  i s  a  b a l a y a q e  o n  S . . a n d  l e t  ( s r , ) i e t . b e  a n
l n c r e a s i n g  f a m l l y  f r o m  S ( p )  w i t h
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r l t  t  r  =t '

W e  h a v e

\ /  B  r  r  ,  ( 8 ,  s ,
f e l  I

V  B " r r .  V  B s . = B s
l e l  '  i e l

a n d , t h e f e f o r e ,  u s l n g  t h e  d c f i n i t i o n  o f  B ,

V  B r s ,  )  B r s ,
l € l

\ / B t s , = B t s .
i e t  I

H e n c e  B '  l s  a l s o  a  b a l a y a q e  o n  S ( p ) .

C o r o . l l a r v 1 , 1 5 .L e t  P  b e  a  c o m p r e s s i o n  o p e r a t \ : r  i n $ ,  A  b e

S  a n d  l e t  B t  b e  t h e  o s e u d o - h a l a y a g e  o n  S ( p )

i n  t h e  o r e c e d i n g  D r o p o s  I  t l , o n .  T h e n  w e  h a v e

u d o b a  I  a y a g e  o n

i a t e d  w i t h  B  a s

a  p s e

a s s o c

P  r o o f  .  W e l ; h a v e

a n d  t h e r e f o r e

f e ( s  ( p )  - s  ( r l ) . +  B '  r - s t  G  s s .
+

a f e ( s  ( p )  - s  t e )  ! ,  p  ( B ' r ) € s

B t  f - B f = p B '  f - g p B  r  f  g  S B .
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2 .  C o m p r e s _ s  i o n  o f  a n  H - c o n e--r- rr rrr r r__ird;.-;IJ.';

D e f i n i t i o n .  L e i  S  b e  a n  H . - c o n e .  A  c o n v e x  s u b c o n e  S ,  o f  S  i s
c a l l e d  a n  H - s u b c o n e  r f  s ,  r s  a n  H - c o n e  w i t h  ' e s p e c t  t o  t h e  o r d e r

'  r e l a t  l o n  i n d u c c d  b y  t h e  n a t u r a l  o r d e r  o f  S  a n d  m o r e o v e r

a )  - A  
F  = 4  F  f  o r  a n y  n o n - e m p t y  s u b s e t  F  o f  S ,s r  s

b )  \ /  F = y F  f o r  a n y  n o n  e m p . t y  u p p e r  d i r e c t e d  a n d  d o m r n a t e dS r  S  s u U s ' e t  F ' o f ' S r .
l f '  the sequel  we mark.bv,(r l r  lhe'  [ ; ; i "u opl iu. lons wi th respect ro rhe spe-
c l f  l c  o rder  .d  on  S-S g  lven  by  S.

i

T h e o r e m  2 r J *  L e t  s  b e  a n  H - c o n e  a n d  r e t  s ,  b e  a n  H : s u b c o n e-

o f  S .  T h e n  f o r  a n y  p s u e d o - b a l a y a g e  B  o n  S  t h e  m a D

.  B t : S ,  > f  ,

d e f  i  n e d  b y

l s  a  p s e u d o b a l a y a g e  o n  S t .  l n  f a c t  B r  i s  t h e  s m a l l e s t  p s e u d o b a l a v a _

g e  o n  S ,  s u c h  t h a t

B ' s  /  B s  ( . 1 * ) s  e S ,

o r  e q u i v a l e n t l y

B B ' s = B s  ( V )  s G S '

l l o r e o v e r  l f  B  i s  a  b a l a y a g e  o n  s  t h c n  B '  l s  a l s o  a  b a l a y a q e

o n  S t .

B , s ' = A f  ,  e S , l  t Z e ,  J
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P r o o f .  F r o m  t h e  d e f l n l t l o n  w L  h a v e

s l B r s T B s - ,  B B t s = B s  ( u ) s e S t

B t ( B ' s ) = B , s  ( F ) s e s '

B ' F t  1  g ' F z  ( v ) 8 r , 8 r e s ' ,  B t s f r z

B '  ( 6  f $ ) d a , p  f l ' g z  ( v ) , s . , , f  
2 e  s , ,

,  S l n c e  S '  I  s  a n  H - c o r e  i  t  f o l  l o w s  t f r a t  f  o r  a n y  s 1  r  s 2 6 S ,

t h e r e  e x i s t s  u l r u 2 6 5 . ,  w i t h

u | * uz=B'(B fE zl ,  u, s B11 , urs B!fr,

F r o m  t h e s e  r e l a t i o n  w e  g e t

B u , + B r 2 = B  ( u  
1 + u 2 )  = B B '  ( s  

r + 5 2 )  = B  ( F  
r + 5 ' ;  = 8 6  

l + B A  z
B u l  S  B B t S r = 8 , 6 1 r  B u ,  (  g | r , | ,  =  B S Z

a n d  t  h e r e f o  r e

u t  ? B u , = 8 6 i r  i = 1  1 2 ,

u ; > . B t " 8 i ,  i = |  1 2 ,

H e n  c e

u t = 8 t , 8 1 ,  i = 1  r 2 ,

e '  ( !  fF  z)  =B' , ,6  , ,+B )E 
2,

L e t  n o w  T  b e  a , p s e u d o b a l a y a g g  o n  S r  s u c h  t h a t

T s  Z  B s  ( v )  s G S  '

T h e n ,  f r o m  t h e  d e f  i n i t l o n  o f  B r r w e  g e t
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T s I B t s ,  ( V )  s e s ' .

' ,  

a n d  l e t  ( s  )  h a  s h

l n c r e a s l n g  a n d  d o m r n a t e d  f a m i r y  o f  s r  a n d  
i ' i * f  D e  a n

s  = V  s i .
i G l  '

W e  h a v e .  o b v i o u s l y

B ' s > ' x ,  t ' t t '

S i n c e

E '/s 
i >- BE i 

(tr) iet

w e  g e t

\,r 'B ,F.i  Z \.2 B.S . = Bs
i e l  '  

i e l

a n d  t h e r e f o r e

V ' B t g t > - B r / r ,
? z  a  .
t E l

H e n c e  B t  i s  a  b a l a y a g e  o n  S r .

.  $ 4 g r k '  l  '  l / h e n e v e r  w e  w i l  I  u s e  t h e  p s e u d o - b a l a y a g e  B ,  w e ,
c a i l  r t  t h e  p s e u d o - b a r a y a g e  o n  s ,  a s s o c i a t e d  t o  t h e  o s e u d o - b a r a v a Q e

y  .  B ,

2 ,  t f  S  i s  r e p r e s e n t c d  a s  a n  H - c o n e  o f  f u n c t r o n s  o n  a  s e t  X
a n d  A  l s  a  s u b b a s i c  s u b s e t  o f  x  w i t h  r e s p e c t  t o . s  t h e n  A  i s  a r s o

v

:  
s u b b a s i c  s u b s e t  o f  .  X  w i t h  r e s p e c t  t o  s '  a n d  t h e  b a r a y a g e  ; "  s ,



. :

, t , t
. s s o c l a t e d  w i t h  B ^  ( 1 . e .  ( 8 " )  t )  c o l n c i d e s  w l t h  t h e  b a l a y a g e  o n  S ,

g  l v e n  b y

3 '  G e n e r a l l y ,  l f  f c ( s ' - s ' ) *  a n d  B r  i s  t h e  b a l a y a o e  o n  s  o i v e n

b y  (  E 4 1 )

s e S g  B r s : = A { t e s [  t 2 s ^ * {  C ' r )  " . e N  J

t h e n  t h e  b a l a y a g e  o n  S t  a s s o c l a t e d  w i ' t h  B f  ( t e . e 1 )  c o i n c i , d e s  w i t h

t h e  b a l a y a g e  o n  S '  g l v e n  b y

s € S ' : 9  B i s : = A { . e  s / l  t } s  z \ ( n f  ) ( v )  n e r u  }

D g l j r , _ ! _ ! i . o n .  A n  l i - s u b c o n c  s '  o f  s  i s  c a l l e d  a  c o m n r e s s i o n  o f  s

i f  f o r  a n y  b a I a y a g e  B  o n  s  t h e  b a I a y a g e  B r  o n , s ,  a s s o c i a t e d  r ^ r i t h

B  i s  s u c h  t h a t

B ' f z B f ( d ) r e ( s ' - s 1 ) *

! e g ? r k .  l f  P  i ' s  a  c o m p r e s s i o n  o p e r a t o r  o n  S  t h e n  t h e  H - c o n e

S ( P )  l s  a  c o m p r e s s i o n  o f  S .  l , l o r e o v e .  f o r  a n y  o s e u d o - b a l a y a g e  B  o n

S  w e  h a v c

B ' s - B s = P B  t  s -  B P  B  t  s  ( Y )  s e S  ,' 1

t s t l 4 a = A [ . e r , l r r - s  o n  A  J

w h c r e  B t  i s  t h e  p s e u d o - b a l a y a { e  o n  S '  a s s o c i a t e d  w i t h  B  ( s e e . '
'D 'l. \ <1
I,ropo6 utron { .  l r+ )
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P r o D o s I t I o n . 9 . . 9 .  L c t  S r  b e  a  c o m p r e s s l o n  o f  S .  T h e n , , f n r  a n v- - - - - f - -  
r r i r  

-  ; o J t ( r i l  l J l  J .  
r

b a l a y a g c  B  o n  s  a n d  a n y  s e s r  t h e r e  e x i s t s  t G s  s u c h  t h a t

s - B t s  =  t - B t

w h e r e  B t  I s  t h e  b a I a y a g e  o n  S r  a s s o c i a t e d  w l t h  B .

I I g g ! .  L e t  s g  b e  t h e  H - c o n e  ( t 4 ] )  o f  a l t  e l e m e n t s  o f  t h e
f o  r m

t - B t r  t 6 s .

h , e  r e m a  r k s  t h a  t

s - B ' s = ( s - g s )  -  ( B  r  s - B B ' s )

l , e .  r - - g t s  i s  o f  t h e  f o r m

S -  B ,  S = U - V

w h e r e  u r v [ s r .  T o  F ' r o v e  t h a t  u - v { s B  i s  e q u i v a l ' e n t l y  t o  s h o w  t h a t

T ( u - v ) S u - v

f o r  a n y  b a l a y a g e  T  o n  s B .  L e t  n o w  T  b e  a  b a r a y a g e  o n  s B .  O n e  c a n

s e e  t h ' a t , t h c  m a p

s * > T ( s - B s )  +  B s

l s  a  b a l a y a g e  B ,  o n  S ,  B r s l B s  ( v ) s e s .  W c  h a v c
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T f  -  B l r  ( f ) r e b s

\
e n d  t h e i c f o r e - - - . -

T  ( s - B  t  s )  = 1 u - T v = B  
I  u - B l  u = 8 ,  ( u - v )  =

= B ,  ( s - B ' s ) <  n 1  ( s - B ' s ) =

= g i r - B r ,  
- a  r - B r s .

I h S * g - A &  L o t  s '  b e  a  s u b  H - c o n e  o f  s , ] h e n  t h e  f o l l o w i n c
a s s e r t i o n s  a r e  e q u l v a l e n t l

F o r  a n y  f e ( S ' - S ' f  a n d  a n y  b a f  a y a q e  B  o n  S  w e  h a v e  B r f  >  B f  .
2 '  F o r  a n y  f 6 ( s ' - s ' ) o a n d  a n y  b a r a v a q e  B  o n  s  w e  h a v e  B r f -

_ g 6 e S B .

3 ' F o r  f € ( s ' - s r ) +  ,  t c s " f * t  a n d  f o r  a n y  b a r a y a g e  B  o n  s  w e  h a v e

B , f - e r  d  t .

4 .  F o r  a n y  f  i n i t e  f a r ni l y  ( r ) , * ,  i n  ( s ' - s ' ) *  a n y  f a m i t y  ( 8 , ) , * ,

o f  b a l a y a g e s  o n  S  a n d  f o r  a n y  t g s ,  w i t h  :  n f r , 6 t  w e  h a v e
i e f

p _ f B i r i - B i r i )  
d ^ t .

t 9 - o f , - - T h e  a s s e r t i o n s  2 ) r l t ) ,  4 ) = $ l l )  a r e  o b v i o u s .
l ) + 2 )  t e t  r  ( s ' - s ' ) +  a n d  r e t  B  b e  a  b a r a r T a g e  o n  s .  F o r  a n y  b a r a y a g e
T  o n  S g  t h e r e  e x l s t s  a  b a l a y a g .  B l  o n  S ,  g 1 > r g  s u c h  t h a t

l le  have

T  ( u - B u )  = B . r u - B u  ( v  )  u e  s .
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a n d  t h e i e - f o r e ,  T  b e l n g  a r b l r r a r y ,

B r f - g 1 c  s g .

z l e l r )  F r o m  p r o p o s  i t i o n  2 . 2  i t  f o r  t o " ,  t h a t  t h e r e  e x i  s t s
u G S  s u c h  t h a t

t - 8  t  t = u - B u .

0 n  t h e  o t h e r  h a n d  f r o m  Z , )  t h e r : e  e x l s t s  v G S  s u c h  t h a t

e  W e  h a v e

t - ( g , f - B f ) = ( t - B ' t ) + ( B r ( t _ f ) _ B ( t _ f ) ) + g t =

= ( u + v )  - g  ( u + v ) + B t

S l n c e

I t  f o l  l o w s  t h a t

u * y - B ( u + v ) + B t G  S r

t - ( g ' f - B r . ) e s ,  B , f _ B f  
d . t

f  ( e  i  f - f f ) = T ( g ,  f - I B ,  f ) = B I  B '  f - B B ,  f  _ (

S  B i B , f - B f  =  B ' f - B f

v

B ' ( t - r ) - g ( t - r ) = v - F v .

!

( u + v )  - g  ( u * u ) ( t - e t



3 l  -  '

3 ) = p t )  t - e t  f g ( s i - S r ) + r  f - r - s  w h c r e  s r t € S ,  a n d

s  ( t ,

+  .  We  have

i
' B r s  

S B ' t

a n d  t h e r e f o r e ,  f r o m  3 ) ,  w e  g e t

B ' s - B s = g ,  ( B t  s )  - g  ( g t  r )  t . . B '  t

t f  i r t  " & i , '  t h e  e l e m e n t  o f  S  s u c h  t h a t

B r S - B s  +  u  =  B t t

f { c  d e d u c e  t h a  t

B u  =  B B t t  = B t

a n d  t h e r e f o r e

B  t  t -  B t = 8 ,  s - B s * u -  B u  ? ,  B r  s - B s  r

g ) f 2 / B f

3 ) = +  4 )  T h c  a s s e r t i o n  f r o m  4 )  w i  I  t  b e  p r o v c d  i n d u c t l v e l y

f o l l o w l n g  t h e  c a r d l n a l  o f  l .  l f  c a r d  l = l  t h e  a s s e r t i o n  f r o m  4 )  i s

J u s t  t h e  a s s e r t i o n  3 ) .  S u p p o s e  t h a t  t h e  a s s e r t l o n  f r o m  4 )  i s  t r u e

f o r  . n y  t  w . l t h  c a r d  l = !  a n d  l c t  t  b e  s u c h  t h a t  c a r d  [ - n * 1 .

'  F o r  a n y  l e !  w e  d e n o t e
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r n d  w e  p u t

-bc . -, , - t +  2 -  ( 8 . f . - B : r  I' E t ' - l ' i - - i f  
i J

u : = A  u t .
l c l  

I

0 b v t o u s l y  w c  h a v e

f  g  u ,

W e  w a n t  t o  s h o w  t h a t  f = R S f  o r  e q u l v a l e n t l y

e

a g R " f  1 f  ( v )  o ( e ( 0 , 1 ) .

L c t  o ( G  ( 0 ,  1 )  a n d  I  e t  u s  d e n o t e

g : = f  -  f , l ( a  n s r )  #  o .

W c  c o n s l d c r  t h e  b a l a y a g c  B  o n  S  d e f i n c d  b y  (  s e e f 4 J )

gs=\ /  ns ( ;  ^  ng )
neN

s  ( n s r )  = n s r

0 n  t h e  o t h e r  h a n d  w e  h a v c

u,, =.*r*f ; ,  
l , (  

r i  fJ -Bi f . i  )

azB r  $)  ie I

t /"  have Gu" fel )
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a n d  t h e r e f o r e ,  s l n c e  
, 4  

B i f  
l ( t  w e  g e t

l g l r l

B f = B ( 2 .  B ,  f i  ) + e ( t
t6l  |  |  

iel

= tss r f  r *e ( t -2  s i r )  \ <
: 1 6 l r r i e l t

t e l  I  I  
d t - l ' i ' i e l  |  |  

l e t  |  |

B f $ f .

* ] t=B (nsr )  =*  s  ( , /n t r l . *  e rs  1 r
e

R " f < f  ( u )  
" ( 6  ( 0 , 1 ) .

' D e j j n . ' i t i g .  L e t  s . '  b e  a  c o m p r c s s r o n  o f  s ,  F o r  a n y  b a r a y a g e
B  o n  S  v r e  d e n r  

'  
- o ^) t e  b y  P g  t h e  m a p

F r o m  t h e  p r e c e d i n g  c o n s i d e r a t i o n s . w e  g e t

P B  :  S r - g  g

d e f  I  n e d  b y

.  p B s = B ' s -  ( g ,  s ) r t B s  =  . B , s  - B t A n . B a
s

w h e r e  B t  i s  t h e  b a l a y a g e  o n  S ,  a s s o c i a t e d  w l t h  B .

l r o p o s i t i o J J . r l r 4 .  r f r e  m a p  p g  s a t i s f  l e s  t h e  f o l  l o w i n q  p r o p e r t i e s :

l )  P r ( s + t ) = P r s + p r t  ( t )  s r t G S r

2 )  P B .  4  p a t  d , t  ( u )  s , t c s , ,  s S t
3 )  P B ( B ' s ) = P B s

4 )  
X t B s i = P , ( . 1 2 . s , )

(F)  ses '
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f o r  a n y  l n c r e a s l n g  a n d  d o m . i n a t e d  f a m i l y  ( r t ) t * . t  l n  S r .

l ' l o r c o v e r  f  o r  a n y  c o m p r e s s  i o n  o p e r a t o r  p  o f  s  ' s u c h  t h a t  s  ( p ) =

= S '  w e  h a v c

F r o o f .  L e t  s , t e S t .  W e  h a v c

B t s - B s = P r s - B P r s

B ' t - B t = P B t - B P B t

B '  ( s + t )  - B  ( s + t )  * P n  ( s + t )  - g p ,  ( s + t )  . '

a n d  t h e r e f o r e .

( P r s + R B t )  - B  ( P B s + P r t )  = p g  ( s + t )  - B p r ( s + t )  .

S l n c e

P r s  / - B u = P B t  A  B u = P g  ( s + . ) A B u = 0

f o r  a n y  u € S  w e  d e d u c e

P B .  +  P B a  =  P r ( s + " t ) .

T h e  r e l a t i o n

s e s t = >  P g ( B r s ) = P r s
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f g t N o w s  i m m e d  l a t e l y  f r o m  t h e  d e f i n i  t  i o n  o f  p B .

L e t ' n o w  s r t € S r  b e  s u c h  t h a t  s ( t .  l { e  h a v e

P B t - B P g s = B r s - B s

P B t - B P B t = 8 ,  t - B t

( n , t 
- P A . ) - B ( P 

B t 
- p 

B s ) = B ' ( t - s ) - s ( t - s ) .

S l n c e  S t  i s  a  c o m p r e s s i o n  o f  S  t h e n

g  r  ( t - s )  - e  (  t - s ) e s ^
6

a n d  t h e r e f o r e  t h e r e  e x i . s t s  u € S  s u c h  t h a t

u  r [ B u  =  Q

a n d

B t ( t - s ) - g ( t - s ) = u - B u .

H e n  c e

P B t - B P B ! = P B r - B P  g s + u -  B u  r

S l n c e

Pgt . f ,  Bv=Prs l .  Bv*u ,{  Bv=0

f o r  a n y  v E S  w e  d e d u c e

F g t  =  P B r  +  u ,

P B r  {  P B t .



^ a

5 b

0 n  t h e  o t h e r  h a n d  w e  h a v e

t - P B t = t - B t t + B r t r { B t =

= ( t + B ' t )  
+ ( h B t ) - s r 1 .

T o  p r o v e  t h e  r e t a t l o n

P r' B t  <  t

l s  e q u i v a l e n t l y " .  t o  s h o w  t h a t

A r  j  - 2  r " r - p l
L  I  v  L a

T h i s  r e r a t i o n  f o r r o w s  f r o m  t h e  f a c t  t h a t  s ,  i s  a  c _ o m p r e s s i o n
o f  S  u s  i  n g  T h e o  r e m  2 . 3  ,

L e t  ( s . ) .  h c  a n  i n a ,' - i ,  i G r  b e  a n  i n c r e a s i n g  a n d  d o m r n a t e d  f a m i r v  o f ,  5 r .
He  have

P B . i - B P 8 6 i = B ' g i - B S i

S i n c e

i - ' j = ) P s 6 i  
*  t r * j

a n d  s  I  n c e

P 1 6 , + 8 6 i = B ' z E . + B P g F i

w e  g e t

Y, 'nF i+? ( ,X,  i  )  =B'  ,  
iX, ,  n )+e ( , ! ,  r ru ,  )



t , , X , r , ) - e (

- 3 7

V P e n i - e (  v  P g F i )
i e l  v  '  

i e t

h a v e

,X,'') =

0 n  t h e  o t h e r  h a n d  w e

t X ,  t u F i ) 4B v = 0 (d  ves

a n d  t h e r e f o r e

t r { , Y , o ' ) = , X P B F i .

L e t  n o w  P  b e  a  c o m p r e s s  I o n  o D e r a t o r  o f  s  s u c h  t r , " t  s  ( n ) = 5 ,

a n d  l e t  f e ( s r - S r ) + .  l , | e  h a v e ,  u s i n g  p r o n o s i t l o n  1 . 1 5

P g f - B P r f = 8 ,  f - B f = p  ( e ,  f )  - B p  ( 8 ,  f )  .

S l n c e

P a f =  0  (s )  veS

w e  g e t

P g f p  ( g ' f  )  .

a  s  t a n d a y i  H - . o n " " r .  - i .  a n d
r ! @ ' E - @ f r

S t  a r e .  H - c o h € s  o f  f u n c t i o n : - g n - _ q  s e t  X ,  q r  l s  a  c o m D . " * r ' . i o r 1 . ' . l f  Sre_-;!*.ffi_

a n d  X  i s  s e m i - s a - t u r a t e d  w i t h _  r e s r r e c t  t o  S r .  t l o r e o v e r  r r e : s u D D o s e  t h a ts@# 
@ffi:af@!{i

- 1 n - y ; , e l e m e n t  o f - - S -  i s  l o w e r :  g : m i _ c _ q n t i n u o u s  r v i t h  r e s D e c t .  t o  t h e .  f . i n eb+'-re - s-E.* G--r.*Frrr-aa;-'F*-.*FCq'*.*aFre

_ t o p _ o _ l g g - y  g e n e r a t e d  b v  S r .
t - f f i J F - % E - +

rts- -spe;:: iq- p-r-de'L !:el!-tLq!- Ln s is denot'ed bv € rna, ri 'e- nutIlr Frd-ffiflFEh.ElGstsF@ si.rsc.'ceb{d^*lre F-rr

la r**:1";Jl5*J:l;1fSg*egr3_ij en3.* w-j gh_r e s D e c t t o t h i s. o r d er v e I a -

A B v

I n  t h e  s e o u e l  w e  s u p p o s e  t h a t  S t

t l o n .
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_ L e _ f  l n i t . l o n .  t f  B  i s  a  b a l a y a q e  o n  S  a n d  p .  l s  t h e  m a D

P g  :  S r - - 7 5

d e f  I  n e d  b y

P B . = B  t  s - B  t  s . A B ' s

w e  d e n o t e  f o r  a n y  x e X ,  b y  t r r *  t h e  F l - m e a s u r e  ( w i t h  r e s p e c t  t o  S r )

o n  X  g i v e n  b y  t h e  r e l a t i o n

t r r * ( s ) = P r s ( x ) ,  s e s '

F o r  a n y  p o s i t i v e  B o r e l  f u n c t i o n  f o n  X  w e  d e n o t e  b v  p g f  t h e

f u n  c t  i  o n  o n  X  d e f  i  n e d  b y

P r f  ( x ) = t B , * ( f  1 .

P r o p o s i ' i . i o n - 2 . . . 5 -  l f  B  i s  a  b a l a y a g e  o n  S  a n d  f  i s  a  r r o s i t i v e
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l n  ( s ,  - s  t  ) +  r ^ : i  t h

sup n f t  
)  =e 1 ,  sup nf ,n)  =n,

n
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L e t  n o w  f  b e  a  p o s i t i v e  b o u n d e d  B o r e l  f u n c t l o n  o n  X .  F r o m  t h e
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T h e  f a c t  t h a t  f e  S ,  f o l  l o w f n o w  f r o m  t h e  p r e c e d i n q  c o n s i d e r a _

t l o n f  u s l n g  t h e  f a c t  t h a t  t h e r e  e x i s t s  a n  l n c r e a s l n g  f a m i l y  ( g  ) i * t



*  4 4

l n  ( s 6 - s f ) *  s u c h  t h a t
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a n d  t h e r e f o r e ,  u s i n g  T h e o r e m  2 . 6 ,  i t  f o l l o w s  t h a t  u g s r .
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r \  .> t  f o r  a n y  s e s t  a n d  a n y  b a r a y a g e  B  o n  s  w e  h a v e
t '

B t s - B s = P B t s - B P B r s
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4 )  L e t  ( s , ) , - ) 6 n  i n c r e a s i n s  a n d  d o m i n a t e d  f a m i l v  f r o m  s tI  t € t



O b v f o u s l y  w e  h a v c

F r o m  ( i 4 l  ,  p r o p o s i t i o n  2 , 2 . 3 )  t ' o f  a n i /  i 6 . f  t h e r c  e x i s t s  a n
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h '  z = A f t e  s '  \  t - e t  7  v  J



w l = P l t t + v = / > ' A

0 n  t h e  o t h e r  h a n d  w e  h a v e

w  -  P W 2 n l 1 1  -  P S t  =  V

i n d  t h e . r e f o r e

w Z s t r W  =  S l .

H e n c €

V  =  S t  -  P S r .
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( P 6 ' + v )  e  s  r , w 4 E ' .

[..

a 4  e f

D e f i n i t i o n . W e  d e n o t e t h e  s e t  o f  a l  I  f i n i t e  e l e m e n t sb y  s i

D U ta n d  f o r  a n y  s e s i  w e

H s  =  i n f  p n s
n e N

[gp_o_s i t ion 2. il I .
%

L te  have

l )  H ( s + t ) = H s + t t t

2 ' )  s g t  H s { H t J r t { t

3 )  H 2 s = H s  ( v ) s e s i

4 )  p H s = H s  ( u ) s e s i

( v ) s r t € s i

( v )  s , t G s i

.  P  r o o  f .  T h e
I-

f o l l o w s  d i r e c t l v

e s s e r t i o n s  l )

f r o m  4 ) .  t  f

,  4 )  a r e  o b v i o u s r  T h e  a s s e r t i o n  3 )

s r t & S i  
r r  S ,  w e  h a v e

( v )  n e NP n r  {  R n t  3  t
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A  pn r= r l .P^ r { r 4 .on t  =APn t  d t .
" l a n n n

\  .  \ ' \ \ .
F r o m  f i o w ' o n  v i e  s u D p o s e  t h a t  S  a n d  S - '  a r e  s t a n d n r d . * l r l o n e s . o f

be}€€reffi

f  u n c t  i O n s  o n r  X  r  S '  i  s  a  c o m D r e s s  i  o n  o f  S ' ,  t h e  n a ' t v r ' a . i l .  t o p o . l  o o y . s n

X  ! t i - ! h ' - f e s - p e g - ! .  t o .  5  i s  s m a l  l e r  t h a n  t h e  n a t u r a l  t o n o l o s y . ' 6 n - ' X  w i t h

I g s p g s - t -  - t o ' 9 t  e n d  t h a t  t h e r e  e x i s t s  a  s t r i c V p o s l t i v e  o o t t . o i i u I

o n  X  w i t h . f e ' s o e c t - t o . S { ,  ' . : !

SgIgIb '  l f  .s  tnd s '

l o w e r  s e m l c o n t i n u o u s  w i  t h

r a t e d  b y  S t  i n d  m o r e o v e r

P r o o o s . i t i o n . ? . 1 2 .
re

a r e  a s  a b p v e  t h e n  a n y  e l e m e n t  o f  S  i s

r e s p e c t  t o  t h e  n a  t u  r a  I  t o p o l  o g y  q e n e -

X  i  s  s e m i  s a t u r a t e d  w t  t h  r e s D e c t  t o  S  '  a n d

T h e r e  e x i  s t s  a  b a  I  a v a g e  T  o n  q  t  s u c h  t h a t

S ,  T h e r e f o r e  w e  h a v e  f u l l f i l e d  t h e  p r e v i o u s  h y o o t h e s e s  w h i c h  a l l o -

w e d  t h e  c o n s t r u c t i o n  o f  k e r n e l ' P .

M o  r e o v e  r w e  h a v e

Sj  i  s  the set  o f

P i o o f .  S i n c e

H s  =  T s  ( v )  s € S

s € t  = > T s d r t  d  t ,
a l  I  u n i v e r s a l  l y  c o n t i n u o u s

f o r  a n y  s Q S f  w e  h a v e

e l e m e n t s  o f  S t )

t
o t

Hs {",s

a n d  u s  i  n g  t h e  f a c t

a

S  l s  s m a l  l e r  t h a n

d e d u c e  t h a t  H s  i s

p o l o g y  a s s o c i a t e d

t h a t  H s  i s  n e a r l y

t h a t  t h e  n a t u r a l  t o p o l o g y  o n  X  a s s o c i a t e d  w i  t h

t h e  n a t u r a l  t o p o l o g y  o n  X  a s s o c i a t e d  w i  t h  S  r n r e

c o n t l n u o u s  o n  X  w i  t h  r e s D e c t  t o  t h e  n a t u r a l  t o -

w i t h  S r .  F r o m  t [ e l  ,  T h e o r e m  ? - . 1 )  i t  f o l  l o w s

c o n t i n u o u s ,
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F o r  a n y  x L X  t h e  m a p

I'  s l + s - > T  s  =  n s ( x ) e R .o '  x  +

l d  a d d i t i v e  a n d  i n c r e a s i n g .  T h e r e f o i a  T . r ,  i s  t h e  r e s t r i c t i o n  a t)-

S :  o f  a n  H - m e a s u r e  o n  S t .  F o r  a n y  s 4 S t  w e  p u t
o ' ' r -

T s  ( x )  =  T * r .

S i n c e

s e s f $  T l = H s  d  s

I t  f o l l o w s  t h s t

s , t " S f r  s S t : 9 T s d T t { t

e n d  t h e r e f o r e

s r t G S ' , s S t  + T s { T t d t

W e  s h o w  t h a t

THs =  F fs  ( r r )  reS l ,

I  n d e e d  - f r o m  t h e  a b o v e  c o n s  i  d e r a t  i o n s  t h e r e  e x i  s t s  a  s e q u e n -

c e s  0 n ) n  i n  s f  s u c h  t h a t

H s  = Z F n  .
n

a"
F r o m  H 6  = H s  w e  d e d u c e
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r n d  t h e r e f o r e

= - Y sTHs=ZTAn=*nun  = fn  =  Hs .

W e  s h o w  n o w  t h a t  T 2 = T '  .  I n d e e d  w e  h a v e

s 6 S ; = t T ( T s )  =  t ( H s )  =  H s  =  T s ,

. P r o p o s ' i t i - g n . i i q i - e  l f  T  *  0  t h e n  t h s r e  e x i s r s  a n  a b s o r b e n t@;

s e t  A * g  w i t h  r e s p e c t  t o  S  s u c h  t h a t  a n y  a € A  t s  a n  a b s o r b e n t  p o i n t

w t t h  r e s p e c t  t o  S  a . n d  s u c h  t h a t

r s  = A l . € s , t  t Z ,  o n  n  J

! 5 9 1 .  L e t  ( n n ) n  n e  a  s e q u e n c e  i n  S ;  s u c h  t h a t  f o r  a n v  s G S '

w e  h a v e

W e  p u t

t
w h e r e  d i  0 r  p n  (  

F _  
( \ r )  n € N  a n d  w e  d e n o r e

n

6  =  v { ' P " l  F n < ' 1

p = fy 'nPn

A:= f tp  =  p l

r n d  f o r  a n y  x G X  l e t  T *  b e  t h e  m e a s u r e  o n  X  d e f i n e d  b y
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T . , s = T s  ( x )  ( V )  s  t e s  f  .x

S i n c e  T l 0  6 n d  T ? = T  i t  f o l l o w s  t h a t  T "  l s  a  m e a s u r e  c a r ' r l e d  b y

A  a n d  t h e r e f o r e  A * f i ,  S i n c e  p * T p F S  w e  d e d u c e  t h a t  A  i s  a b s o r b e n t

w l t h  r e s p e c t  t o  S . .  0 n  t h e  o t h e r  h a n d  f o r  a n v  a , b E A ,  a # b .  t h e r e

e x l s t s  s , t 6 s r  s u c h  t h a t  s  (  t o  ( t - s )  ( a ) = 0 ,  ( , t - s )  ( u ) > 0 .  s i n c e  r ( t - s ) e s

a n d  B t ( t - s ) = t - s  o n  A .  i t  f o l l o r v s  t h a t  a n y  p o l n t  a G A . i s  a b s o r b e n t

w l t h  r e s p e c t  t o  S .  0 b v i o u s l y  w e  h a v e

. T h e s r e m . ? . 1 4 n  ( S f r i f r ) ,  S u p p o s e  t h a t  d n v  a b s o r b e n t  p o i n t  o f  X

w l t h  r e s p e c t  L o  S  l s  a n  a b s o r b e n t  p o i n t  o f  X  w i t h  r e s D e c t  t o  S t .

T h e n  t h e  m a p

P :  D  ( P ) - ) s

w h e r e

l s  a  c o m p r e s s  i o n  o p e r a t o r  o n  S  a n d  w e l , h a v e

, l l g e l .  U s i n g  t h e  h y p o t h e s i s  a n d  P r o o o s l t l o n ) 1  3  w e  h a v e  f o r

a n y  s g s  I

w h e r e  A  i s  a n  a b s o r b e n t  s e t  w i t h  r e s p e c t  t o  S  s u c h  t h a t  a n V

p o i n t  o f  A  i s  a n  a b s o r b e n t  p o i n t

t r = n l t e  s , l ,  z s  o n  A ] .

o ( p ) =  { r e s l ( + ) s e s ' ,  r  t s  \

s n = { t e D  ( P l  I  p '  { '  J

t r =  n  { t € s ,  \ .  2 .  o n  A  J



5 6

w l t h  r e s p e c t  t o  S r .  0 n  t h e  o t h e r  h a n d  w e  h a v e

T s  =  H s  = l  p n s  ( V )  s 6 S f  '
n

F r o m  T h e o r e m  2 ; 8  w e  h a v e

P s  =  0  o n  A

a n d  t h e r e f o  r e

T s  =  0  e n  A  ( v )  s G S ; ,

T s = O  ( u )  s e S ,- o

{  ? n r = s  ( v )  s c s ;

H e n c i

A  ? n r  =  o
ir

f o r  a n y  p o s i t i v e  B o r e l  f u n c t l o n  f  o n  X  d o m i n a t e d  b v  a n  e l e m e n t

s e S t .  V e  r e m a r k  a l s o  t h a t  f o r  a n v  s 6 5 t  t h e  s e q u e n c e  ( ? n u ) n  i ,  s p € -o O

c l f i c a l  l y ,  d e c r e a s i n q  i n  S  a n d  t h e r e f o r e  w e  h a v e

A?nE =A?n t  =  i - l f  ?n t .
n - -

H e n c e  f o r  a n y  p o s i t l v e  B o r e l  f u n c t i o n  f  o n  X  d o m i n a t e d  b y  a n

e l e m e n t  s € S ;  w e  h a v e

i n f  g n f  s i n f  3 n s  =  o '
n n

F r o m  t h e  p r e v i o u s  c o n s i d e r a t l o n s  v , , e  d e d u c e  t h a t  f o r  a n y

'  + 
(un- l ,n)

ses j  we have
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w h e r e  s ^  =  s ,  , n * 1 { r n  ( " )  n e t l n  F r o m  t h i s  f a c t  a n d  f  r o m  T t r e . o r , e r n  2 . f o
o  '  n + l  n

t  :  l t  f o l  l o w s  t h a t  t h e  s e t

I u - f '

l s  a  s o l i d e  a n d  i n c r e a s i n q l v  d e
&

L e t  n o w J / =  ( v o t  ) o ,  o  b e  a  s u

t h a t  S f  i s  a  s o l i d  a n d  i n c r e a s

- o -
o f  a l l T )  - e x c e s s  t v e  f u n c t i  o n s

m a y  s u p p o s e  a l s o  t h a t  t h e  i n i t

I s  a  b o u R d e d  c o n t i n u o u s  f u n c t i o

B o r e l  f u n c t i o n  f  o n  X .  l { e  F i u t

')
s  e S '  J

n s e  s u b c o n e  o f  S .  .

b m a r k o v i  a n  r e s o l  v e n t  o n  X  s u c h

n g l y  d e n s e  s u b s e t  o f  t h e  c o n e  Z , U ,

o n  X  w h i c h  a r e  f  l n i t e 7 , 7  d o s ,  h , e

a l  k e r n e l  V  o r ? f i s  s u c h  t h q t  Y $

n  o n  X  f o r  a n y  p o s i t i v e . b o u n d e d

t . | fes (v) res6

h / f  =  v f  -  PV f  ( u )  f  esL

F r o m  T h e o r e m l B  w e  q e t

a n d  W  i s  a  k e r n d l  o n  X .  L e t  n o w  s , t & S ' a n d  f e T g i  W e  h a v e

T t l  t n ( ? s + t - P t + P f )  3 / 5

a n d  t h e r e f o r e  f  r o m  P r o p o s  i t i o n  2 , 7  w e  g e t

s  n  ( P s + t - P t + P f ) e  S r

N o w  u s  i  n q  . a  w e l  I  k n o u r  r e s u l  t  o f  M o k o b o d z k v  ( s e e  
F  i l l

w e  d e d u c e  t h a t  t h e r e  e x l s t s  a  s u b m a r k o v i a n  r e s o l v e n t i l - = ( f ^ f  , ) , -,  . " o { , o ( ) o

o n  X  s u c h  t h a t  W  i s  t h e  i n  i t  i a l  k e r n e l  o f  t r f  ,

F r o m  t h e  a b o v e  c o n s l d e r a t i o n s  i t  f o l l o w s  t h a t  S  i s  a  s o l i d

a n d  l n c r e a s i n g l y  d e n s e  s u b c o n e  o f  t h e  s e t  2 . , -  o f  a l l 1 , ' f  - e x c € s s i v e
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I

f u n c t  I  o n s .
r

L e t  n o w  * "  b e  t h e  s e t  o f  a l l  o o r ' i t i u "  b o u n d e d  B o r e l  f u n c -

t l o n  f  o n  X  s u c h  t h a t  \ / f €  S : .  F r o m  t h e  f i r s t  p a r t  o f  t h e  p r o o f  w eo  -  r ' ' - - '

g e t

S i n c e  V  a h a  w -  a r e  k e r n e l s  a n d  s i n c e 9 o  l s  s u f f i c i e n t l y  I a r q e

s u b s e t  o f  ) 1  w e  g e t  

\

. b

c.O
\

v f  =L  ?  nw f  ( u )
n = 0

H e n c e  f o r  a n y  f e $ g  w e .  h a v e

f e 9 ;

&

Z Yntn, f  €  s '
n = 0

a n d  t h e r e f  o r e ,  u s  i  n g  F t u n t  t h e o r e m ,  u J e  d e d u c e  t h a t  w e  h a v e

clo
e---

Z -  t n  u 6  s '
n = 0

f o r  a n y  U C S  f o r  w h i c h

n

P t *

l s  d o m i n a t e d  b y  a n  e l e m e n t  o f  S ' .

L e t  n o w  q e D ( p f k , " n  t h a t

Pg '{-3.

.P

t
n =

G,

$ r  
=  

J n s o

l f  s e s j  w e  p u t
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0 b v i o u s l v  g s € D ( P )  a n d

Pn . i  o' d s 1 d s

S i n c e  g - 4 s  w e  h a v e  i n f f n q -  =  0  a n d  t h e r e f o r e  i f  w e  p u t
J c

n

u  = o - ? o
s  " s  * s

w e  g e t r  u s e  s  a n d

@

T  ^ I lg " = L  Y  u . '
n = u

F r o m  t h e  p r e v i o u s  r e m a r k  i r t  f o l l o w s

( r s g s ' ,  !  = X ; n r € s ' n

R e f e r e n c e s

3  l n

s 5 e 5

t o

i l l i -

n t i a l

r l a g

' I  
v e n  t s

i e s

5

s

I
I

e

e

e

e

o

r

i

c

n

t l

t

\ /

5

e

o

e

e

e

s

r

h

m

P

r

r

p

t

I

o

6

t

a

I

I

n

I

f

n

V
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o
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o
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u

I

r

k

a

u

b

r

+

p

f t l  L .  B e z n e a :  F o t e n t i a l  t y D e  s u b o r d i n a t i o n s n  p r e o r

M a t h .  3 7 , 1 9 8 9 .  I N C R E s T  B u c u r e s r i o

L Z )  R . M . B l u m e n t h a l ,  R . K . G a t o o r ,  H . P . M c . K e a n  J r .  M a r

w . i t h  l d e n t i c a l  h i t t i n q  d i s t r i b u t i o n s  l l l l n o i s  J

6 , 2  ( 1 9 6 2 ) ,  \ 0 2 - \ 2 0 ,

[ l l  R . M . B l u r n e n t h a l ,  R . K . G e t o o { - ,  H . P . r 4 c ' K e a n  J r ,  A  s

r r l ' l d r k o v  p r o c e s s e s  w i t h  i d e n t i c a l  h i t t i n q  d l s t r i

n o i s  J . M a r h .  7 , 3  ( 1 9 6 3 ) ,  5 4 0 - 5 \ 2 .

t r - 1  N . B o b o c ,  G h . B u c u r r  A " c o r n e a .  0 r d e r  a n d  c o n v e x i t

T h e o r y :  H * c o n e s .  L e c t u r e  N o t e s  i  n  M a t h .  8 5 3 .  S n

B e r l  i n - H e i d e l  b e r q  N e w - Y o r k .  l  g B l  .

[ S ]  N .  B o b o c ,  0 h .  B u c u r : '  L a t t  i  c e  p r o D e r t  i  e s  I  n  t h e  s e

a n d  S U b o r d i n a t l o n s  i n  e x c e s . s i v e  s t r u c t u r e s  ( p r e

S e r
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i n  M a t h .  , N o . 5 1  1 9 9 0 ,  I N C R E S T  B t t c u  r e 9  t  I  !

6  N . B o b o c ,  G h . B u c u r :  P o t e n t i a l  s  I n  s t a n d a r d  H - c C I f i e s  o f  f u n c -  :

t i o n s o  P r e p r l n t  S e r i e s  i n  M a t h .  N o . 6 ,  1 9 8 8 ,  1 - 2 2  I N C R E g T '

B u c u  r e g  t  i  "

7  N .  B o b o c ,  G h " B u c u r :  S t a n d a r d  H - c o n e s  a n d  M a r k o v  p r o c e s s e s a

P r e p r i n t  s e r i e s  i n  M a t h .  N o . 5 1 r  l g T g  l t , l C R E S T ,  B u c u r e g t i ,

B  N o B o b o c ,  A . C o r n e a n  C d n e s  c o n v e x e s  o r d o n n € s  H - c 6 n e s  e t  a d - i o i r r t s

d e  H - c 6 n e s  C n R o A c a d o S c i  n P a r i  s  7 7 0 ,  1 ' 9 7 A ,  5 9 6 ' 5 9 9 '

9  A "  B o u k r i c h a ,  W . H a n s e n ;  C h a r a c t e r i z a t i o n  o f  p e r t u r b a t i o n i ;  o f

,  h a r m o n  i . c  $ p a c e s  L e c t u r e  l , l o t e s  i n  l " l a t h  . 7 8 7  ,  1 9 7 9 ,  B e r l  i n ' - l - l e  i -

d e l  b e r g - N e w  Y o r k ,  S p r i  n g e r ;

1 0  W . H a n s e n o  P e r t u r b a t l o n s  o f  h a r m o n l c  s P a c e s  M a t h " A n n ' 2 5 . | 1 ,  
. | 9 8 0 ,

l l l - 1 2 2 .

l l  H , p . M c . K e a n  J r . 1  H n T a n a k a .  A d c l  i t i v e  f u n c t l o n a l g  o f  t h e ' B r o v , r - '

.  n i a n  p a t h ;  l t 4 e m r C o l  I  n  S c i , U n i v *  K y o t o ,  s e r o A , 3 3 1 3 , 1 9 6 l  r \ 7 9 - 5 A 6 "

1 2  p , A . H e y e r .  F o n c t i o n e l l e s  m u l t i p l i c a t i v e s  e t  a d d i t i v e s  d e
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