
lNSTITUTUL

MATEMATICA

INISTITUTUL NATiONAL
PENTRL' CiIf ;ATIE

STI INTIF ICA SI  TEHNICA

I  s  s  nu  02s0 3638

. { :

CURVLS IN AI,CIJB]I . ' ' IC C)iOUPS A}i i l  N LCIBJIAIC

DIrFEItIili ' it1\L Ii (iU AllOi{S

. bl'

A. DIJIUi{

PRLiI)Tl INT -qIRII : ] -c 1N l '1A' f  i I I i \1ATICS

No.  35 / l  990

BUCURESTI



CURVES IN ALGEBRAIC GROUPS AND ALGEBRAIC

DIFFERENTIAL EQUATIONS

by

A. BUIUM*)

r , { a r ,  l  OOO

*) Instftute of 14 athAmati cs' Bd. Pocii 220, 79622 Buchorest' Romonio'



[ n l

,  X < A

t h e n

( '

C u f v e s  i n  a l n n h - . i ^- - - . ' ' -  t t '  i , q - r ? r c  g r o g p s .  a n d  a l . g e - b r g i c _ d i f  f  e  r e n  r . . , i . e  I

e q u a t i o n s

A .  B u  i u m

1 .  I n t r o d u c t i o n

I t  was  a  con , i ec tu re  o f  Lang  [L " , , 1  ( "h i " t  due  to  resu ] t s  o t  Raynaud
a n d  F a l t i n g s  l f ]  i s  n o v ;  a  t h e o r e m )  t h a t  i f  A  i s  a r i  a b e l i a n  [ - v a r i e t v ,

i s  a  s m o o t h  c u r v e  o f  q e n u s  v 2  a n d  l c A  i s  a  s u b q r o u p  o f  f i n i t e  r a n k
t h e  s e t  X n  j a  i s  f  i n i t e ,

T h e  a i m  o f  t h i s  p a p e r  i s  t o  o r o v e  
" n  

a n " l o g r u  o f  L a n g , s  c o n j e c t u r e  ,

i n  t h e  t h e o r y  o f  a i g e b r a i c  d i f f e r e n t i a l  e o u a t i o n s  o f  R i t r  [ n i ]  a n a  K o r c h i n

L K t ,  K Z J .  0 u r  r e s u l t  e a s i l y  i m p l  i e s  L a n o , s  c o n . i e c t u r e  f o r  a n v  X  w h i c h  d o e s
n o t  d e s c e n d  a o  @ ,  i t  a l s o  e a s i i y  i m p i  i e s  t h e  , , g e o m e t r i c  a n a . l o g u e 5  , ,  o f
L a n g  a n d  l ' r o r d e r r  c o n . j e c t u r e s .  0 n  t h e  o t h e r  h a n d  o u r  p  r o o ' f  ,  u r "  e s s e n t i a r l v
e l e m e n t a r y .  T h e  o n l y  p r e r e q u i s i t e s  n e c e s s a r v  a r e  t h e  l a n g u a o e  a n d  g e n e r a l
r e s u l t s  o f  t h e  R i t t - K o l c h i n  t h e o r y  p i u s  s o m e  f a c .  -  r ^  - r! , i ! v ,  y  v , u 5  5 ( ) r r e  r a c r s  r r o m  

1 t s . ,  l :  t h e  r e a d e r

n o t  f a m i l i a r  w i t h  t h i s  t o p i c  w i l l  f i n d  i n  s e c t i o n  2  a  s e l f _ c o n t a i n e d  a c c o u n r
o f  t h e  n e c e s s a  t y  b a c k g o r u n d .

,  O u r  m a i n  r e s u l t  i s :

( t . t )  r H E O R r l t .  t - e t  9  b e  a n  o r d i n a r y  c o n s t r a i n e d l y  c l o s e d  { _ r i e t a
o f  c h a r a c t e r i s t i c  z e r o  w i t h  f  i e l d  o f  c o n s t a n t s  / " n d  

" r r u r e  
?  i ,  A  _ " l g u -

D r a r c  o v e r  [ .  L e t  G  b e  a n  i r r e d u c i b l e  a ) g e b r a i .  p _ g r o u p ,  X e Q  a  s m o o t h
c u r v e  o f  q e n u s  )  2  w h i c h  d o e s  n o t  c J e s c e n d  b i r a t i o n a l  l y  r c  (  a n d  ) c g  6
/ l  - c r o s e d  s u b g r o u p  o f  / \ - t v o e  z e r o .  T h e n  t h e  s e t  X n Z  i s  f  i n i t e ,
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l n  t he  s ta temen t  above  X  i s  assumed  o f  cou rse  to  be  Za r i sk i  c l osed

)l

i n  G ;  b y  " X  d o e s  n o t  d e s c e n d  b i r a t i o n a l l y  r c ( r r w e  m e a n  t h a t  X  i s  n o t  b i -

.  . n
r a t i o n a l  l y  e q u i v a l e n t  t o  a  c u r v e  w h i c h  d e s c e n d s  t o  %  '

W e  s h a l l  d e r i v e  f r o m  ( 1 . 1 )  t h e  f o l  l o w i n o  " n o n -  d  i  f  f e  r e n  t  i  a  l "  c o r o l l a -

r i e s :

( 1 , 2 )  C 0 R 0 L L A R Y .

C - g r o u p '  X c G  a  s m o o t h

n a l l y  t o  Q  a n d  f c  G

f i n i t e .

N o t e  t h a t  ( 1 .

Mo rde I  I  for  curves

t h i s  c a s e  t h a t  f o r

o f  X  w h i c h  i s  f i n i

L e t  G  b e  a n  i r r e d u c i b J e  c o m m u t a t i v e  a l g e b r a i c

cu rve  o f  cenus  > , ,2  wh ich  does  no t  descend  b i ra t i o -

a  s u b g r o u p  o f  f i n i t e  r a n k .  T l r e n  t h e  s e t  X n f  i s

. 2 )  r e o r o v e s  i n  p a r : t i c u l a r  t h e  c o n j e c t u r e s  o f  L a n g  a n d

X ove r  (  wh ich  do  no t  descend  to  Q  
( t t o rae t l  savs  i n

a n y  s u c h  X  o f  5 r e n u s  2 7 2  a n d  a n y  f i e l d  o f  d e f i n i t i o n  K c C

. '  '  .  .  \
t e l y  g e n e r a t e d  o v e r  Q  

t h e  s e t  x K  l s  r  I n  l t e ]  '

r :  . 1  ' -  ! : ^ r . t e l y  q e n e r a t e d  a n d
L t " Z ]  o ' l t , J ; / n k  r s  r r r ' '

m o r e  t h a n  ( 1 . 3 )  n a m e l v :

( 1 . 3 )  C o R o L L A R Y .  L e t  k c K  b e  a n  e x t e n s i o n  o f  a l q e b r a i c a l l v  c l o s e d

f i e l d s  o f  c h a r a c t e r i s t i c  z e r o  w i t h  t r . d e o . K / k c o o ,  l e t  $  b e  a n  i r r e d u c i -

b l e  c o m m u t a t i v e  a l g e b r a i c  K - q r o u p ,  H c G  b e  a n  j ' l q e b r a i c  s u b g r o u p  w h i c h

descends .  t o  k ,  X  a  smoo th  cu rv ) /o f  genus  > /  2  wh ich  does  no t  descend  b i ra -

t i o n a l l y  t o  k  a n d  [ a e  G o  a  s u b g r o u o  c o n t a i n i n g  H O  s u c h  t h a t  T / H k  i s  o f

f i n i t e  r a n k '  T h e n  t h e  s e t  X n i ?  i s  f i n i t e '

The  above  co ro l  l a ry '  r eProves  i n  pa r t i cu la r  t hg  I ' gsomet r i c  ana loque"

o f  Lang '6  con jec tu re  (p roved  by  Raynaud  [R ' ] ) , t  t  a t so  rep roves  the  I ' geomet r i c .

a n a l o g u e  o f  M o r d e l l t s  c o n j e i t u r e  ( p r o v e d  b y  l ' 1 a n i n  a n d  ' G r a u e r t )  s a y i n g  t h a t

i f L i s a f u n c t i o n - f i e l d o v e r o n a ) g e b r a i c a l l y c . l o s e d f i e l d k o f c h a r a q t e r i s -

t i c  ze ro  and  C  i s  a  smoo th  p ro jec t i ve  cu i ve  o f  qenus  ) r '  2  ove r  L  wh ich  does

n o t  d e s c e n d  t o  k  ( o v e r  t h e  a l g e b r a i C  c l o s u r e  K  o f  L )  t h e n  C L  i s  f i n i t e '  I n -

d e e d  l e t  J  b e  t h e  J a c o b i a n  o f  C  p u L  X = C @ L K ,  6 = J 6 r K  a n d  l e t  H  b e  t h e  L / k -

t race  o f  J ;  then bY Morde l l - \ ' /e i l

w e  m a y  a p p l y  ( t . 3 )  t o  l =  r r .

^ N  r .  , t'  
l f  c a s e  G = G ^  ( 1 , 1 )  i m p i i e s
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( 1 . 4 )  C 0 R 0 L L A R Y .  L e t  k c  K  b e  a s  i n  ( t . 3 )  a n d  t e t

o f  g e n u s  7 7 2  o v e r  K  w h i c h  d o e s  n o t  d e s c e n d  b i r a t i o n a l l y

i n t o  t h e  N - a f f i n e  s p a c e  K N ,  L e t  V  b e  f i n i t e  d i m e n s i o n a l
' ,N
r \  ,  I n e n  t h e  s e t  X 6 \ /  i s  l . i n i t e .

'  
The  J  i nk  be tween  ou r

made  by  the  fo . l  l ow ing  easy

a  s u b g r o u p  o f  a n  a l q e b r a i c

, ^s u r e  n a s  A - . t y p e  z e r o ) :

T h e o r e m  ( t . t )  u n 6  C o r o l t a r i e s  ( 1 . 2 )  a n a  ( t . 3 )  i .

c o n s e q u e n c e  o f  r e s u l t s  f r o m  p ]  a n a  
/ - a , ] ( i n  w n i c h

? - g r o u p  i s  c a l l e d  o f  [ - t y p e  z e r o  i f  i t s  [ - c l o -

( t . 5 )  p n o p o s t T t 0 N .  L e t  G  b e  a n  i r r e d u c i b l e  c o m m u t a t i v e  a ) q e b r a i c

. f  - g roup  and  i r / c {a  c  G  subqroups  such  tha t  i . / l a ,  has  f i n i t e  rank ,  Assume
p r  h a s  [ - t y p e  z e r o ;  t h e n  t h e  s a m e  h o ] d s  f o r  F .  I n  p a r t i c u l a r  a n y  s u b q r o u p

o f  f  i n  i  t e  rank  i n  G  has  [ -  t ype  ze  ro ,

I t  w o r t h s  n o t i n q  t h a t  t h e  g r o u p s  I  a p o e a r i n o  i n  L a n q , s  c o n . i e c t u r e  a r e
a t  m o s t  c o u n t a b l e  w h i l e  t h e  g r o u p s  )  i n  ( 1 . t )  a r e  q e n e r a l  l v  u n c o u n t a b l e  i f  f
i s  s o  ( s e e  ( 3 . 4 ) ) .  S o  t h e  f i n i t e n e s s  o f  X n Z  i n  ( t . t )  i s ,  m u c h  s t r o n q e r  t h a n
f i n i t e n e s s  o f  X n F  i n  L a n g ' s  c o n _ i e c t u r e .  N o t e  a j s o  t h a t  u n l i k e  i n  L a n g , s  c o n _
j e c t u r e  w e  a l l o w  i n  ( 1 . . 1 )  e  t o  b e  n o n - c o m m u t a t i v e  a n d  t h a t  t h e r e  a r e  m a n y  i n _

t e r e s t i n g  e x a m p l e s  o f  A - c l o s e d  s u b g r o u o s  o f  A - t y o e  z e r o  o f  n o n - c o h m u t a t i v e

a l g e b r a i c  F - g r o r p s  f - 4 , 1 .  r u o t e  f i n a l  l y  t h a t  w e  e x p e c t  ( l . l )  t o  h o t d  w i t h o u t

t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  3  i s  / - a l q e b r a i c  o u . ,  (  a n d  i n  t h e . p a r t i a l  d i f f e r e n _

t i a l  r a t h e r  t h a n  o r d i n a r y  c a s e .

0 u r ' p a p e r  i s  o r g a n i z e d  a s  f o r o w s .  I n  s e c t i o n  2  w e ,  r e v i e w  t h e  b a s i c  c o n -

c e p t s o f  R i t t - K o l c h i n  t h e o r y  i n v o l v e d  i n  ( t . l )  a n d  w e  r e c a l . l  s o m e  f a c t s  f r o m

L E l l ;  t h e  b a s i c  r e f e r Y c e s  f o r  s e c t i o n  2  a r e  l a , , ]  " n a  f r r J .  r n  s e c r i o n  3 . w e  p r o _

v e  P r o p o s i t i o n  ( 1 . 5 ) . .  i n  s e c t i . o n  4  w e  p r o v e  T h e o r e m  ( t . t 1 .  1 n  s e c t i o n  5  r e  p r o _

v e  c o r o l  l a r i e s .  ( 1 . 2 ) ,  ( 1 . 3 ) ,  ( 1 . 4 ) .  I n  S e c t i o n  6  w e  d e s c r i b e  t h e  e f f e c t  o f

T h e o r e m  ( t . t )  o n  t h e  p r o g r a r n  ( i n i t i a t e d ' "  
F , ,  n r l )  o r  s t u d y  o f  [ : o n ) y n o r i " t

f u n c t i o n s  o n  p r o j e c t i v e  v a r i e t i e s ;  t h e  p r e s e n t  p a o e r  i s  i m p ) i c i t e l v  p a r t  o f

th is prog.ram,

I r  . l s  a  p t e a s u r e  t o  a k n o w l e d q e

t h e i r  k  i n d  e n c o u r a g e m e n t .

o u r  d e b t  t q  E .  K o l c h i n  a n d  p . C a s s i d y  f o r

X be a smooth curve

to  k  and  i s  embedded

k - .1  i nea r  subs r race  o f

I

I

I



f u n c t i o n s

- 4 -

F o r  d e t a i l s  o n  f a c t s  n r e s e n t e d  i n  t h i s  s e c t i o n  w e  s e n d  t o  l - K ,  ,  K . ,  B , l ,

( 2 .  t )  s t a r t  w i t h  a  f  i e l d  . f  b f  
" h u r " " t " r i s t i c  

z e r o  o n  w h i c h  w e  h a v e

f  i x e d  a  d e r i v a t i o n  J ' ;  s u c h  
" n  

f  i ,  c a l ' i e d  a n  ( o r d i n a r y )  A - f  i " t O ,  T h e  R i r t -

K o l c h i n  t h e o r y  i s  a n  a n a J o g u e  o f  a l g e b r a i c  g e o m e t r y  i n  w h i c h  p o l y n o m i a l

e q u a t i o n  a r e  r e p l a c e d  b y  a l g e b r a i c  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  " o v e r  f " ,  T h e

s t a n d a r d  h y p o t h e s i s  i n  a l g e b r a i c  g e o m e t r y  a b o u t  t h e  g r o u n d  f i e l d  i s  t h a t

I t  i s  a l g e b r a i c a J  l y  c l o s e d .  l n  t h e  R i t t - K o l c h i n  t h e o r y  t l r e  m o s t  n a t u r a l

h y p o t h e s  i s  s e e m s  t o  b e  t h a t  f  i r  " " o n . t t a , i n e d l v  c i o s e d "  ( c f .  
[ K r 1  n . 7 9 ) ,

i t  i s  i r r e l e y a n t  t o  e x p l a i n  h e r e  t h e  d e f i n i t i o n  o f  t h i s  c o n c e p t  f o r  w h i c h

w e  s e n d  t o  l o c . c i t ,  l n  a n v  c a s e  c o n s t r a i n e d l y  c l o s e d  A  - f i e t d s  a r e  i n  p a r -

t i c u l a r  a l g e b r a i c a l l y  c l o s e d .  F o r  a n y  s m o o t h  . f f - v a r i e t y  X  ( i n  t h e  u s u a l

s e n s e  o f  a ) g e b r a i c  q e o m e t r y )  w e  o f t e n  i d e n t i f y  X  w i t h  i t s  s e t  X , -  o f

f i - p o i n t s ,  A  f u n c t i o n  f  : X - >  ?  w i l l  b e  c a l l e d  [ - p o l y n o m i a l  i f ' ,  ) o c a l ) y  i n

t h e  Z a r i s k i  t o p o l o g y  o f  X ,  f  i s  d e f i n e d  b y  a  p o l v n o m i a l  i n  t h e  c o o r d i n a t e s

a n d  t h e i r  d e r i v a t i v e s  ( e . g .  i f  x = a 1 z = g 2  t h e n  f ( y , , v r ) = ( 8 2 v , ) 3 - v f  t s l v r l 4

i s  A - p o l y n o m i a l ) ,  A  s u b s e t  )  o f  X  i s  c a l  ) e d  7 ] - c l o s e d  i 1 ' ,  ) o c a l ) y  i n  t h e

Z a r i s k i  t o p o i o g y  o n  X ,  )  i s  t h e  s e t  o f  c o m m o n  z e r o e s  o f  f i n i t e l v  m a n v

[ - p o l y n o m i a l  f u n c t i o n s ;  b y  a  b a s i c  r e s u l t  o f  R i t t  )  A  - c ] o s e d  s u b s e t s  a r e

the  c ' l osed  se ts  o f  a  Noe the r ian  topo loqy  on .X .  Le t  Z  be  a  [ - c ' l osed  subse t
5

o f  X ,  U  a n  a f f i n e  Z a r i s k i  o p e n  s u b s e t  o f  X  m e e t i n q v i n d  c o n s i d e r t h e  r i n o

9 l Z . ^  U l  o b t a i n e d  b y  d i v i d i n g  t h e  r i n g  o f  a l l  [ - p o l v n o m i a l  f u n c t i o n s  o n  U

b y  t h e  i d e a l  o f  t h o s e  v a n i s h i n g  o n  l n U ;  Z  i s . c a l l e d .  o f  A - t y p e  z e r o  i f

f o r  a n y  u  a s  a b o v e  t h e  r e s i d u e  f  i e l d s  o f  F i  Z z . t  u  I  a t  t n e  m i n  i r n a )  p r i m e s

h a v e  f i n i t e  t r a n s c e n d e n c e  d e g r e e  o u " .  . }  ( l n t u i t i v e l y  l h a s  [ - t v o e  z e r o  i f

t h e  " g e n e r a l  s o l u t i o n "  o f  t h e  s v s t e m  o f  a ' l g e b r a i . c  d i f f e r e n t i a l  e o u a t i o n s  d e -

f i n l n g . i t  a r o u n d  e a c h  p o i n t  d e o e n d s  o n  f i n i t e l y  m a n y  " i n t e g r a t i o n  c o n s t a n t s "

r a t h e r  t h a n  6 n  " a r b i t r a r y  f u n c t i o n s " )  .
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.  (z.z) t lo* one shc -r)u  jd  no te  tha t  in  fA ,  ,  O,  1we worked w i th  the  above

;;".;:,",T:,:";: ;', 
",: 

#:,::f ;l :; ::]':i::',",'^,""," ,",::::,;, ;",
f i  i ns tead o f  l ] ,  I  ne  reason fo r  wh ich  we sh i f  t  here  f  ron  f i to  f f  i s  tha t  $ /e
s o m e t  i n r e s  n e e d  o u r  F  U e  / - a i g e U r a i c  o v e r  i t s  c ? ^ r r  r  ; i )

m e a n s  t h a t  f o r  a n y  x 6 3 t n e  f a m i r y  x , . f " ,  r r - , , . , t ; ,  
" ; ; : " : : : ; r : : ; " j : : " .o r u ,  (  )  w h i l e  ' l )  

i ,  n " u e ,  A - a J q e b r a i c  o v e r  i t s  c o n s t a n t  f  i e l d . J ( .  l t  i !  t h e _
r e f o r e  o f  i n t e r e s t  t o  g i v e  e x a m p l e s  o f  c o n s t r a i n e d l y  c l o s e d  [ * r i e l a s  f w h i c h
a r e  [ - a l g e b r a i c  o v e r  4 ,  O n "  s u c h  e x a m p ) e  i s  t h e  f i e l d  , / = ] , ( o  o f  e l e m e n t s  i n
a  u n i v e r s a l  A - r i e i a  ? , {  w h i c h  a r e  f  - a l g e b r a i c  o v e r , (  I  i n  t r l i .  c a s e  w e  h a v e, / 1  t ,
f , ,  = J ( .  A n o t h e r  e x a m p t g  i s  t h e  f o l l o w i n g  l  s t a r t  w i t h  a n y  [  - f i e l d  ? ,  w h i c h  i s
A  - a  i g e b r a i c  o v e r  i t s  f i e l d  o f  c o n s t a n t s  V . ,  

" n a  
l e t  . f  b e  a  c o n s t r a i n e d  c l o _

s u r e  o r  J , r  c f  [ r , ,  j  0 . 7 9 ,  T h e n  t 7  i s  t h e  a t g e b r a i c  c t o s u r e  o f  ( 1 ( [ r , ]  
o . r r l : 1 ,

( 2 . 3 )  f e t  u s  e x p l a i n  o n e  o f  o u r  m a i n  r e s u J t ,  i n  f B , J .  F o r  a n y  i r r e d u c i b l e
a l g e b r a i c  i - g r o ' p  G  w e  c o n s t r u c t e d  a  [ - c ] o s e d  s u b s e t  o f  s o m e  a f f i n e  s p a c e

N  .  
. i i v  v r q v v

( c a r l  r t  h e r e  G  c P ' . )  w h i c h  h a s  a  s t r u c t u r e  o f  g r o u p  w h o s e  m u l t i p l  i 9 6 1 ; 6 r r
dxd-> f  and inverse F -- '  f ,  extend to A - ; , {nrn, ,af-  , i ,ef ,  }  

Nx gN_, f iN, fnN_, . f  
N

( t h i s  i s  w h a t  C a s s i d y  c a l . l  s  i n  [ C ]  a n a  a f f i n e  d i f f e r e n t i a l  a l g e . b r a i c  g r o u p  w i t h
. ' - p o i y n o m i a l  i a w )  a n d  w e  c o n s t r u c t e d  a  s u r j e c t i v e  [ - p S i y n o m i a i  h o m o m o r p h i s m
e - > d  ( ; . e ,  a  h o m o m o r p h i s m  w h o s e  c o m p o n e n t s  a r e  A _ p o l y n o m i a l )  w h o s e  k e r n e l
^ ! -  ,G '  h a s  a - t y p e  ' " t o  ( r u u  f a l  l  ( s . r 1 1 ,  r t  f o r  r o w s  t h a t  a  [ - c ] o s e d  s u b g r o u p
o f  G  has  A - t ype  ze ro  i f f  i t s  image  in  d  has  A_ tyoe .  . e ro ,

( z ' r r )  t t  w i r l  b e  a i s o  u s e f u r  t o  r e c a r  r  r r o m  p , ] , s e c t i o n  3 r a  a i c t i o n a r y
re la t i ng  [ - c ]osed  se ts  to  r ,D -schemes , r .  Lu t  n=  .F [JJ  be  the  r i nq  o f  d i f f e ren_

' t i a l  ope ra to rs  genera ted  by  ?  una  f , ,  f nun  by  a  D_scheme we  unders tand  an
f - scheme V  such  tha t  we  a re  g i ven  an  ex tens ion  o t  J  f ro ,  f f  t o  

"  
de r i va t i on

(s t i l l  deno teu  uv f ,  )  o i  0 r ;  D -schemes  f_o  rm a  ca tego ry  i n  i he  obv ious  u iay .
Group  ob jec ts  i n  t h i s  ca tego ry  a re  ca l red  D-g roup  schemes .  The  fo rqe t fu l  f unc -
t o r '  f r o m  

l o - s c t e m e s ]  t o  1 . F - s c t r e m e r ]  n u ,  i  r i g h t  a d j o i n t  X F )  X *  ,  T h e  l a t t e r

+
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f u n c t o r  t a k e s  c l o s e d  i m m d r s i o n s  i n t o  c l o s e d  i m m e r s i g n s  a n d  g r o u p  o b i e c t s  i n t o

g roup  ob . j ec t s  ,

F i n a l ) y ,  g i v e n  a  - A - c l o s e d  s u b s e t  2  o f  a n  3  - v a r i e t y  X  o n e  c a n  c o n s -
' t r u c t  

f B , J  ( 3 . 9 )  a  r e d u c e d  c l o s e d  D - s u b s c t r e m e  f @  o f  \ e  s u c h  t h a t  Z  i d e n -

t i f  i e s  r i t h  H o r D _ r " h ( S o e c  f , : . - ) ,  l f  )  i s  a  A  - c l o s e d  s u b s r o u o  ( o f  A - t v -

p e  z e r o )  o f  a n  a l g e b r a i c  . f  - g r o u p  $  t h e n  Z ^  i s  a  D - s u b g r o u p  s c h e m e  o f  g &

( r e s p e c t i v e l y  a n  I ' a ) g e b r a i c  D - q r o u p ' ,  i . e .  a  D - 9 r o u p  s c h e m e  w h o s e  u n d e r l y i n q

. l -  g r o u p  s c h e m e  i s  a n  a l q e b r a i c .  ? - q r o u p )  l a , , ]  t l , t z l .

,

( 2 , 5 )  T h e  f a c r s  r e v i e w e d  i n  ( 2 . 1 ) -  ( 2 . 4 )  a r e  s u f f i c i e n t  t o  u n d e r s t a n d

t h e  p r o o f s  o f  ( 1 . 1 ) - ( i ' 5 ) i  t h e y  a r e  n o t  s u f f i c i e n t  h o w e v e r  t o  u n d e r s t a n d  o u r

f i n a l  s e c t i o n  6  f o r  w h i c h  a  d e e p e r  f a m i l i a r i t y  w i t h  [ U ' ' ,  t r l  i s  r e q u i r e d ,

?  F i n i  + ' 6  - ^ ^ t '  ^ ' - ^ u 0 s  a n d  c r o u p s  o f  A - t v o e  z e r o

o f

o f

A - c l o s e d

ionat 4-

.  3 , 2 )  t - e t  G N = ( f f x ; N ,  t h u n  u y  [ c l  p , 9 3 7  t i ' u  A - c t o s e d  s u b g r o u p s  o f

c [  o r  A - t y p e  z e r o  c o n t a i n i n g  ( V x ) N  a r e  p r e c i s e ] y  t h o s e  o f  t n e  r o r n  ( ( f )

.  v t h e r e  / . f  , 1 3 * ; N * t  . i  N  i ,  t h "  l o o a r i t h m i c  c t e r i v a t i v e  ( x ' , , . . . , x * )  l - )
, - 1 c  - 1 p  . n

r +  ( x l ' d  x , , , . . , * ; ' J * N )  a n d  \ / . i s  a . f  i n i r e  d i m e n s i o n a t  A u  - l i n e a r  s u b s n a c e  o f

S - N .  T h i s  i m p l i e s  
. t h a t  

( t , S )  n o r d s  f o r  a n y  i r r e d u c i b l e  c o m m u t a t i v e  l i n e a r  { j .

( 3 . 3 )  L e t ' s  o r o u u  1 , , 5 )  f o r  a r b i t r a r y  i r r e d u c i b l e  c o m m u t a t i v e  G , ,  C o n s i -

d e r  t h e  A - p o ) y n - o m i a l  h o m o r n o r p h i s m  f  : G * >  d  f  r , r m  ( 2 . 3 ) .  S i n c e  6 *  h " ,

A - t y .pe  ze ro  we  may  assume l -  |  i s  7 \ - c losed  and  cbn ta ins  0 * ,  ey  L t ]  I , g f  l +

( a n d  w i t h  t e , r m i n o ) o g y  f r o m '  J o c . c i t . )  t h e r e  e x i s t s  a  A  - r a t i o n a l  i n . j e c t i v e  h o -

m o m o r p h i s m  u : f , - >  6 l * ( n ) .  T h e  Z a r j s k i  c l o s u r e  H  o f  t h e  i m a g e  o f  u  i s  t h e n  a

,  c o m m u t a t i v e  I i n e a r  a l q e b r a i .  f f - q r o r p ,  \ ' / e  c - o n c l u d e  b y  a f p l y i n q  ( t . 5 )  t o  H

( 3 . 1 )  L e t  O l =  f N  s "  a n  a ) q e b r a i c  v e c t o r  S r o u p .  T h e n  b y  p l  p . 9 r r  i t

f o l l o w s  t h a t  t h e

t h e  f  i n  i t e  d i m e n s

N
case  G=G' .  '

,  - ^ Ns  u D g  r o u p s  o f  r i a

l i n e a r  s u b s p a c e s

A -type ze ro are

,r., N
+  .  r n r s  r m D r r e s

p r e c  i d e  l y

( t , r )  i n

- 1



0

l f t  l < - )  I  ^ h . J  r a  . \ \
o l u  \ r . r ) / . / ,

. '1  -

. ( 3 ' 4 )  Assume {2'  r s  u n c o u n t a b l e  a n d  f l 0  i s  a  A _ c l o s e d  s r i b g r o u p  o f

.  

A - t y p "  z e r . o  o f  a n  i r r e d u c i b l e  c o m r n u t a t i v e  a l g e b r a i c  , f _ g r o r n  G .  I f  &  i s
:  l i n e a r  t h e n  Z  m u s t  b  

r ., e  u n c o u n t a b . l e  b V  
" ( Z , Z ) ,  ! / e  c o n j e c t u r e  t h a t  Z  i s  u n _

'  c o u n t a b l e  f o r  G  n o n  n e c e s s a r i l y  J i n e a r .  T h i s  i s  c l e a r i y  s o  i . f  7 l  
" S ( r t i " hi n  i t s  t u r n  t i o l d s  F o r  Z  t h e  l - . l o r u r e  o f  a  , r r r r i . i " n , r y  

n " " " ; , ]  , u o n r o u n

, { ,  l , f o o j l ,  o f  T h e o r e m  ( l . l )
:_--<_

C.  w"  need some
'  C le 'a r i y  we  may  assume fo r  t . he  p roo f  o f  (1 .1 )

a n a l y t i c  i n g  r e d  i e n t s ;

,  t ntna t ,  v  =

( 4 . 1 )  F i r s t  w e  w i l l  u s e  ?  c l a s s i c a l  t h e o r e m  o f  p i c a r d  
[ e i . ,  C X ]  w h i c h  w e

r e c a l l  f o r  c o n v e n i e n c e :  i f  c , X  a r e  t w o  s m o o t h  a l g e b r a i c  c u r v e s  o v e r C w i t h  c  a f f i n e
and  X  comp le te  o f -genus  )  2 .  t hen .any  ho lo rno rph i c  map  f ro r , r  C  to  X  i s , ra r i q ra l  .

,  ,1 : ; i ' r i : i lner  
analv t i i  ingredient  wi l  l  be-an e lemenrarv .  y 'e t  remarkabre resui t  o f

\Z-___-_-v  r . , , n  r cn  we  now reca l  i  and  ou t  i t  i n  a  fo rm su i tab le  fo r  ou r  pu rDose .  Le t  Z  
B  

_+  B
b e  a  l o c a l  s u b m e r s i o n  o f  a n a . l y t i c  m a n i f o l d s  w h e r e  B  i ,  

"  
O i . t  , " - O " u " o  , " a

e ' 6 ' ,  u e  n o n - v a n i s h i n g . v e c t o r ' f i e l d s  o n  I  a n d  2 u  r e s p e c t i v e , ,  , " , , n  6 -  t  i f t i n q  a ,
A s s u m e  w e  a r e  q i v e n  a n a l y t i c  m a D s  p : Z a * g  2 g  n Z  

u , Z u . -  Z u ,  B  _ )  2  
u  o v c r  B

s a t i s f y i n g  t h e  ' , u s u a l ' ,  a x i o m s  o f  , r l a i p t  i c a t i o n ,  i n v e r s e  a n d  , n i t  ( u n " , o o u "  , o
the  ax  i oms  o f  a  g roup  sche rne )  and  assume moreove r  tha t  t hese  man6  a re  eou iva r ian t
( w i t h  r e s p e c t  t o  t h e . v e c t o r  f i e ) d s  8 , 6 "  

" n a  
( f r f r )  b n  B ,  Z  

B  " n d  
Z B * B  Z  

u  r c s o e c _
t i v e l y ) .  T h e n  t h e r e  e x i s t s  a n  a n a l y t i c  B _ i s o m o r p h i s m  o - , Z r ? Z - * g  , " n e r "  Zt, o _o
i s  a 'L ie  g rouo  such  tha t  0 -  t ranspor t s  t he  map  I  i n to  the .map  pox lU  ( r t uhe  re

f . t j " ]  Z o  * r o  i s  t h e  m u l t i p r  i c a t i o n  o n  z o )  a n d  s u c h  t h b t .  0 -  t r a n s p 6 r t s  6 '  i n -
ao  

t ; .  
(where  b  i s  a  coo rd ina te  on  B ) ,  See  a l s  , - :  )

o .  
L o l l ,  ( l l . l )  f o r  a n  e x p o s i t i o n  o f

H a m m  t  s  r e s u  l t . .

I t  i s  a  l s o  
" o n u e n  

i " i t

(4 .3 )  reHun .

C  - v a r i e t  i e s  w h o s e

a n  a l g e b r a i c  v e c t o r

t o  f o r m r i  l a  t e  t h e  f o l l o w i n g

l ^ !  r . \ ,L E r  r  :  y _ >  y  b e  a  s m o o t h  p r o i e c t i v e

f i b res  a re  connec ted  cu rves  o f  qenus

f  i e l d  o n  Y  w i t h o u t  z e r o e s  s u c h  t h a t

morph ism of smoo th

22 .  l e t  moreove r  0  be

t h e  f i e l d  o f  c o n s t a n t s



6 ( y ) Y  o f

l y t i c  d i s k

t t b r e s  o t

descends  t

,    - .r n e  l l - r r e r c  \  \ ! . \ Y J

B  embedded  in  to  Y

f  aboye  po in t s  i n  B  a re

o  c ,

- B -

- rf-

,  uJ equa rs \L .  , / \ssume

l v h i c h  i s  a n  i n t e o r a l

moreover that for 'any ana-
i lhri'  \ . . '

s u D v a r r e t y  t o r  u  w e  h a v e  a  I  I

i somorph ic ,  Then  the  cu rve  X , , x . ,Soec  6 (Y ) /C (v )
Y Y

morph ism to  the  modu l i  space  o f  smoo th

i n d u c e d  b y  f  a n d  a s s u m e  t h e  c l o s u r e  Z  o f

t h a t  t h e  i m a q e  o f  C ( z )  i n  C ( y )  v i a  m *  i s

c o n t r a d i c t i o n ,  I n d e e d  l e t  V e  C  ( Z )  a n d

f  unc t i on  i ,  y  - - l L ,  z .  - ! - ,  C  i s  de f  i ned .

s u b v a r i e t y  o f  Y  f o r  I  t h r o u q h  y .  B y  h y p o t h e -

?  t h r o u q h  y ,  C o n s e q u e n t l y  t h e  l a t t e r  f i b r e

and  we  a re  done .

P roof , Le t m : v .-> (,,/dn )O re t ne

pro jec t i ve  cu rves  o f  genus  g  ove r  f

i t s  image  has  d  imens  i on  7 r l  .  Ve  c i  a  im

con  ta  i ned  i n  C  ( y ) "  a r rd  th  i s  w  i  I  
' l  

be  a
a+

y € ; Y  b e  a n y  p o i n t v w h i c h  t h e  r a t i o n a l

T a k e  a  d i s k  B  w h i c h  i s  a n  i n t e g r a l

s i s  B  i s  c o n t a i n e d  i n  t h e  f i b r e  o f

i s  t a n g e n t  t o  8 ,  h e n c e  i  e  C  t V ) 8

. ( 4 . 4 ) .  f i n a t l y  w e  r e c a l l  f o r  c o n v e n  i e n c e  a n o t h e r  c l a s s i c a i  r e s u l t  d u e  t o

S e v e r i  v r h i c h  w i l l  b e  n e e d e d :  i f  C  i s  a n  a l g e b r a i c  c u r v e  o v e r  C  t h e n  t h e  s e t  o f

i somoroh ism c lasses  o f  smoo th  p ro jdc t i ve  cu rves  X  ove r  (  o f  qenus  > r2  domina - '

t e d  ( a s  a l g e b r a i c  v a r i e t i e s )  b y  C  i s  f i n i t e .  \ , i h a t  w i ) l  6 9  u s e d  i n  f a c t  i s  a

. w e a k  f o r m  o f  t h i s  s a y i n q  t h a t  C  c a n n o t  d o m i n a t e  a r r n o n -  i s o t r i v i a l  f a m  i  l y "

the  H  i  I  be r t .  scheme o fo f  X ' s  o f  g e n u s  ) 7  2  ( t h i s  i s  a n  " e a s y  e x e r c i s e "  w i t h

d i v i s o r s  o n  X x X l ) . '

. l ' ' - r

\ , + . ) J  I n e  r e s t  o t  t h i s  s e c t i o n  i s  d e v o t e d  t o  t h e  p r o o f  o f  ( 1 . 1 ) .

L e t  X - - + G  b e  o u r  c l o s e d  i m m e r s  i o n  a n d  l e t  X * . - > . G -  b e  t h e  i n . d u c e d  c J o -

sed  i .mmers ion  o f  D=schemes  (2 .4 ) .  Moreove r  l e t  2€  be  the  D :subgroup  scheme

o f  G *  c o r r e s p o n d i n g  t o  2 ;  i t  i s  a n  a l o e b r a i c  D j q r o u p  ( 2 . 4 ) . U s i n o  ( 2 . 4 )  o n c e

a g a i n  w e  s e e  t h a t  X n Z  i d e n t i f  i e s  w i t h  H o m D _ s c h ( s p e c . f ,  X * . . 2 *  )  s o  w h a t

w e  m u s t  p r o v e  i s  t h a t  X  & n  
2 @  i s  e i t h e r  e m p t v  o r  z e r o  d i m e n s i o n a l .  A s s u m e

i t  h a s  d i m e n s i o n  )  0  a n d  l o o k  f o r  a  c o n t r a d i c t i o n .  l f  i i : 6 * - v  G  i s  t h e  m o r -

p h i s m  o f  s c h e m e s  a r r i s i n g  f  r o m  a d j u n c t i o n  
- t h e n  

t r  ( X  - n  
2 -  ) <  X .  \ ^ / e  c l a i m

t h a t  a n y  p o s i t i v e  d i m e n s i o n a l  c o m p o n e n t  V /  o f  X & n  E -  d o m i n a t e s  X .  l n d e e d



l .

i f  1 i (V / ' )=  { x  i  we  cou ld  f i nd  two

r t . J  4 ^  ( t h i s  i s  o o s s i b l e  s i n c e- l  z

dense - in Hom "^.  -^,-  (spec f f ,  w) )
JL 

-  > r ' r l

w C  ( '

- 9 -

morDh i  sms

,  T ,  1Dy U\21

henca by

o f  a l g e b r a i c  D - g r o u p

J  ' - v a r  r  e t  l e s  :

4t , d z € Homo- r.n 
(sPe c f, W) ,

p. .84  Homo-r "n(Spec f ; ,  w)  i s  Zar isk i

compos inq  them wi th .  the  inc lus ion

a n d  l e t  X  b e  a

i h  COn ta  In  ,nc l

b e l o w  i s  d e f i -

we wou ld  ge t  two morph isms *  l ,  " ' rG 
Ho*D- . "h  (spec  f f '  G* ) rd f l "< l  sucr r

t h a t  
! . " t = i i o  

d . f  w h i c h  c o n t r a d i c t s  t h e  a d - i u n c t i o n  p r o o e r t v !

S o  p i c k  a  p o s i t i v e  d i m e n s i o n a l  c o m p o n e n t  t !  o f  X * h 2 *

smoo th  p ro jec t i ve  mode l  o f  X .  t ' l e  may  f i nd  a  [ - sub f  i e ld  ] J  o f

( =  ( .  a n a  A  - f i n i t e l y  q e n e r a t e d  o v e r  (  s u c h  t h a t  t h e  d i a g r a m

n e d ' o v e r  f l :

x<- I,J -) :-(x )  I+

and mo reove r

we d i  spose of

of
. t ,

>  . i o c . a n d <  f n Sothe s t  ructu re

a d i  aq ram ,of

x,<- xt<- | ' / r  -)( " ) l

,o) v

f r om y rh i ch  ( * )  i s  deduced  by  base  change  and  we  d i spose  o f  a  s t ruc tu re  o f  a lqe -

b r a i c  D t - g r o u p  o n  Z r  ( w h e r e  D ' =  i r L $ ] )  i q d u c i n q  t h a t  o f  I *  s u c h  t h a t  t { r  i s

a  D t - s u b s c h e m e  o f  !  
t  .  s i n c e  ! / 4  i s  A - a l q e b r a i i ,  3  |  / g  i s . f  i n i t e l y  q e n e r a -

t e d  a s  a  n o n - d i f f e . r e n t i a l  f i e l d  e x t e n s i o n  [ * , 1  0 . 1 1 2 .  s o  w e  m a y  f i n d  a n  a F f i n e .

s m o o t h  ( - v a r i e t y  Y  u , i t h  C ( Y ) = 3 1  a n d  a  d i a g r a m  o f  i n t e q r ' a l  Y - s c h e m e s :  '

f r om wh ich  . ( x ) t  i s  deduced  by  base  change  such  tha t  Xv - ' I ' u  i t  an  oDen  immer -

. : -
s ron ,  t 4v  *7 . -  

v  t s  a  c tosed  immers ion ,  t he  f  i b res  o f  \ ' / r ' - )  Y  domina te  th -e  f  i b res

o f  X . , _ > Y .  X . , - + Y  i s  s m o o t h ,  > ' , . - +  Y  i 5  a  s m o o t h  g r o u p  s c h e m e  a n d  t h e  d e r i v a -
- ' ' Y  Y  Y

n '
t i o n  J ' ,  i n d u c e g  a  n o n - v a n i s h i n g .  v e c t o r  f i e l d .  0  o n  Y  a n d  a  v e c t o r  f i e l d  0  o n

fu ,  Then  1^ /v  mus t  be  an ' i n teg ra l  subva r ie t y  o f  Z ,  f o r  B '  Le t  B  be  an  ana ly -

t i c  d i sk  embedded  in to  Y  wh ich  i s  an  i n teg ra l  subva ' r i e t y  f . o r  0  and  l e t



-  1 0  -

(x)  s x - < - \ / ^ - r Z ^
D D 5

be  deduced  f  ro in  ( x )  
,  r ' i a  base  change  B->Y .  The r i  WU i s  an  i n teo ra l  subva r ie t y

- : ^o f  Z U  f o r  I ,  B y  H a r n m ' s  r e s u l t  w e  d i s p o s e  o f  a n  a n a l y t i c  i s o m o r p h i s m

0 - :  ) u  - >  I ' o x B  a s  i n  ( A . 2 ) .  L e t ' s  m a k e  t h e  o b v i o u s  r e m a r k  t h a t  a n y  c l o s e d  a n a -

l y t i c  s u b s e t  o f  2 o x B  w h i c h  i s  a n  i n t e q r a l  s u b v a r i e t v  F o r "  
; f o  

( n o t a t i o n s  a s  i n
!

( 4 . 2 ) )  i s  n e c e s s a r i l y  o f  t h e  f o r m  Z , x B  w h e r e  ) ,  i s  a  c l o s e d  a n a j y r i c  s u b s e t

o f  )o ,  H"n "u  o - ( \ , / u )=  2 ,xB  r , , r i t h  2 . ,  as  above .  Fo r  any  b€  B  1e t  XO,XO, i / 0 ,  ZO be

t h e  f  i b r e s  o f  t h e  s p a c e s  i n  ( x ) U  a t  b ,  N o t  f i x  a  p o i n t  b o e  B ;  s i n c e  l t b o  d o m i n a -

t e s  X b  o n e  c a n  f i n d  a  s m o o t h  Z a r i s k i  l o c a l i y  c l o s e d  c u r v e  C o  i n  \ r t ,  d o m i n a t i n q
o o

X o ,  N o v r  c o n s i d e r  t h e  a n a l y t i c  m a p  o f  a n a ' l y t i c  s , u r f a c e s :
o

- l
w h e r e  v ( c , b ) = o -  

' ( 0 , ( o - ( c ) ) , b ) ,  
c € C o ,  b € B ,  p t ' 2 0 * B  - +  Z O  b e i n o , t h e  f i r s t  D r o -

i a . f  i . n  S i n r p  t h o  m r n  r, " . y  u O  : C o * > X O  d e f i n e d  b y  
" ! . + u ( c , b o )  

i s  n o n - c o n s t a n t  t h e -
o o

r e  e x i s t s  a n  o p e n  s u b s e t  B o o f  B  s u c h  t h a t  f o r  a n y  b € B o t h e  a n a l y t i c  m a p

u O : C o - >  X O  d e f i n e d  b y  c e > u ( c , b )  i s  n o n - c b n s t a n t .  B y  P i c a r d ' s  t h e o r e m  ( 1 r , 1 )  u b

i s  r a t i o n a . l  . .  B y  S e v e r i ' s  t h e o r e r n  ( 4 . 4 )  a l l  X l s  a r e  i s o r n o r p h i c  F o r  b €  B u h e n c e

f o r  b e  B .  B y  L e m n a  ( 4 . 1 )  f  d e s c e n d s  t o  C  ,  c o n t r a d i c t i o n .  0 u r  T h e o r e m  i s  p r o -

v e d ,

x. +-
D

xb .---)
o

n B

5 .  D e d u c i n " n o n - d i f  f e r e n t  i  a i r r  s t a t e f i e n t s  f r o m ' ' d r r t e r e n t t a t on es

I e t

t h a  t

( s .  t  )
n
d  6  D e r

i'. - r f
'7 '- \ 'r-

L E I ' 1 M A . . L e t  K c  C  b e  a  s u b f i e l d  f i n i t e l y  g e n e r a t e d  o v e r  Q  a n d

K .  T h e n  f ,  
" " a " n d ,  

t o  a  d e r i v a t i o n  o f  C ( s t i l l  d e n o t e d  b y  f ,  )  s u c h

o .
,  )  )  i s  c o n s t r a i n e d i y  , c l o s e d  a n d  A  - a l q e b r a i c  o v e r  c o n s t a n t s .

P r o o f .  B y  S e i d e n b e r g ' s  " L e f s c h e t z  p r i n c i p l e "  [ S l  * "  t u y  e m b e d  t h e

[  - f i e l d  K  i n t o  t h e  f  i e l d  M  o f  m e r o m o r p h i c  f u n c t i o n s  i s  s o m e  r e q i o n  o f  C .

C o n s i d e r  t h e  [ - s u b f  i e l d  L  o f  M  q e n e r a t e d  b y  t h e  f u n c t i o n s  
! ( z ) =

= r , , . . ,  ( J  z  \ .  a r :  6 l  T h a  c o m o o s i t u m  l ( L  i n  M  i s  t h e n  A j a l o e b r a i c  o v e r  i t s



_  t l  :

c o n s t a n t  F i e l d  a n d  h a s  t h e  c a r d i n a l i t y  e q u a l  t o  t h a t  o f  ( .
n e d  c l o s u r e  F o f  K L  v r i l l  h a v e  t h e  s a m e  c a r d i n a l i t v  h s n 6 s  1 5
Ph ic  to  0  ou " r -  K  and  we  a re  done  by  e ,2 ) ,

'  ( S , z )  p r - o o f  o f  ( t . z ; .  1 u ,  x  b e  t h e  C _ p o i n t  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  s m o o t h
comp je te  rDde ]  o f  X  on  the  modu i i  space  o f  cu rv -  ,  t t ,

f  i e rd  genera ted  by  the  coo rd ina tes  o j=  x ,  r {e  ,un " t  

' " 0 ' o  and  Je t  r=q (x ; *1c6"

0  .  . , v v ,  
v , , , c L e s  ! r  x .  W e  c a n  c h o o s e  a  d e r i v a t i o n  J k o " ,  f ,d l 0  a n d  e x t e n d . i t  t o  a  d e r i v a t i o n  I  o r  C  a s  i n  ( 5 . 1 ) .  N o r n ,  X  d o e s  n o t  , " . " " " ,

b i r a t i o n a ' y  t o  t h e  c o n s t a n t  f i e l d  v o f  F = r c , [ )  b e c a u s e  K  i s  n o t  c o n t a i n e d
I n  v .  s o  b y  ( l , t )  a n o  ( t . 5 )  x n l  i s  f i n i t e ,

Then  the  cons t ra  i _

abs t rac t l y  i  somo r -

D e r O K  5 u 6 1 1

( S . 3 )  t - f  N r , l n .  L e t  k c  K  b e  a s  i n  ( t . 3 ) .  f h e n  t f r e r e  e x i s t s
t h a t  t h e  c o n s t a n t  f  i e l d  o f .  ( f ,  f , )  e q u a t s  t  .

co e

; r o o f .  
, " 1 . ^ ' l , . . . , x n  b e  a  t r a n s c e n d e n c e  b a s i s  f o r  y , / k ,  T h e n  t h e  d e r i v a _

- 1 " " t  
r y '  

, 4 -  o F  k ( x , , . . . , x n )  i i f t  t o  a  K - b a s i s  o f  D e r o K .  g n e  e a s i t y
c h e c k s  t h a t  i f  a 1 r " ' a n e  k  a r e  l i n e a r ) y  i n d e p e n d e n t  o v e r  e  t h e n  t h e  d e r i v a t i o no n ^ \ -

d  = . 2 .  a . x .  { -  h a s  t h e  p r
i = l  r  r J x ,  -  -  p r o P e r t y  t h a t  t h e  f  i e l d  o f  c o n s t a n t s  o 1  ( k ( x 1 , . . . , * n ) , J 1

e q u a l s  k .  S i n c e  t h e  f i e J d  o f  c o n s t a n t s  o f  ( f ,  l )  i s  a l g e b r a i c  o v e r  t h a t  o f
1 6 ( x t . .  , , * n ) , 3 )  w e  a r e  d o n e ,

( 5 . 4 ;  p r o o ,  o f  ( 1 . 3 )  a n o  ( i , 4 ) .  u ,  f s . : l  t h e r e . e x i s t s  f , e D e r o K  s u c h  . t h a t
t h e  f  i e l d  o f  c o n s t a n t s  o r  ( r ,  r f  ) '  e o u a ' r  s  k .  L e t  . f  b e  a  c o n s t r a i n e d  c r o s u r e  o f
( f ,  $ ) .  g v  ( z , z )  f  i ,  A - a ) g e b r a i c  o v e r  i t s  c o n s . t a n r  f  i e i a . Q = x . ,  B v  h y p o t h . e _  .

s i s  X ^  d o e s  n o t  d e s c e n d  b i r a t i o n a l l y  t o  4 .  I n  t h e  s i t u a r i o n  o f  ( t , 4 )  V  i s  a
A ;  c l o s e d  s u b q r o u p  o f  f f N  o f  f - t y p e  z e r o

t e  h e n c e  s o  i s  X , , n V  ( w h i c h  i s  c o n t a i n e d  i n

n o t e  t h a t  H k = H g ,  i s  a  A - c l o s e d  s u b g r o u p  o f

' - )  g y  ( t . l )  I -  i s  a  s u b q r o u p  o f  A  - t y p o

( 1 . 1 )  o n c e  a g a i n .

( 3 . . t )  h e n c e  b v  ( 1 ,  t )  x , . .  n  V  a  F i n i -' r

X O n  v )  .  I n  o r d e r  t o  p r o v e  ( 1 . 3 )

Gg  oF  4  - t yo "  r " ro .  F , - - .  _>

z e r o  i n  G ;  a n d  w e  c o n c l u d e  b y.I



'  t z  -

n  -  c h a  r a c t e  r  m a D

A s s u m e  f r  i s  c o n s t r a i n e d l y  c l o s e d  a n d  A _ a l g e b r a i c  o v e r  (  a n d  l e t  X
a  sn -po th  p ro jec t i ve  cu rve  ove r  f i  o f  qenus  g> ,2  wh ich  does  no t  descend
(  .  , n .n  we  d i spose  o f  two  sequences  o f  7 ] -po l ynomia l  maps

6 .

rn  v rha t  f o l  rows  the  reader  i s  assumed  to  be  fam i r i a r  r t , i t h  f o ' , 1  ana
'  

[ S r 1  .  f n " o r " m  ( t ; l )  h a s  a  n i c e  i n t e r o r c t a t i o n  i n  t e r m s  o F  A _ o o l v n o m i a l  f i r n c _
t i o n s  o n  c u r v e s  i n  t h e  s p i r i t  o r  f 8 r l  .  l u e  w o u l d  r i k e  t o  q i v e  t h i s  i n t e r D r e t a -
t l o n  h e r e ;  w e  s h a l l  b e  l e a d  t h e n  t o  a  c o n _ i e c t u r e  o n  t h e  r e s t r i c t i o n  m a p
0* (J )  +  ( J ' ( x )  , h " r "  .X  i s  a  cu rve  a r rd  J  i s  i t s  Jacob ian .

be

to

v .' d

I' r

N .
:  X + F  o

f{
;  X  - r 9  f

d > / 1

r  >r l

t h e  v a r i p u s  t r a n s l a t e s  o f  X  i n  J .

N o L e  a t s o  t h a t  b y  l i l  ]  ( 5 .  r )  i r  x
IT

then K<.  f - -J  
'  and M^ =o-

i s  n o n - h v p e r e  l  l  i p t  i c  w i  t h  r a n k ^  ( X ) = g
1)

r . r h o s e  d e f i n i t i o n  w i l l  b e  g i v e n  b e l o w ;  t h e  f , s  a r e  t h e  a n a l o q u e $ 2 o l u r i c a n o _
n i c a l  m a p s  ( Y o  w a s  c a l l e d  i n  f a r l  t n "  A _ p l u r i c a n o n . i c a . l  m a p  o f  d e g r e e  d )
w h i l e  t h e  f ' s  w i l l  b e  t h e  a n a l o g r e s  o f  t h e  l l b a n e s e  . , . ^  / V .  , . , ; r r  L ^l b a n e s e  

T " 3  
( 9 , -  w i  I  I  b e  c a l  t e d

the  A -cha rac te r  map  o f  o rde r  r  ) .  Reca l l  r rom fa r l  t ha t  t he  comDonen ts  o f
Y O  

" r e  "  
b a s i s  o f  t h e  s D a c e  o f  a l J  { -  p o l y n o m i a l  f u n c t i o n s  o n  X  o f  o r d e r  - <  I .

and  deg ree  -<  d ;  by  l a r l  Vo  i s  a  A -c tosed  embedd inq  fo r  d  > )  0  (and .  i n  f ac t  f o r
d ) 3  i f  X  i s  n o n - h y p e r e l l i p t i c  w i t h  r a n k 7 5 ( X ) = q  ;  i n  t h i s  c a s e . N 3 = B g _ B ) .

N o \ , , /  t o  d e f  i n e  t h e  g , , i  c r : n s  i d e r  f o r  e a c h  r , 2 r 1 . t h e  f _ s p a c e  o f  a l l  / _ p o l y _
n o n i a l  c h a r a c t e r s  o f  o r d e r  <  r  o n  t h e  J a c o b i . 6 n  J  o f  X ,  T h i s  s p a c e  i s  f i n i t e
d i m e n s i o n a l ,  s a y  o f  d i m e n s i o n  l 4 r ;  n i c k  a  b a s i s  o f  t n i s  s p a c e  a n d  c o n s i d e r  t h e
A  - p o l y n o m i a l  h o m o m o r p h i r r  ; - ,  f t  d e f i n e d  b v  t h i s  b a s i s ,  F i n a J l v  e m b e d  X  i n t o
J  v i a  t h e  A l b a n e s e  r n a o  ( t h i s  d e p e n d s  o f  c o u r s e  u p o n  f i x i n o  a  p o i n t  i n  X ) .  T h e n
9 , .  i s  oy  de f i n i t i on  the  compos i . t i oh  X . - )  J  - r ; oHr .  The  ma in  consequence  o f  Theo_
r e m  ( l  .  1  )  i n  o u r  s  i t u a t  i o n  h e  r e  i c  i h . r  v ,  k - ^  ,

. ,  : n  
h " r "  i s  t h a r  P  h a s  f i n i t e  f i b r e s  f o r  r  > )  0  .  I n d e e d

b y  
L B l ] ( 6 . t )  t < e r ( l - ) l  r ) = j i -  

f o r  r > > 0  a n d  w e  a p o ) y  ( 2 . 3 )  a n d  r t r e o r e m  ( 1 . 1 )  t o



So fo r  X"6  -gener ic [

-  l ?  - '

i n  t he_  modu l  i  soace

' '  Bs -B
Y r :  X - > F

9 ^  :  Y - >  c 9' z

a l  r e a d y  g i v e  a  A - c l d s e d  e m b e d d i n g  r e s p e c t i v e l y

,  l t  i s  t e m D t i n g  t o  m a k e - t h e  f o l l o w i n g :

Cgrjectgp I )  t f  .X does

r f  4 ( l )  - ,  o a ( x )  i ,  f  i n  i t e .

a  f  i n  i t e - to -one  map .

no t  descend  to .  rg  the  res t r i c t i on  map .

,jI
g the f ,  -p6' ly66mial  maps

2)  For  .X  , 'A -g ,ener i6 , ,  
in  / l  the  , " .a r , . r ,on  nap |Ae)  __ ,  dA(x)  i ,

su rl ec.t iue ,

S r a r e m e n t  l ) .  w o u t d  i m p l y  t h a t  y r $ 1  i ,  A _ " l o r " a  i n  f H
0n t 'he  o ther .  hand 2)  wou ld  imp ly  tha t  fo r  X  , ,A_gener i .c , ,  

in
t .  -

I "  i s  a  4 - c l o s e d  e m b e d d i n g  f o r  r ) 2 .  T h e  l a t i e r  c o n j e c t u r e
s u p p o r t e d  b y  t h e  f a c t  t h a t  t h e  ' r s u f f i c i e n t l y  

g e n e r a l l  c o m p i e x
ta ln  no  non -ze ro  to rs  i on  po in t  o f  t he i r  Jacob ians  

f t . ] .

Refe ren ces

T \
l o  I

1 " 1  J  ^ . D u r u m r  t i e o m e t r y  o f  d i f f e r e n t i a l  p o l y n o m i a l  f u n c t i o n s  l :  a l g e b r a i c

a- "1

L t s i j  A . B u i u m r  G e o m e t r y  o f  d i f f e r e n t i a l  p o l y n o m . i a l  f u n c t i o n s  l l :  a ) q . e g r . ; .
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i ' t
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F )

L G K J  P . A . G r i f f i t h s ,  J . K i n g ,  N e v a n l i n a  t h e o r y  a n d . h o l o m o r p h i c  m a p p i n g s  b e t w e e n
a l g e b r a . i c  v a r i e r i e s ,  A c t a  M a t h . l j ( 1 9 7 3 )  ,  I q 6 - 2 2 0 ,

r'  
f o r  r > > 0 .

t/bn the mao

i s 
.somewha 

t

cu rves con-

g r o u p s , .  P  r e p r  i n  t  T N C R E S T  5 5 / l 9 B g .
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H .  H a m m ,  D i f F e r e n t i a l  e i l u a t i o n s  d n d  l o c a l . s y s t e m s ,  t o  a p p e a r .

E . K o l c h i n ,  D i f f e r e n t i a l  A l g b b r a  a n d  A j o e b r a i c  g r o u p s ,  A c a d e m i c

Press ,  New lo rk ,  1973 ,  !
' E , K o l c h i n ,  D i f f e r e n t i a i  A l g e b r a i c  ( l r o u D s r  A c a d e m i c  p r e s s ,  N e w

York I 9 85.. .. I
r 1

[ L " f  S . L a n g , - D i v i s i o n  p o i n t s  o n  
" u r u " r ,  

A n a l i  d i  M a t e m a t i c a  p u r a  e d
' a p p l  i c a t a  ( t v )  ,  L X x  ( 1 9 6 i l ,  2 2 g - 2 3 h ,

r-, -1 ^
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