
INSTITUTUL
DE

MATEMATICA

INSTITUTUL NATIONAL
PENTRU CREATIE

STIINTIFICA SI TEHNICA

I  s  s  i l  0250  3638

H O N O D R O R Y  A N D  Z A R I  S K I  ' S  E X A M P L E

b y

T I i h a i  T I B X R

P R E P R I N T  S E R I E S  I N  I 4 A T H E M A T l C S

N o . 5 1 / 1 9 9 0

BUCURESTI



H O N O D R O M Y  A N D  Z A R  I  S K I  '  S  E X A M P L E

b v
. \

M i h a i  T T B A R * /

A u g u s t  1  9 9 0

r. 'l
* / M r t h e m e t i c a l  I n s t i  t u t e  o f  R o m a n i a n  A c a d e m y , B d , P S c i  i  2 2 0 J 9 6 2 2 ,  B u c h a r e s t

ROMAN I  A .



M O N O D R O M Y  A N D  Z A R  I  S K  I  ' S  E X A M P L E

b y

r,

M i h a i  T I B A R

T h i s  s h o r t  n o t e  i s  s u b s e q u e n t  t o  t h e  w o r k  [ f ]  a n d

b a s e d  o n  t h e  r e s u l t s  o f  D i m c .  [ I ]  .  A s  s h o w n  i n  [ f ]  a n d  [ , * ] ,

o n e  m a y  c o m p u t e  t h e  B e t t i  n u m b e r s  o f  a  h v o e r s u r f a c e  l /  i n  a

w e i g h t e d  p r o . i e c t i v e  s D a c e  P ( w ) ,  w h i c h  h a s  l - d i m e n s i o n a l .  s i n -

g u l a r i t i e s  i n  t h e  a f  f  i n e  c o n e .  t ' J e  a r e  i n t e r e s t e d  n o w  i n  t h e

f o l  l o w i n g  p r o b l e m :

f  
o .  f  :  cn+  l -= *

o f  d e g  r e e  d  a n  d  w e  i  q h t s

c r i b e  t h e  m o n o d r o m y  o n  t

n o r  f i b r e :

H i ( r ) * H i ( r )

i ' n d u c e d  b y  t h e  g e o m e t r i c  m o n o d r o m y  h :  F  - ' +  F

x F - i t . x  ,  w i t h  t d = 1 .

0 b e

w  w i

h e i

e  w e i g h t e d  h o m o g e n e o u s  D o l  i n o m y a l

t h  l - d i m e n s i o n e l  s i n g u l a r i t y .  D e s -

- t h  c o m p l e x  c o h o m o l o q y  o f  t h e  M i  l -

h' {  i

The  monod  romy  ma  t  r  i  x  i ' s  d ' i i r gona ' l ' ' i seb la

l u e s  t ^ = e x p ( z r r i a ) ,  w i t h  a = 0 r  l ; . . , 1 d - 1 .  D e n o t e
a

e i  g e n s p a c e s  c o r r e s p o n d  i  n g  t o  t h e s e  e  i  q e n v a l  u e s .

a n d  h a s

b y  H i  ( F )

e i g e n v a -

t h e
a
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'  N o t e  t h a t  H ' ( r ) n e H ' ( U ) ,

t h e  h y p e r s u r f a c e  d e f  i n e d  b y  f = 0 .

' 4

s i o n s  o f  t h e  e i q e n s p a c e s .

w h e r e  U : = P ( w )  -  V  a n d  V  i s

T h e n , w e  s h a l l  t a k e  o n e  o f  t h e  Z a r i s k i ' s  u " . * ' p l u t ,  i . -
' .  

)  2 . - ?  . ' ?  ? . )  r

E e l y  f = ( x ' + i . '  ) ' + ( y ' + z ' ) ' ,  a n d  m a k e  t h e  c o m D u t a t i o n s .

?
A l s o  w e  g i v e  e x a m p l e s  o f  c u r v e s  V c  P -  f o r  w h i c h  t h e

*
c o r r e s p o n A i n g  m o n o d r o m y  h x  i s  n o n t r i v i a l .  A m o n q  t h e m ,  a  c l a s s

o f  i  r r e d u c i b l e  c u r v e s  w i t h  o n l y  o n e  s i n q u l a r i t y .  T h e y  a r e  i m p o r -

t a n t . .  b e c a u s e  t h e  ' f  u n d . a m e n t a l  g r o u n  7 ( '  ( U )  t s  n o n a b e l  i a n ,  w h i c h

i S  e  c o n ' s e q u e n c e  o f  
' t h e  

f  a c t  t h a t  h x l l ,  v i a  o n e  o b s e r v a t i o n  i  n

ft1
LLJ .

' !  
.  .T_ l re  j no j rod romy  e igensp .ac j : . j ;

l n  t h e  f o l ' l o w i n q  w e  s h a J l  u s e  t h e  n o t a t i o n s  f r o m  [ t l

a n d  [ , t ] .  T h e  o r o j e c t i o n  p : F - U  i s  a  d - f o l d  r a m i f  i e d  c o v e r i n q .

U s i n g  t h e  i s o m o r p h i s m  o n Q ,  = d @ l  O r ( - " )  b e t w e e n  t h e  c o m p l e x e s

o f  a l g e b r a i c  f o r m i  ( s e e  [ t ,  p " q . 3 ] )  o n e  c a n  c o m o u t e  t h e  e i q e n -

s p a c e s  g i { f ) "  b y  a  s p e c t r a l  
. s e o u e n c e r  

€ s  i n  t t ]  .  A . n o t h e r  w a y

o f  f i n d i n g  t h e s e  s u b s p a c e s  i s  t h e  f o l  l o w i n q .

L e t  f " = f  +  f ' ,  w h e r e  f  i s  a  P o l  i n o m y a l  o f  d e g r e e  d

i n  a n , o t h e r  s e t  o f  v a r i a b l e :  
r  1t  
l t o ' ! r . ' y * J .  

B v  a  S e b a s t i a n i - T h o m -

t y p e  p  r o p e  r t y  (  s e .  [ t l  )  ,  w e  h a v e :

a  m e t h o d  t o  c o m p u t e  t h e  d i m e n -
,i) 

*

f r ' ( r ) "  6 l i t ( r , ) o - .
N ,  d -  I

H K ( p ' , ) o =  @ ^
c = u
s + t = k - J

a n d  f o r  t h e  p a r t i c u l a r  c a s e  f ' = Y 1 :, o
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f ik (  r , , , .=pl f ik- I  (r)  
" .

H e r e  F t  a . n d  F "  m e a n  t h e  M i : l n o r  f i b r e t o f

W q  m a y  d e f  i n e . a  . m o n o d r o ' m y - t y p e  a . c t i o n  o n

g e o m e t r i c  o n e :c e d  b y

U = P  ( w )  r

h t  ;  F t r - - . '  F r t  t
/ \ t . \
l . * r Y O / - - l  \ X r f , a . Y O ,

T h e n  f r k - l ( r ) .  w i l l  b e  i s o m o r p h i c  t o  t h e  e i g e n s p a c e  w h i c h

c o r r e s p o n d s  t o  t h e  e i q e n v a l u .  t d - . o f  t h e t ' o a r t i a l  m o n o d r o m y "

( r , '  ) *  r  i k  ( F , ' ) - - ,  f i k  ( r ' , )  .

a c c o u n r  t h e  i s o m o r o h i s m  r o ( r " ) o *  r k ( d ) ,  w h e r e

s h a  I  I  d e n o t e  t h e s e  s u b s p a c e s  b y  H k  { [ ) .  ,  s o

T a k i n q  i n

{ r ' : = o }  ,  w c

d - l
t i l = @

a = l
( u )H .

W e  m a v  u s e  t h e  p o l  e  f i  1  t r a t i  o n  a n d  t h e  s p e c t r a l  s e n u e n c e

o f  t h e  a l g e b r a i c  d e  R h a m  c o m o l e x  A ' =  f  t i i , f i 6 l  t o  c o m p u t e  H ' ( ! ) " .

F o r  t h i s  a i m  w e  h a v e  t o  w o r k  w i t h  f o r m s 0 ) =  +  ,  w h e r e

^ ^  -  7  i  
( f " ) -

I . J l s a  a n o  f  h a s  i n  e a c h  t e r m  y o  t o  s o m e  p o w e r  c o n g r u e n t  w i t h

a  ,  m o d u l o  d .  ( w e  r e m i n d  t h a t  l l i  i s  t h e  q r a d e d  m o d u l e  o f  a l g e b r a i

l - d i f f e r e n t i a l s  . n a . d , i  : = k e r ( A , J I i * - [ L i - l ) ,  w h e r e  A  i s  t h e

c o n t r a c t i o n  w i t h  t h e  E u l e r  v e c t o r  f i e l d ) .

N o w  s  i m p l y  w r i t e  d o w n  i n  t h e  s p i r i t  o f  t f l  ,  u s i n q  t h e

s p e c t r a l  s e q u e n c e  i s o m o r p h i s m  f r o m  [ t ,  P r o p . 1 . 7 l ,  t h e  f o r m u l a  f o r

t h e  d  i m e n s  i  o n  o f  u n  ( [ )  
.  t



( s e e

( , r  j
I t l
' t )

n
) :  d r m ( ' E s ' t ) '- n  v . . " \  - n _ s r a  ,

S = U

s + t = n  .  . -  .  i .
' '  r : ' 1  :

, ,  . .  .  ,  ,
:  , ' : ' .  '  ' '

' f o r  t h e  n o t a t i o n g  
: n d

_  c o r r e s D o n d  i  n g  t o  a  i  s
a

t o  s o m e  D o w e f  c o n q r u e n t

'  . .  . .  ; i ''  : 1  r ' i
t  : .  

" t

d e f i -

t h e  s u b -

w i  t h  a r

f  r o m

) ,  I n

) -

( i . o .

i c  i n  t h e  f o l l o -

u r h r r r  r p s 1 t . = L r s * t f  ^ t s  R ' )  - 'w r l ( ' I c  t 1  . - f r  , t ,  
F  

v  I  I

n i  t i o n s )  e n d  t h e  e i g e n s p a c e

s p e c e  o f  t h o s e  f o r m s  w h i c h

m o d u l o  d ,  i n ' e a c h  t e r m .

F o r  t h e  h y p  r . s u r f  a c e s  w i t h  1 - d i m e n s i o n a l  s i n q u l a r  l o c u s

i n  t h e  a f f i n e  c o n e  w e  g e t  t h e  o t h e r  n o n z e r o  B e t t i  n u m b e r  b n + l  ( i l )

b y  c o m p u t i n g  t h e . E u J e r  c h a r a c t e r i s t i c  X ( I ) .  I n  t h e  n o t a t i o n s  o f

[tr] t

b - - b - , . ,  =  T  +  S ^  r  l t r d  m o r e o v e r  w e  m a v  t a k e  t h e  e i q e n -
n  n + t  o

v a l u e .  a  c o r r e s p o n d i n g  p a r t :

t ,  \  / r  \( u n ) . - ( b n + l ) a  =  T .  +  ( s o ) "

A b o u t  t h c  s e c o n d  t e r m  o f  t h i s  f o r m u l a l  t h e r e  i s  t h e  f o l -

l o w i n g :

( s  )  i s  .  t h e  s a m e  f o r  e v e r v  a e , , f t  , 2 , . . ,  r d -'  o - a  t

h a v e  y o

L e m m a r l .

P t g g j  ( s o ) "  i s  c o m p u t a b l e  a s

t h e  P o i n c a r i  s e r i e s  a s s o c i a t e d  t o  t h e

f a c t ,  t h e  K o s z u l  c o m p l e x  d e c o m P o s e s  i n

c o m p l e x e s ,  e a c h  o f  t h e m  a s s o c i a t e d  t o

r e g a r d  i n g  t o  t h e  p o w e r  o f  y o ,  a s  e x p l a

B u t  t h e s e  c o m p  J  e x e s  a  r e  o b v  i

f ta  s h o w n  i n  L 4

K o s z u J  c o m p l e x

t o  a  d i r e c t  s u

' - f r
a  v a l u e  a € { 1 ' 2

i n e d  a b o v e ) ,

o u s l y  i s o m o r r r h

, .

P a e .  9 ]

( s e e  [ 3 1

o f  ( o -  t

. r r d - l J

w i n g  e x p l i c i t  w a y :
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(,)1

T
I

[z

a t v j ' j + a r ) n 0 j

a  t v f  ;  j + a r  J n o i

I

o ) . =  ; ;  
S o .

t h e  f o l l o w i n q  w e

a l l  t h e  w e i q h t s

T"<

g ) a  , - w h e r e

T

s h a l l  w o r k  o n l y

a r e  e o u a l  t o  1 ,

0  i s  t h e  s e t

w i t h  f o r m s  i n  t h i s

a e { r , z 1 , t t , o - , J  w e

9 . c rt

l
Y

d i m  E : '
I

r  G { r "
" (

r e v e a  J t h e  c o n d i t i o n :

/ ( s . . ,  O )  =  t h e  M i l n o r  n u m b e r ,  o r  b e t t e r :

( T * ) "  = 7 u " ( 9 n , 0 ) .

F o r  a n y  t r a n s v e  r s a l

I
t o  ? :T  

To (  ,  f o r  eve rv

s  i n g  u  l  a  r  i

a € [ t , 2 , ,

d l  ^  : ( O i ) -  - ' ( f l i ) ^  ,(  . l r . Z  . l  ' 2

= 
Fo'3' ' i* '  

r ' idj +

= 
,Eo' : ' j * '2 '0 ' j  

+

t ^ / e  c o n c l u d e  t h a t  ( S

F o r  s i m o l i c i t v ,  i n

i n  t h e  h o m o g e n e o u s  c a s e  i  ,  e ;

f . 1
F r o m  L 4 J  w e  h a v e  t h e  f o r m u l a :

w h e r e  ( g * ,  0 )  d e n o t e  g e r m s

s i n g u J a r l o c u s  E c c n + 2 .

A s  w e  a r e  d e a l  i n q

q u e n c e  a l s o ,  f o r  e a c h  v a l u e

o f  t h e  t r a n s v e r s a l s i n g u l a r i t i e s  t o  t h e

l o c a l  s p e c t r a l  s e -

g e t  t h e  f o l l o w i n g :

t y  ( g o a ,  o ) ,  t h e

1
A -  I  T. .  t u  , J ,

( T ) . =

o f  t h e  s i n g u l a r

T h e  l i m i t s  r ( o c )

Toc

d -  1
f,
a = l

P  r , o p o s  i t  i o i r  '

t e r m s  ( T < ) a  a r e  e q u a l

r ( x )
8 . f ,

o ( 6 Q  i = l
p o i n t s  o

c o u l  d  b e

, n + l

n

e d  b
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i r o q - f .  A s  i n  t h e  p r e c e d i n q  l e m m a ,  t h e  l o c a l  c o m p l e x

.  ?  T T ( i ,
( 9 i n * r 0 ) , d )  O e c o m p o s e s  ,  r e g a r d i n q  t h e  a c t l o n  o f  t = e x p  -  

/  A  '

i n t o  a  d  i r e c t  s u m  o f  ( d - l  )  s y b c o m p l e x e s  w h  i c h  a r e  i i s o m o r p h i c .  T h e n

t h i  s  i  s o m o r p h i  s m  i n d u c e  o n e  b e t w e e n  s p e c t r a l  s e g u e n c e s ,  w h i  c h  a t

t h e  E r - ) e v e l  l o o k s

e f ' t ( s , . ,  o r r ,  r ; ' t ( 9 o . , 0 ) " r .

C o r o l  I  a r v .  T h e  E u l e r - P o i n c a r €c h a r a c t e r i s t i c  f o r  e a c h

s a m e  f  o r  e v e r y  a € { l  ' 2 , .e i g e - n v a l u e  a ,  i . e .  D ( - r ) i u , ( F ) a ,  i s  t h e

. . . r d - l l  a n d  e q u a ' l  t o '  r  o - r X ( F " ) o .

2 ,  T h e  Z e r  i  s k  i  ' s e x a m f r l e

l f  e v e r y  t r a n s v e r s a J  s i n g u l a r i t y  i s  q u a s i h o m o q e n e o u s t

t h e n  t h e  l o c a l  s p e c t r a l  s e q u e n c e  d e q e n e r a t e s  a t  E 2  a n d  t h i  s  f a c t

m e a n s  t h a t  w e  h a v e  t o  k n o w  o n ) y  t h e  m a P s  ' 9 0 ( l  M ( 9 " ( ) - - - - - M ( g r .  ) ,  t h e

m u l t i p l i c a t i o n  b y  g <  i n s i d e  t h e  M i l r n o r  a l q e b r a s  ( [ f  ,  C o i . 3 . 1 0 ] ) .

l n  c a s e  o f  t h e  Z a r i s k i , s  e x a m p l e  f = ( x 2 * y 2 ) 3 + ( y 3 * 1 3 ) 2

w e  h a v e  s i x  c u s p s  a s  t r a n s v e n s a i r  s i n q u l a r i t i e s .  B y  a d j u n c t i o n  o f

A 2 i 6
y o  r "  g e t  f " = f + y l  w i t h  t r a n s v e r s a J  s i n q u l a r i t i e s  o f  t V n e  9 * x - + y - + Y o '

H e n c e  / - r ( g ) = 1 0  a n d  M ( g ) : 0 ( ,  = , y o , v ! , v 3 , t l  , = Y o , = v 3 , = v 3 o , = r l ) '  s o  w e

g e t :

a

n

( r *  ) . '
( r  n  )  z
( r x  ) l

( r " ,  ) 4

(T " . ) s

a n d  ( r )  ̂ =  D  { r " .'  o . 0

d i m  | " t ( g ) o

d i m  u ( 9 )  1

d i m  u ( a ) 2

d i m  n ( s ) 3

d i m  M ( s ) a

2 ,

2 )

2 r

2 ,

d i m

d i m

d i m

d i m

d i m

c  ( l  , z ) =  2 ,

c  (yo ,  zy  o )  
=

c (v3 ,'vzo)=
a (u3, 'y3)=
c (v3,  'uf)=

) .  =  6  x  /  = 1 2  ,  f o r a n y  a e  { r  1 2 1 , , . , 5 1 .



T o , g e t

P o l n c a 1 6  s e r i e s  P

- 7,

S . , ,  w e  m u s t  f  i  n d  s o m e  c o e f  f  i  c i e n t s .  c .v  
3  , , - r 5 )  ,  2  7  [ . [  

|

. . .  ( , ) =  T I -  $ 1 -  = ( l + t + t Z + t ) + t ' ) n ,
r e g  

i ' = 0  
l - - f ,  

(

o f  t h e

b e c a u s . e

/ a  \  1 0 5  t -I { e  g e t  e a s i l y  ( S o ) " =  -  
3 a  

=  - 2 1  ,  f o r  e v e i y  n € l l

H e n c e  X ( r ) . = - X ( U ) . = -  ( ( r ) . + ( s o ) _ ) = - 1 2 + z t = 9  a n d  X ( F )  = g .

L e t t s  f  i n d  n o w  t h e  B e t t i  n u m b e r s  O r ( f ) . .  F i r . s t :

0 , . ( r ) o = b , ,  ( u ) =  d i m

n 1
l J e  h a v e '  E ; "  ( f  )  =

( r )  +  d i m  r l ' o { r ) .

w  =  - x y z d x A d y  -  = Z y d y a d z  +  * = 2 d z A d x ,

' c o m p u t a t i o n .  A s  t l ' O ( f ; = g  o b v i o u s l y r i t

so=

w e  g e t

a  - ,  
'  

t .  ' . '  '  
. .'  . . 1 ' '  . .

)
, 2  r 3  r 4  r 5 ) ,' J

r o  r  l- 2

3
O c
i = l

(tol> I  w h e r e

b u t  t l "  t f  ) = o  b y  s o m e

f o l l o w s  t h i t  b l ( F ) o = 0 .

.  F u r t h e r ,  f o r

4= r ! ,  o ' * ' i : 3 - t - ' ( l ) . .

e f r r r l .  = { :'  L o

( t d l )  t f o r  e = l

f o r  a # | ,

t h e  o t h e  r  v a  I  u e s

I t  i s  c l e a r . t h a t

o f  e ) 1 ,  b ' , ( r ) . =

1 n
E l  ' ' r 6 ) . = 0  a n d  a l s o :

f o r  a = J
f o r  a = 0 r 2 r 3 , 4 ,

F o r  E ; l ' 2 { r ) .  , b y  s t u d y i n S l  t h e K o s z u J  c o m p l e x  o f  f  ,

f o r  a =  I

{ ,

(tr,,r)),
, ; t ' 2 { r ) .  =

,  f o r

i s  u . ,  ( r ) . =

a { 1

( 2

l o
T h e  f  i n d l  r e s u l t



e n d  u ,  ( r )

2 )  f = * y k + t

T h e  f o  r m s

z e r o  c l a s r  [ o ] . ( E ; t

B -

f o r  a = 0

f o r  a  =  5

f o r  e = 2 1 3 r 4 r t

c u r v e s  w i t h3 . S o m e  o t h e r  e x a m p l  e s  o f  p J  a n e n.' (u)
n o n a b e  I  i  a n

L e t t s  l o o k  t o  t h e  p r a n e  c u r v e  f = x 3 y 3 * ) 6 .  t , / e  c a n  s e e

r a p i  d l y  t h a t  b ,  ( f  )  "  >  t  b e c a u s e  t h e r e  i t  t h e  f  o r m  C d = x d  y . \ d z -t )

- y d x l d y  f  o  r  w h  i c h  a r a d f  + 0  e n d  d c r l  =  0 .

( o u r  v  h a s  n o w  r w o  s i n g u l a r i t i e s ) .  B y  s o m e  r e m a r k  i n [ z ] ,  t h i s  i s

e n o u ' g n  a :  i m o l y  r h e t  f f l ( U )  i s  n o n a b e l i a n ,  e n d  t h e  s a m e  i s . t r u e

f o r  t h c  Z a r i s k i  t s  e x a m p l e .

L e t t s  q i v e  n o w  t w o  e x a m p l e s  o f  c u r v e s  \ /  f o r  w h i c h  T f l  ( U )

b e  n o : r a b e  I  i  a n  .

r \  .  k  kl )  f - y ' ' + z ' ' ,  w h i c h i s  a  u n i o n  o f  p l a n e s .

I

t y D e  y ' d y  A  d z  q i v e  a  n o n z e r o  c l a s sH e  r e  t h e  f o  r m s  o f

[ , " ]  e  ( E l ,  1 ) .  
,  . f o r  a # o  .

k + l
r  3 t r

o f  t y p e

r 2 )' k - l  '

i r

Q

r e d u c  i  b l  e  c u r v e ,  f o r
L

= z ^  ( k x d y a . d  z  + y d x n d z )

k > 2 .

p r o d u c e  a  n o n -

J .

t o

.  lV.,gg.Ledgef3nt, r  uish to

S t e e n b z , i . n k  f o y ,  u a l u a b L e  d i s c u t . i o n s

the  Depar tmen t  o f  l l a themat ies  o . f

t hank  Pz ,o fes  so rs  D ,  S i .e rsma and

a n d  s u a g e s t i . o n s  d u r i . n q  a  D d s i t

t h e  R i j k s u n i u e z , s i t e i t  U t r . e c h t .
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t .

2 ,

4 ,

' D . i m c a ,  A .

p o l  i  n o m y a

N d m e t h i ,

c o r t a i n . s

' 1 0 2 ( l  9 8 7 )

S  i  e  r s m a  ,

t y p e  A l ' ,

T  i  b 5  r ,  M .

c e s  w i  t h

p r e p r i n t

:  ' 0 n  t h e . M i l n o r  f  i b r a t i o n s ' o f  w e

l i ' ,  p r e p r i n t  T N C R E S T  n r . l 6 ( f g g A )

i q h t e , d  h o m o g e n p o u s

,  B u c h a i e s t .

3 ,

A , i  ' 0 n  t h e  f u n d e m e n t a l  g r o u p  o ;  t h e  c o m D l e m e n t  o f  .

i n g u l a r  p l a n e  c u r v c s r ,  M a t h . p r o " . i . m b . p h i l . .  S o c .

,  \ 5 3 - \ 5 7 ,

D .  :  t Q u a s i h o m o q e n e o u s  s i n q u l a r i t i e s  w i t h  t r a n s v e r s a J

C o n  t e m p o  r a  r y  H a  t h  e m a  t  i  c s  9 0  (  I  9 8 9 )  ,  2 6 l  - 2 9 \  .

: ' ' ' B e t t i  n u m b e r s  f o r  w e i q h t e d - o r o i e c t i v e  h y n e r s u r f  a -

o n e - d i m e n s i o n a l  s i n g u l a r i t i e s  i n  t h e  a f f i n o  
" o n q f

t N c R E S T  n r , 7  ( t g g g ) ,  e u c h e r e s t r

n


