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N . B o h o c  a n d  G h . B u c u r

L e t  ( x , $ )  b e  a  m e a s u r a b r e  s D a c , e  a n d  t . t  ? ( x )  ( r e s p .
. \

J { t / , ) ) b e  t h e  s e t  o f  a l t  r e s o r v e n t s  o {  k e r n e l s  o n  x  w h i c h

a r e  p r o p e r  ( r c s p . p r o p e r  a n d  a b s o l u t e l y  c o n t i n u o u s  w i t h

r e s p e c t  t o  a  f i n i t e  m e a s u r e  y ' L ) ,

t / e  e n d o l  ( .  f  x )  w i t h  t h ' .  , " i n t w l s e  o r d e r . r e l a t i o n  i . e .
n

v  < t - ; r  \ L < l , o  f o r  a n y  4 > 0  a n d  w e  d e a r  w i t h  t h e  s t u d y

o f  l a t t i c e  p r o p e r t i e s  o f  t h e  o r d e r e d  s e t  ( R ( X ) r < )  .  l n  a

v e r y  q e n e r a l  c a s e  ( n  c o u n t a b l e  q e n e r a t e d )  r ^ r e  s h o w  t l r a t

t h e  s e t  ( R ( r ) , s )  i s  a  c o n d i t i o n a l l y  f  - c o m n l e t e  r a t t i c e .

l f  ,  i n s t e a d  o f  p o i n t w i s e  o r d e r  r e r a t i . n  o n  Q ( 1 ) ,  w e  c o n s i -

d e r  t h e  f o l l o w i n q  o r d e r  r e l a t i o n .

1J @lL7 <-> ot< * ana Lu. Zu I

{ ' , t u ? W l f @ t f r }

i s  a  c o n d i t i o n a l l v  c o m p l e t e  l a t t i c e .

. l ^ f e  d e v e l o p  a l s o  a  t h e o r y  6 f  p e r t u r b a t i o n  i n  t h e  s e t

,  8 .q-w h e r .  b z f  m e a n s  t h e , s e t  o f  a l l  L T - u * r e s s i v e  f u n c t i o n s ,

q l e  s h o w  t h a t  t h e  S e t

, , R  ( x ) .  t f  , a 5 ?  f  x t  t h e n  a  D r o o e r  k e r n e l  p  o n  x  i s  c a n e d
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- + a
1 U  - c o r n p r e s s i o n  o p e r a t o r  I  f  V f  e  L U ,  f o r  a n y  o o s  I  t  I  v e  m e a -

s u r a b l e  f u n c t l o n  s u c h  t h a t  v f < e  .  F o r  a n y  f  - " o ^ p r e s s i o n

o p e r a t o r s  P  t h e r e  e x l s t s  a n  u n l q u e . r e s o r v e n t  ? f ?  s u c h  t h a t
D @ - A . - D

vr=(  Z  en)1 , /  .  ue  have ? f@?I t  and
n = 0

se Zf <'--> ie Zu and s- ?s * Zu

l , { o r e o v e r ,  t t t e  C ( / . )  a n d  p  l s  a b s o l u t e l y  c o n t l n u o u s  u r i t h

r e s p e c t  . o  
f  

t h e n  f o r  a n y  l , J " 9 7 l  s u c h  t h a t

?, @ut E u-"

ra ted  or  \ r r then , f  @rr*  i . f  f

s u r a b l  e  f u n c t  l o n  f  s u c h  t h a t

e l

f

v
D f - p r e 6 v

h r .  *  .

o f a

C e -

n o t e  a v  I  ( r e s p .

a  r e s o l  v e n t  o f  k e r n e l  s  o n
c Y

o f  a l  I  U  - s u D e r m e d  i a n  f u n c
, .u

a l l  U  -  e x c e s s i v e  f u n c t i o n

U,9)tnen

t i o n s  o n

s o n X

t h e r e  e x l  s t s  
"  

f  - c o m D r e s s  i o n  o p e r e t o r  0 -  s u c h  t h a t  f r  = ? t 1

1 f  P r Q  a r e  t w o  ? : ^ - c o m p r e s s l o n  o D e r a t o r s  a n d  3  i s  a e n e -

1 .  S u b o r d i n a t i o n s  i n  e x c e s s i v e  s t r u c t u r e s

T h i s  p a r t  l s  d e v o t e d  t o  t h e  s t u d y  o f  p e r t u r b a t i o n s

g i v e n  r e s o l v e n t  o n  a  m e a s u r a b l e  s o a c e  ( X 3 l  i n  t h e  s e n s e

ve  l  oped  i  n  l zJ  ,  b l  , [ t r1  , l s |  , f eJ  , f l J  .

I n  t h e  s e q u ( X r S  )  r v i  I  I  b e  a  m e a s u r a b l e  s p a c e .  l , / e  d e -

. )  t h e  s e t  o f  a l  I  p o s i t i v e  ( r e s n .  D o s i t i v e
D '

a n d  b o u n d e d )  I  - * " t s u r a b l e  f u n c t i o n s  o n  X .

t f  f = ( y * t r o  i s
' w e  d e n o t e  b y  Y T  t h e  s e t

X  a n d  b y  L U  t h e  s e t  o f
. 4 ,

w h i c h  a r e  f  i n i t e  U  -  o . s .

f o r  a n y  p o s  I  t  i  v e  m e a -

D e f i n i t l o n .
.'Cr-

L e t ' l I = ( V o ) < - . ,  h o  a  r p s o l v e n t  o f  k e r n e l s
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o n  a  m e a s u r a b l e  s p a c e  ( x r $ ) .  A  f a m l t v 9  = ( P , . ) * r . '  o f  k e r -

n c l s  o n  X  w t l  I  b e  c a l  l e d  ^  t - c o m p r e s s l o n  i f  f o r  a n y  o <  , p  e T R a ,

" ( < P  
w e  h a v e  i

t ^

.-"1 \.
, , /  . '

P V^=Pu Vo1 r 1 
=Pu + (| -a ) v, PUr (  

Y  f  
- -  d  

f  l

t e r m c d  t h e l n t t i l j  k e r n e l  o f f  .
c{) 0

.G

t t  c a s y  t o  s e . e  t h a t  f o r  a n y  o ( )  0  w e  h a v e

P V " =  P ^ U ,  P  = P o .  * d V P o t  
;

w h e r c  V  i s  t h e  l n l t l a l  k e r n e t  b f  t h c  r e s o t u " n t ' f

( {  = \ / ^ = s q p  V . l  ) .-  < > 0
F o  r  a n y  o l > -  0  w e  d c n o t e

9 3 n
\ /  :=  - /  po<'V* .  

.
d  n = o  ' '

nV G)  , ^  \  ,T h c  
' u  - c o m D r e s s i o n  ' J -  = ( p ;  )  o t >  0  r s  c a r  r " d  E g i S

t  |  ^ -( r e s p .  p r o p e r ) i f  t h e  k e r n e l  P  l s ' b o u n d e d  ( r e s n . D r o p c r ) .
o 9

W e  s h o w  t h a t  t h e  f a m i l y  f  = ( V . -  ) * r . ,  . i s  a  r e s o l v e n t

o f  k e r n e l s  o n  X  w h i c h  s a t i s f  l e s  t h e  f r r l  l o w i n g  r e l a t i o n

? / p
v; =\r* +pn Vj (f) & ), a

0 n c  c a n  s e c  t h a t  \ \ l ?  i s  t h e  i n i t i a l  k e r n e l  o f  t h e  r e s o l -

v e n t  T ? .

The  reso  I  ven  t  ? /? w i l  I  b e  t e r m e d  t h e  ?  - n e r t u r b a t i o n  o f

L

l g g " r l l .  F o r  a n v  r e a l  n u m b e r  0 ,  O >  0  t h e  f a m i  l  j "
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2 ,  T h e  f a m i l y 0 = ( e " ^ ) , ^ r O  r ^ r h e r e  P  = f  f o r  a n y  o t 7 0  l s

(*) rr-Sr,

"  
f f - c o m p r e s s l o n  

" n a t t = f  .

^q. q"-

6 U  : = ( e r 1  ) _ * ,  0  i s  a  L /  - c o m D r e s s i o n  a n d  w e  h a v e

o-s v
v"r  *o 

= r / r^ (0.)  o(  7 0.

f n d e e d ,  t h e  a s s e r t i o n  f o l  l o w s  f r o m  t h e  r e l a t i o n s :

.x, l )7o e Vp (+V* ) = ! ! .  forf )

: : 
< ,3 =+ 

" X=svp * (F -< )vn (errn )
t i ir="a (orro*o) nvn*u="Zou'uil l = t/o<

3 ,  f  f  A  i s  a  k e r n e l  o n  ( * r $ l  t h e n  t h e  f a m i l y , , t = ( p o . ) x >  O
c-

w h e r e  f o r  a n Y  d )  0 ,  P o = 1 1  A ,  i s  a U  - c o m D r e s s i o n .  T h i s  p a r t i c u -

l a r  c a s e  o f  ? ? - " o r p r e s s i o n  w a s  c o n s i d e r e d  i n  (  [ 2 J )

l v :  t f  P  i s  a  b o u n d e d  k e r n e l  o n  ( r . f i 1  s u c h  t h a t  f o r  a n v

f  € , 9  t h e  f  u n c t i o n  P f  i ,  f  - s u o e r m e c l i a n ,  t h e n  t h e  f  a m i  l y

E  = ( P *  ) a >  o  w h e r e

P n f  : = ( l - d V " A  ) P f

4
r Y

i s  a  L ' - c o m p r e s s i o n .  T h i s  c a s e  e x t e n d s  t l r e  p r e v i o u E  o n e  w h e n

t h e  k e r n e l  A  i s  b o u n d e d  s i n c e  i n  t h l s  c a s e  l .  ' '  . ! ' ! . ' |  ;  r

" vP f = \ / A f  a n d  t h e r e f o r e  P f  i s  i . / - s u n e r m e d i a n  f o r  a n y  b o u n d e d ,

p o s i  t i v e ,  B o r e l  f u n c t i o n  f  a n d  m o r e o v e r

P,  f=  (  t  - *V*  )  ! ,  f  =  (  |  - .1 \ / , r  )  t rAf -VoAf  .

T h  i  s  c a s e  w a s  c o n s  i  d e r " e d  i n  f  3 l

5 .  t f  3 = ( P * t r 0  i u  u  L . Y - c o r n p r e s s i o n  a n d  P  i s  t h e  i n i t i a l

k e r n e l  o f  q  t h e n
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P=P*+qV.^P (u) " t7

a n d  t h e r e f o r e  i t

v e r ,  P  l s  b o u n d e d

= ( t - < \ t ) P

f o l l o w s  t h a t  e f  e f f  p ,

t h e n  w e  h a v e

(r) o(> 0

f o r  a n y  f e F l f ,  m o r e o -

ij{,"
P
6

l )  . r < P +' l

Ijgg!. !^re

n = C  t h e y  f o l  l o w

t h e  r e l a t l o n  l )

p r o v e  i n d u c t i v e l y  t h e  s t a t e d  a s s e r t i o n s .  F o r

d  i  r e c t l  y  f  r o r n  t h e  c l e f  i  n  l t  i o n .  S u p p o s e  t h a t

h o ' l  d s  f  o r "  n . l #  q e t
i, iw

R|+ I o, =no (̂ 'J%

(P- 
") I- P;'  

i  * - i = n  t

) + (F-,i) Z-
d \  t  

i * t =

= (tp * (f -d)\r,^ Pr ) (tdnr*

=u;*'nr*(f-*),1 Pp (oJn
$ tJ  ou)=

.*;r.'v; rio
d '

^4'
6 ' ,  l f  V  i s  a  b o u n ' d c d  r e s o l v e n t  o f  k c r n e l s  a n d  P  i s  a

o
p r o p c r  k e r n e l  s u c h  t h a t  P f  6 J " , ; r  f  o r  a n y  o o s  i  t  i  v e ,  B o r e l  f  u n c -

t l o n  f  o n  X  t h e n  t h e r e  e x i s t s  a  l 7 - . o ^ r r e s s i o n f = ( R 4 ) o ,  
0

^*?
u n i q u e l y  d e _ t e r m e d  b y  P o = P .  l n  t h l s  c a s e  w e  p u t  U  -  

i ' n s t e a d  o f
t-i ?

1 / Y ,  " n a ' l f *  
w i l  I  b e  c a l  I  e d  t h e '  P - n e r t u r b a t - i - o n .  o r O  .

l f  9  = ( P o . ) o r >  
o ,  Q = ( n ^ ) a ,  o  " r . ' L t  

- c o m D r e s s i o n s  
i ,

njoo=ef ap* (p-'i)Z 
"h 

r;o"io".

z \ . t , P > o $ 7 - .  / - ' t l . n ] n  = ' f  o ' ' , ,  o l n o

- l + i = n  

* ' d " P  - P  
i . j = n ' P ' P ' '

f o r  a n y  n e N .
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S l n c e  V . P = V - P ,  w e  d e d u c e
o \ g  p  o \

t '

rf ' L=rF"' oo. (f-*) 
;*-, ' i ' ,rrJ n-

S u p p o s e  n o w  t h a t  t h e  t l o n  Z )  h o l d s  f o r  n .  l c f e  h a v e

," , 
An{u* 

ri h l.u- ,J.'h =r^ , 
h"r, 

,u ,r' 0,, )+v* ,#*' ou =

=(rp  * (F-* )u*  
?  ) ,  

h"h  
vU I tQ*  )+v,F* '  nF =

= 
n=nd*' 

uu{ t.t'* tp (tJh* tP- ") r =ntd ur tj Qn ) =

=,T=n oin t uu { oo.*v*'i, d o*=

=,T=ro;*tup 'o'Q", *uF pi*'4" = 
,;;, "o ",, 

oi'n..

( } , o /
D e f  i n . ' r . . : ! - i . o T .  l f  U  = $ l o . )  

o , , O r W  
= ( t i l o . )  

* r 0  " , r "  
t w o  r e s o l -

ven  t s  on  X  we  ou r ' l 1gZ7  i  f  f

v < u  ( v ) " r > o
o<

a n d  w e  d e n o t e  b y : z '  , A  t h e  l a t t i c e  o o e r a t i o n s  i n  t h e  s e t

3  f  X )  o f  a l  I  r e s o l v e n t s  o n  X  e n d o w e r l  w i  t h  t h e  a b o v e  o r d e r  r e l  a -

t i o n  g l

I I * g g n - L .  t t f = ( p - ) - ,  n i ,  ^  L y - c o m D r e s s i o n  t h e n  t h e
t"? .d- 

- 6 c'{} u 
q"-

f a m i l t  T ' '  = ( u * t ; o  i s  t h e  s m a l e s t  r e s o l v e n t i u l . ' ' l  = ( i { n ) * ,  
o

v e r i f y i n o  t h e  r e l a t i o n

! l  =V .  +P.  W-,  (y)  
" t  >  O

' l . t A ' A q

lgggl* tlto have
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I
, l

I
i

flv*,f,

e g
\ = V + ( P -

of  , {

G>
Vs

I

w e  d d d u c e

g e t

. 9
a) V".

, g
V  +  P * t / *f=

1'r
d,\

W = V + P V
d ' J \ a 5

. .CjI .*.  .  .  *ojv* *of *Iwo

a n d  t h e r e f o r e

w z
4

I
=\/ 

o( '

6io

(  Z -  P n ) v .
n=0  t (  e (

D e f i n i t i o n ;  A  f - c o m D r e s s  i o n  3 = ( L  )

w e  h a v e

. C L

U s i n g  n o w  t h c  a b o v e  l e m m a  f o r  t h e  U  - ' , - : - . :  i , ' s

= (P,  ) . r ,  O and Q= (V,  )  
" . i  O we ge t

uf€ *{€

U s  i  n g  a g a  l - n  I  e m m a  I  w e

d< P ->

F r o m  t h e  d e f i n i t i o n

Let  now- \ i '=  (V^)  
oa . l  0  

b .

=V.( f Po( }tr,{ ( v )  ^

O b v i o u s l v  w e h a v e ,  i n d u c t l v e l y ,

a  r e s o  I  v e n  t  s  u c h  t h a  t

c x a c t  i f  f o r  a n y  f  c "- T:
^  l s  c a l l e d

cA> tJ



f o r  a n y  f e g

R e m a r k .-

l l m
F-t *

l f  t h e  i n i t l a l

w e  h a v c

,  l l m  F
P - r *  

I

ce

t w o  r e s o l  v e n t ,  t o  o f  k e r n e l  s  o n

t h e  i n l t l a l  k e r n e l  o f  a n  e x a c t

i n i t i a l  k e r n e l  o f  a n  e x a c t V f

x  s u c h  t h a t  +  =
nP 

'v

U  - c o m p r e s s l o n  i

- C O m D r e S S  i o n .

t.or.
t f

T h e n  P  i s

i t  i s  r h e

).:, At

c o n s i d e r a t i o n s  i t  f o l l o w s  t h a t

"  
1 f  - c o m p r e s s  i o n  o n e r a t o r  i  f f

4?'

e x a c  t U  - c o m o r e s s  i  o n

=  ( P *  ) * >  0  r , 0 . = ( t  ) , . ,  o  b e  t * n  
' f  - c o m D r e s -

0  b e  t h e  f  a m  i .  I  y  o f  k e r n e l  s  o n  X  d e f  i n e d

ga

= ( T ' o f , \ . . ,' f r  'o / ' , 'crR
a,

*tl'r*-' 
*- \

- 8

f = P * fP UPL t r * )  * ,  O

k e r n e l  p  o f  g i s  p r o p e r  a n d

b  
r r  =  P f

t h e n  .  l s .  a n .  e x a c t f -  c o m D r e s s l o n .

. 2 1  A  f - " o r n r e s s i o n  i s  e x a c t  t f f  f o r  a n y  c ( > 0  t h e  s e o u e n _
( n v n + a P *  f ) n  i n c r e a s e s  t o  L  f .

3 )  s u o p o s e  t h a t  p  i  s  a  p r o D e r  k e r n e r  a n d  t e t  t  r T L T  b e

D e f l n i t l o n.  L e ,  f  U .  a  r e s o l v e n t  o n  ( X r B ) .  n  D r o D e r  k e r -

n e l  P  o n  ( x , 3 )  i s  c a i l e d  
"  

L l s g l - e - ! - o s - s i o n  o n e r a t o r  i f  
' p f c

w h e n e v e r  f e T  a n d  p f 4 t o  .

0 b v i o u s l y  f r o m  t h e  a b o v e

a  p r o p e r  k e r n e l  p  o n  ( x , . S )  i s

i t  i s  t h e  i n i t i a l  k e r n e l  o f  a n

T h e o r e m  3 ,  L e t  f
-G*

s i o n ' s  a n d  l e t  ( n  )r , ! / s { )

by
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I  f  w e  d e n o t c

f f  * o r . o u " r P  a n d  A  a r e  e x a c : -  | f r - c o m D r e s s i o n s  t h e n

9  + Q  ( r e s p . q ( 9 )  )  i t  a n  e x a c  , Z f  - c o m D r e s s i o n  ( r e s p  , V F  )  
' * -

c o m p r e s s i o n s .

I j g ! .  0 n e  c a n  s e e  i m m e d  i a t e l  v  t h a t  { P  + o  i  s  ^  l f - c o m n r e s -
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i t  f o l l o w s  t h a t

a n d  t h e r e f o r e

,/'JY
td = i.t

fro= 2L

\

a  t , Y ' S  t , ' e l j  =  
{  i  u ' i *  t * e r r 3

62v eu'

we have fnl-*$ 9^r ,

a n d  t h e r e f o r e

-17
U g S t / g g W s  =  U s '  ( v )  q g f

%f ,= 4 {?,r 
t '  

I^",* N J , ?# = (w;)e{:?o
?cx>

aA < inf E ?,f 
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QqJ r".. e 
'iV

n V
W@Uf <'?7 

'- (u) r6-N

S i n c e

n ' )  Le r  n r *  t I '  , ' [ "  *  J t  .  l f  v ; t e ; t  pu t
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Qrtr : '. 1f/n1f 
'

c R c x ) , € )

w e  h a v e

F r o m  P r o P o s i  t i o n  1 5 .  w e  d e d u c e

, t d r < . l f r n 1 f ' ,  - u ) -

c ?.cx), < )

1,{' = 6:, 'u-<6: w

H e n c e  
- v  s .  1 r / o 1 ) "
w n 

cC?(nr,G))

L e m m a  1 7 ,  L e q f , f f + R ( l )  b e  s u c h  t h a t
c@ - 

|

T rgzrr
o

-  1  .  . e . -  - ^ - r - -  - r . , - -  L . .  I ^  -
a n d  l e t  *  t h e  s p e c i f  i c  o r d e r  q i v e n  b y  f o g  '  \

t f  w e  c l e n o t e  b y  f i N  t h e  s e t  o f  a l l S r - n r € s s u r a b l e  f u n c -

1-
t i o n s  f  o n  X  s u c h  t h a t  t h e r e  e x l s t s  ' e { ' r S  w i t h  i f l c s

a n , . d  t J ( i f f  ) e t o  t h e . n  u r e  h a v e

1  e f t  

q

/ r6-ir^trf r iz} ::+ 1/f -Vr t 'b-Vy

b)  fe5.* ,  l ' , ' f  70:=>1^ ' f  -Vf  aL ' , ; "

-  . - l -

qf *u[" (1)'/,  1Y €r,r,r {f"

v @,f% Ti ,tr@#-@1)-,

r - _  A
0 n  t h e  o t h e r  h a n d  i f  U  e . / f  i s  s u c h  t h a t

M'@T' ,  n t 'G )  v "

t h e n  w e ' h a v e
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c )  t h e r e  c x l s t s  a  m a p  f = f  ( 1 / ; t J )

r: ,Vo-* L*

s u c h  t h a t  T  i s  a d d i t i v . e ,  i n c r e b s l n g ,  c o n t i n u o u s  i n  o r d e r  f r o m

b e l o w- - ' - "  
)

s 1 (  s 2 ' * )  T 9 ,

a n d  s u c h  t h a t

f c&gf r ,  f>0  T( t , t f )=hr f -  V f  .  \

- v a l u e d  * " o T  = i h f r i l  a e f  i n e d  o n
A

d )  f h e r e  e x i  s t s  ^  tv

1' hT nil*r (tr,?d + ( t - r Uf,?il ) r (,?d.;d) .

p r o o f  .  U s i n q  t h e  r e l a t i o n  
' l I s w T  

^ n a  s i m i l a r  o r o c d c J u r e s
@

p a
a  n a t u r a l  I  y  s o l  i d  c o n v e x  s u b c o n e  n ( T )  o f  U *  s u c h  t h a t  T  i  s, u

a d d i t l v e ,  i n c r e a s i n g ,  c o n t l n u o u s  i n  o r d e r  f r o m  b e l o w ,

s 1  r  s z  D ( T ) , s  1 s s 2 = + ' i s 1  4 ' i r 2 ,
q  - N -  5b , _  *  D  ( T )  ,  T s  = T s  f ' o r  a n y  s  e  6 6 -
1fi

e )  i f  " L L e €  9 ^ )  i s  s u c h  t h a t

1f ?'rt @rr

T h e n  w e  h a v e

^f e, F . / ' t u

a s  i n  (  t t e y e r  ? . 4 ; f  5 l  )  w e  s e t



f afirt, Wf20 =5 ttf - Vf u 9V

t&Ul, rzo.+ l{r - Vr e 9vt

S i n c e  f o r  a n y  f * T  w e  h a v e

l i m  x V  l , l f = W f
' 

oa -rDo ci

i t  f o l l o w s  t h a t

a n d

r  t , r2-96,  0sr  t t r  z=9r( r^ l r . ,  )  *Ar"  r (wrr )

r ' *  l / fnz s

t h e n  t h e  s e q u e n c c  ( f w t - 1 -  i s  i n c r e a s i n g  a n d-  n ' n

\ 6

'  
T s : = s u p { w r - r / r I r e $ " ,  f . z o ,  \ , t f  .  s  I' (  

\ i

feBnSt l / fzo =D wr- Vr nb,

teelf fLo. -:+ t{f -Vf * V"r^f

9.
F o r  a n y  s  e ' 6 U  w e  p u t

W e  r e m a  r k ,  u  s  i  n g  b ,  t h a  t

f 6Q . ,  f z0  =9 r (w r )=Wf  - 'V r  *  Zo f
. w

W e  s h o w  n o w  t h a t  i f  ( f n ) n  i s  a  s e q u e n c e  i n 9 ; , : r , f n > - 0  a n d
q

s e b U f  i s  s u c h  t h a t  t h e  s u c h  t h a t  t h e  s e q u e n c e  ( W f n ) n  i n c r e a s e s

a n d
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s u p  T W f n  Z  T g
s

g e $ h ,  b e  s u c h  t h a t  Q * a g S f  a n d  s u c h  t h a t  W g  i s  u n i v e r s a l l y  c o n -
. q

t i n u o u s  i n  l r ^ * t C , l 1 i .  l f  v r e c o n s i d e r Q e s 3 t " ,  0 < ?  t h e n ,
?) 'v

s i n c e

sup l , / f -  7  1 ' lg
n '

n

w e  d e d u c e  t h a t , f o r  a n y  t >  A  t h e r e  e x i s t s  n e N ' s u c h  t h a t
L

n z n - " $  U g ( W f ^ +  E  W c p
Z - l l l

a n d  t h e r e f o r e ,  u s i n g  t h e  a s s e r t i o n  b t

n A n  = + >  l t g $ g ( W f n - V f n + S  W P

I n d e e d ,  I  e t  t c & r -  U e  s u c h  t h a t  f  Z A  t  W f  <  s  a n d  I  e t

.  H e n  c e

L Ig -Vgrsup  ( { rn -v f  n )+  e  l r l  g  (u - )  t>  o ,

S i n c e  € >  0  a n y  g  a r e  a r b i t r a r y  w e  g e t

s , f - V f  1  s u p ( w f n - V f n )
n

a n d  t h e r e f o r e ,  f  b e , i n g  a r b i t r a r y ,

T 6 9 s u p ( w t n - V f n )
n

F r o m  t ' h e  a b o v e  c o n s i d e r a t i o n s  l t  f o l l o w s  t h a t  i f

( f n ) n  l s  a  s e q u e n c e  l n f u - ,  f n Z 0  s u c h  t h a t  t h e  s e q u e n c e  l V f n ) n

i  n c  r e a s e s  t o  s  t h e n
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( rw rn )n  1  r s

. l '

)
I

l

I

a n d  t h c r . e f o r e  t s e l r S ,  t  l s  a d d i t l v e ,  l n c r e a s i n g  c o n t l n u o u s  i n

o r d e r  f i o m  b e l o w  a n d

F i '" ' ? : , . . " , F o r  a n y  f e P r f i  f > 0  w e  h a v e

T( t , , f )= l . / f - v f  4  wr .

( lncrg
\-Y. r"

w e r  c o n s  I  d e r\ J i  d * d u " u  u s i n q  t h e  d e f  i n i t l o n  t h a t  f o r  a . n y  , * ? r , r n

a  s e q u e n c e  ( r n )  
n c $ " . , p , ,  f  

n z 0  s u c h  t h a t  t h e  s e q u e n c e  ( w r n )  
n  i  n c r € a -

s e s  t o  s .

W e  h a v e ,  f r o m  t h e  a b o v e  c o n s i d e r a t i o - n s :

T ( u r n )  4  w f n ,

T s = l i m  T ( w r ^ ) 4  t i m  l i l f ^  =  s .
' F  . l l  A Y L  l l

d )  F o r  a n y  f e S i l  ,  f L O  w e ' h a v e

vr  = wr -  r ( l l r  )  e?ow lor ,

} / e  p u t r  b y  d e f i n i t i o n

i  tvr ),=Tt{f - T2r,tf

U s l n g  n o w  t h e  p r o p e r t i e s  a ) ,  b ) ,  c )  o f  T  w e  q e t  t h a t  t h e

m a p  T  d e f  i n e d  o n  W ( S n { 1 6  )  w i t h  v a l u e s  i n  b U  r s  i n c r e a s i n g ,

a d d  i t  l v e  a n d  p o s  i  t  l v e l  y  h o m o q e n e o u s .  U s  i  n g  r  t l o i  I  a r  a r g u m e n t s

' l

9s t , s r t 6 ; ,  s t s s Z + T t t  {  T t z
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as  above  onc  can  show tha t  i f  t n *S^Say  ,  f eF / \SUr  a re  such

t h a _ t .  t h c  s e q u c n c e  ( V f  
n ) n  i n c r c a s e s  a n d  

T p  
V f  n  > .  V f  t h e n  s u p  T i ( V f n

L  T ( v f  ) .

I  f  f o r  a n y  , . Z O  w e  p u t

? 4 , = r u p { T t v t ) z r e 5 ^ 9 . .  ,  V f  < . s 7

:  f ,  f  , E  -  ' l r t t
T : ' b  - e ' b _  )  (  6  = . 1  f e J  l  * \ /  f f f  I  )

v  b v  ,  r o r r . = { f  e Y l u v -  f f f  } )

i  s  a d d  i  t  i v e ,  i n c r e a s  i  n g ,  c o n ' t  i n u o u s  i n  o r d e r  f  r o m  b e l  o w  a n d  m o -

r e o v  e  r

9 G 's ,  r s r e b  ,  . s  t { . 2 ? b  T q  {  T  s a .'  " 1 r

? r = t s  f o r  a n y  t  e V o r S '

t h e n  t h c  m a p

t f  w e  d e n o t c  b y  D ( i )  t h e  s e t  o f  a l  I  e l  e m c n t s  , r V r ^ . ,  f  o r
- e, : 

'-''/

w h i c n ' i s e ? r U  t h e n  t h e  r e s t r i c t i o n  o f  T  t o  D ( ? )  s a t i s f  i e s  t h e

.  l . l
requ i  rcd concl ' ' i t r 'ora-S

e)  Fo r  f  cSL f  ,  fZ  o  u re  have

r ('trtt) (qrt ) =u r -vr

r (%;ar )  (wr )= t , l f  -u f

( r - r W * l )  )  ( r ( a ; d )  ( w t ) =

=(  r - r  F I r y )  )  (wr -U f  )=y5 -u f  - r  Q f  f i t )  (w r )+u f  - v f

e n d  t h e F e f o r e

r$ tA l  (wr)+ (  t  - r ( f rU)  ) r ( 'U; r r l )  ( l ' t r ) * t . t f -v f=rO; f )  (wr)  .
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f  ,  g f i  and

( v )  se  o f i )

/

P f < e

, t n
L e t  X I S  b e  t h e  s e t  o f  a l  I  3 - m e a s u r a b l  e  r e a l  f  u n c -

s u c h  . i " ,

( t i r )  .  " '

s i n c e  f g l k ,  a n d  U e ? j f  * o c o n s i d e r  a s  i n  t h e  p r e c e -

d i n g  l e m m a

s ,i tttit?t\ , L
I

, ,  W e  r e m e m b c r  t h a t  S  i  s  d e f  i  n e d  o n

*
D ( S )  o ? ' 6 V  ' w h i c h  i s  d e n s e  i n  o r d e ' r

,=r(U;. /  )

a  s o l i d  c o n v e i e  s u b c o n e

f  r o m  b e l o w  i n  Z ^ -  v l i t h.V

T h e o r e m  1  8 .

e x a c  t  ? f  - c o m p r c s s  i o n  I w h i c h  i s  p - a b s o l u t c l y  c o n t l n u o u s ,
J

. t e t l /  i l l . 9 - ? \  b e  s u c h  t h a t  t h e r c  e x l s t s .  a n

' t /@u ,te

q r Qs u c h '  t h a t  2 l -  =  ,

qs=? n\ul tsl

M o r e o v e r  w e  h a v e

Q f  {  P f  k ) r e 9

P r o o f .

t i o n s  f  o n  X

T h e n ,  t h e r e  e x i s t ' s  a n  e x a c t ' t 7 - c o m p r e s s l o n

a n d  s u c h  t h a t

w h e r e  P  i s  t h e  I n i  t i a l  k e r n e l  a s s o c i a t e d  w i  t h  I  .

L

v a l u e s  i n  l
. u {
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W c  h a v e ,  u s l n g  t h c  p r c c e d l n g  l c m m a

P (r/r) = G* ( r-s) . f tv? r) (v) r * f3o

a n d

FI

reS-,,. ,/reo+ s (ufr)d p trflr)
)

a
w h e r e  {  m e a n s  t h e  s p e c i f  i c  o r d e r  g e n e r a t e d  b y  6 , r ,  ' a n d  w h e r e' q

i s  t h e  i n i  t i a l  k e r n e l  a s s o c i a t e d  w l  t h  I  .
.6

W e . d e n o t e  b y  E  t h e  s e t  o f  a l  I  i $  - m e a s u r a b l e  r e a l  f u n c t i o n

f  o n  X  s u c h  t h a t

P ( t f  l )  <  F
Q

E o =  V -  ( S g ) .

0 b v l o u s l y  E  i s  a  s o l i d . s u b s p a c e  o f  t h e  s D a c e  o f  a l l  B - m e a -

s u r a b l c  r e a l  f u n c t i o n s  o n  X  a n d  E ^  i s  a  s u b s p a c e  o f  E ,
o

'
F u r t h e r  w e  d e n o t e  b v  P  t h e  m a p

$
p : E . - j l b U F

d e f  i  n e d  b v

p ( f )  =  p ( f + )

0 b v i o u s l y  w e  h a v e

T t r . , + r2 )d  F r , , nF r ,

T( * r )=  *F r  ( r r )  o r>o

a n d
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f e E o : )  s ( f )  {  P ( f )

4 n

U s l n g  t h e  f  a c t  t h a t  b .  - Z  i s  a  c o n d i t l o n a l  l y  c o m D l e t c
4 f  

v a r
. . , t U

V e c t o r  l a t t i c e  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  s p e c i f i c  o r d e r  a n d  H a h n - B ' a -

n a c h  c x t e n s i o n  t h e o r e m  w e  d e d u c e  t h a t  t h e r e  e x i s t s  a  I  i n i a r  m a p

; ,  E  - -b  W-Lo

s u c h  t h a t

-
t l E o  = S ,  5 ( r ) $ n ( r )  ( v ) r & E .

I

P a r t l c u l a r l y
' t

N

f e E ,  f . s 0  i : D  s ( f )  4  p ( f )  =  0

a n d  t h e r e f o r e

I
f G E ,  f z \  " +  S ( t ) a b V

f e E ,  r z a  T t t l C  P ( r ) = p f .

H e n c e  i  i r  t h e  r e s t r i c t i o n  t o  E  o f  a  k e r n e l  o n  K  d e n o t e d

b y  Q ,  s u c h  t h a t

o , ( r ) J P ( r )  ( u ) r e S  .

F r o m  t h e  r e l a t i o n

w e  d e d u c e

I , / f  = vf +qb/f (r)  re $r, ,  fza
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t . ' f  = ( :  Qn)v r  +  |  tm  Qnwf
n=0 hJr ! . t

S l n c e

Qntt f  s  Pnl . r f  s  *nuf  ,

. t

a n d  s  i  n c e

a
P n v ' r  d o

i t  f o l l o w s  t h a t

c,6
-

W f = (  L  o - " ) v f
n = 0

F

$33g:l lg. r f  t laRtl i  we denote bv $,r,  the set of al  I

S  
- m e a s u r a b l e  f u n c t i o n  f  f o r  w h i c h  t h e ' r e  e x i s t s  s e b . r r ,  s { r a  s u c h

a n d  t h e r e f o i e  t h e  | f , - c o m p r e s s i o n

n - l n  \t e - \ \ d o r l c t ( > 0  t

w h e r c

Q.o . f= ( l -  a (v -4 ) rd f  ,  t  e

s a t  i s f  i e s  t . h e  r e q u  i  r e d  c o n c l i  t  i o n s .

t h a  t

{ f l  "  
s ,  v ( i f  l ) a r n .
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l J e  d e n o t e  a l s o  b y  4  t h e  s p e c i f  l c  o r d e r  g e n e r a t e d  b y

g "  = ( p J ) " r . 0  b e  r

T h e n  t h e  f o l  l o w i n g  a s s e r t i o n s : i i a r G  e q u i v a l e n t

t9' @ 
rt

u ) 1y @1i"
b)  fo r  any  r  * {3 rg ,  , -  qg r , '  such  tha t  V r2o  we  have

f .  t t

e o  ( v r )  {  P a  ( v f  )

e f r s - t )  {  e l  ( s - t )

p e c t  t o  t  a n d $  i s  q e n e r a t e d  b y  l f f  t n e n  e a c h  o f  t h e  a s s e r t i o n s

a ) ,  b ) ,  c )  i s  e q u i v a l e n t  w i t h  t h e  f o l l o w i n o  d r l e l

d )  f o r  a n y  f  € g  s u c h  t h a t  P , ' { f  )  <  1 :  w e  h a v e

t

P o ( f )  +  P ; ( f ) .

t  Q  
/  

, ,  6 i t

P r o o f .  a ) = > u )  L e t  u s  d e n o t e l f  = 7 1 i  , l f " = ? ) - '  .  A s  i n  t h e

M o r e o v e r  i f  r y 1 8 "  a r e  a b s o l u t e l y  c o n t  i n u o u s  w i t h  r e s -  #

p r e c e d  i  n g  L e m m a  b r e  m a y  c o n s  i  d e r  t h e  m a p s

TW,C),  r (?;r , t ' ) a n d  r  { f  , y " )  w h  i  c h  a  r e

d e f  i n e d  o n  D ( T { . r r , t , ) ) ,  D ( T h f , X t " ) )  
" l d  

D ( T ( l f t r 2 f  ) )  r e s p e c t i v e l y . ,

W c  k n o w  b y  t h e  s a m e  L e m m a  t h a t  r f o r  a n y  f  € $ l ' ,  ^  5 ) , . ,  s u c h  t h a t

l t n f  , o  w e  h a v e
? )

c )  f o r  a n y .  s , t  € L - r r ,  s ) t ,  n j ' t s ) z n  w e  h a v e

t h e  c o n v e x  c o r  hre b2)- '

T h e o r e m  1  9 . Le , t).6? t7l and t* q'={d)- 
, o ,L!, 

.tv,,
w o  e x a c  t  t | - c o m D r e s s  I o n s  s u c h  t h a t  V "  , V ' e  s -  h )  .
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,  
Q)-,y,4 

(v"f  I=T (f , ,1-,  yv"f+ (  l - r  
W,V,)\ ,  n/  ,?f  )  v"f  .

l f  w e  d e n o t e  b y t h e  s p e c i  f  i c  o r d e r  g , e n e r a t e d

\

' t t rn j l (v"r )  4 ' ( , r ,v ,y  (v"r ) ,

p  r  ( y i l f )  *  P "  ( v " f )  ,

P '  ( u - u ) d  P " ( u - v )  ( * r ) , u , u e \ , o ,  u - v 2 0 ,

p ' ( U r ) 4 t t t ( v f )  ( v )  f " E _ , " , , *  v f > 0 .
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