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A . B u i u m

l .  I ' n t r o d u , c t i o n

S e r g e  L a n g  c o n j e c t u r e d  t h a t  i  f  A  i s

X c  A  i s  a  s u b v a r i e t y  W h i c h  i s  n o t  a  t r a

a b e l i a n  s u b v a r i e t y  a n d  l - c A  i s  a  f i n

t h e  s e t  X n l '  i  s  n o t  Z a r i  s k i  d e n s e  i n  X  (

f t ' l  , , , . ) ,
U s i n q  p - a d i c  a r g u m e n t s ,  H , R a y n a u d  t ' r e d u c e d "  ( r o u g h l y  -

i  n g )  L a n g ' s  c o n j e c t u r e  t o  t h e  " H o r d e l  I  c o n j e c t u r e , ,  a n d

p r o v e d  
"  

" g e o m e t r  i c  a n a l  o g u e "  o f I  L a n g ,  s  c o n j e c t u  r e
f  1 f  1

[ R 1 l  L R 2 l  f  o r  p r e c i s e  s t a t e m e n t s ) .

T . h e  m a i n  r e s u l t  o f  t h e  p r e s e n t  p a p e r  i s  a n  a n a ' f o g u e  o f

L a n g ' s  c o n j e c t u r e  i n  t h e  t h e o r v  o f  a l g e b r a i c  d i  f f e r e n t i a l  e y u a -

t i o n s  o f  R i t t  l l t J  a n d  K o ) c h i n  [ * ' 1  [ * r l t  r o u g h l y  s p e a k i n g  o n e

o b t a i n s  t h i s  a n a l  o g u e  r e p l a c i n g  0  b y  a  c o n s t r a i n e d l y  c l o s e d  d i f -

f e r e n t i a l  f  i e l d  L * r l  a n d  l a  b y  a  d i f f e r e n t i a l  a ) g e b r a i c  s u b g r o u p

o f  A  o f  d i f f e r e n t i a l  t y p "  z e r o  [ o J ,  B y - t h e  w a ] r  o u r  m a i n  r e s u l t

i m o l  i e s  L a n g t s  o r i g i n a l  c o n j e c t u r e  i n  c a s e  X  i s  s m o o t h  a n c l  A

h a s  C l d - a r a c e  z e r o ,  T h i s  c a s e  s h o u l d  b e  v i e w e d  o f  c o u r s e  a s  a

g e o m e t r i c  a n a l o g u e  o f  L a n g ' s  c o n j e c t u r e  a n d  i s  g u i t e  c l o s e  t o

, R a y n a u d t s .  0 n  t h e  o t h e r  h a n d  c i u r  a r g u m e n t s  d o  n o t  g o  t h r o u g h

c h a r a c t i r i s t i c  p > 0 ;  t h e y  u s e  i n s t e a d  t h e  l a n g u a g e  a n d  g e n e r a l
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n s l a t i o n  o f  a  n o n -

i  t e  r a n k  s u b g  r o u p

c f  ,  [ t " , l f * , ] ,

s p e a k
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r e s u l t s  o f  R i t t = K o t c h i n  t h e o r y ( f K t l f K 2 l l * r l )  p t u s  s o m e  r a c t s

f r o m  [ r J , [ t , , l  a n d  s o m e  a n a ) y t i c  i n g r e d i e n t s  
l r " 1  [ o o J ,

A s  w e  a  r e  a w a  r e  o f  t h e  f a c t  t h a t  m a n y  r e a d e r s  a  r e  n o t

f a m i l i a r  w i t h  R i t t - K o l c h i n  t h e o r - y  w e  i n c r u d e  i n  s e c t i o n  z  a

r a t h e r  s e r f c o n t a i n e d  a c c o u n t  o f  . h V # P g r o u n d ,  i n c l u d i n g  t h e

n e e d e d  f a c t s  f  r o m  
[ t . l ] ,  0 n  t h e  o t h e r  h a n d  n o t e  t h a t  w e  w i i l  u s e

l n  o u r  p r o o f  r e s u r t s  f r o m  t h e  p " p . , .  f e x l  o n  f . f e v a n r i n n a  t h e o r y ,

T h e  a n a l o g v  b e t w e e n  N e v a n l  i n n a  t h e o r y  a n d  d i o p h a n t  i n e  g e o m e t r y

h a s  b e e n  n o t e d  f o r  a  I o n g  t i m e  ( s e e  
[ V ] l  b u t .  i n  o u r  p " p e r  \ ^ r e

s h a l  I  e s t a b l  i s h  a  d i  r e c t .  I  i n k .  ( n o t  o n l y  a n  a n a l o g y )  b e t w e e n

t h e  t w o  t o p i c s ;  t h e  b r i d g e  w i l  r  c o n s i s t  p r e c i s e r y  i n  t h e  R i t t -

K o l c h i n  t h e o r y ,

w o u l d  a l s o  I  i k e  t o  n o t e  t h a t  t h e  o r i g i n a l  m o t i v a t i o n

a n d  a p p l  i  c a t  i o n  o f  o u r  m a i n  r e s u l  t  c o n c e r n s  t h e  p r o g r a m  (  i n i -

t i a t e d  i n  f g _ 1 r ^ - 1 rr - - 1 j  L r 2 J  J  o f  s t u d y  o :  d i f  f e r e n t i a l  p o l y n o m i a t  f  u n c _

t i o n s  ( =  n o n - l i n e a r  d i f + e r e n t i a l  o p e r a t o r s )  o n  p r o j e c t i v e  v a r i e _

t i e s  d e f  i n e d  o v e r  a  d i f  f e r e n t i a t  t r i e l c J l i  T h e  D r e s e n t  p a p e r  i s

i m p l  i c i t e l y  p a r t  6 r  t h i  s  p r o g r a m  ( s e e  l a s t  s e c t i o n ) ,

T o  f o r m u l a t e  o u r  m a i n  r e s u l t  i t  i s  c o n v e n i e n t  t o  c o n s i d e r

t h e  f o l  J o w i n o  " c u r v a t u r e r r  c o n d i t i o n s  f o r  a n  a l g e b r a i c  v a r i e t v  V :

( C t )  u /  i s  s m o o t h  p r o j e c t i v e  o f  g e n e r a l  t y p .

( c z 1  l i l  i s  c o n t a i n e d  a s  a  z a r i s k i  o p e n  s u b s e t  i n  s o m e . s m o o t h  p r o -
j e c t i v e  v a r i e t v  F  s u c r ,  t h a t  D = i l r  w  i s  a n  a m p l e  c J i v i s o r  w i t h  s i m p l e

n o r m a l  c r o s s i n g s  a n d  K p  +  D  i s  a m p t e  o n  t '
( c l )  t /  i s . a  ( p o s s  i b l v  s i n g u l a r )  c u r v e  w h i c h  i s  e i t h e r  a f  f  i n e  o r

s e n u s  7 l  o r  p r o j e c t i v e  o f  g e n u s  r r 2 ,

T h e  f o l  l o w i n g  p r o p e r t y  i s  w e a k e r  t h a n  t h e  t h r e e  a b o v e  ( a n d  i s

e q u i v a l e n t  t o ( C l l  i r  d i m  [ ,  =  ] ) ;

( C )  h /  i s  
"  

( P o s s i b l y  s i n g u l a r )  u " r i e t y  w h i c h  l s  l o g a r i t h m i c a l t y

o f  g b n e r a l .  t y P .  ( w h i c h  m e a n s  t h a t  l d  h a s  a  d e s i n g u l a r i s a t i o n  t r

w h i c h  i s  c o n t a i n e d  i n  a  s m o o t h  p r o J e c t i v e  v a r i e t y  i l -  r u c h  t h a t

O = F \  i l  i r .  a ,  d  i v  i s o r  w i  t h  , 5  i , m p l . e  , n , o r 1 p a , J ,  c r o s s  l n g s  a n , c l  i l '  h u s ,  , ( K ; t D ) ; ,  I
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d i m e n s i o n  e g u a l  t o  d i m  f r  ( i n  l i t a k a ' s  s e n s e ) ,

A s  a  m a t t e r  o f  n o t a t  i o n  A l b  ( t ^ / )  w i  I  I  a  I w a y s

n e s e  v a r i e t v  o f  a n y  s m o o t h  p r o i e c t i v e  m o d e l  o r  l / i 'r  I  r ' -

f i e l d  e x t e h s i o n  t h e n  a n  a b e l i a n  K . : v o r i e t y  w i l l  b e

K / k - t r a c e  z e r o  i f  i t  c o n t a i n s .  n o  n o n F z e r o  a b e l i a n

w h i c h  d e s c e n d s  t o  k .  :

N o w  l e t  f  b e  a  c o n s t r a i n e d l v  c l o s e d  o r c l  i n a r y

o f  c h a r a c t e r i s t i  c  z e r o  w i t h  f i e l d  o f  c o n s t a n t s ( ( s e e

t i o n  2 ) ,  o u r  m a i n  r e s u l t  i s :

m e a n  t h e  A l b a *

l f ' k s K  i s  a

s a i d  t o  h a v e

s u h v a r i e t l

e l d

o r  s e c -

A  - r  i

I',, 1

L o l j

( t . t ;  T H E 0 R E H ,  L e t  G  b e  a n  i r r e d u c i b t e  a l g e b r a i c  T - g r o u p ,

Z - G  a  A - c l o s e d  s u b g r o u p  o f  A  - t y p e  z e r o  a n d  X c o  a  c l o s e d  s u h -

v a r i e t y ,  A s s u m e  t h e r e  e x i s t s  a  d o m i n a n t  m o r p h l s n r  o f  T - u a r i e t i e s

X + W  w i t h  A l b ( t { )  n o t  d e s c e n d i n g  t o  €  a n d  y  s a . r i s f y i n g  o n e  o f

t h e  " c u r v a t u r e r l  c o n d i t i o n s  ( c t ; , ( c 2 1 , ( c r 1 .  T h e n  X n 2  i s  n o t  z a -

r i s k i  d e n s e  i n  X ,  F u r t h e r m o r e  i f  G  i s  a n  a l g e b r . a i c  v e c t o r  g r o u p

t h e n  t h e  s a m e  c o n c J u s i o n  h o l d s  w i t h o u t  a n y  " c u r v a t u r e " c o n d i t i o n i '

I t  i s  n a t u r a l  t o  c o n J e c t u r c  t h a t  t f  . f  )  h o l d s  u r i t h  c o n d i -

t i o n  ( c )  i n s t e a d  o ! ' " o n e  o f  t h e  c o f l c l i t i o n s  ( c t ) ,  ( c z ) ,  ( C 3 ) , , ,

N o t e  t h a t  i n  o u r  p r o o f  t h e  c u r v a t u r e  c o n c i i t i o n s  ( C t ) ,  ( C Z ) , ( C a )

a r e  d i r e c t ) y  r e l a t e d  t o  t h e  B i g  p i c a r d - t y p e  r e s u l t s  o f  $ r i f f  i t h s

a n d  K i n g  F f l  p p , 2 0 4 - 2 0 6 ;  o u r  c o n j e c t u r e  w o u l d  f o l l o w  i f  o n e

w o u l d  d i s p o s e  o f  a  B i g  P i i a r d - t y p e  r e s u l t  a s  i n  l o c . c i t .  (  s e e

( 3 , 1 )  b e l o w )  f o r  t h e  " c u r v a t u r e  c o n d i t i o n "  ( C ) , 0 n  t h e  o t h e r  h a n d

t h e  a s s e r t i o n  i n  ( t , ' l )  a b o u t  t h e  c a s e  w h e n  G  i s  a n  a i g e b r a i c  V € c -

t o t ' g r o u p  h a s  a  p u r e l y  a l g e b r a i c  p r o o f  w h i c h  l s  e s s e n t i a ' l  l y  t r i .

i " t ,  s e ev l  a l  ( a l  t h o u g h  i  t s  c o n s q u e n c e s  s e e m  t o  b e  n o t  s o  t r i  v

( t . 8 1  b e l o w ) .
i

L e t ' s  d i s c u s s  t h e  h y p o t h e s i s  o n  Z  i n ( l  , l ) ,  f f  G = , f N

i s  a n  a t g e b r a i c  v e c t o r  g r o u p  t h e n  b y  [ C ]  p , 9 l l  i t  f o l l o w s  t h a t

t h e  A - c l o s e d  s u b g r o u p s  o f  A - t y p o  z e r o  o f  G  a r e  p r e c i s e l : y  t h e
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f  l n i t e  d i m e n s i o n a t  (  - l i n e a r  s u b s p a c e ,  n f  f f l { .  l f  6 = ( g x ) N  i s  a
'  / -  '

t o r u s  t h e n  b y  L C I  p , 9 3 7  t n e  [ - c i o s e d  s u h g r o u p s  o r  &  o f  A - t y p e

z e r o  c o n t a i n i n g  { ( * ) l i  a r e  p r e c i s e l y  t h o s e  o f  t h e  f o r m  ( . t , t ) - o ( y )
I

w h e r e  t t  r $ x )  N - r f i N  
i ,  K o l c h i n ' s  l o g a r i t h m l c  d e r i v a t i v e

o O ,  \  /  - 1 0  ^ 1 (
Y d  ( x 1 , , . , X N ) = ( x l 0 ^ l r r t , , x r ' d x * )  a n d  V  i s  a  f l n i t e  d i m e n s i o n a l

q  - l  i n e a r  s u b s D a c e  o f  F N ,

F o f  n o n - n e c e s s a r i l y  J i n e a r  g , s  w e  w i l l  p r o v e  t h e  f o l l o w i n g

r e s u J t  r e l a t i n g  t h e  d i o p h a n t i n e  a n d  t h e  A - u l g e b r " i . " r e t t i n g s :

( l r z )  p R 0 p 0 s l T l 0 N ,  L e t  G  b e  a n  i r r e d u c i b l e  c o m m u t a r i v e

a l  g e b r a  i c  7 - g r o u p  a n d  f .  f ,  a  f  i n  i t e  r a n k  s u t r g  r o u p r '  T h " n  t h e

A - c l o s u r e  o f  l -  i n  &  i s  a  A - c l o s e d  s u h g r , o u p  o f  A  - t y p .  z e r o r

K e e p i n g  i n  m i n d  t h e  d i s c u s s i o n  a b o v e  a b o u t  A - e l o s e r J

s u b g r o u p s  o f  A  - t y p e  z e r o  l e t ' s  g i v e  a  s a m p l e  6 r  c o r o l  
. t a r i e s

t o  ( t . t ) ,  F i r s t  w e  g i v e  t h r e e  d - a . | g e b r a i c  C o r o l l a r i e s  ( e a c h

f o r  e a c h  o f  t h e  t h r e e  " c u r v a t u r e "  c o n d i t i o n s  ( C l ) , ( c 2 ) ; ( c 3 ) ) ;

t h e  r e a d e r  m a y  t h i n k  o f  c o u r s e  o f  m a n l  o t h e r s ,  . '
. ' '

e t y  w h i c h  i s  n o t

a n d  E c A  a

i s  n o t  Z a r i s k i

a h e l  i a n  T - u " r i e t y  w h i c h

a n  e m b e d d i n g ,  l e t  H , r r . , . .

trl N

,  i d e n t i f y  F ' ' \  ( L - /  H t )
i = 0  :

h e  a  A - c l o s e d  s u b g r o u p  6 F

i s  n o t  Z a r i s k i  d e n s e  i n  A .

( 1 . 5 )  C 0 R 0 L L A R Y ,  L e t  G i  b e  a n  i r r e d u c i b l e  a l $ e b r a i c

f r - g r o u p ,  X c 0 . a  ( p o s s i b l v  s i n g u l a r )  c l o s e d  c u r v e  w h i c h  d o e s  n o t

( t , 3 )  C 0 R 0 L L A R Y ,  L e t  A  b e  a n  a b e l i a n  ? - u a r i e t y  w i t h

?  t €  - t r a c e  z e r o ,  X c  A  a  c l o s e d  s m o o t h  s u b v a r l

a  t r a n s l a t i o n  o f  a  n o n - z e r o  a b e l  i a n  s u F r v a r i e t y

A  = r l o s e d  s u b g r o u p  o f  A  - t y p "  z e r o ,  T h e n  X n E

d e n s e  i n  X .

(  1 . 4 )  c 0 R o L L A R y .  L e r  A  b e  a n

d o e s  n o t  d e s c e n d  t o g ,  l e t  A c F N  b .

N
. , . 1 H N c  ( P "  b e  c o o r d i n a t e  h y p e r p ) a n e s

w i t h  t h e  t o r u ,  ( E x ) N  a n d  1 e t  ) r ( F x ) N

A - t y p e  z e r o ,  T h e n  ( n r  ( \ J H , )  ) " , I
'  l = u
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d e s c e n d  b i r a t i o n a l l y  t o €  a n d

o r  p r o j e c t i  v e  o f  g e n u s  >  2  a n d

o f  A - t y p e  z e r o .  T h e n  X n I  i

H e r e  a r e  t w o  l l n o n - d i f f e r e n t

w h i c h  i s  e i t h e r

l e t  2 - G  b e a

s  t  I  n  I  t e .

i a l l ' c o r o l l a r i e s :

a f f  i n e  o f  g e n u s  > .  I

A - c l o s e d  s u b g r o u p

b e g i n n i n g  o f

z e r o  a n d  X  i s

( 1 . 5 )  c o R o L L A R Y

t h e  I n t r o d u c t i o n )

e i t h e r  s m o o t h  o r

.  L a n g ' s  c o n

h o l d s  p r o v i

o f  d i m e n s i o n

. i e c t u r e  ( s t a t e d  a t  t h e

d e d  A  h a s  ( D  / q  '  t r a i e

o n e  r

z e  r o ,  D

Vc tf,N a

f l n i t e .

( 1 . 7 )  C 0 R 0 L L A R Y .  L e t  A  b e  a n  a b e l i a n  C - v a r i e t y  w i t h  C / q - t r a c e

€ A  a n  a m p l e  d i v i s o r ,  A r D c C *  u n  a f f i n e

f  i n i t e  d i m e n s i o n a l  Q ' - t  i n e a r  s u b s p a c e r

e m b e d d  i  n 9  a n d

. T h e n  ( n t  o ) n  \ /  i  s

T h e  l a s t  C o r o l  l a r y  i s  a  c o n s e q u e n c e  o f  t h e  " g e o m e t r i c  L a n g - S i e -

g e l "  c o n j e c t u r e  f t " 2 J  t ) , 1 3 9  a s s e r t i n g  t h a t  i n  n o t a t i o n s  o f  ( t . 7 )

( w t t h  Q - A  r e p ) a c e d  b y  a n y  e x t e n s i o n  o f  a l g e b r a i c a l  l y  c l o s e d  f  i e l d :

k c  K  o f  c h a r a c t e r i s t i c  z e r o ) ,  ( a r  n ) n  R N  i s  f i n i t e  w h e r e  R  i s  a n y

f i n  i  t e l y  g e n e r a t e d  k - s u b a l  g e b r a  o f  K .  0 n  t h e  o t h e r  h a n d  C o r o l  I  a r y

( 1 . 4 )  i s  n o t  a  c o n s e q u e n c e  o f  t h e  " g q o m e t r i c  L a n g - S i e 9 . l "  c o n j e c -

t u r e ;  l n d e e d  i f  E  -  ( F * ) N  i s  a  A - c l o s e d  s u b g r o u P  o f  A  - t y o e  z e r o

t h e r e  d o e s  n o t  e x i s t  i n  g e n e r a l  a  f i n i t e l y  s e n e r a t e  d  (  - s u b a 1 9 e -

b r a  R  o f  y  s u c h  t h a t  f -  R N  ( t a k e  f o r  i n s t a n c e  f = Z T ,  >  f f v r T l r u " -

- ( y , ) 2 =  o l .
\Lncl

I t  w o r t h s  n o t i n g  t h a t v s u b g r o u p s  o f  f  i n i t e  r a n k  o f  c o m m u t a t i v e

a l g e b r a i c  f - g r o u p s  a r e  m u c h  s m a l l e r  t h a n  t h e i r  A  - . . l o 5 u r e s ,  S o  t h e

c l a i m  a b o u t  X n E  i n  ( t . t ) ,  ( 1 . 3 ) ,  ( t . 4 ) ,  ( 1 . 5 )  i s  m u c h  s t r o n g e r

t h a n  t h e  c l a i m  a b o u t  X n l -  i n  L a n g ' s  c o n j e c t u r e .  N o - t e  a l s o  t h a t

u n l  i k e  i n  L a n q ' s  c o n j e c t u r e  w e  a l  l o w  &  i n  ( t .  i )  a n d  ( t . 5 )  t o  b e

n o n - o o m m u t a t i v e  a n d  t h a t  t h e r e  a r e  m a n y  i n t e . r e s t i n q  e x a m D l e s  o f

A  ' . l o s e d  s u b g r o u o s  o f  [  - t y n e  z e r o  o f  n o n - c o m m u t a t i v e  a l g e b r a i  c

T-g roups  [u r l  .

thc



- 6

0 u r  p a p . e r  i s  o r q a n  i z e d  a s  f  o J  l o w s .  l n  s e c t i o n  2  w e  r e v i e w

t h e  b a s i c  c o n c e D t s  o f  R i t t - K o l c . h i n  t h e o r y  i n v o l v e d  i n  ( t . t )  a n d  w e

r e c a l l  s o m e  f a c t s  f r o m  [ u r ]  i n c l u d i n q  a  D r o o f  o f  ( f  . 2 1 .  l n  s e c t i o n  3

w e  p r o v e  T h e o r e m  ( 1 . 1 ) .  l n  S e c t i o n  4  w e  d e r i v e  o u r  C o r o l l a r i e s ,

l n  s e c t i o n  5  w e  b r i e f l y  d e s c r i b e  t h e  e f f e c t  o f  T h e o r e m

( t . t )  o n  o u r  p r o g r a m  b g g u n  i n  [ e r ] f a r ) ,

I t  i s  a  p l e e s u r e  t o  a k n o w l e d g e

P .  C a s s  i  d y  f o r  t h e  i  r  k i  n d  e n c o u r e g e m e n t

n l n g  u s  h i s  r e s u l t s  i n  l t " l  .

2 ,  R e v i e w  o f  A - f r o l y n o m i a l  f u n c t i o n s

o u r  d e b t  t o  E . K o l c h i n  a n d

a n d  a l s o  t o  H , H a m m  f o r  e x o l a i

F o r  d e t a i  l s  o n  f a c t s  p r e s e n t e d  i n  t h i s  s e c t i o n  w e  s e n d

to fr' J , lrrl [rrl, [a , J ,

( 2 .  t )  S t a r t  w i t h  a  f i e l d  f  o f  c h a r a c t e r i s t i c  z e r o  o n  w h i c h

w e  h a v e  f i x e d  a  d e r i v a t i o n  f , ;  s u c h  a n  F  i s  c a l l e d  a n  ( o r d i n - r y )

A - f  i e l d .  L e t  , (  - - f x e q i [ * ' o ]  o e  t h e  c o n s t a n t  f  i e 1 d .  T h e  R i t t - K o l c h i n- L r

t h e o r y  i s  a n  a n a l o q u e  o f  a l g e b r a i c  q e o m e t r v  i n  w h i c h  a l q e b r a i c  e q u a -

t i o n  a r e  r e p ' l  a c e d  b y  a l g e b r a i c  d i f f e r e n t i a l  e g u a t l o n s  " o v e r  $ - " .  T h e

s t a n d a r d  h y p o t h e s i s  i n  a l g e b r a i c  g e o m e t r y  a b o u t  t h e  q r o u n d  f i e l d  i s

t h a t  i t  i s  a l g e b r a i c a l l y  c l o s e d .  I n  t h e  R i t t - K o l c h i n  t h e o r y  t h e  m o s t

n a t u r a l  h y p o t h e s i s  i s  t h a t  f  i s  " c o n s t r a i n e d l v  c l o s e d "  [ * r 1 t  i t  i s

i r r e l  e v a n t  t o  e x p l  a  i n  h e r e  t h e  d e f  i n  i  t  i o n  o f  t h  i s  c o n c e p t  f  o r  w h  i . c h

w e  s e n d  t o  l o c . c i t .  l n  a n y  c a s e ' e o n s t r a i n e d ) y  c l o s e d  A - f i e l d s  a r e

i n  p a r t i c u l a r  a ) g e b r a i c a l  l y  c l o s e d .  F o r  a n y  s m o o t h  f - - v a r i e t y  X  ( i r '

t h e  u s u a l  s e n s e  o f  a l g e b r a i c  g e o m e t r y )  w e  q e n e r a l  I y  i d e n t i f y  X  w i t h

i t s  s e t  X *  o f  T - p o i n t s ,  A  f  u n c t i o n  f  : X - - + . F  w i l  l  b e  c a l  l e d  A - p o ) y n o -
J.

m i a l  i f  f o r  e a c h  p o i n t  x ( X  t h e r e  e x i s t s  a  Z a r i s k i  o P e n  s u b s e t  U  o f

X  c o n t a i n i n g  x  a n d  t h e r e  e x i s t  r e g u l a r  f u n c t i o n s  u . : U - > F  ( l < i < m )

s u c h  t h a t  t h e  r e s t r i c t i o n  o f  f  t o .  U  i s  a  P o l y n o m i a l  w i t h  c o e f f i c i e n '

i n  f  i n  t h e  f u n c t i o n ,  f j u ,  ( l < i ( m , j 7 0 ) ;  h e r e  t i u ,  m e a n s  o f  c o u r s e



' /

r h e  f  u n c t i o n  u i  c o m p o s e d  j  t i m e s  w i t h  t h e  f  u n c t l o n  f  , f * > F .  E , g ,

, t
i f  X = A z = f /  t h e n  t h e  f u n c t i o n  f  : X + T  d e f i n e d  b v  f  ( y t , ' { Z ) =

= ( 1 2 , ,  ) 3 - , , 5 ( , c 3 v )  i s  A - p o l y n o m i a J .  A  s u b s e t  X o f  X  i s  c a l l e d- \ v  t l ,  I 1 . "  r " -  - -  
. '

A - c l o s e d  i f  f o r  a n y  T € X  t h e r e  e x i s t s  a  7 - ' a r i s k i  o p e n  s u b s e t  t J  o f  X

c o n t a l n i n g  x  s u c h  t h a t  E n U  i s  t h e  z e r o  s e t  o f  f  i n i t e l y  m a n y

A ' p o l y n o m i a l  f u n c t i o n s  o n  U ;  b y  a  b a s i c  r e s u l t  o - f  R i t t ,  A - c l o s e d

s u b s e t s  a r e  t h e  c l o s e d  s e t s  o f  a  N o e t h e r i a n  t o P o l o g V  o n  X .  L e t

X  m e e t i n g  E  a n d  c o n s i d e r  t h e  
. r i n q  

F 1 2 ^ U 1 o b t a i n e d  b v  d i v i d i n g

t h e  r l n g  o f  a l l  A - p o l y n o m i a l  f u n c t i o n s  o n  U  b v  t h e . i d e a l  o f  t h o s e

v a n i s h i n g  o n  2 o U ;  f  i s  c a l  l e d  o f  A - t y p e  z e r o  i f  f  o r  a n v  U  a s

a b o v e  t h e  r e s i d u e  f  i e l d s  o f  3 :  I > n  U J  a t  t h e  m i n i m a l  p r i m e s  h a v e

f i n i t e t r a n s c e n d e n c e d e q r e e o V e r { , ( t n t u i t i v e l y >

z e r o  i f  t h e  t r g e n e r a l  s o l u t i o n "  o f  t h e  s y s t e m  o f  a l g e b r a i c  d i f  f e r e n *

t i a l  e q u a t i o n s  d e f i n i n g  i t  a r o u n d  e a c h  p o i n t  d e p e n d s  o n  f i n i t e l y

m a n y  r t i n t e g r a t i o n  c o n s t a n t s " .  . r a t h e . r  t h a n  o n  ' t a r b i t r a r y  f  u n c t i o n s " )  "

t h e  a  b o v e

t h a n  o v e  r

w a s  s a i d

( Z , Z )  N o w  o n e  s h o u l d  n o t e  t h a t

c o n c e p t s  o v e r  a  u n i v e r s a l  L - t

a  c o n s t  r a  i  n e d l  y  c  l o s e d  A  ' f  i e l

r  a f  ?
i n  l a , J , l a 2 J  h o l d s  w i t h  F  i n s t e a d

F a

( 2 , 3 )  L e t  u s  e x p l a i n  o n e  o f  o u r  m a i n  r e s u l t . s  i n  L B r J

w i l l  b e  u s e d  t o  p r o v e  ( t . Z ) ( U u t  w i l l  n o t  b e  u s e d  i n  t h e  n r o o f

( t . t ) ) .  F o r  a n y  i r r e d u c i b l e  a l g e b r a l c  f r - g r o u p  G  w e  c o n s t r u c t e d

A - c l o s e d  s u b s e t  o f  s o m e  a f f  i n e  s p " . "  g t {  ( c a l l  i t  h e r e  E = F N )

w h l c h  h a s  a  s t r u c t u r e  o f  g r o u p  w h o s e  m u J t i p l  i c a t i o n  6  *  O - - d

i  n  f B  1 1 , F 2 ]  w e  w o  r k e d  w  i  t h

i e l d  1 . 1 ,  ( f K l l  ,  p . 1 3 3 )  r a t h e r

d  T i  b u t  e v e r v t h i n g  w h i c h

o f 4J,.

w h

o f

d

i c h

a n d

i n v e r s e  6 - t d  e x t e n d  t o  A - P o l y n o m i a l  m d p ' S N  *  3 N * F N '  9 N - - t f , N

( t h . i s  i s  w h a r  C a s s i d y  c a l l s  i n  [ C ]  a n  a f f i n e  d i f f e r e n t i a l  a l g e b r a i c

A
g r o u p  w t r n  A  - p o l y n o m i a l  l a w )  a n d  w e  c o n s t r u c t e d  a  s u r . i e c t i v e



A  - p o l y n o m i  a l

nomia l  )  whose

- u -

h o m o m o r r : h i s m  f : G + 6  ( i , e *  a  h o m o m o r p h i s m
- 'L  

fo l  tc  rke rne l  0+  has  [ * t ype  ze ro  ( see  
; . 1 j  r r .  ,

whose  componen ts  a re  Z \ -po l y "

)  ) .  f n i  s  a l  r e a d y  s u f f i  c e s  t o

D r o v e  ( 1 , 2 ) ,  I n c j e e d  l e t ' s  n o t e  f  i r s t  t l r a t  i f  f  : G - > G '  i s  a  A - r a t i o n a l  h o m o m o r p h i s m

( t e r m i n o l o g y  f  r o m  [ * J )  b e t w e e n  t w o  i r r e d u c i b l e  c o m m u t a t i v e  a l q e b r a i c  T - g r o u p s  s u c h

r h a r  K e r Y  h a s  A - t y p "  z e r o  a n d  i f  ( t . Z )  h o l d s  f o r  G t  t h e n  i t  h o l d s  f o r  G  ( u s e  " A - O

m e n s i o n  r h e o r y "  F r l  p . 1 0 9 ) ,  N o w  b y  f C ]  p , ! 1 4  t h e r e  e x i s t s  a n  i n . j e c t i v e  d - r a t i o n a l

h o m o m o r p h i s m  u : E - + G L r ( n ) ,  T h e  Z a r i s k i  c l o s u r e  H . o f  t h e  i m a g e  o f  u  i s  t h e n  a  c o m m u -

t a t i v e  I  i n e a r  a l g e b i a i c  f - q r o u p ,  s a v  H ' f N * ( f ) l t .  S i n c e  w e  d i s p o s e  o f  t h e  t w o  4 - r a '

t iona l  homomorph isms 0  *J>  d i r f ,N* t / lM and 1x  #rEN^(g* ) i l -o fN*  .3 "M both  hav ing

k e r n e l s  o f  A - t y p *  z e r o  i t  i s  s u f f  i c i e n t  t o  p r o v e  ( t " Z )  f o r E N * M ;  b u t  h e r e  ( t . Z )

i s  t r i v i a l .

( 2 . 4 )  P . e c a l  I  f  r o m  f u t l ,  s e c t i o n  3 ,  t h e  d i c t i o n a r v  r e l a t i n g [ - c l o s e d  s e t s

to  r rD-schemes, , .  1 .1  p=El f , ]  Ue t f re  r ing  o f  d i f fe ren t ia l  opera tors  genera ted  by  f ,  and

5 ' .  r r , "n  bv  a  D-scheme we unders tand an5-scheme \ /  such tha t  we are  S iven an  ex ten-

s ion  o f  f  f to r  F  to  a  der iva t ion  (s t i ' l l  denoted  by" f  )  o f  t " !U :  D-schemes fo rm a  ca te-

gory  in  the  obv ious  way.  Group ob jec ts  
' in  

th is  ca tegorv  a re  ca l  led  D-groun sche-

mes.  The fo rge t fu l  func tor  
'V r+ \1 !  

f  r .o*  {  o -scheme,  ]  to  f  F - .c f ,u* . r ]  h " t  a  r igh t  ad-

j o i n t  X e X e  ,  T h e  l a t t e r  f u n c t o r  t a k e s  c l o s e d  i r n m e r s i o n s  i n t o  c l o s e d  i m m e r s i o n s

a n d  q r o u p  o b j e c t s  i n t o  g r o u P  o b i e c t s n

F i n a l l y ,  q i v e n  a  j l - c l o s e d  s u b s e t Z  o f  a n f - v a r i e t y  X  o n e  c a n  c o n s t r u c t
t -

F r ] ( 3 . 9 ) . )  a  r e d u c e d  c J o s e d  D - s u b s c h e m e  Z * o f  X  s u c h  t h a t  w h e n  X  i s  r ' d e n t i f i e d  w i t h

iok-= .n  (Spec 3r l  ,X)=HorD-sch (Sr ruc  F ,X* )  ,  Z  ident i f  ies  w i th  l lomo- r .n  (s " "c  3 : , I l '  l f

Z - i s  a  A - c l o s e d  s u b q r o u o  ( o f  A - t y p e  z e r o )  o f  a n  a l o e b r a i c  F - g r o u p  G  t h e n  Z . * i s  a

D - s u b g r o u o  s c h e m e  o f  G -  ( r e s p e c t i v e l y  a n , ' a l r r e b r a i c  l F s r o u p "  i . e .  a  0 - g r o u o  s c h e -

m e  w h o s e  u n d e r l v i n g  F - g r o u p  s c h e m e  i s  a n  a l n e b r a i c  5 - g t o u p  f n r J  ( 3 . t 2 ) .

3 ,  P r o o f  o f  T h e o r e m  ( t . t )

Clear)y.we mav assume for the proof t t^,rn {+. Ue need solT}e analvt ic

i n q r e d i e n t s :

{ 3 . t  )  F : i r s t  r e c a l  I  t h e  n e e d e d  B i g  P i c a r d - t y p e  r e s u l t s  i n  f O r l  p p . z o a -

206.  Le t  f :V+W be a  ho lomoroh ic  map between : lgebra icG-var ie t ies  such tha t  l y '  sa-

t i s f i e s  o n e  o f  t h e  " c u r v a t u r e "  c o n d i t i o n s  ( C t ) ,  ( C Z ;  i n  t h e  t r n t r o d u c t i o n .  T h e n  f  i s

r : t iona l .  Us ing  normai iza t ion  one innned ia te ly  checks  tha t  the  above ho lds  fo r  (C: )

i n s t e a d  o f  " { c l )  o r  ( c 2 ; " .

{ 1 . 2 )  A n o t h e r  a n a l y t i c  i n g r e d i e n t
r.  - t

result  of  Han'rn f la l  wh' ich we now recal l  and

L e t  I ,  - * B  b e  a  l o c a l  s u b n e r s i o n  o f  a n a l T t i c

l e t  0 , d  b .  n o n - v a n i s h l n g  v e c t o r  f  i e l ' d s  o n  B

A s s u m e  h r e  a r e  g i v e n  a n a l y t i  c  m a r r s

w' i  l  I  be an el  ementarv (yet rema rkabl e

out  in  a  fo r rn  su i tab ' l  e  f ,o r  our  DurDose

m a n i f o l d s  w h e r e  B  l s  a  d i s k  i n  G  a n d
a\t

a n d  Z ,  r e s D e c t i v e l Y  t ^ / i t h  B  l i f t i n g  € '

f : > g * g E B - r f B , 2 u -  
Z u  '

I
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B - ) > . D  o v e r  B  s a t i s f y i n g  t h e r i u s u a l ' t  a x i ' o m s  o f  m u l t i p r i c a t i o n ,

i n v e r s e  a n d  u n i t  ( a n a l o g u e  t o  t h e  a x i o m s  o f  a  i l r o u p  s c h e m e )  a n d

a s s u m e  m o r e o v e r  t h a t  t h e s e  m e D S  a r e  e q u i v a r i a n f ,  ( w i t h  r e s p e c t  t o

t h e  v e c t o r  f i e l d s  8 , i l a n d  ( f r , 6 )  o n  B , ; q  a n d  f g * e Z g  r e s p e c t i v g -- E

l y ) .  T h e n  t h e r e  e x i s t s  e n  a n a l y t  i c  B -  i s o m o r p h  i s  n  ( :  F g  *  4 n B

w h e r e  f  i s  a  L i e  g r o u p  s u c h  t h a t  f r  t r a n s o o r t s  t h e  m a p  p  i n t o  t h e

m a p  
f l o " 1  B  

( * h e  r e  
; o  

:  7 o ^  Z o  - r Z o  i s  t h e  m u  I  t  i p  1  i  c a t  i o n  o n  Z )  a n  d

s u c h  t h e t  f  t r a n s p o r t s  6 '  i n a "  
*  

( w h e r e  b  i s  a  c o o r d i n a t e  o n  B ) ,

S e e  a l s o  f r r l  ,  ( t t . t )  t o r  e n  e x p o s i t i o n  o f  H a m m t s ' r e s u l t .
L 5 J

I t  i s  a l s o  c o n v e n i e n t  t o  f o r m u J a t e  t h e  f o l  l o w i n q

( 3 , 3 )  L E M M A . ,  L e t  f  : P  * > y  b e  a n  a b e J i a n  s c h e m e  w h e r e  y  i s  a

s r n o o t h  ( f , - v a r i e t J  ,  L e t  m o r e o v e r  I  b e  a n  a l g e b r a i c  v e c t o r  f  i e l d  o n

Y  w l t h o u g  z e r o e s  s u c h  t h a t  t h e  f  i e l d  o f  c o n s t a n t s  C ( v ) e  o f  t h e

[ - r i " t a  ( C ( v ) , 9 )  e q u a l s  G .  A s s u m e  m o r e o v e r  t h a t  f o r  a n y  a n a l y t i c

d i s k  B  e m b e d d e d  i n t o  Y  w h i c h  i s  a n  i n t e g r a l  s u b v a r i e t y  f o r  0  w e  h a -

v e  t h a t  t h e  f i b e r s  o f  f  a b o v e  D o i n t s  i n  B  f a l l ' d o w n  i n t o  a t  m o s t
Qhc'=:-.

c o u n t a b l y  m a n y  i s o m o r p h i s m  c l a s s e s .  T h e Y C ( v ) - v a r i e t y  P y * y G ( y ) / A ( V )

d e s  c e n d s  t o  C .

P r o o f i  C h o o s e  a n  a m p J e  I  i n e  b u n d l e  r e l a t i v e  t o  f .  L e t

,f (?

m : Y * > . A , *  b e  t h e  m o r p h i s m  t o  t h e  m o d u l  i  s p a c e  , r d *  o f  p o l a r i z e d  a b e l i a n

C - v a r i e t i e s  w i t h  s u  i  t a b l e  H i  I  b e r t  p o l v n o m i a l  i n d u c e d  b y  f  a n d  a s s u -

m e  t h e  c l o s u r e  Z  o f  i t s  i m a q e  h a s  d i m e n s i o n  2 r 1  ,  \ { e  c l a i m  t h a t  t h e

i m a g e  o f  G ( Z )  i n  G ( Y )  v i a  t *  i s  c o n t a i n e d  i n  C , ( V ) t  
" n d  

t h i s  w i l l

b e  a  c o n t  r a d  i  c t  i o o n .  l n e e d  I  e t  V g  A ( Z )  a n d  y  €  Y  b e  a n y  p o i  n t  a t

w h  l  c h  t h e  r a t  i  o n a  l  f u n c t  i  o n  Q  , ,

d l s k  B  w h i c h  i s  a n  i n t e g r a )  s u b v a r i e t y  o f  Y  f o r  0  t h r o u q h  y ,  B v

h y p o t h e s i s ,  m ( n )  i s  a t  m o s t  c o u n t a b l e  s o  * ( t s )  m u s t  b e  a  p o i n t ,  h e n c e

B  i s  c o n t a i n e d  i n  t h e  f i b r .  o f V  t h r o u q h  ! r  C o n s e q u e n t l y  t h e  l a t t e r

N O

f i b r e  i s  t a n q e n t  t o  0 ,  h e n c e  Y c c ( Y ) "  a n d  w e  a r e  d o n e '



l 0

l ' / e  w i l l  a l s o  n e e d  t h e  f o l l o w i n g ' s n e c i a l i s a t i o n  r e s u l t :

( 3 . 4 )  L E M M A .  L e t  R  b e  a n  o r d i n a r y  [  - r i n g  w h i c h  i s  a n  i n -

t e g r a l  d o m a i n ,  a s s u m e  t h e  r i n g  o f  c o n s t a n t s  o f  R  l s  a n  a l g e b r a i c a l -

l y  c l o s e d  f  i e l d  $ u @ ,  a n d  R  i s  A - r i n i r e l y  g e n e / 1 - p . t g d  o v e r  ( f  ,  L e t

c ( €  R ,  d + A ;  t h e n  t h e r e  e x i s t s  a  A - p r i m e  i d e a l  p c  R  a n d  a n  e l e -

m e n t  f G R \ P  s u c h  t h a t :

1 )  T h e  f i e l d  o f  c o n s t a n t s  o f  t h e  r e s i d u e  f i e l d  q ( R / p )

e q u a l s  G .

2 )  pnc ,  l d l  =  o

3 )  ( R / P ) f  i s  f  i n i t e l y  g e n e r a t e d  a s  a  ( n o n - d i f f e r a h r i a l )

G - a l g e b r a .

p r o o f ,  B y  L e m m a  ( t . z )  i n  
[ u u ]  i t  i s  s u f f i c i e n t  t o  f i n d

a  P  s a t i s f y i n g  c o n d i t i o n s  l ) ,  2 )  a n d  3 ' )  t r . d e g . Q ( n Z p )  / C  <  e

A s s u m e  f i  r s r  t h a t  c (  i s  A  - o l g e b r a i c  o v o r  b  h e n c e  t h a t

t r . d e s . C 1 < ) t A , < - ( f K t l  p . 1 1 2 ) .  S i n c e . R , : = C ( . . ) * C { o } R  i s  a  { - f  i n i -

t e l y  g e n e r a t e d  A - C ( " < ) - a l g e b r a  t h e r e  e x i s t s  b \ /  
[ * r ]  "  A - p r i m e

i d e a l  P t  i n  R '  s u c h  t h a t  q ( R - ,  / p t l t , l q )  i s  a  c o n s t r a i n e d  e x t e n -

s l o n .  T h e n  P : = P ' n R  s a t i s f  i e s  o u r  r e q u i r e m e n t s .  f t s s u m e  i n  w h a t

f o l  l o w s  t h a t  o (  i s  A - t r a n s c e n d e n t a l  o v e r  ( f , , .  L e t  o ( 1  n . , , ,  d *  b e

a  s y s t e m  o f  A - g u n e r a t o r s  o f  R / C  s u c h  t h a t  d 1 = d l  t h e  s y s t e m

d 1 r . . . , d N  i s  A - a l g e b r a i c a l l y  i n d e o e n d e n t  o v e r  C  a n d  < N + 1 r . , t

. . . , 4 M  a r e  A - a r q e b r a i c  o v e r  R { o 1 , . . . ,  u * J .  p y  F 1 ]  p , r 4 0  t h e r e

e x l s t s  F  j € C l n . , , . . . , d N J  , u . h  t h a t  a n  y  A - o r i m e  i n  G l * . ,  , . .  , ,  * N 1

n o t  c o n t a i n  i n g  F ,  i s  t h e  c o n t r a c t i o n  o f  a  A - p r i m e  i n  R .  L e t

G i € G 1 o . , , , . . s / * 1 f r 1  b e  s u c h  t h a t  g , ( o ( , ) = o  ( i 7 t ' i + t )  a n d  t e t

F z  b e  t h e  p r o d u c t  o f  , r r $ # f f i ' . , " n . s  o f  a l t  G i , ,  ( r r u G f . , / , , , . .

. . 7 d . * J ) .  P u t  F = F l F { . ;  k =  o r d  F .  t / e  c l a i m  r h e r e  e x i s t s  a  4 - p r i m e

q  i n  O { t . , , . . r t l r 3  p  s u c h  t h a t  i f  F = q ( a l { 1  r , . . , , " ( N } / q )  t h e n

t h e  f  i e l d  o f  c o n s t a n t s  o f  f r  i s  G . ,  t r - , d e g  f , | C ,  1 . < n  a n d



l 1

- f  .  /  Q k ,  ( 1 k ,  - ' t  
^  t t . -  ! - . . r - . -  p L  \g . , C V , r , , , r d N r r . .  r b ' ' d l  , r r ' , d  4 N J  =  u  ( i n  p a r t i c u l a r  F f  1 ) .

I n d e e d o  w e  m a y  t a k e  q  t o  b e  t h e  k e r n e l  o f  t h e  A ' s p e c i a l i s a t i o n

d . . v > V . , ( ^ r _ > * ( k + i ) , A  . . ( z u + z )  / , , ( ( t ' t - 1 ) ( k + 1 ) )  w h e r e
t  / -  r  Y 3 P Y  t r r i r a ( * r " > t g

n g  a n  i n t e g e r  b i g o e r  t h a n  N k + N  a n d  ) , , , . . . ,  )  * € ' G  a r e  l i n e a r -

d e p e n d e n t  o v e r  q , .  C h o o s e  t h e n  a n y  A - p r i m e  f  i n  R  l v i n q  o v e r

- t ) r - ) .n c e  q , ( a l d , , , .  , ,  r 4  N  J / q ) -  Q ( c l " r  1 , . .  r , ' { N } / 1 )  ,  a l o 1 , . . , . " n N i l t ( R / f l

A ' f . i n i t e l y  g e n e r e t e d  a l g e b r a ,  t h e  l a t t e r  r i n g  c o n t a i n s  a

r i m e 6 * h o r "  r e s i d u e  f i e l d  i s  c o n s t r a i n e d  o v e r  Q ( A l d ' r . , d N 1 / q )

u l  I  b a c k  P  o f  f  i . n  R  s a t i s f  i e s  t h e n  o u r  r e q u i  r e m e n t s ,

t

n

I

p

p

m  b e

l v  I

q ,  S

i s  a

A -

T h e

\ P ( z ) = e x p  ( ) , r ) + , . . + e x p (  \  * r ) ,  z e  c ,

( 3 . 5 )  P r o o f  o f  ( t . . t )

L e t  X - + G  b e  o u r  c l o s e d  i m m e r s  i o n  a n d  I e t  X I * t G *  b e  t h e

i n d u c e d  c l o s e d  i m m e r s i o n  o f  D - s c h e m e s  ( 2 . 4 ) .  l 4 o r e o v e  r  l e t  7 *  b e "

t h e  D - s u b . g r o u p  s c h e m e  o f  G *  c o r r e s D o n d i n g  t o 2 ;  i t  i s  a n  a l q e b r q i c

D - g r o u p  ( 2 . 4 ) .  U s i n g  ( 2 , 4 )  o n c e  a g a i n  w e  s e e  t h a t  X n Z  i  d e n t i f  i e s

w i t h  H o m o - s c h ( S p o c . F , X  
* . t  

2  
*  ) .  l f  l f  , G @ - > G  i s  t h e  m o r n h i s m  o f

s c h e m e s  a r r i s i n n 9 3 ? i u n c t i o n  t h e n  f f ( X * n f  - ) . : x .  ! ' / e  s h a l l  b e  d o n e

i f  w e  p r o v e  t h a t  X * r . 7 *  d o e s  n o t  d o m i n a t e  X .  A s s u m e  s o m e  c o m p o -

n e n , t  V  o f  X * n 2 *  d o m i n a t e s  X  a n d  l o o k  f o r  a  c o n t r a d i c t i o n ,  W e  d i

p o s e  o f  a  d o m i n a n t  m o r p h i s m  X - > W  a s  i n  t h e  s t a t e m e n t  o f  ( f . f )  s o  o f

a  d o r n i n e n t  m o r p h i s m s  V - ) V / .  l f  t ,  s a t i s f  i e s  P r o p e r t y  
( C Z )  w e  l e t

i l '  a n d  o  h a v e  t h e  m e a n i n g  f r o m  t h e  d e f i n i t i o n  g i v e n  b e f o r e  ( t  ' t ) .

l f  I , l ' s a t i s f i e s  ( C l )  w e  l e t  V  U e  t h e  s m o o t h  p r o i e c t i v e  m o d e l  o f  W .

T h e r e  e x i s t s  &  A - f  i n i t e l y  g e n e r a t e d  A - C - s u b a l g e b r a  R  o f

F  s u c h  t h a t  t h e  d i a q r a m

( x )  w < *  v  _ - 2 2 o '

) ^ - , , - ^ , { -  + ^  = ' , - l  i : ^ y a m  n f  R . - e c h e m e s
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( x )  o
WR* V*---+t*

w h e r e  V * - - + F *  i s  a  c l o s e d  i m m e r s

V * - > S p e c  R  d o m i  n a t e  t h e  g e o m e t r i

i s  a  s m o o t h  g r o u P  s c h e m e  a n d  2 *

i o n ,  t h e  q e o m e t r i c  f  i b e r s  o f

c  f  i b e r s  o f  W ^ - >  S P e c  R  a n d
K '

i s  a  D ; - 9 r o u P  s c h e r n e ,  D R =
K '

zRlR,

= R f t ]  ( i . u .  r h e  d e r i v a t i o n  I  o f  R  l i f  t s  t o  a  d e r i v a t i o n  o n  C *
aR

w h i c h  a g r e e s  w i t h  m u l i t p l i c a t i o n ,  i n v e r s e  a n d  u n i t ) .  a '

f  f  \ ^ /  s a t i s f  i e s  ( C f  )  w e  m a y  a s s u m e  t h a t  l / R / R  i s

S m o o t h p r o j e c t i v e w i t h g e o m e t r i c f i b r e s o f g e n e r a ) t y p e . I f \ , /

s a t i s f  i e s  ( C Z ;  w e  m a y '  a s s u m e  t h a t  \ , l * > i l  a n d  D  d e s c e n d  t o  I ^ J R - > f R

a n d  D R  * h e r e  i l * U n  i s  s m o o t h  p r o j e c t i v e '  D ^  a n d  K ; ' 1 + D R  a r e  r e -.  K  r {  
R / . r

l a t i v e l y  a m p l e  d i v i s o r s  o n  F * Z n ,  W R = f r R t D R  a n d  t h e  o e o m e t r i c  f i -

b r e s  o f  D R / R  h a v e  s i m o l e  n o r m a l  c r o s s i n g s ,  l f  u t  s a t i s f i e s  ( c l )

w e  m a y . " r r u r "  i l  d e s c e n d s  t o  a  s m o o t h  o r o i e c t i v "  i l o / R '  I n  a l l  c a -, K

s e s  w e  m a y  a s s u m e  f r ' O / R  f , u ,  a  s e c t i o n  a n d  l e t  P R / R  b e  t h e  r e l a -  
,

t i v e  p i c a r d  s c h e m e  o f  i l ' * / n ;  s i n c e  S p e c  R  i s  n o t  l o c a l l y  N o e t h e r i a n
'..

i t  i s  n o t  c l e a r  t h a t  P R / R  e x i s t s  a p r i o r i  b u t  w e  c a n  c h o o s e  
"  

' , n ] . -

t e l y  g e n e r a t e d  c - s u b a l q e b r a  R o  o f  R  s u c h  t h a t  w o z n  a n d  i t s  s e c ' t i o n

d e s c e n d  t o  s o m e  s m o o t h  p r o j e c t i v t  f O ^ / * o  p l u s  a  s e c t i o n  a n d  t h e n

_ o

t a k e  b y  d e f i n i t i o n  P R  b e  t h e  p u l l b a t k  o f  t h e  r e l e t i v e  P i c a r d  s c h e -

-  i  , h  t t ^ ! -  + ! . - +  t  f i b r e s  o f  P ^ / R  a r e  i s o g e n o u s
m e  o r  * R  / t 1 o .  N o t e  t h a t  t h e  q e o m e t r i c  ' K

(J

t o  t h e  A l b a n e s e  v a r i e t i e s  o f  t h e  g e o m e t r i c  f i b r e s  o f  W R / R '  P i c k  a n y

r e l a t i v e l y  a m p l e  l i n e  b u n d l e  4 ,  o n  t h e  a b e l i a n  s c h e m e  P R / R  l e t

* n . A r C ( = C - v a r : i e t y  o f  m o d u l  i  o f  p o l a  r i z e d  a b e l i a n  v a r i e t i e s )  b e  t h e

i m a g e  o f  t h e  g e n e r i c  p o i n t  o f  S p e c  R  v i a  t h e  m a P  S p e c  R * t & €  c o r r e s -

p o n d i  n g  r o  ( p R / R ' & )  .  S i n c e  A l b  ( i l )  d o e s  n o t  d e s c e n d  t o  G  t h e  s a m e

h o l d s  f o r  p i c o ( i l )  s o  x  i s  n o t  a  c l o s e d  p o i n t  o r '  " & G '  L e t  ( [ . ( x )  b e

t h e  r e s i d u e  f  i e l d  o f  , . A , C  a t  x  a n d  p i c k  a n y  e l e m e n t  o ( € G ( x ) " X f  C '  t l e

m a y  a s s u m e  " ( 6  R ,  B Y  ( 1 , 4 )  w e  c a n  f i  n d  a

y ( D ^ = a [ t ]  )  a n d  a  m o r p h i s m  Y + S p e c  R  o f
\t, A

t h e  f  i e l d  o f  c o n s t a n t s  o f  ( C ( Y ) ' l  )  i s  G

i n d u c e d  b y  t h e  c c i m p o s e d  m ' a P  m ; ' Y ' * > ' S n e ' c  R

s m o o t h  a f  f  i n e  D U : v a  r i e t Y

D C  -  s c h e m e s  s u c h  t h a t

a n d  t h e  ' " p  G P I ' - > 0 ( Y )

* r  r \C  . , i  s  i .n . j  e ,c t  i  ' ve , "c r '  So^ .  the"
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t h e  g e n e r i c  p o i n t  o f  Y  i s

f  t h e  d i a q r a n r

n o t  a  c l o s e d  p o i n t  o f " f u c

c h a n q e  a n d  i f  W r ,  D . , ,  P , ,  a r e  d e d u c e d
) I T

t h e n  t r r e  d J i )  - v a t  i e t y  p , e d T T )  d o e s
. I

( x ) ,

( x )  u

w v G V y  - r z v

i s  d e d u c e d  f r o m  ( x ) *  v i a  b a s e d

b y  b a s e  c h a n g e  f r o *  i l * ,  D R ,  P n

n o t  d e s c e n d  t o  C .  N o t e  t h a t  f ,
.\)

t o r  f  i e l d  0  o n

W e  m a y  a s s u m e  0

e m b e d d e d  i n t o  Y

i n d u c e s  a  v e c t o r  f  i e l d  0  o n  Y  a n d

> y  a n d  , / y  i s  a n  i n t e g r a l  s u b v a r i e t v  o f  > y  f o r

d o e s  n o t  v a r i i s h  o n  Y .  L e t  B  b e  a n  a n a J y t i c  d i s k

w h i c h  i s  a n  i n t e g r a ' l  s u b v a r i e t y  f o r  0  a n d  I e t

f R
WB + \ /B -> 5B

a  v e

g "

b e  d e d u c e d  f r o m  ( x ) y  v i a  b a s e  c h a f i g e  B - > Y .  T h e n  V g  i s  a n  i n t e q r a l

s u b v a r i e t y  o f  Z u  f o r  i l .  B y  H a m m ' s  r e s u l t  w e  d i s p o s e  o f  a n  a n a l y t i c

i s o m o r p h i s m  f :  Z g  - - r 2 o  x  B  a s  i n  ( 1 . 2 ) .  L e t ' s  m a k e  t h e  o b v i o u s  r e -

m a r k  t h a t  a n y  c l o s e d  a n a l y t i c  s u b s e t  o f  Z o x B  w h i c h  i s  a n  i n t e g r a l

s u b v a r i e t y  f o ,  
f t  

( n o t a t i o n s  a s  i n  ( 3 , 2 ) )  i s  n e c e s s a r i  J v  o f  t h e

f o r m  2 . ,  x B  w h e r e  > i  i s  a  c l o s e d  a n a l y t i c  s u b s e t  o f  ) o .  F l e n c e

o ' ( V g ) =  2 . , ^ g  w i t h  Z  I  a s  a b o v e . '  F o r  a n y  b 6 B  I  e t  \ ^ / b , V  
b ,  

Z b , i l O ,  n b , P b

b e  t h e  f  i b r e s  a t  b  o f  t h e  c o r r e s p o n d i n g  s p a c e s r  N o t e  t h a t  i f  \ l  s a -

t i s f i e s  o n e  o f  t h e  P r o p e r t i e s  ( c t ) ,  ( c z ; ,  ( c : )  t h e n  b a c h  l l b  s a t i s -

f i e s  t h e  c o r r e s D o n d i n - q  p r o p e r t y ,  F i x  a  p o i n t  b o € 8 ,  1 e t  f r b t V n ^ t U O
. U

b e t h e a n a l y t I c i s o m o r p h i s m i n c l u d e d b y r a n d l e t u b b e t h e c o m r i , o .

s i t i o n

t-
v .

h

u , : V ,  -  
> V ,

D D D
n

f u  
, u u

T h e r r  u o ( V b . ) = f b ( V b )
o

c o n t a i n s  a n  o p e n  s e t  o f  I { b  ( i n d e e d  a
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e  Z a r i s k i  o o e n  s e t ! )  s o  b v  t h e  0 r i f f  i t h s : K i n g  r d s u l t s  ( 3 , ' | )  u b  i s

r a t  i o n a l  .  C o n s e q u e n t l y  w e  h a v e  a  s u r  i e c t i  v e  m o r P h  i  s m  A l  b  ( V b  )  - - t
(recal l  bL'aV O

A l b ( V / * )  ( w h J ? e r / f ' A l b "  o f  a  s i n o u l a r  v a r i e t v  i s  b v  d e f  i n i t i o n

r r A l b r r  o f  a n y  o f  i t s  s m o o t h  o r o i e c t i v e  m o d e l s ) .  S i n c e  a n  a b e l i a n

v a r i e t y  c o n t a i n s  a t  m o s t  c o u n t a b i y  m a n y  
" u " r # # # p r o l  

l o w s  t h a t

t h e  P ,  ' s  ( t o r  b 6 B )  f a l  I  i n t o  a t  m e s t  c o u n t a b l v  m a n Y  i s o m o r n h i s m
D

c l a s s e s .  B y  ( 3 . 3 )  t r , . C I I )  - v a r i e t y  P v s A - G )  d e s c e n d s  t o  C r  c o n t r a -

Qhe (irtt asser-t!s!-:-9--r
d i c t  i o n . - V 0 u r  t h e o r e m  i s  D r o v e d ,

( 3 . 6 )  T o  c o n c l u d e  t h e  p r o o  f  o f  ( i .  t )  J e t ' s  c o n s i d e r

t h e  c a s e  w h e n  G = T N  i ,  a n  a J q e b r a i c  v e c t o r  g r o u P '  I n  n o t a t i o n s  o f

( 3 . 3 )  l e t ' s  c h e c k  t h a t  X * r . r 2 *  d o e s ,  n o t  d o m i n a t e  X .  A s s u m e  i t

t *ru
A o e S Z t  e t  V  b e  a  c o m D o n e n t  o l '  X * n Z *  d o m i n a t i n g  X .  S i n c e  Z  i s

u n i p o t e n t ,  b y  [ A U l t o r  b y  [ U 3 l  ,  C h a n t e r  l l ,  S e c t i o n  3 )  2 *  i s  a  s p l  i t

D - s c h e m e  ( w h i c h  b y  d e f  i n i t i o n  m e a n s  t h a t  t ! ( 2 * )  h a s  , n  f i - b a s i s

k i l l e d  b y  f ,  ) ,  S i n c e  V  i s  a  D - s u b s c h e m e  o f  2 *  i t  m u s t  a l s o  b e

s p l i t ;  i n  p a r t i c u l a r  V  d e s c e n d s  t o  € ,  C o n s e q u e n t l y  A l b ( V )  d e s c e n d s

t o  q ,  s i n c e  A 1 b ( V )  d o m i n a t e s  A 1 b ( X ) ,  b y  t h e  " r i g i d i t y  t h e o r e m "  ; "

f .  1  ^ /
L L a 3 J  ,  p , z o ,  A 1 b ( X )  m u s t  a l s o  d e s c e n d  t o ( ,  c o r - r t r a d i c t i o n ,

4 .  P r o o f  o f  t h e  C o r o l  l a r i e s

t c l

h a . l

V A

B v

i a n

e n t  t o  c h e c k  t h a t  i i

s  i n t o  a n  a b e l i a n  v a

i s t s  a  d o m i n a n t  m o r -

r i e t y  o f  g e n e r a l  t y P

f r l  o , 1 2 0  ( a n d  i t s

s u b v a r i e t y  A 1  o f  A

( 4 . 1 )  F r o o f  o f  ( 1 . 3 ) .  l t  i s  s u f f

X  i s  s m o o t h r n o t  a n  a b e J  i a n  v a r i e t y ,  b u t  e m

r i e t y  A  w i t h  f  t 8  -  t r a c e  z e r o  t h e n  t h e r e

p h i s m  X + W  w h e r e  t , r /  i s  a  s m o o t h  p r o i e c t i v e

s u c h  t h a t  A l  b  ( \ , J )  d o e s  n o t  d e s  c e n d  t o  (  ,

p r o o f  o n  p p . 1 2 1 - 1 Z Z )  t h e r e  e x i s t s  a n  a b e l

a  c o m m u t a t i v e  d i a q r a m

^ ^ , ]
d t r u
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A
I

l a
\,

A /  A 1

X
t

- l
f l

I
V

l^/

"_*>

w h e r e  t h e  h o r r i z o n t a l

p r o j e c t i v e  v a r i e t Y  o f

= K o d a i r a  d i m e n s i o n  o f

a r e  i s o m o r p h i c  t o  A l .

a b e l  i a n  s u b v a r i e t y  o f

\ , / e  g e t  a  c o m m u t a t i v e

l ^ /  i s  a  s m o o t h

l , t o  k ( X ) =

w h o s e  f  i ' b r e s

f  a  n o n - z e r o

0  s o  d i m  l , / 7 0 .

0' ( A 4 ) = ll '(d ( R, + R 3 ) ) 
=?'( a( A z) ) 

= yt(ft o r) ) 
= 0

s o  A 4 c  A . ,  w h i c h

T h i s  c l o s e s  t h e

i s  e  c o n t r a d i c t i o n

p r o o f .

4

;
I

a r r o w s  a r e ' c l o s e d  i m m e r s i o n s ,

q e n e  r a  i  t y p e  o f  d  i  m e n s  i  o n  e q u a

X ,  w h i  l e  f  i s  a  s u r i e c t i v e  m a P

S i n c e  X  i s  n o t  a  t r a n s l a t i o n  o

f 1
A ,  b y  L u  J  p . I  l 7  w e  h a v e  ' t <  ( X )  >

i

d i a q r a m

w i t h  f  , r r j e c t i v e .  t / e  s h a l . l  b e  d o n e  i f  b r e  P r o v e  t h a t  A l b ( U )  d o e s

n o t  d e s c e n d  t o  V  ,  A s s u m e  i  t  d o e s .  N o t e  t h a t  A l  b  ( \ ' / )  l 0  b e c a u s e

, ^ P  c o n t a i n s  W .  L e t  A r = k e r f , ,  A r = K e r d ,  A 4 = l r n c ( ,  A 5 = A l b ( X ) / ( A Z +

+ A r ) .  N o w  U 5  b e i n g ' a  s u o t i e n t  o f  A l b ( W )  w h i c h  d e s c e n d s  t o  (  n u s t

i t s e l  f  d e s c e n d  t o  4  A t  t h e  s a m e  " r i q i d i t y "  t h e t ) r e m  L t ]  P , 2 6

B u t  A 5  b e  i . n g  a  I  s o  a  q u o t  i e n t  o f  A 4 ,  b v  P o  i n  c a  1 6 ' s  c o r n P l  e t e  r e d u c  i -

b i l i t y  t h e o r e m , A 4 . b n t a i n s  a n  a b e l i a n  s u b v a r i e t y  A 5  i s o g e n o u s  t o

A 5 .  T h e n  A 6  a l s o  d e s c e n d s  , o . 4 .  S i n c e  A  h a s  Y / V  - t r a c e  z e r o  w e .
/

m u s t  $ 1 " u u  A 5 = 0  s o  A 5 = 0  s o  A Z * A 3 = A l  b  ( X )  .  H e n c e

A

l . ' '
l J l

t,

A /  A .
I

A t b ( x )

f l
A l b ( l { )

a n d  d i m  A r <  d i m  X .s i n c e  X c A U



( 4 , 3 )  L E H M A .  L e t  k c K

c l o s e d  f  i e l d s  o f  c h a r a c t e r i s t i

c a r d l n a l  o f  D l  ,  T h e n  t h e r e  e ' x i s

o
t h e  f  i e l d  o f  c o n s t a n t s  o f  d  i s

n e d l y  c l o s e d ;

a /-  t o

( 4 . 2 )  C o r o l l a r y  ( t . 4 )  f o l l o w s  d i r e c t l y  f r o m  ( t . t )
N

s  i n c e  u p o n  l e t t  i n q  X = A \  ( t * - i  H i  )  w e  h a v e  t h a t  A l b  ( X )  = A  a n d  X  s a t  i s -
l = u

f  l e s  t h e  t r c u r v e t u r e t r  p r o p e r t y  ( C z ) ,  C o r o l i a r y  ( 1 . 5 )  a l s o  f o l l o w s

d i r e c t l y  f r o m  ( t . . t )  b e c a u s e  A l b ( X )  d o e s  n o t  d e s c e n d  t o  (  a n d  X

h a s  p r o p e r t v  ( C a ) ,  T o  p r o v e  C o r o i  l a r i e s  ( , | . 6 )  a n d  ( . | . 7 )  w e  n e e d  t h e

f o l l o w i n g  e a s y :

b e  a n  e x t , e n s i o n  o f  a l g e b r a i c a l i y

e  z e r o  s u c h  t h a t  t r . d e g  K / k  i s  t h e

t s  a  d e r i v a t i o n  f , , f _ - > K  s u c h  t h a t

k  a n d  t h e  z 1 - f  i e l  d  ( r , f , )  i s  c o n s t r a  i -

P  r o o f .  I  t  i  s  s u  f f i  c i  e n t  t o  c o n s t r u c t  a  c o n s t r a  i  n e d l  v

c l o s e d  A  - f i e l d  g  w h o s e  c o n s t a n t  f i e l d  i s  k  a n d  s u c h  t h a t  t r . d e g '

T / U  i s  t h e  c a r d i n a J  o f  S l .  F o r  t h i s  i t  i s  s u f f i c i e n t  t o  c o n s t r u c t

a  d e r i v a t i o n  f ,  o f  t h e  o u r e l y  t r a n s c e n d e n t a l  e x t e n s i o n  L = k ( x l , x  2 t . . .

. . . , )  o f  k  ( w h e r e  
f * n 3 n u a , f  

i s  a  s e q u e n c e  o f  v a r i a b l e s )  s u c h  t h a t

t h e  f i e l d  o f  c o n s t a n t s  o f  t  i s  k ;  i n d e e d  a n y  c o n s t r a i n e d  c l o s u r e

n (
l f J  o f  ( t ,  d  )  w i  I  I  t h e n  d o  f o r  o u r  f ,  N o w  t o  c o n s t r u c t  d  2  L - > L
, 1 "

t a l < e  a n y  f a m i l V  i . n l  n . O l  o f  e l e m e n t s  i n  k r ) i n e a r l y  i n d e p e n d e n t  o v e r

E  a n d  d e f  i  n "  t = Z  E ^ X -  +  ,
n-eN 

n.  n  d^n

( 4 . 4 )  P r o o f  o f  ( 1 . 6 ) .  A s s u m e  A , X  a n d  I  a r e  a s  i n  L a n g ' s

c o n j e c t u r e  s t a t e d  a s  i n  t h e  b e q i n n i n q  o f  t h g  I n t r o d u c t i o n  a n d  a s -

s u m e  X n l -  i s  Z a r i s k i  d e n s e  i n  X .  S i n c e  l -  i s  a t  m o s t  c o u n t a b l e

t h e r e  e x i s t s  a n  a l g e b r a i c a i  l y  c l o s e d  s a b f i e l d  K  o f  G  s u c h  t h a t

t r . d e g . K / Q  i s  t h e  c a r d i n a l  q f  { N ,  A  a n d  X  d e s c e n d  t o  K  a n d  X * n f l =

= X n f ' ;  i t  f o l l o w s  t h a t  X O ^ F  i s  Z a r i s k i  d e n s e  i n  * K .  B y  ( 4 . 3 )  K

h a s  a  s t r u c t u r e  o f  c o n s t r a i n e d l y  c l o s e d  A - r i e t a  w i t h  c o n s t a n t

f  i e l d  Q ,  B y  ( 1 . 2 )  t h e  A - c l o s u r e  Z  o f  X * n P  i n  X n  h a s  A - t v p .  z e t : t
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S i n c e  A f  h a s  K / q  -  t r a c e  z e r o  i t  f o l l o w s  b y  ( 1 , 3 )  t h a t  X f  i s  a

t r a n s l a t i o n  o f  a  n o n z e r o  a b e l  i a n  s u b v a r i e t r r  o f  A f  h e n c e  X  i s  a

t r a n s l a t i o n  o f  a  n o n z e r o  a b e l  i a n  s u b v a r i e t y  o f  A .  T h i s  p r o v e s

( 1 . 6 ) .

( 4 . 5 )  P r o o f  o f  ( t , 7 ) ,  B y  t h e  t r a c e  c o n d i t i o n  f o r  a n y

p o s i t i v e ' d i m e n i i o n a l  s u b v a r i e t y  X  o f  A  w e  h a v e  t h a t  A l b ( X )  d : " ,
q:ea <?, , ,  , \  ,  -  ,c

n o i " T o  Q - .  T h e n  u s i n g  t h e  s a m e  a r g u m e n t - i n  ( l { . 4 )  o n e  c a n  r e d u c e  ( t . 7 )

t o  t h e  " o J g e b r a i c  v e c t o r  g r o u p  c a s e "  o f  ( t . t ) .

5 ,  A - c h a r a c t e r  m a p

l n  w h a t  f o i  l o w s  t h e  r e a d e r  i s  a s s u m e d  t o  b e  f a m i l  i a r

l q l -

w i r h  L e ' l  a n d  L B Z l  ,  T h e o r e m  ( t , t )  h a s  a  n i c e  i n t e r D r e t a t i o n  i n

.  t e r m s  o f  A - p o l y n o m i a l  f u n c t i o n s  o n  p r o i e c t i v e  v a R i e t i e s .  [ / e  w o u l d

l i k e  t o  g i v e  t h i s  i n t e r D r e t a t i o n  h e r e .

L e t  X  b e  a  D o s i t i v e  d i m e n s i o n a l  s m o o t h  o r o j e c t i v e  ? - u a r i e '

t y .  T h e n  o n e  c a n  d e f i n e  a  s e q u e n c e  o f  A - p o l y n o m i a l  m a p s  ( c a l l e d

A - c h a r a c t e r  m a p s )

a s  f o l l o w s .  C o n s i d e r  t h e  F - s p a c e  o f  a l l  A - p o l  v n o m i a l  c h a r a c t e r s

o f  o r d e r  1 r  o n  t h e  A i b a n e s e  v a r i e t y  A  o f  X .  T h i s  s p a c e  i s  f  i n i t e

d i n r e n s i o n a l ,  s a y  o f  d i m e n s i o n  M r .  P i c k  a ' b a s i s  o f  t h i s  s P a c e  a n d
M

c o n s i d e r  t h e  A - p o l v n o m i a l  h o m o m o r p h i s m  A - ?  
r  d " f i n e d  b v  t h i s

M

b a s i s ,  T h e n  ! ,  i s  b y  d e f i n i t i o n  t h e  c o m p o s i t i o n  X - >  A  ̂ ,  g  r  w h e r e

X - >  A  i s  t h e  A l b a n e s e  m a p  o f  X  c o r r e s D o n d i n g  t o  s o m e  f i x e d  p o i n t

o n  X .  T h e n  w e  h a v e :

V r : X - " I  
t ,  1  > 7 1

( 5 . t )  C 0 R 0 L L A R y .  A s s u m e  X  i s  n o t  a n  a b e l  i a n  v a r i e t y  a n d



1 B  -

e m b e d s  i n t o  s o m e  a b e l i a n  v a r i e t v  w i t h  y / g  - t r a c e  z e r o .  T h e n  f o r

r > > 0  n o  f  i b r e  o f  Y _  i s  Z a r i s k i  d e n s e  i n  X .

p r o o f  ,  U s e  ( 1 , 1 )  ,  ( l  . Z ) ,  ( 2 , 3 )  p l u s  t h e  f a c t  r h a r
M

K e r ( A  * > Y  
' r ; = o *  

f o r  r > ) 0  ( c f .  
f t , , l  

( 6 . 1 ) )  p r u s  t h e  f a c t  t h a t  x

d o m i n a t e s  s o m e  s m o o t h  p r o , i e c t i v e  v e r i e t y  o f  g e n e r a l  t y r , e  w h o s e

A l b a n e s e  v a r i e t y  d o e s  n o t  d e s c e n d  t o  (  ( r f .  ( 4 , . l ) ) .

( 5 , ? )  C 0 R 0 L L A R y .  A s s u m e  X  i s  a  c u r v e  n o t  d e s c e n d i n a  t o  g

o f  g e n u s  g l z 2 .  T h e n  V ,  h a s  f  i n i t e  f  i b r e s  f o r  r > > 0  ( a n d  i n d e e d

f o r  r 7 2  i f  X  h a s  A - r a n k  g ) ,

C g n j e _ t - t u r g  1 )  l f  X  i s  a  s m o o t h  o r o i e c t i v e  c . u r v e  o f  q e n u s

t  i o n  m a p  ( ! a ( o )  - >  ? a ( x )

i s  f  i n  i t e .

2 )  F o r  X  a s  a b o v e  a n d  i n  a d c l i t i o n  A - q e n e r i c  t h e  r e s t r i c -

r i o n  m a p  0 6 ( o ) - r ( i A ( x )  i s  s u r j e c t i v e .

S t a t e m e n t  l )  w o u l d  i m p l y  t h a t  f r ( X )  i s  A - c l o s e d  i n
M

f ,  '  f o r  r ; 0 .  0 n  t h e  o t h e r  h a n d  2 )  w o u l d  i m p l y  t h a t  f o r  X  A - g e n e -

r l c  t h e  m a p  f r , X - r 3 9  i s  a  A - c l o s e d  e m b e d d i n g ,  T h e  l a t t e r  c o n j * " -

t u r e  i s  s o m e w h a t  s u p p o r t e d  b y  t h e  f a c t  t h a t  a  " s u f f i c i e n t l v  e e n e r a J '

c o m p l e x  c u r v e  c o n t a i n s  n o  n o n - z e r o  t o r s i o n  o o i n t  o f  i  t s  J a c o b i a n

r . I

Ls 'J  .

P r o o f .  U s e  ( t . t )  ,  ( 1 . 2 ) ,  ( 2 , 3 )  a n d  f t , , l  ( 6 . 1 ) .

I  t  i  s  t e m p t  i  n g  t o  m a k e  t h e  f o l  1  o w  i  n q :

R e f e r e n c e s

f  u n c t i o n s  l :

f u n c t i o n s  l l :

A . B u i u m :  G e o m e t r v  o f  d i f f e r e n t i a l  p o l y n o m i a l

a l q e b r a i c  g r o u p s r  P r e p r i n t  I N C R E S T  5 5 / 1 9 8 9 ,

A . B u i u m :  g e o m e t r y  o f  d i f f e r e n t i a l  p o l v n o m i a l

a l g e b r a i c  c u r v e s ,  P r e p r i n t  . l N C , R E , $ T  1 / 1 9 9 0 ,

It ^
L o t

I D

L"2



[u rl
[uq l

t r l

f'l

frl

F*l

[ r l
[r , l

F' l

L*rl

[*, I

[ ' ' l

'  Ll 'r l

[ ' r  l
f ' l
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A . B u i u m :  A l q e b r a i c  D - q r o u n s ,  t o  a p D e a r .

A , B u i u m ,  S n i i t t i n g  d i f f e r e n t i a l  a . l  q e b r a i c  q r o u D S ,  . l  . A l _

g e b r a ,  1 3 0 t 1 ( t 9 9 0 ) ,  9 7 - 1 0 5 ,

P . C a s s i d y :  D i f f e r e n t i a l  a l q e b r a i c  q r o u D s ,  A m e r . J . M a b h .

9 t +  ( t  9 7 2 )  ,  8 9  r  -  9 5 4  ,

G .  F a l  t i  n g s :  E n d . |  i  c h k e i  t s s a t z e  r i i r  a b e l  s c h e  v a r i e t i i t e n

i i b e r  Z a h l k o r p e r n ,  t n v e n t , M a r h .  l l ( l g B 3 ) ,  3 4 g _ 3 6 6 ,

H . G r a u e r t :  M o r d e l l ' s  \ / e r m u t u n q  i j b e r  r a t i o n a , l e  F u n k t e  a u f

a l g e b r a i s c h e n  K u r v e n  u n d  F u r i c t i o n n e n l < o r p e r ,  p u b l . M a t h ,

r H E S ,  2 5 ( 1 9 5 5 ) ,

P . A . 0 r i f  f  i t h s ,  J . K i n g :  N e v a l  i n n a  t h e o r y  a n d  h o l o m o r n h i c

m a p p i n q s  b e t w e e n  a l q e b r a i c  v a r i e t i e s ,  A c t a  M a t h , 1 3 ( 1 9 7 3 )

1  \ 6 - 2 2 0 ,

H . H a m m :  D i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  a n d  l o c a l  s v s t e m s ,  t o  a D n e a r

1 4 . 1 1 i n d r y ,  A u t o u r  d ' u n e  c o n i e c t u r e  d e  S e r q e  L a n g ,  I n v e n t .

M a t h ,  9 4 , 3 ( l g B B ) ,  5 7 5 - 6 0 5 ,

E , K o l c h i n :  D i f f e r e n t i a l  A l q e b r a  a n d  A l q . b r a i c  0 r o u n s n
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