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i L .  I N T H N D U C T I O I V

Al l  the  r i  ngs  cons idered r r ; i r r  be  commuta t ive  ,  r rJ i t ,h

u n i t  a n d  n o e t h e r i a n .  F o r  a  r i n g  A ,  u r e  d e n o t e  b y  n ( n )  t h e

L o t a l  q u o t i e n t  r i n g  o f  A "  F o r  n o t a t i o n s  a n d  d e f i n i t i o n s  n r : t

e x p l a i n e d  h e r e ,  o n e  c a n  $ e e  [ A J .

R e c a l l  t h e  f o l l e u r i n g  c l e f i n i t . i o n .

( f  . f )  0 ! f l , N U J g ! "  A  n o e t h e r i a n  i n t e g r a }  d o m a i n  A  i s

c a l l e d  j a p a n e s e ,  i f  f o r  a n y  f i e r c i  L e  f i . n i t e  e x t e n $ i o n  o f

t h e  q u o t i e n t  f i e l d  K  o f  A ,  t h e  i n t e g r o l  c r o s u r e  o f  A  i n

L  i s  a  f i n i t e  A * a l g e b r a .

U J e  k r i l l  a l s c i  n e e d  s a m e  d e f i n i t i o n s  a n d  r e s u l t s

c o n D e r n i n g  v a r i o u s  s e t s  o f  a s y m p t o t i c  p r i m e  d i v i s o r . s  ( f o r

more de ta i ts  see fs l  ano L t l  ) ,
( f .e )  Q.Et$J I .Jgry" ,  Le t  A  be  a  r ingo r  an  idea l  o r  Ao

. T h e  s e t  f "  =  
l x  

e n /  t h e r e  e x i s t s  
" J o . n r e c n €  

A ,  s u c h  t h a t

c ,  €  I i  f o r  a n y  i  a n d  x m  +  
" 1 * t - 1  

* .  o . . + c m  =  0 l  i s  c a l l e d

t h e  i n t e g r a l  c l o s u r e  o f  I .

I t  i s  e a s i l y  s e e n  t h a t  f .  i s  a n  i d e a l  o f  A .

( r , s )  . T H E C I R E t E  ( f g l  e  r  "  s r 3  "  
g ) .  L e t  f ,  b e  a n  i d e a t  o f' - - \ . .

t h e  n o e t h e r i a n  r i n g  A .  T h e n  t h e  s e t s  A s s o ( a / t n ) " )  e v e n t u a l l ; ,

s t a b i l i z e  f o r  l a r g e  n  t o  i l r e  u e l l - d e f i n e d  f i n i t e  s e t s

d e n o t e d  b y  A ( I ) )  r e s p o  A a ( I ) .
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e x t e n s . i o n  o f  i n t e g r o l  d o m a i n s ,  u l h e r e  A  i s  n o e t h e r i a n .  L e t  r  b e

a n  i d e a ]  q f  A ,  A  a  p r i m e  i d e a l  o f  B ,  m i n i m a l  C I v e r  I B .  T h e n

A  n  A  e  n ^ ( l )  ( a n d  a t s o  t o  A ( i ) ,  b y  t , s ) o'  a '  '

( t . l )  pnu?us l r r y ry  ( l t l ,  s . rB ) .  Le t ,  A  be  a  noe the r ian  r i ns ,

r  a n  i d e a l  o f  A ,  p  a  p r i m e  i d e a l  o f -  A .  T h e n  p € A a ( r )  i f  a n d  o n l y

i f  t h e r e  i s  a  m i n i m a l  p r i m e  i d e a L  A  o f  A ,  s r r c h  t h a t  Q g  p  a n d
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( r .  n )  D [ r I  N r r r f l \ 1 "L e t  A  b e  a  n o e t h e r i a n  r i n g ,  I  a n  i d e a l
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r I .u-1
f n  U 5 J  x  J " f f a r o L  p r o v e d  t h e  f o l l a u i n g  r e s u l " t  c n n c e r n i n g

t h e  f i n i t e n * s s  o f  t h r e  i n t e g r a - l  c l o s u r e  o 1 ' a  n o e t h e r i a n  d o m a i n ,

(z . I )  I1g .g [g f l "  ( [ : l  ,  r ,? )  t -e t  A  t re  a  noether ian  in tesra ]

d o m a i n  ,  l (  i ' b s  f i e l d  o f  q u o t i e n t s ,  L  a  f i e l d ,  f i n i t e  e x t e n $ i c l n

o f  - K o  A '  t h e  i n t e g r a l  c l o s u r e  o f  A  i n  L ,  L e ' b  I  b e  a n  i d e a l  a f

o
A  s u c h  t h a b

a )  A  i s  I - a d i c e l l y  c o q r p l e t e ;

b )  t \ / p  i s  ; i a p a n e s e  u  f  o r  a n y  p r . i m e  P  c o n t a i n i n g  f  .

T h e n  t h e  f o l l o r r r i n g  a r e  e q u i v a l e n t :

1 )  A r  i s  a  f i n i t e  A - a l g e b r a ;

e )  T h e  r a d i c a l  o f ,  I A t  i s  a  f i n i t e l y  g e n e r a t e c j  i d e a l  o f  A $

a n d  I A  t  h a s  o n i y  a  f  i  n i t e  n u m b e r  a f  r n i n i r n a l  p r i m e  i d e a l s ,

t r l e  u l i l l  p x o v e  a  s t r a n g e r  v e r s i o n  o f  t h i s  r e s u l t "  F o r

t h a t  b r e  u r i l l  . n e e d _  t h e  f o l l o w i n g ;

( z ; e )  l , nn f  ns r r r n r r r  ( see  a r so  I s ]  ,  1 .  g )  ,  Le t  A  be  a

n o e t h e r i a n  i n t e g r a l  d o m a i n ,  K  i t s  1 " i e l " d  r : f  q u o t i e n t , s ' n  L  a

f i e l d ,  f i n i t d  e x t e n s i o n  o f  K r  A r  t h e  i n t e p r a l  c l o s u r e  c l f  I t

i n  L n  L e t  J  b e  a  f i n i t e l y  g e n e r a t e d  i d e a L  o f  A r .  T h e n ' i : f r e r e

a r e  f f i f f i s  a n l y  f i n i t e l y  m a n y  p r i r n e  i d e a l s  o f  A s ,  m i n i m a l .  o v e r  J "

F IA -o f  Le t  B  be  a  f i n i t , e  l l *a lgeb ra  u r i t h  f i e ld  o f

q u o t i e n . t s  L .  T h e r r  B  j . s  a  n o e t h e r i a n  i n t e g r a l  d o m a i n  a n d  i t s

i n t e g r a l ,  c l o s u r e  i s  A r o  N o w  u r e  c a n  a p p l v  ( [ S l ,  1 . 9 )  t o  g e t

t h e  c o n c l u s i o n o

( 2 . 3 )  p n L p q S I T I u N  
"  l - e t  A  b e  a  n o e t h e r i a n  i n t e g r a l

d a m a i n ,  l (  i t s  f i e l d  o f  q u o t i e n t s ,  L  a  f i e l d o  f i n i t e  e x t e n t , i c n

o f  K , 4 t  t h e  i n t e g r a l  c l o s u r e  o f  A  i n  L .  L e t  I  b e  a n  i d e a l

o f  A  ' s u c h  t h a  t  3
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s )  A  i s  l - a d i c a l l y  c a m P l e t e l

b )  A / p  i s  j a p a n e s e  f o r  a n y  p r i m e  i d e a l  p  G  A a ( I ) .

T l r e n  t h e  f o l l o u r i r r g  a r e  e q u i ' u a l e n t ;

' 1 )  4 t  i s  a  f i n i f e  A * a l g e h t r a ;

2 ) t h e r a d i r a } o f l A t i s f i n i t e } y g e n e t a t e d .

PIS .q I .  0bv ious lv  1 )  = * '1 "  Fo r  the  p roo f  o f  2 )  =+  1 )

t " l  J . L : e  t h e  r a d i c a l  o f  f  A r .  T h e n  b y  ( z " Z )  J  =  Q l f l  ' u  n  f l  Q n  t

u h e r e Q l r . . " r Q n a r e t h e m i n i m a l p r i m e o v e r * i c i e a l s o f f A t '

L e t  F i  *  Q r n  R  ,  f o r  i  =  1 1 ' o o  v r l o  T h e n  p ' €  A a ( I )  b y

( t " o )  a n d  L o ( u r )  t  t < ( p i i l '  t -  "  $ i n c e  n / P i  i s  j a p a n e s e  i t

f  o l l o u s  t t r a t  1 r  / A i  i s  a n  A / p  i  
-  I l r o d u l e  o f  f  i n i - t e  t y p e  u  I n

pa r t i c r . l l a r  n  A  t / f t i  j - s  nne t i re r i an "b1e  have  a l so  tha t  14 t  / J  i s  a

f i n i t e  A / I  a l g e b r a '  F : r a m  t h e  e x a c t  s e q u e n c e

o  Jn  / Jn* " l  *  -  -  f \ ,  / JnnL

u r e  g e t  b y  i n d u c t i a . n  t h a t  h ' / J n  i s  a  f i n i t e  A - a l g e b r a r  f o r

a n y n a t u r a l n u m b e r f 1 g s i n c e ] i s f i n i t e l y g e n e t a t e d ' B u t

t h e r e  i s  a  n a t u r a l  n u r u b e r  n )  s u c h  t h a t  J n  g  I A t  n  s c r  q r / I A l

i s  a  f i n i t e ,  A - a l g e b r a  "  B Y  [ . = l  ,  ( t ' t ]  R r  i s  s e p a r a t e d  i n

t h e  l - a d i c  t o p o l s g y  r  s o  b y  a  r r r e l l - k n c u r n  l e m r n a  ( s e e  f  o r

i r r s t a n c e  F l ,  8 " 4 )  n  u e  o b t a i n  ' L h a t  g  t  i s  a  f  i n i t e  A * a l $ e b r a "

T h e  n e x t  g b e p  i s  t o  s e e  t u h a t r s  h a p p e n i n g  t u h e n  A  i s

,  n o  m c , t e  a  d o m a i n o

(  2 .4)  3nqg-qggry. !  .  Let  A be a noether ian r inq '  r

a n  i d e a l  o f  A e  Q  a  m j - r r i m a l  p r i m e  i d e a l  o f  A o  S u p p o s e  t h a t ;

a )  A  i s  I - a C i c a I l Y  c o m p l e t e i

b )  A / p  i s  j a p a n e s e  f  o r  a r r y  p r i m e  p  €  A t (  r )  '  t r ' r h i c h

c o n t a i n s  Q  o



L e t ,  L  a  f i e l d u  f i r r i t e  e x t e n s i o n  o f ,  t ( q ) '  A !  t h e

i n t e g r a l "  c l . o s u r e  o f  { \ / A  i n  L n  T h e n  t h e  f o l l o t i l i n g  E r e  e q u i v a l e n t :

1 )  A t  i s  a  f i n i t e  A * a l g e b r a ;

2 )  t h e  r a d i c a l  o f  I A !  i s  f  i n i : t , e l y  g e n e r a t e d "

f l r g g f , ,  L r ; e  h a v e  o n l y  t o  p r o v e  2 )  ' * . . ) I ) " ' L e ' b  P t  G  n r ( r + Q 1 Q ) .

T h e n  p r  =  p / Q ,  u h e i e  n  €  n r ( f  )  b y  ( 1 . ? )  "  N o u r  i t e  c a n  a p p t y  ( Z . f  )

t o  t h e  i n t e g r a l  d * m a i n  e / A  t a  g e t  t h e  c o n c l u s i o n "

.  F i  na11y  u ie  t r  y  to  cJ r  op  cu t  the  comple  te  ness  ass  umpbi  un

o n  A o

l ^  r \  r r r r n n - M  t  - l

t c " r 7  T H t O R [ f Y l .  L e t  A  b e  a  n o e i ; h e r i a n  r e d u c e d  r i n g r  I  a n

i d e a l  c o n t , a i n e d  i n  t h e  J a c o b s a n  r a d i c a l  r : f  A .  t e t  A  b e  a  m i n i n i a ]

p r i m e  i d e a l  o f  A ,  L  a  f i e l d ,  f i n i . t e  e x t e n s i o n  o f  k ( Q ) ,  A t  t , h e

i n t e p r a l c l o s u r e  o f  A  i n  L '  S u p p o s e  b h a t :

a )  t h e  f i b r e  j . n  A  o f  t h e  r * o r p h i s m  A  * - > f i  =  ( n u r ) ^  i u

g e o m e t r i c a l l y  r e d u c e d l

, b )  f t / f  i s  j a p a n e s e  f o r  a n y  p r : i m e  p  €  A a ( i  )  u r h i c h  c o n t a i n s

Q *

T h e n  t h e  f o l l " o i r l i n g  a x e  e q u i v a l e n t :

f )  A e  i s  a  f i n i t e  A - a l g e b r a ;

2 )  t h e  r a d i c a l "  o f  f A e  i s  f i n i t e l y  g e n e t a t e d '

p g g g g "  A s  i n  ( Z , S )  i t  f  o l l n * s  t h a t  A  t / I A !  i s  f  i n i t e  o v e r

A / T  a n d  s o  ? 1  6 O  A t  / I ( f i  e O n  r  )  i s  f  i  n i t e  o v e r  f i  n  L e t  A ' t  b e  t h e

i n t e g r a l  c l o s u r e  o f  f t  i n  A ( f r  € r A L ) .  T h e n  A t r  s  A t t l n  o  o  *  * A t t n  ?

u h e r e  A t t i  i s  t h e  i n t e g r a l  c l o s u r e  o f  f r  i n  k ( A i )  r  i  =  1 e  '  o .  e 1 1  ?

Q l  , .  "  u  * 0 n  b e i n g  t h e  r i n i n i m a l  p r i m e  i d e a l s  s f  t l - l e  r e d u c e d  r i n g

f i s r A L ,  f l a c l r  A r t ,  i s  l - a d i c a l 1 y  s e p a r a t e d r  $ o  A r r  i s  l * a d i c a l l y

separa ted .  0n  the  o the r  hand  tue  have  i nc lus ions  f i  c - * *>  f i  @O11 'c *711 ' l

( - - - *  . )  s o  f r  S O  6 t  i s  l - a d i c a t l y  s e p a r a t e d .  A g a i n  b y

(  L O I , 8 " 4 )  i t  f o l L o u s  t h a t  f r * O A ' i s  f i n i t e  o v e r  f r  a n d  b y
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f  a i t h f  u I  f  l a t n e s $  6  r  i s  f  i . r r i t ' e  n v e l  & '

(Z-g)  ! f l f l ! .LJ=1ry] ' j  Let  A he a n*ether ian reduced r ingu

f  a n  i d e a l  c o n t a i n e d  i n  t h e  J a e o b s o n  r a d i c a l  o f  A o  $ u p p o s e  t h a t l

a )  t h e  g e n e r i c  f i . b r e s  o f  t h e  m o r p h i s m  A  - * ) ( n r f  ) ^ a r e

r e  d u  c e  d ;

b )  A / p  i s  j a p a n e s e  f o r  O n y  p r i m e  p  g  A a ( I ) '

L e i :  A r  b e  t h e  i n t e g r a l  c l o s u r e  o f  d  i n ,  i t s  t a f a l

g u o t i e n t  r - i n g .  T h e n  t h e  f  n l l o t u i n g  & r e  e q u i v a l e n t :

1 )  A . r  i s  a  f  i n i t e  A - a l E e b r a ;

2 )  t h e  r a d i c a l  o f  f A t  i s  f i n i t ' e 1 y  g e n e r a t e d '

P g g g f . "  L e t  Q 1 r ' o o o Q n  b e  t h e  m i ' n i n r a l  p r i m e  i d e a l s  s f

A ,  A i  s  n / A i  I  K i  s  r < ( A i )  f o r  i  =  1 e " n . e r l "  
' f h e n  A r , *  A i * t " ' " r x A f , r

r r l h e r e  A f  i s  t , h e  i n t e g r m l  c l o s u r e  s f  A  i n  K i  "  $ o  A  t  i s  f  i n i i : e

o v e r  A  i f  a n d  o n l y  i f  { j  i s  f i n i t e  o v e r  f l  f o r  a n y  i "

L e t  p t  A  n * ( f + A r l Q r )  f o r  s o m e  i *  T h e n  p r  f  p / A f o  u r h e r e  p  i s  a

p r i m e  j . d e a l  o 1 '  A e  a n d  b y  ( 1 . 2 )  p , e  A a ( I )  * o  A L / P  i s  j a p a n e s e  "
' ,

N o t r r  u e  s e t  t l " i e  c o n c l u s i s n  a s  i n  ( 2 ' S )  "

3. 0N TATII  5 _I t - l I88Elf i

R e c a l l  t h a t  J  "  T a t e  p r o u e d  t h e  f  o l l o t r l i n g  u s e f  u l  t ' h e o r e r n

a b o u t  a  l i f t i n g  p r o p e r t y  f o r  j a p a n e s e  r i n g s  '

(g .1 )  f t Lqn ry  ( see  [ t ] l :  Le t  A  be  a  noe the r ian  no rma]

d o m a i n ,  x  a  n o n - z e r o  e l e m e n t  o f  A  s u c h  t h a t ;

a )  x A  i s  a  P r i r n e  i d e a l ;

b )  A  i s  x A * a ' d i c a l l Y  c o m p l e t e ;

c )  A / x A  i s  j a P a n e s e "

T l r e n  A  i s  j a P a n e s e  "

T h e  f  i r s t .  g e n e r a l i z a j [ , i o n  u , a $  g i v e n  b y  S e y d i  (  [ 8 ]  )

r r r h i c h  d r o p p e d  t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  A  i s  n o r m a l  "  T h e n  w l a r o t  (  [ : 1 )
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d r o p p e d  t h e  a s s u m p t . i o n  t h a i i ;  x f i  i s  e  p r i m e  i d e a l u  c h a n g e d  t h e  
'

c r : n d i t i o n  c )  i n  r t A / P  i s  j a p * n e s e  f  o r  a n y  F  €  A s s u ( n / x n ) t t  a n d  g : u t

s u t r l p l e m e n t a r y  c o n d i t i o n s  o n  t t ' l e  i . n t e g r a l  c l s s u r e  a f  A .  L a s t J - y

0 h i r i a c e s c u  q e u e  t h e  f o l l a u l i n g  g e n e r a l  f ' o r f f i

( :  
"z )  Tg [gS1; .J : l  (  [ r ]  )  .  Le t  A  be  a  ne ]e ther ian  in tesra l .  dnmain ,

x  a  n o n * e e r o  e l e m e  r r t  o f  A  s u c h  t h a t :

a )  A  i s  x A - a r i i c a l l y  c o m p l e t e ;

b )  P , l p  i s  j a p a n e s e  f , o r  a n y  P  €  A s s u : { n / x n )  "rl

T h e n  A  i s  j a p a n e s e o

t /e  u ian t  tC I  ueaken eond i t ion  b)  and then u ,e  u i } l .  t ry  ta

g e n e r a l . i z e  t h e  r e s u l t  i n  t , h e  f l o i l * c a m p l e t e  a n d  n o n - d o r n a i n  c a s e o

(  3 . 1 )  ! n n p n s T T l C I f { "  l - e t  A  b e  a  n o e t h e r i a n  i n t , e g r a l  d o m a i n ,

x  a  h o n - z € r a  e l e m e n t  o f  A o  L e t  5  b e  a  s e t  o f  p r i m e ' i c J e a - l s  C I f  t \

u r i t h  t h e  f o l l o u i n g  p r o p e r t y ;

? t f o r  a n y  d n m a i n  B ,  i n t e g r a l  e x t e n s j . o n  o f  A ,  a n d  a n y  p r i m e

i d e a l  Q  o f  B r  m i r i i n r a l  o v e r  x B c  r r r  h a v e  t h a t  Q  n  n  e .  $ t r .

S u p p o s e  t h a t l

1 )  n  i s  x A * a d i c a l 1 y  c o r n p l e t e  I

t )  A / P  i s  j a p a n e s e  1 " o r  a n y  F e  5 ;

T h e n  A  i s  j c p c n e s e "

q r q g | "  L e t  K  t h e  f i e l d  o f  q u o t i e n t s  o f

f i n i t e  e x t e n s i o n  o f  K r  A l  t h e  i n t e g r a l  c l o s u r e  o f

Q 1 r " . o n 0 n  b e  t h e  m i n i m a l  p r i m e  o y e r - i d e a l s  p f  x A t

f o r  i  =  l e  " o o e r - ' 1 "  T f r e n  p i e  s  a n o  
[ r < ( a l )  

:  k ( e i ) 1 4

i  *  1 1 r  o  o  1 n 6  A s  b y  b )  p  t , / Q i  i s  n o e t h e r i a n  f : "  a n y

o f  t r i i s h i m u r a  ( [ f l ,  s e e  l " i ]  ,  1 . 1 )  i t  f o l l o u J s  t h a t

n o e  t n e  1 1  a n  "

A e  L  a  f i e l d l

A '  i n  L .  L e t

a n d  F i  s  Q i n  A

oo  fo r  any

i ,  b y  a  r e s u L t

Sq\  /xAt  is
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L e t  J  x  Q t  * .  o ,  f l  Q n  b e  t h e  r a d i c a l  o f  x A s  *  A s  i n  ( 2 " : )  u e

n b t a i n  t h a t  e t  / J  i s  f i n i t e  o ' r e r  n / x , t \  a n d  h , h a t  A  t / J n  i s  f  i n i t ' e

A - a l g e b r a  f  o r  a n y  n a t u r a l  1 1 .  A s  p  r / x A t  i s  n o e t h e : : i a r i  t . h e : : e  i s  a

n a t u r a l  n u m b e r  f l e  s u c h  t t r a t  J n  G  x A  t  ,  A s  i n  ( 2 " 1 )  i t  { ' o } l o w s

t l r a t  A r  i s  a  f i n i t e  A ' * a J " g e [ : r a o

(1 .4)  tg f igkt$Sl ,  ;  Let  A be a noet ,her ian in tegraS.  dsrnain '

x  a  f i oH*ze ro  e le rne  n t '  o1 '  A  "  Suppose  tha t

a )  A  i s  x A * a d i c a l l Y  c o r n p l e t e ;

b )  A l p  i s  j a p a n e s e o  f o r  a n y  p  G  A a ( x A ) .

T h e  n  . &  i s  . j a P a n e $ e  *  
-

P r a o f "  f l b u i n u s  b Y  { : . g )  a n d  { }  " n }  -

( l . s )  ngngnXs - :  a )  r ak i nq  $  x  Assn (n / xn )  i n  ( : " : )  r ' , "

o b r t a i n  ( 3 , 2 ) "

b )  [ r ] e  c a n  t a k e  a l s o  $  x  A ( x A )  i n  ( 3 . 3 ]  
"  B u t  i n  t h i s  c a s e

A ( x A )  *  A s s O ( g / x A )  h e c a u s e  x  i s  a  n o n * r e r '  d i v i s o r . 0 n  t h e

o t h e r  h a n r J  ( 3 . r t )  i s  a  g e n e r a l i z a i i o p  o 1 "  ( 3 . 2 )  s i n c e

A * ( x & )  G  A s s o (  n l x A )  ( 1  " * )  "

A l s o i  i n  (  l U l e  I x a n r p ] e  1 ]  i s  c o n s t r u e i : e d  a  n o e t h e r i a n  r i n g  A

a n d  a n  e l e m e n b  x  o f  A  s u c l r  t h a t  A * ( x A )  /  R s s O ( n l x n ) .

N o t r t  u r e  t r y  t o  g e n e r a l i z e  f  u r t h e r  ( :  " r t )  "

( g " e  )  p F 0 e q S T U p N "  :  L e t  A  b e  a  n o e t h e r i a n  r i ' n g '  x  a

n o n - z e r o  e l e m e n t  s f  A '  S u p p o s e  t f r a t :

a )  A  i s  x A  *  a d 5 - c a 1 1 Y  c o m P l e t e ; .

b )  A / p  i s  j a p a n e s e  f o r  a n y  p €  A a ( x A ) .

T h e n  n / A  i s  j a p a n e s e  f  o r  a n y  m i n i r n a l  p r 1 m e  i e l e a l  r r r h i c h  c o n t a i n s

A  a r r d  b y  ( f . Z )  n  6  A " ( ^ A )  s o  t h a t  f r ,  * 1 } O * -  j a p a n e s e "  N o t r r  L , e  c a n

a p p l y  ( 3 " 4 )  t o  t h e  i n t e q r a l  d o m a i n  B o

( : " 2 )  I F { i f f g g "  L e t  A  b e  a  n o e l h e r i a n  r e d u c e d  r i n g '  x

a  n o n - ? e r o  e l e m e n t  c o n t a i n e d  i n  t h e  J a c o b s o n  r a d i c a l  o f  A "
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S u p p o s e  t h a t f

a )  t h e  g e n s r i C I  l = i . b r e s  n f  t l r e  n r n r p h i s r n  n  - > t  5  (  R  r * A ) * a r e

re  Ou ce  d ;

b )  R / p  i s  j a p a n e s e  f  o r  a f t y  p r i r r e  p  G  A , ( x A )  "c1

T h e n  i f  , 3  t  i s  t h e  i n t e g r a l ,  c i r s * r e  o f  A  i n  - i t s  t o t a l  q u a t i : e n t  r i n q ,

A r  i s  a  f i n i t e  A - a J - $ e b r a o

p g g g . t ;  L e t  U ( n )  ! s  K r x  $ e  c  x K n *  u r h e r e  K i  =  k ( A i ) ,  Q l r . . o r Q n

b e i n g  t h e  m i n i r n a l  p r i r n e s  o f  A ,  T h e n  &  t  i s  t h e  d i r e c , t  p r o d u c t  o 1 "

t h e  i n t e g r a l  c l o s u r e s  o f  A  i n  f ( i r  s o  i t  i s  s u f f i c i e n t  t o  p r o v e

t h a t  i f  A  i s  a n  i r : t e g r a l  d o m a i n  s u c h  t b a t  t h e  g e r : e r i c  f i b r e  s f

t h e  c c n r p l e t i o n  m c r p h i s m  A  * * - > t  i s  r e d u c e d ,  t h e n  A t  i s  a  f i n i t , *

A - a l g e b : : a *  [ 3 y  ( ? , g )  i t  i s  s u f f i c i e n t  t o  p r o v e  t h a t  t , h e  r a d i c a l

o f  x A t  i s  f i n i t e l . y  g e n e r a t E d ,  L e t  A  h e  a  m i n i m a l  p r i m e  o v e r - i d * a l

o f  x A t  "

T h e n  Q  n  A  G  A u ( x A )  b y  ( t . S )  u o  A I A  n A  i s  j a p a n * s e .  L t ,  f  s l l o r d s  t h a t :

A t / Q  i s  f  i n i t e  o u e r  g / q  f t  A r s o  i t  i s  n o e t l r e r i a n "  N o u r  b y  (  L l ]  n  ( l " r ) )

g t  / x [ , t  i s  n o e t f t e r i a n "  T h e  c o n c l u s i o n  f  o l ] " o t r i s  e  '

T h e  s a m e  r n e t l ' t o d  o { ' p r o o f  s h o u r s  t t r a t  u r e  h p r v e  a l s m :

( l . g ) . . F . l s f f i t [ .  L e t  A  b e  a  n o e t h e r i a n  r i . n g r  x  a  n o t " l * z e r o

e l e m e n t a r  c o n t a i n e c j  i n  t h e  J a c o b s o n  r a d i c a l  o f  A "  S u p p o s e ' ' t h a t 5

a )  i i h e  g e n e r i c .  f  i b r e s .  o { =  t h e  m o r p h i s m  A  _ * >  (  A  r * A ) ^ a r e

g e o m e t r i c a l l  y  r e c j u c e d i

b )  A / p  i s  i a p a n e s e ,  f o r  a r y  p  c  A u  ( x A ) "
C Y ' l h n { , '

The .n  n /n  i s  j apanese  fo r ,  any  m in ima) '6 -6 r  Ao

q J g g | "  L e t  Q  b e  a  m i n i m a l  p r i m e  a f  A e B  *  A / Q ,  p t  €  A a ( x B ) "

T l r e n  b y  ( 1 . 2 )  p i  * . P / Q  u i l r e r e  p  €  A * ( x A )  
" o  

g / p t  i s  j a p a n e s e ,  B y

( Z . S )  , r u  h a v e  o n l y  t o  s h o u :  t t - r a t  i f  L  i s ' a  f i e J - d ,  f i n i t e  e x t e n s i o n

o 1 .  A (  B )  ,  a n - d  B  t  t h e  i n t e g r a l  c l o s u r e  o f  B  i n  L  r  t h e  r a d i c a L  o f  x 8 l

i s  f  i n i t e l y  g e n e r a b e ' d .  B u t  t h i s  f  o l l o t , r s  e x a c t l y  a s  i n  ( 3  "  6 )  "
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( g  
"  9 )  C 0 R 0 L L A R Y :  L e t  A  b e  a  n o e t h e r i a n  r i n g  1  x  a  f i o f l * z e r o

e l e m e n t  c o n L a i n e d  i n  t , h e  J a c c h s a n  1 a d i c a l  o f  A '  $ u p p o s e  t h a t :

\  r  r  -  . !  -  f  :  L -

a l  t n e  g e n e r t c  r l t r r e s  o f  t h e  m o r p h i s m  A  * * > ( A r * A ) * a r e

g e o m e t r i c a l t Y  r e d u c e d ;

'  
b j  n / p  i s  j a p a n e s e o  f o r  a n y  p  €  A s s o ( n / x A ) '

T h e n  R / A  i s  j a p a n e s e ,  f , o r  a n y  m i n i r n a l  p r i r n e  i d e a l  o f  A o

Prs , -q . ]L "  0bv ious  by  (g "e )  and  (1 "q ) .

( : . r r )  E g g & E s .  ( : , g )  i u  c l e a r l y  a  g e n e r a l i z a t i ' o n  o f  ( r " 2 ) .
. , ' _ _

. T h e  u s e  o f  a s y m p t o t i c  p r 5 . m e  d i v i s o r s  e n a b l e s  u s  t o  d b t a i n  ( 3 . 9 ) .

0 n e  c a n n o t  h o p e  t o  g e n e r a l i z e  ( g  "  2 )  i n  t h i s  u a Y  I  t r i i t h o u t  u s i n g  t l i e

/  ^ \
s e f ,  A _ ( x n J l  b e c a u s e  f o r  f i s s n ( n / x n )  * "  h a v e  n o t  a  r e $ u l t  s i m i l a r  t o

d .  R '

I t  o \
l I e f l "

'  4 .  A p p L r [ - A T r 0 N . T 0  { A p A N t - S * [  n r N G . s

I n  t h i s  s e c t i o n  u e  t r r i l l  a p p l y  $ o m e  o f  t h e s e  r e s u l t s  t o  g i v e

a n  a n s w e i  t o  t h e  f o l l o t u i n g  q u e s t i o n  ( L { }  :  "

f f U E g I I . q f \ ' - :  L e t  A  b e  a  n o e t h e r i a n . d o m a i n ,  I  a n . i d e a l  o f  A '  ,

Suppo,se  tha t ' :

a )  A  i s  I - a d i c a l l Y  c o m P I e t e l

b )  A / p  i s  j a p a n e s e ,  f o r  a n v  P  G  A s s  ( a / l ) '

D o e s  i t  f  o l l ' o t r s  t h a t  A  i s  i a p a n e s e  ?

t r J e  r r i L l  b e g i n  b y  l i s t i n g  a  t r i u i a l  c o n s e q u e n c e  o f  ( 3 ' 4 ) '

( a . I ) g g t s g t l A f i ! : L e t A b e a n o e t h e r i a n d o m a i n g X a o o f i . Z € . f o

:  e l e m e n t  o f  A "  S u P P o s e  t h a t :

a )  A  i s  x A - a d i c a l l Y  c o m p l e t e  i

D  b )  A / P  i s  j a p a n e s e ,  f o r  a n y  P  €  u ( x A )  '

\ r ' t " n  A , i s  j a P a n e s e .  
, _  ^ \

P r o o f :  T r i v i a l  b Y  ( l " z t )  a n d  ( f . S ) ;
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( t r ,Z)  qEALf f i " l I lgS"  Let 'A be a noether ian r ingn x  an e lement

o f  A  s u c h  t h a L :

b )  n / p ' i s  j a p a n e s e ,  f o r  a n y  p €  U ( k A ) "

a  r .  T h e n  A / n  i s -  j a p a n e s e  f a r  a n y  Q  € .  R s s ( R ) .
t

g g g g l :  L e t  Q € A s s ( A )  a n d  p t  € ' u ( x A  +  A / A ) . .  T h e n  F  t  =  p / Q ,

u r h e r e  P  i s  a  p b i m e  i d e a l  u r h i c h  c o n t a i n s  Q .  B y  ( f  .  S )  i t  f  o l l o u s  t h a t

p € U ( x A ) .  L e t  B  =  A / Q ,  I t  f o l l o t r r s  t h a t  B / p t  i s  j a p a n e s e "

F r o m  ( 4 . _ l )  * u  h a v e  t h a t  B  i s  j a p a n e s e . '

.  (  4 . 3 )  L E S $ A  L e t .  A  b e  a  n o e t h e r i a n  r i n g ,  x  a  n o n * z e r o  d i r i i z b r

4 '  
" ' : ; " :  

: : " : ; - " d i c a r l y  c o m p r e r e ;

j  n / p  i s  j a p a n e s e ,  f s r  a n y  p  G  A s s (  A / x A ) .

T h e n  A / q  i s  j a p a n e s e ,  f o r  a n y  Q € A s s ( n ) .

Proo j [ - .  i  As  x  i s  a  f io r ] -z€ to  d iu izor ,  i t  f  o1 ]aurs  t l ra t

A s s (  A / x A )  -  A ( x A )  :  U ( x A ) .  H o u  k r e  a p p l y  ( A , Z )

N o u  h , e  c a n  g i v e  t h e  p r o m i s e d  r e s u l L  "

( q . A )  f H f g n l m ;  L e t  A  b e  a  n o e t h e r i a n  d o m a i n ,  I  a n  i d e a l

g e n e r a t e d  b y  a n  A - r e g , u l a r  s e q u e n c e .  S u p p o s e  t h a t :

a )  A  i s  l - a r j i c a l l y  c o m p l e t , e ;

b )  A / p  i s  j a p a n e s e ,  f o r  a n y  F  €  A s s ( n / t ) :

Then  A  j . s  j ap .anese

. . ;  g r y $ L t  L e t  f  =  ( n 1 , . . "  r X f i ) .  l J e  u l i l l  u s s  i n d u c t i o p  o n  n ,

.  
F o r  n g l  u r e  c a n  a p p l  y  ( l . z ) ,  L e t  J  =  ( * 1 r .  n . ; X n _ 1 ) ,  A t  =  A / J .

L e t  0  e  A s s ( n t / x n A t ) .  5 o  A ' l Q  i s  j a p a n e s e .  A s  I  i s  q e n e r a t e d  b . y

a  r e g u l a r  s e q u e n c e r  * n  i s  n o t  a  z e r o * d i v i z o r  i n  A t ,  s o  b y  ( z l " : )

i t  f  o l l o r r r s  t h a t  A ' / P  i s  j a o a n e s e ,  f  o r  a n y  P  €  A s s ( A  t  ) .
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