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THEORIE DU POTENTIEL  POUR LES SYSTEMES SEMI -
D Y N A M I Q U  E S

P a r

GH. BUCUR Ct M. BEZZARGA

l n t r o d u c t i o n  : P a r t a n t  p a r  l a  d o n n 6 e  d ' u n  s y s t 6 m e  s e m i - d y n a m i q u e  < D  o n

lu i  assoc ie d i rectement  les concepts  :  d 'ensemble absorbant ,  topolog ie

f ine,  topolog ie nature l le  e tc . . . .  D 'aut re  par t  a  chaque systdme semi-

dynamique <D on assoc ie,  d 'une maniere nature l le ,  une r6solvante U* de

noyaux pos i t ives et  par  cons6quent  une th6or ie  de potent ie l .  Un nombre

des proposi t ions sont  consacrees au rappor t  ent re  les concepts  assoc i6s

au syst6me semi-dynamique et  les  concepts  s imi la i res dans la  th6or ie

du potent ie l .  Parmi  les r6su l ta ts  on peut  remarquer  :  -  l '6qu iva lence

entre la  propr i6 t6  de t rans ience du syst6me semi-  dynamique O et  le  fa i t

que la resolvante associee U* est propre ;  la mesurabi l i t6 dans X] ae a

re la t ion d 'ordre assoc i6e a une r6solvante est  auss i  le  f  a i t  que cet te

i 'e la t ion d 'ordre est  f  erm6e par  rappor t  a  la  topolog ie nature l le  ;  Ia

const ruct ion d 'un syst6me semi-dynamique Q d par t i r  par  la  donn6e d 'une

r6solvante ' l$ = (Wo)*ro tel  que la r6solvante Uo associde au systdme O

soit  exactement 1lI  ;  des dif f6rents assurant I 'existence d'un systdme

semi-dynamique assoc i6 e une r6solvante donn6e.

l l  faut remarquer que dans le cas ou ' t tJ est une rt isolvante continue

sur  un espace loca lement  compact  d  base d6nombrable et  sat is fa isant

auss i  les  ex igences de l '6nonc6 16 l '6quiva lence ent re les af f i rmat ions

5 ) ,6 )  du  th6o reme 16  e t  I ' ex i s tence  d 'un  sys tdme semi -dynamique

associ6 a et6 envisag6e par M. HMISSI [4].

Soi t  (X,03)  un espace mesurable s6par6,  d6nombrablement

g6n6r6 et  so i t  o  un 6 l6ment  f ix6 de X.  Une appl icat ion
c D : l R .  x X - - - > X

sera nommee s s i  l e s

propr i6 tds su ivantes sont  rempl ies :
a)  O est  une appl icat ion mesurable s i  I 'espace R* X X est  munig

de  la  t r i bu  p rodu i t



et

la

b)  pour  chaque point  x  de X i l  ex is te  un e lement  ( (x)  dans lR* te l

que O(t ,x)  *  co pour  tout  t  €  [0 , ( (x) )  e t  O( t ,x)  =  o pour  tout  t  €  R*,  t  >  ( (x) '

De plus ((t^r) = 0 et [(x) > 0 pour tout x, x # o)

c)  Pour  tous x  €  X,  s  €  R*,  t  €  IR*  on a

<D(s,  O( t ,x) )  =  O(s+t ,x)

d) <F(O,x) :  x Pour tout x e X

e ) S ' i l o n a o ( t , x ) = o ( t , y ) p o u r t o u t t e l R * ' t > 0 a l o r s x = Y '

No ta t i ons :Par  l a  su i te  on  no te  (X ,  t r J ,  o ,  O)  (ou  pa r fo i s  s imp lemen t  pa r

O) le  systdme semi-dynamique sur  I 'espace mesurable (X,03)  ayant  le  p0 le

en o. De m6me on va noter Xo I 'ensemble X \ {or} et pour chaque point

x € Xo le symbole f , .  designera la trajectoire de x c'est d dire I 'ensemble

{o(t ,x) /  t  e [0,((x)) ]
D6f  i n i t i on  :  Un  sys tdme semi -dynamique  (X ,  [ J ,o r ,O)  es t  appe l6  t rans ien t

s ' i l  ex is te  une su i te  (An)n.nE dans fJ  te l le  que

X o = U { A n ; n e N }

tel le que pour chaque 6l6ment x dans Xo le temps de r6sidence en A de

t ra jecto i re  de x  est  f in i .  i ,e
l ({t € R* / @(t,x) e Ani) < ""

(),  denote la mesure de Lebesgue sur IR)

Proposi t ion 1 :  S i  (X,  03,  o ,  @) est  t rans ient  a lors  pour

x € Xo l 'appl icat ion O 16al ise une b i ject ion de I ' in terva l le

t ra jecto i re  fx  de x .  P lus prdc is  I 'appl icat ion O* :  [0 ' [ (x) )

Par  
ox ( t )  =  o ( t , x )

est  un isornorphisme d 'espaces mesurables s i  on munie

trace de 03 sur l*.

Demons-Lf t r t ion :En ut i l isant  les  propr i6 t6s c)  e t  d)  du

dynamique O i l  suf f i t  de d6montrer  que pour  tout  t

O(t,x)+;.  On remarque qu'on ait

[O , toJc [0 , ( ( x ) )=  i l  { re lR*  /Q( t , x )e  a r }
n = O

et par cons6quent i l  existera no e N tel  que

r  :  =  t r ( l o , t J  n  t (  t  €  R*  /  Q( t , x ) ,  Au ] )  t  o

On note
T o , = { t e  t 0 , t J \ O ( t , x )  e  A * }

chaque point

[0,( (x))  sur  la

fx de la t r ibu

systdme semi-
€  (0 , ( (x ) )  on  a
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En, ut i l isant  la propr i6t6 c)  on dddui t  que pour tout  n e N on ai t

Q(nto,x)  = X €t  de la m6me propr i6t6 on constate que I 'ensemble

Tn ,  = [n to,  (n+1) tJ n i t  € R*/  O(t ,x)  e Ar" ]

est  le t ranslatd de I 'ensemble To par n to i .e Tn = To *  n to.  Puisque les

ensembles (Tn)n.*  sont  deux A deux dis jo ints on d6dui t
n/rK t,,  = 

nk 
^9,)= r.oo = co

ce qui  contredi t  le fa i t  que

U Tn= {t e IR* / Q(t,x) € An,}
neN

Donc l 'appl icat ion Ox :  [0, ( (x))
L ' a p p l i c a t i o n  O : R *  x X

l 'appl icat ion O* :  [0, ( (x))
trace. Donc on s'appuyant sur le th6or6me de Lusin i l  r6sulte que @* est

mQme un isomorphisme d'espaces mesurables entre [0,[(x)) et f*.

Remarque 2 :  Par la sui te on va ddmontrer  que,  pour chaque ensemble A
de Xo, l 'ensemble des 6l6ments x e Xo dont leurs trajectoires passe par A

(i.e f* n A * A) est aussi mesurable.

d y n a m i q u e s .
Si (X, f3, o, O) est un systdme semi-dynamique alors sur I 'espace
Xo = X \ {ol} on considdre la famille de filtres ftl r)*ex, d6finie par :

x € 4 - > 1 J x = { V c \ /  ( l  q u € ( 0 , [ ( x ) ) ; Q ( t , x )  e  V  ( V )  t  e [ 0 , 4 u ) ]

On peut vdr i f ier  sans ef for t  qu ' i l  ex iste une topologie re sur Xo de sorte

que pour chaque point x € \ I 'ensemble Ux coincide avec I 'ensemble de

tous les voisinages de x par rapport a la topologie a ro. Plus prdcis un

sous-ensemble D de Xo appartient d t* si et seulement si pour chaque

6l6ment x de D i l  existe r € (0,((x)) tel que @(t,x) e D pour tout nombre t

dans  (0 ,0 .
Proposit ion 3 : Un sous-ensemble F de Xo est ferm6 par rapport a la

topologie r* si et seulement si F contient tout 6l6ment x e \ Pour lequel

i l  existe une suite d6croissante (tn)n.N vers z6ro dans I ' intervalle

(0, [ (x))  te l le que O(tn,x)  e F pour tout  n e N. De m6me I 'adh6rence par

rapport A la topologie ro d'un sous-ensemble A de Xo est form6 par tous

les points x de Xo tels que pour chaque nombre naturel n, n ) 1 i l  existe

tn € [0,1/n)  n [0, [ (x))  de sorte que @( tn,x)  e A.
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D 6 m o n s t r a t i o n  :  E v i d e n t e .
Proposi t ion 4 :  On Suppose que le  systdme (X, fJ ,o ,O)  est  t rans ient .

A lors  pour  tout  6 l6ment  x  e  Xo I 'ensemble f "  est  s imul tandment  ferm6 et

ouvert par rapport a la topologie t* .

D 6 m o n s t r a t i o n : L e  f a i t  q u e  f *  e s t  o u v e r t  e s t  i m m 6 d i a t .  P o u r  d 6 m o n t r e r

que cet ensemble est aussi ferm6 on considdre un point xo € \  tel

qu' i l  existe une suite d6croissante vers z6ro dans (O,t( 
"J\ 

not6e par

( tn)n.N de sor te  que O(tn, tJ  €  f *  Pour  tout  n  e  N.  Donc pour  chaque n e N

i l  existera un dans [0,((x)) tel  que Q( tn,"J = @(un,x).  l l  s 'en suit  que pour

t o u t n e N o n a u r a
Q (  t n , * J  =  @ (  t n -  t n * 1 , O (  t n * 1 , * J )  =  @ (  t n -  t n * 1 ,  O ( u n * r , x ) )

= o(  (  tn-  tn  *  ' )+un *  1 ,x)  ,  ,

O ( u n , x )  =  O ( ( t n -  t n * t )  +  u p * 1 , x )

c e  q u i  i m p l i q u e  l ' 6 g a l i t 6  u n , =  u n + 1  +  ( t n  -  t n * 1 )  o u  u n  -  u n * 1  = t n  -  t n * t  e n

ver tue de la  proposi t ion 1.  Donc la  su i te  (un)n de I ' in terva l le  [0 , ( (x) )  est

auss i  d6cro issante '  Soi t  | l :  =  
}y-u, .  

LeS consid6rat ions pr6c6dentes

nOuS asSurent  que un -  Un*k = tn-  tpap POur tOuS n,  k  e  N et  par  Sui te  en

faisant tendre k vers I ' inf ini  on aura :
U n - u = t n  ( V )  n e  N

Donc pour  tout  n  e  N la  re la t ion
@( tn ,*J  = @(un,x)  =  @( tn+u,x)  =  @( tn ,@(u,x) )

est  v6r i f i6e.  S i  on note par  x '  l '6 l6ment  de f *  donn6 par  x '=  O(u,x)  a lors

la  su i te  d '6gal i tds :Q( tn ,xJ -  O( tn ,x ' )  pour  tout  n  e  N et  le  fa i t  que

in f  4=0  nous  assu re  que  @( t , xJ :  Q( t , x ' )  pou r  tou t  t  e  d  e t  pa r
IT

cons6quent, en ut i l isant la propridtd e) du systdme semi-dynamique,

on obt ient
Xo = x' € f* c'est ir dire f* est ferm6 par rapport d la topologie t*.

Coro l la i re  5  :  La topolog ie t *  est  s6par6.

D6mons t ra t i on  :  So ien t  x , y  €  Xo ,  x  *  Y .  Tou t  d 'abo rd  on  cons idd re  l e  cas

x e fu ou 6galement y e f*.  soit  donc t  e (0,((y)) tel  que x = Q(t,y).  En

vertue de la proposit ion 1 on aura y d f*.  Donc /

y € f y \ f * , x € f * , f x n ( f y \ f * ) = @  l

et d'aprds la proposit ion 4 les ensembles f, \  f ,  et f" sont ouverts ce

qui montre que les points x et y sont s6par6s par des ouverts. On suppose
maintenant que x d l,  et y ( f*. Alors ou bien f* [ l  f ,  = @ ou bien



fx n fy * e . Dans la premidre situation les 6l6ments x et y sont s6par6s

par les ouverts fx et fr. Dans la deuxidme situation on peut consid6rer

les nombres t*, t ,  donn6s Par
t x = i n f { t e  [ 0 , [ ( x ) )  / o ( t , x )  e  f u i

t y = i n f { t e  [ 0 , [ ( Y ) ) / ( D ( t , Y )  e  f " ]

Puisque l, et f* sont ferm6s on ddduit que @( t*,x) € fu, O( ty,y) € f",

t ,  *  0,  t ,  *  0 et  par la d6f  in i t ion m6me on a :

t e to,u --> o(t,x) { fv
t  €  [0 , ty)  ==> @ ( t ,y)  (  f * .

Donc les ensembies f '  \ f66, , r ) ,Ty\ lQ6r , t )  sont  des ouver ts  d is jo in ts  e t

de  p lus  
x  e  f ,  \ l l o , , r ) , y  € fy  \ t o ( r r , r )

La topologie naturel le .  Soit  t$ I 'ensemble des part ies D de, Xo

ayant la propri6t6 suivante :  quelque soit  x € Xo et quelque soit  to €

[0,1(x) )  te ls  que Q(to,x)e D a lors  i l  ex is te  e € IR* ,  e)  0  te l  que pour  tout

6 l6ment  t  de I 'ensemble
( to- t, to+e) n [0'((x))

o n a O ( t , x )  e  D .

Evidemment que t$ est une topologie sur Xo.

D6f  in i t ion:  On appel le  t ra jecto i re  ouver te  (par tante de x)  x  I 'ensemble

f* \  {x} = {O(t,x) t  t  e (0,((x))}.  Un 6l6ment xo € \  sera dit  point minimal

s'il n'existe pas x e \ tel que xo e f* et x * Xo.

Pour toute paire (x,y) de 4 on d6note par x S6Y la relation y € I*'

Evidemment que x (@X pour chaque point x de Xo et de plus la propridtd

de transit iv i t6 est v6ri f i6 :
x (6Y, Y 3 oz ===) x toZ

Remarque: Si  le systdme semi-dynamique (X,E,co,d>) est  t ransient  a lors

la relation x S*y est aussi antisymatique. En effet si on suppose que

x S 6 y  e t  y l o x a l o r s i l  e x i s t e  s e  [ 0 , ( ( x ) ) , t  e  [ 0 ' ( ( y ) )  t e l s q u e y = Q ( s , x )

et x = a(t,y). Donc on aura :
@(s+t,y; = @(s,@(t,y)) = Q(s,x) = Y = @(0,Y)

En utilisant la proposition 1 on dfduit s + t = 0 et par consdquent

Y = Q ( 0 , x ) = x '
Donc, dans le cas d'un systdme semi-dynamique transient la relation

xSqy est une relation d'ordre. On voit que dans cette situation deux

616ments sont comparables si et seulement s' i ls se trouvent sur une

m6me trajectoire et de plus en vertue de la proposit ion 1 les 6l6ments



d'une t ra jecto i re  sont  deux a deux comparables.  En f  a i t ,  Sur  la

t ra jecto i re  fx  I 'o rdre ant6r ieure co inc ide avec I 'ordre usuel  sur

I ' i n te rva l l e  [0 , ( ( x ) )  s i  on  i den t i f i e  chaque  6 l6men t  t  €  [0 , ( ( x ) )  a  l ' 6 l6men t

Q(t,x) de f*.

On peut  d6cr i re  un systeme fondamenta le  de vo is inages du po int

x e Xo par rapport a la topologie r$ de la manidre suivante :  si  x est

min imal  a lors  la  fami l le  { f * . ,  /e> 0}  ou pour  toute e on a not6 :

f * , .  =  {@( t , x )  t  I  e [0 ,  e ]  n  [0 ,  ( ( x ) ) ]

est  un systdme fondamenta l  de vo is inages de x  pour  la  topolog ie r$ .

Si x n'est pas minimal alors pour tout y € Xo, Y < X on considdre un

nombre ry > 0 et t ,  e [0,((y)) tels que { = O( ty,y).  La famil le de sous-

ensemble de Xo, | 6,e), (y,eyh<* donn6 par

l1x,e1,(y,er)r. ,  i  =l4s U U {@ft,y)/ t  e(6-e,tr}  n t0,(,(y))}
y,y<x

est un systdme fondamental de voisinages pour la topologie t$ .

On peut  auss i  d6montrer  I 'a f f i rmat ion su ivante :

Proposi t ion 6 :  La topolog ie t$est  s6par6.  Pour  tout  e l6ment  x  €  Xo

I 'ensemble fx est ferm6 par rapport i r  la topologie t$ mais en g6n6rale f*

n'est pas ouvert par rapport a la topologie t$

R6so lvan tes  assoc i6es  aux  sys tdmes  semi -dynamique

Etant donn6 un systdme semi-dynamique (x,m,o,o) alors pour

toute fonct ion f  :  X ---> E*, trJ-mesurable et tout o € IR, a) 0 on note par

Vof  la  fonct ion numdr ique sur  X d6f in ie  par  :

vaf (x) = f "-* f(Q(r,x))dt
)o

Evidemment  que I 'appl icat ion ( t ,x )

une fonct ion mesurable si  on munit  IR* x X de la tr ibu produit  et par

cons6quent  la  fonct ion Vof  d6f in ie  auparavant  est  une appl icat ion

mesurable de X dans IR*

En s 'appuyant  sur  la  propr i6 td  d 'un systdme semi-dynamique et

en ut i l isant  le  th6ordme de Fubin i ,  comme d 'habi tudes,  on d6montre que

la famil le Vo , = (Vo)oro est une r6solvante de noyaux posit ives sur X

i . e .
Vof = VUf + (9-q) Vd( V'f)

pour  tous cx,B € R*,  c  s  P et  Pour

m  e s u r a b l e .
C e t t e  r 6 s o l v a n t e  U = U a

associ6e

et Vd( Vpf) = VU( Vof ) _
t o u t f o n c t i o n f : X

sera nomm6e la r6solvante sur X

(X,fJ,ur,O). De la d6f ini t ion de Uo i l



rdsu l te  que  qVo l  =  1  pour  tou t  a€  R* ,  0>  0  i . e  l a  r6so lvan te  U*  es t

m  a r k o v i e n n e .
R e m a r q u e : P o u r t o u t  q  €  I R +  o n  a V o f l X f  t r t ( o )  =  0  e t  p a r  c o n s 6 q u e n t  o n

peut  cons id6rer  la  r6so lvante Vu,  comme une r6solvante sur  I 'espace

\=X\.{o} muni de la tr ibue trace de [J sur Xo de la manidre suivante :  Pour

toute fonct ion mesurable,  pos i t ive f  sur  Xo on cons iddre la  fonct ion /  sur

X  6 g a l e  f  s u r  X o e t  6 g a l e  z 6 r o  e n  c o .  P o u r t o u t  0  e  I R + ,  d >  0  o n  n o t e

V'o.f =Uof) /x" et on constate que

posit ives sur Xo est une r6solvante
notat ion , l /  = (Vo)o16.

Proposi t ion 7 :  Le systdme semi-dynamique (X, f3 ,o ,O)  est  t rans ient  s i

et seulement si  la r6solvante associ6e U* (sur XJ est propre.

D 6 m o n s t r a t i o n : S i  l a  r 6 s o l v a n t e  U o  e s t  p r o p r e  a l o r s  i l  e x i s t e  u n e

fonction f  :  Xo ---> IR* mesurable, str ictement posit ive tel le que Vf(x) =

Vof(x) < oo poul tout point x € Xo. Pour chaque nombre naturel n, n ) 1 on

n o t e

A,: {x exo /  f  f t )  > !} ,r tr  ,  =n

E v i d e m m e n t  o n  a  X o = u { A n / n e  N * l

cette famil le ' l f '  = (V'o)*ro da noyaux

pour  laquel le  on ut i l isera auss i  la

{t e [0,(,(x)) / Q(t,x) € An]

I

et f(Q(t,x)) >- ' Pour t € 4. Donc
n

^(4) < n 
Ir*f @(t,x))dt < 

" ff fo(t,x)) dt < *

c'est A dire (X,[J,t, l ,O) est un systdme transient.
Supposons maintenant que @ est transient et soit (An)n une suite de 03

te l le  que Xo= U t \  /  n  e  N)  e t  te l le  que pour  tout  x  e  Xo on a i t

I ({t € R* / @(t,x) e An}) < *

Donc on aura

x €Xo==)V I, ' ,G) =Jlto, (Q(r,x))dt = \({t € IR* /Q(t,x) e Anil {*

On applique le principe complete de maximum pour le noyaux V = Vo et on

d6compose I 'ensemble An en une r6union d'ensembles 6tr )r '6N de tr3 tels

que V(lU)3m pour tout n e N et tout m e N . Donc si on considdre la

fonction f :  Xo ---> IR* d6finie Par

t="'F* *h'^r
on aura

Y f  s  L  # : 2 , f  >  o s u r x o
I t ,ar€N 

L

ga veut dire ' l /*  est Propre.



Th6ordme B :  Si  (X,  t r3,  cD,,D) est  t ransient  a lors I 'ensemble S6 des

f  onct ions r6el les,  posi t ives,  f3-mesurables excessives par rapport  a la
rdsolvante U :  1/o (sur XJ est  ident ique a I 'ensemble des fonct ions

r6el les,  posi t ives,  f3*mesurables sur Xo,  d6croissantes suivant  I 'ordre <o

et  cont inues par rapport  a la topologie ro.  De plus les fonct ions

excessives par rapport a la rdsolvante 1to sont semi-continues

inf6r ieurement par rapport  a la topoiogie r$ et  pour chaque fonct ion
f : Xo---> IR+ tel le que Vf a m suf Xs on a Vf continue par rapport a la

topo log ie  r$ .
D6monst ra t ion  :  On cons idere  f  :Xo  - - ->  IR* , . f3 -mesurab le  de  sor te  que

vf so.it  f inie sur Xo. soit x € x et soit y = Q(to,x) ou to € [0,((x)) ou

6quivalent x ( y. On aura :

vf  (v) : f  f f r ,Af t^ ,x))dr=f  fPf t ,x))dr  suf  (x) .
r  \ / /  

J O " ' .  J t o "

Donc la fonct ion Vf est d$croissante par rapport a l 'ordre S*.

La fonct ion Vf est continue par rapport a la topologie t$. En effet,  on

considdre xo e Xo f ix6 et  h  € lxo,  \  =  O( t ,xJ ,  t  e  [0 , ( (xJ)  arb i t ra i re .  On

au  ra

Vf (xo ) - uf (xt ) = f^f P(r,xoildur  \  , .  
J o " .

et  par  cons6quent  pour  e>  0  donn6 i l  ex is te  l r t0 ,  l " ' ( (xJ  te l  oue

f" fQ(u,x))du(e,  vf ( t ) -vf (x, ) (e N)t  e [0,q) .
J o

Soit  maintenant y

que <F( to,y) = xo. Si on considdre t € [o,tJ alors on a i

uf @((t,y)) - uf (xol = 
fi .rro@,x)) du

Pour e> 0 donnd on pourrait  choisi ,  , i "  t  0 tel  que 
I;- ,  , f (Q(u,x))du 

< e et

par  cons6quent
Vf(A( t ,y) )  -  Vf (x)  (  s  s i  t  €  ( to  -  l " , tJ .

Les consid6rat ions pr6c6dentes montrent que Vf est continue en xo pour

la topologie r$. Donc Vf est aussi continue par rapport a la topologie

p lus f ine t * .  D 'aprds le  th6ordme de Hunt  chaque fonct ion U-excess ive

sera semi-cont inue in f6r ieurement  par  rappor t  a  la  topolog ie t$  e t

dt ic ro issante par  rappor t  a  I 'o rdre So.  D ' ic i  on peut  d6dui re  sans ef for t

que une te l le  fonct ion est  cont inue par  rappor t  a  la  topolog ie ro .  P lus

pr6cise une fonct ion s ,  Xo

B



semi-cont inue inf6r ieurement par rapport  a r '1r ,  s i  et  seulement s i  e l le

.  est  cont inue par rapport  a la topologie r* '  '

R6ciproquement,  soi t  S une fonct ion r6el le,  posi t ive,  03-

-  mesurable,  d6croissante suivant  I 'ordre S*.  Pour I  > 0 donn6 on a

)tvt s(x) = f I,'-n' s(tl>(t,x))rJt s [*-^t s(x)dr=s(x)

Donc s est surm6diane par rapport a la rdsolvante ' l to. On montre

main tenant  que
lim )tVas(x) = s(xo)

t r -m

Soi t  e  > 0 donn6 et  so i t  M,  e  IR*  te l  que e-M'  : .e '  Ona

Iim TtYas(xo) = Iim f rr-tr1O (t,x))dt : Iim f e-'s@(!'xol du >
1 * 6  t r - - J o  

. ' -  - ' -  ' ' ' '  / 2 -  
1 * - J o  

' I

. 
l,:*l!' 

e-u s(e1!-,*)du= I:' 
e-u s(xo) dtt : s(xo) (1- e-M')> s(x)(1- e).

Donc, e > 0 6tant arbitraire, on a :
Iim )tV1s(xo): s(xo)

t r -@

Corol la i re  9  :  Les fonct ions constantes pos i t ives Sur  Xo sont

excessives par rapport a la r6solvante Uo associ6e au systdme semi-

dynamique t rans ient  O .

Af in  de formuler  d 'aut res propr i6 t6s pour  les systdmes semidynamiques

on rappel le  la  not ion d 'ensemble absorbant  par  rappor t  a  une rdsolvante.

Soit  doryc l f t  une r6solvante sur Xo tel le qu' i l  existe une fonct ion

strictement positive s sur Xo, qui est excessive par rapport a 'UJ. On

suppose que I 'ensemble des fonct ions excessives 8u. est min-stable sur

xo Dans ces condit ions on rappel le I 'assert ion suivante :

P ropos i t i on  10  :  S i  A .  \ ,A  e  f J  es |  f e rm6  pa r  rappor t  a  l a  topo log ie

la moins f  ine sur Xo rendant continues les 6l6ments de 8U. alors I  e s

propri6t6s suivante sont dquivalentes :
a) Pour toutes les deux mesures posit ive F,v sur Xo tel les que

p ( s ) < v ( s )  q u e l q u e  s o i t  s  € 6 u . o n a  p (  R ) = O d d s q u e v ( n ) = 0 '
b) Pour tout 6l6ment x e A et toute mesure posit ive p sur Xo

tel le que pr(s) < s(x) quelque soit  s e 6r on a p( R) = 0

c) l l  existe une fonct ion excessive s tel le que A = [s - 0].

d) pour toute fonct ion excessive s la fonct ion lg^,s est aussi

excess ive .
D6mons t ra t i on :Les  imp l i ca t i ons  d )  = - t  c )  ==>3 ;  - ->  b )  son t  6v iden tes '



S u p p o s o n s q u e | ' a s s e r t i o n b ) e s t v 6 r i f i 6 e e t s o i t S >
excessive.  Pour tout  x e Xo nous avons,  par ddf in i t ion m6me des fonct ions

exce ss ives
r W ^ u ( x )  < u ( x )  ( V )  u e  6 . . u ,  ( v )  l > 0

Donc d'aprds I 'assertion b) si on prend x e A alors, u"( CO) = 0 et par

cons6quent IW^(Ca)(x) = 0, ) 'Wn(s lgn)(x)= 01 s ICoft)

P o u r  x e f o o n a
),IV1(s 1g)(x) S lIVr (s)(x) < s(x) = (s lgn)(x)

c'est-d-dire la fonction s. l6a est ' l f-surm6diane. Puisque A a 6td

suppos6 f inement ferm6 i l  r6sul te que la fonct ion ' l$-surm6diane.  s.  I  Co

est  aussi  semi-cont inue inf6r ieurement par rapport  a la topologie f ine e t

par sui te est  ' l f -excessive.

be t i n i t i on :Un  ensemb le  f i nemen t  f e rm6  e t  bo r6 l i en  A  de  Xo  es t  nommr i

1l / -absorbant s ' i l  v6r i f ie  I 'une des condi t ions a) ,  b) ,  c) ,  d)  de la

propos i t ion  p16c6dente .
Un ensemble M de Xo sera nomm6 @-absorbanl  s i  pour tout  6 l6ment x de

\ et tout to e IR* tels que Q( to,x) e M on aura Q(t,x) e M quelque soit

t  e  I to , ( (x ) ) .
Evidernment une r6union (resp.  intersect ion) arbi t ra i re d 'ensembles O-

absorbants est  aussi  un ensemble @-absorbant '
Remarque 1 1 : Un ensemble M de Xo est @ absorbant si et

pour tout  x e M on a f*  c M. Part icul idrement la t ra jectoi re

arbitraire x de Xo est un ensemble Q-absorbant fermd pour

t$ ou ta.

Proposi t ion 12 :  Si  (X,  f3,<.0,Q) est  t ransient  a lors

a) / [r ,  6 6uo Pour tout 6l6ment x e

b) La toPologie f ine associ6e a la

toplogie t*

r6solvante Uo coincide avec

seulement s i
fx  d 'un point

la topologie

o

l a

c) Un sous-ensemble bor6l ien A de Xo f inement ferm6 est Uo-

absorbant si  et seulement si  A est un ensemble @ absorbant. Dans le cas

af f  i rmat i f  I 'ensemble A est  auss i  ferm6 par  rappor t  a  la  topolog ie r$ .

D6mons t ra t i on  :  Pa r tan t  de  d6 f in i t i on  de  I ' ensemb le  f x  on  d6du i t

d i rectement  que la  fonct ion / f r ,  est  d6cro issante su ivant  I 'o rdre 'o .

Puisque fx est r*-ferm6 i l  r6sulte que la fonct ion /Cr* est semi-

continue inf 6r ieurement par rapport a la topologie ro'  D'aprds le

thdoreme g on ddduit  que cette fonct ion est excessive par rapport a la

1 0



r6solvante Uo. Du mOme th6oreme on d6dui t  que 14,  est  p lus f ine que la

topologie f ine associ6e au cOne 8vo.  D'autre part  on sai t  que I 'ensemble

{ y  €Xn /  I l r , 0 ) .  l } = r ,
L

est  un ensemble f  inement  ouver t  e t  b ien s0re un ensemble f  inement

ferm6 auss i .  Donc pour  tout  x  e  Xo et  tout  to  €  (0 , [ (x) )  I 'ensemble

{4>(t,x) /  t  e [O,to )] = f '  \ lQ1,n,*1

est  f inement ouvert  et  ferm6. Donc,  en vertu de la d6f in i t ion de ro i l

r6sul te que ro est  moins f ine que la topologie f ine.  Donc les deux

topo log ies  co inc ident .
La porposi t ion 10 et  le point  a)  de l '6nonc6 nous indiquent que pour tout

x . Xo I 'ensemble fx est ' l /*-absorbant. l l  est aussi un ensemble O-

absorbant.  Soi t  A un ensemble bor6l ien,  f  inement ferm6 et  O-

absorbant. Soit x e A et soit p une mesure posit ive sur Xo tel le que pr(s) <

s(x) pour tout s € 8y* Puisque A est cF-absorbant on ? f" t A et

puisque fx est ' l /*-absorbant on a v(hr:,) = 0 se qui implique u( ca) = 0.

Donc A est . l /*-absorbant. Si on suppose que A e-st U*-absorbant alors

d'aprds la proposit ion 10 la fonction 1t Cn est ' l , f*-excessive donc

d d c r o i s s a n t e  p o u r  I ' o r d r e  < o . P u i s q u e  p o u r t o u t x e  A o n a  1 A ( x )  = 0 o n

d6duit que pour tout y e f* on a 1ln(y) = 0 c'est ir dire y e A. Donc f* c A

et par cons6quent A est aussi @-absorbant La dern iere af f  i rmat ion de

l '6nonc6 est une cons6quence du fait que chaque fonction de 6y* e st

semi-cont inue in f6r ieurement  par  rappor t  a  la  topolog ie t$  '

Pour l '6nonc6 suivant on considdre de nouveau 1tr| = (Wa)oro une

r6solvante propre sous-markov ienne sur  I 'espace mesurable Xo te l le  que

les fonct ions excessives par rapport a t f  sdparent les points de Xo, 6U'

est min-stable et contient les fonct ions constantes posit ives. Dans ces

condi t ions la  re la t ion su ivante :

x , !  € X o , x S U r Y  ' d ' f  ' s ( Y )  3 s ( x )  1 V l s e C Y
est une relat ion d'ordre sur Xo' On note

O r r =  { ( x , y )  e x } / x < } 1 , O f i r  = { ( x , i l € 4 / x S y e t  x " t }

Pfooosi t ion 13 :  Les ensembles O' r  e t  Of i ,  sont  des

mesurables dans x] si  on munit  X: de la tr ibu produit .

est ferm6 si on munit  Xo de la topologie f ine associde a

4 avec la topologie produit  correspondente'

sous-ensembles

L'ensemble CI.u,
6' .  et I 'espace

1 1



Dans le cas part icul ier  ou (x,  f lJ ,  o,<D) est  un systeme semi-  dynamique

, transient et cUJ- - 'l,f,r, alors on a
x (* y (===) x Sy.u Y

est  ferm6 par  rappor t  a  la  topolog ie produi t  t& "  t3 ,  sur^  I 'ensemble Ovo

X: et I 'ensemble OqJo est ouvert par rapport a la topologie r,p X 16

D6mons t ra t i on  :  so ien t  x , y  €  Xo .  D 'ap res  l e  th6o rdme de  Hun t  on  a

s(x) < s(y) (V) s € 6,ur" (=-) Wf(x) < Wf(y) (V) f : Xo

born6e. Puisque la tr ibu m (est par cons6quent sa trace fr3o sur XJ est

d6nombrablement  g6n6r6e et  W est  propre a lors  i l  ex is te  une su i te  (Bn)n

dans fJo te l le  que la  fami l le

, \  = { B n / n e  N }

est un anneau d'ensembles sur Xo avec les propri6t6s suivantes :

a) W 14 est born6e Pour tout n e N

b)  Xo= U iBn /  n  e  N]

c) La tr ibu engendr6e par .a est identique d la tr ibu fJo

Soient x,y e Xo tels que IV 1&(x) < W In,$) pour tout n e N' L'appl icat ion

v :  A ---> IR* donn6e Par :
v(4, ) :=W 1s, ,0)  -  WIB,(x)

est addit ive et de Plus
v ( \ )<w 1e0  (v )  n  e  N

Donc v est mome o-addit ive. Le th60rdme de carath60dc'ry nous assure

que v  est  la  rest r ic t ion a I 'anneau A.  d 'une mesure un ique pos i t ive,  o-

f inie v sur tr3o. Puisque les mesures o-f inies sur 03JVx + v et 
Yu

coincident sur l ' "nn"",  l \  alors el les coincident aussi sur la tr ibu tr3o.

Donc on aura, pour toute fonct ion fJo-mesurable, posit lve f  sur Xo, Wf(x) (

Wf(y) c 'est d dire y S.Ur x .  Donc I 'ensemble OUI est mesurable et ferm6

pour  la  topolog ie f ine produi t  pu isque nous avons

n Our = {(x,y) €.x: /w14,0)3wls,,(x) (v) n e Nl

La t r ibu fJo 6tant  d6nombralement  g6n6r6e i l  r6su l te  que I 'ensemble

6 = { ( x , x ) / x € X J

est mesurable dans l 'espace mesurable produit 4 Donc le fait que CIftJ

est mesurable r6sulte de l '6galit6 Oft,t = Oru - A

Dans le cas oir . l1' :  . lr*,d'aprds Ie th60reme B, chaque fonction excessive

par rapport a uo est d6croissante suivant I 'ordre <o' Donc

x SO ) ==) J Stlo ),
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Si x,y € Xo sont tels que x **t 
alors Y d f* et Par cons6quent,  en

a) l a fonct ion uo,.EXCESSIVC / fp ,  v6r i f  ie l a
u t i l i se 'n t  l a  p ropos i t i on  12 ,  a )  l a  I onc l l o l l  u t l ' ' uA tz \ ' r o rvv  ' t ' l . x '

re lat ior ,  evidente I  t r , (Y) -  1

l es  deux  re la t i ons  d 'o rd re  co inc iden t '

Le fai t  que Ouo est ferm6 pour la topologie r ' l '

l '6ga l i t6  ( . )  e t  du th6ordme B qui  a f f  i rme que

r$-cont inues pour  tout  n  e  N '  Soient  maintenant

x*y. Donc i l  existe to e (0,((x)) tel  que Y = @(

" f.b Peut se d6duire de

les fonct ions v( ln lso nt

x,y e Xo tels que x S Y'
to,x) et Par cons6quent

I 'ensemble U" x Uu oi l

U * l = { o ( t ' x )  /  0  <  t ' t J ,  U r ' = { o ( t ' x )  l l  e  [ t o ' ( ( x ) ) ]

est un voisinage de (x,y) pour la topologie t* x t* et (J, * Uy'= 0(lo'

Le thdoreme s.rivant est une sorte de r6ciproque clu th6ordme B

et i l  assure, pour une rdsolvante l l /  = (wo)oro dOnnde sur (Xo,ff iJ'

I 'ex istence d 'un systeme .remi-dynamique t ransient  (X, fJ,o,@) te l  que

'lf =tl,l*.\P 
La r6solvante 1,l,  ='Wo)oro sur (Xo'6J est soumise aux

condi t ions suivantes :
a) Ut est sous-markovienn''' W1

constantes posit ives sont 'UJ-excessiveS, le c0ne 6Ut est min-stable et

s6pare les Points de Xo
b ) L a r e | a t i o n d , o r d r e < U . S u r X o e s t e l | e q u e p o u r c h a q u e p o i n t

x  e  \  i l  ex is te  dx ,  F*€  R* ,  dx

I I .y 
r= {y ex / x 3n1 y} munie de la relation d'orc,:e {* est isomorphe en

tant que l,espace ordonn6 avec I ' intervalle (a*,1,r.) et la fonction v 1

restr ic t ionn6e a I 'ensemble fy 16al ise cet  isomorphisne'

BeCI-al-q-ug: Si W = (Wo)o>o €st la r6solvante associde arj systdme semi-

dynamique (X,f3,to,QJ et w1 est f inie sur Xo alors evidemmenl que w1 ' est

str ic tement d6croissante sur f*  Pour tout  x e Xoet poul  tout  p 'o int  O(t 'x)

de f" ( i .e t € [O'L(x)) nous avons
rL(q>(t'x)) du = C@ft,x)) = l(x) - t,W l(Q(t,x)) = 
Jo

Donc w1(fx) = (0,[(x)]  et par cons6quent la condit ion b) ci-dessus est

e n t i d r e m e n t  j u s t i f  i 6 e .

Th6oreme 14 : Si I 'espace mesurable (X,tr3) est de Lusin et la r6solvante

1' _ (Wo)o,o sat isfai t  les condit ions a), b) ci .dessus alors i I  existe un

systdme semi- dynamique (X, B,(D' O) tel  que 1t/  :  ' l f*  si  et seulements si

l ,ensemble 6U,  co inc ide avec l 'ensemble des fonct ions pos i t ives

12,
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d 6cro issantes su ivant  I 'o  rd  re  t1 ,J ,  bo r6 l ien nes et

in f6r ieurement  par  rappor t  a  la  topolog ie f ine"

D6mons t ra t i on :L ' une  des  imp l i ca t i on  a  de ja  f a i t  I ' ob j e t  du  t h6o rdme  8 .

Supposons donc que chaque fonct ion bo16l ienne posi t ive,  d6croissante

pai  rapport  a I 'ordre <.uJ et  f inement semi cont inue inf6r ieurement est

une fonction excessive par rapport a la r6solvante ' tu. soit x e \

arbi t ra i re.  D,apres la proposi t ion 13 I 'ensemble fY est  'bo16l ienne et

f inement ferm6. Donc la fonct ion I  Cry est  d6croissante bo16l ien,  semi-

cont inue inf6r ieurement par rapport  a la topologie f ine et  par cons6quent

cette fonction est . l f  -excessive. Donc, d'aprds la proposit ion 1 0,

l 'ensemble fY est ' l f-absorbant pour tout x € Xo. Par I 'hypothese

WI(x)=P* et inf {Wl(Y) /Y el! }= u*

Nous montrons d'abord que Gx = 0 En effet '  par l ' frypothdse on a

n f l  = O et de plus par la m6me hypothdse i l  existe une suite

y €fy
croissante (vn)n dans r| de sorte que n-- f; i" = 0'

n e N

On remarque le fait que pour tout z € Xo la mesure 1ry2 est

por t6e par  l 'ensemble fY c 'est  a  d i re  W(| ;T | )h)  =0.  En ef fe t ,pour  l ,  >  0

nous avons 
^w.(s) s s(z) (v) s e . 'urr

e t  pu isque I 'ensemble

p ropos i t i on  10

En faisant tendre I

fY est ll.f-absorbant et z eli on d6duit par la

^wx&ry ) = o,

part icul idrement,  on aura :
inf{wl(y) /y €ry }= inf{wv ( rY )+ wY fri I tv € r*l=

= W{wv AY l /y er,  }<inf{w'AY I  /y er,} .  jK

Par sui te I 'appl icat ion W1 restr ic t ionn6e a I 'ensemble

strictement ddcroissante et on a Wf ff l . l  = (0,W1 (x)l '

pour tout  6 l6ment t  e [0,w1(x))  on note par oo(t ,x)  I 'unique

semi -cont inues\

wfl lr i l=o
on obtient W( Cry )(z) = 0. Donc,

vf' g{,1 = o

r? est

616ment  de

vers zer0

l 'ensemble f  ?  te l  que W1(O(t ,x) ;  =  W1(x)  -  t '

pour  d6montrer  Que l 'appl icat ion oo poss6de une cer ta ine propr i6 t6  de

mesurabi l i td on considdre le graphe G de Qo dans R* x Xo x Xo

6 = {( t ,x) ,y)  € ( lR* *XJ xXo/ x < y,  y = Qo(t ,x)}  =

= {( ( t ,x) ,y)  € (R* *  XJ x Xo /  (x,y)  € Oqy,  W1(y) = W1(x) '  t }
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ou,  avec la  notat ion de la  proposi t ion 13,

Srr = {(x,Y) eXl /  x<u Yl

En ut i l isant  cet te  proposi t ion on d6dui t ,  de la  forme pr6c6dente de G,  que

G est un Sous-ensemble mesurable de I 'espace R* x Xo x Xo' Puisque

lR* x Xo est un espace de Lusin on d6duit  que la project ion de G sur le

produi t  IR*  x  Xo est  mesurable,  c 'est  a  d i re  que I 'ensemble

u I0,w1 (x))x {x} est mesurable dans le produit  IR* x Xo et que

x  €Xo

I 'appl icat ion Oo d6f in i t  sur  cet  ensemble d va leurs  dans Xo est  mesurable.

On prolonge I 'appl icat ion Oo sur R* X Xo a valeurs dans Xo U {ol} = X par

(Qoft,x) si  re[0,W1(x))
Q ( t , x ) = \ ,  

s j  7 ) _ w \ ( x )

Evidemment que O est mesurable et a cause du fai t  que la restr ict ion de

la fonct ion W1 sur  chaque lY r6a l ise une b i ject ion ent re  f  y  e t

I ' in terva l le  (0 ,W1(x) l  on d6dui t  que O sat is f  a i t  les  condi t ions d 'un

sys tdme semi -dYnamique .

On d6montre maintenant que la r6solvante ' lJ/  coincide avec la r6solvante

associ6e au systdme semi-dynamique pr6c6demment construit  soit

V = Vo le noyau associ6 au systdme semi-dynamique {, .

On remarque les relat ions suivantes :

y€rY *w*  AYI=wrAYt
w*(1)=w*FY) (Y)  xe xo

La deuxidme propr i6 t6  a 6t6 d6montr6e pr6cedemment  e t  la  premidre est

une cons6quence du principe compldte de maximum pour le noyau W' Le

m6me th6ordrne de Lus in montre que I 'ensemble fy  muni t  de la  t r ibu

t race de t r3o sur  fy  e t  I ' in terva l le  [0 ,W1(x))  sont  isomorphes et

I 'appl icat ion t  - - ->  @(t ,x)  16al ise un isomorphisme d 'espaces mesl r rab les

entre [0 ,W1(x))  e t  fy  .  L ' inverse de cet  isomorphisme est  I 'appl icat ion

y  - - ->  w1(x )  -  w1(y ) .  so i t  t oe  [0 ,w1(x ) )  e t  so i t  Yo=@( to ,x1

w.trY \r 'y" l=I4f frYl-vt '  frY"l= wl(x) - wrofYl=w1(x)-wr(yo)

v'FY \rY"l : [!"-'1rf; rrf;, 
(Q(t,x))dt = 

ff"" Irw (Q(t'x))dt

- 
!! 'u't rw (Q(t,x))dr=w1(x)-1I".'o'-to= wl(x) - wl(vo)

Donc, puisque les mesures Wx et yx sont support6es par fy et puisque

sur  les ensembles de fy  de la  forme Qr( [0 , t ) )=  f "  \ f r ,e l les  co inc ident ,

on dddui t  que Wx = Vx '
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Remarque 15  :  a )  De la  demonst ra t ion  du  theoreme 14 i l  rdsu l te  que

dans les condi t ions a)  et  b)  de l 'enonce,  le fa i t  que la r6solvante 'uJ

coincide avec t*  pour un certa in system e semi-dynam iq ue est

6quivalent avec le fait que pour tout x € Xo I 'ensemble rY eSt ' tu-

absorb  an t .
b ) D a n s | , 6 n o n c 6 d u t h 6 o r d m e l 4 l e f a i t q u e l ' e s p a c e m e s u r a b l e

(x,tr3) soit un espace de Lusin peut 6tre affaibl i  (par exemple on peut

supposer que (X, [3)  est  un espace de sousl in" ' )  a condi t ion d '6 largi r  les

condi t ions sur { l  par exemple d 'accepter  que la fonct ion O soi t  analyt ique

ou un iverse l lement  mesurab le '

Th6oreme--l-O- : Soit W une r6solvante sous-markovienne propre sur

(Xo,tr3J tel le que le ; ;"  6* separe les points de Xo, 6u' est minstable'

les f  onct ions constantes posi t ives sont  'UJ-excessives'Alors les

assert ions suivantes sont  6quivalentes
1i  d,  coincide avec I 'ensembles des fonct ions decroissantes

su ivant  l ' o rd re  Sur ,  bo16 l iennes ,  pos i t i ves ,  semi -cont inues

inf6r ieurement par rapport  e la topologie f ine

2\  Pour toutes les deux 6l6ments s ' t  e 6t  on

I e s f o n c t i o n s p o s i t i v e s c o n s t a n t e s s o n t s o u s t r a c t i b l e s
= = = ) S - q € C f f f

3) Pour

RD1 = 15 ou Pour

a sup(s,t) € Srrr et

:  s  a 6 r , r , c r s s

X o o n  a
tout ensemble bordl ien et f inement ouvert D cle

tout sous-ensemble A de Xo on a not6

.i = tx e Xo \ (l) Y e A, x (11: Y)

ensemble bor6lien A de Xo on a R^l = tA

x € Xo I'ensemble lY t= {y €Xo / x Sns T} est 'Ut-

abso rhrant
6 ) L e c O n e S r e s t s t a b l e p a r p r o d u i t i ' e s ' t € 6 r ' r ' s < o o ' t ( o o

==) g.l € 6frf .

D6mons t ra t i on  :  Nous  a l l ons  mon t re r  l es  re la t i ons  su i van tes  :

2 )
1) ==-> O) 

4) :=:> 3) ==-> 5) ===> 1

2\, 1) ==) 6),  4) ==) 3) sont 6videntes' Pour

on considdre Xo € Xo arbitraire et on voit  que

bo16l ien et  ouver t  par  rappor t  a  la  topolog ie f ine

3) nous avons

R x ' \ f ; '  1 : l F r y "

4) Pour tout

5) Pour tout

Les imPl icat ions 1)  ==)

montrer que 3) ==) 5)

I ' e n s e m b l e  4 \ f g  e s t

a s s o c i 6 e a ' U J . D ' a P r d s
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D'autre part  on remarque aussrtOt qu'on ai t
x,TfY": x, \ rY"

et  par  cons6quent  la
v  r f w

fonct ion o^. " xo 1 6tant 1.[-excessiVe on d6duit  que

est un anneau de part ies de Xo dont la tr ibu engendr6e

tr ibu fJo et tet le quew(\s^) est born6e pour tout n e N.

lhv i "  e  6rU c 'est  d  d i re  I 'ensemble f | ,est  1 l I -absorbant .

L ' imp l i ca t i on  5 )  = -= - -2  1 )  peu t  se  dedu i re  de  la  man ie re  su i van te :so i t

X € X o a r b k r a i r e e t s o i t s : X o - * I R * u n e f o n c t i o n f f i o ' e s u r a b | e ,

d6cro issante su ivant  I 'o rdre <u,  e t  semi-cont inue in f  6r ieurement  par

rapport a la topologie f ine associ6 a t  .  Puisque pour tout I  € R* et

toute s € 6ui nous avons lwf frl 3s(x) alors d'aprds 5) la mesure w{ est

suppor t6e par  f f .  Donc,  la  fonct ion s  6 tant  d6cro issante pour  I 'o rdre So,

on aura
xw,'$s = Iwf 6 tri )3 s(x)

c'est i  dire s est une fonction 1l/-surm6diane. Puisque s est aussi semi-

continue inf6rieurement par rapport a la topologie f ine associ6e a 'U/ on

c o n c l u t q u e s € 6 . ' r r .
2)  ==> 4)  On cons iddre une su i te  (Bn)n dans 6,  8n.  Xo te l le  que la  f  ami l le

l \ = { B n / n e N }

est identique i t  la

On considdre aussi et on le note par JS le plus peti t  ense'r 'nble de

fonct ions born6es excessives par rapport a la r6solvante lJJ tel  que : $

est  min is tab le ,  max-stab le,  s tab le  pour  I 'addi t ion et  pour  mul t ip l icat ion

avec des scalaires posit ives rat ionnels ayant encore la propri6t6 que

quelque soit  s e $et r  nombre rat ionnel posit i f ,  r  S s, on a s - r  e J9 et

de plus les fonct ions constantes rat ionnel les et W(1s,)sont en S pour

tout n e NI. On voit  que I 'ensemble J9 est d6nombrable. Soit  maintenant

A  e  f J  e t  s o i t  x  e  X o , x d , { .  A l o r s  p o u r  c h a q u e  6 l 6 m e n t  a  e  A o n  a x # r u a

et par consdquent i l  existe n e N tel  que W(\^)(x)<W($^)(a). Mult ipl iant

convenablement la fonct ion W(In^) par un nombre rat ionnel posit i f  q on

au ra 
aw 14( x) < t < uw(ts^)(a)

et par cons6quent la fonct ion excessive par rapport a t t t

S . = m a x ( 1 , u W ( 1 g ^ ) ) a p p a r t i e n t a J 9 , s ( x ) = 1 , s ( a ) >

x e Xo. Donc s-1 appartient ii J9, s(x) - 1 = 0

nouveau la  fonct ion s-1 par  un ra t ionnel  pos i t i f  P,  convenablement

chois i ,  on aura
t ( x )  =  0 ,  t ( a )  >  1 ,  t  e  S  o u  t r =  P ( s - 1 )
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on considere maintenant la part ie s*  de J9 d6f in ie par

S * = t t e  J 9 / t ( x )  = g t 1  ( l )  a e  A ; t ( a )  > 1 i

En s 'appuyant sur I 'hypoth6se 2)  la fonct ion to donn6e par :

to = suP{ inf(1,1)  l  I  e J9*}

est 'lf-excessive et on ? to = 1 sur A, to(x) = 0. Donc Rl1 (x) - 0 pour tout

les 6l6ments x de A i l  est 6vidente que nAt 1x; = 1. Donc

reconsiddre la  fami l le
A , = { B n / B n e ( J o , n € N }

in t rodui t  au d6but  de la  d6monstrat ion de I ' impl icat ion 2)  ==)  4) '  e t  on

note par s1 le plus peti t  ensemble de fonct ions ' lJJt -excessives qui

cont ient  les  f  onct ions constantes ra t ionnel les pos i t ives,  cont ient  les

fonct ions w( ln , )  pour  tout  n  €  N,  est  s tab le  pour  la  mul t ip l icat ion avec

des nombres ra t ionnels  pos i t i fs .  Ev idemment  que S1 est  d6nombrable '  On

considdre maintenant  A € Bo et  x  e  \ ,  x  4  A.  A lors ,  pour  tout  a  e  A i l

ex is te  n e N te l  queW($^)(x)<W(14)@).  En mul t ip l iant  convenablement  la

fonct ion w(ls,) on trouve une fonct ion s € sr tel le que s(x) < 1, s(a) > 1'

x e A  P o u r
, A t - t -
t \  ,  -  t A

6) ==> 4; On

La fonction s'
U r = i Y e X o /

ouvert et on a

est  domin6e

est ' lf-excessive et si

on vo i t  que I 'ensemble

s' = 1 sur U.. Donc la

fonct ion excessive s'm

on note
Us est  bo16l ien,  f  inement

fonct ion ' l$-excess ive Ru' l

pour tout m e N. Donc

=  in f ( s ,1 )
s(v) > 1)

s'(x) < 1,

par  la

R u ' l ( x )  =  o e t a e  u . .

On considdre I 'ensemble J9f de fonct ions ' l lJ-excessives donn6 par

J 9 f = { s e J 9 1  / s ( x ) < 1 }

Pour  chaque 6 l6ment  s  e  $f  on cons idere I 'ensemble u. '=  [s  > 1] '  D 'aprds

les consid6rat ions pr6c6dentes on aura :

Ru' 1(x) = o, u {(1, / s e J9f l> a

famil le J9.1 est d6nombrable i l  r6sulte que la famil le (u'{.Jgi

d6nombrable.  Pour tout  systdme f in i  (s |52," ' 'sn)  de JSi  nous
Puisque la

est aussi

aurons

et  par  consdquent

Par passage A la

Ru{u,, 
/i <k } / s6ru

k , ,
t R"'j ,l

i =  I

Rua, ,  
/ i<k )  l f t )=  o

l imi te on obt ient  :
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#t r r l  <sup RuIu" '  
/ i sk )  l (x )=g

Comme i l  est  6vident  que nAt 1x;  = 1 pour tout  x € A i l  s 'en sui t  que
/ceN

/ ^ t = t ^ .
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