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THEORIE DU POTENTIEL POUR LES SYSTEMES SEMI-
DYNAMIQUES

Par
GH. BUCUR et M. BEZZARGA

Introduction : Partant par la donnée d'un systéme semi-dynamique ¢ on

lui associe directement les concepts : d'ensemble absorbant, topologie
fine, topologie naturelle etc... D'autre part a chaque systeme semi
dynamique & on associe, d'une maniére naturelle, une résolvante Vg de
noyaux positives et par conséquent une théorie de potentiel. Un nombre
des propositions sont consacrées au rapport entre les concepts associés
au systéme semi-dynamique et les concepts similaires dans la théorie
du potentiel. Parmi les résultats on peut remarquer : - l'équivalence
entre la propriété de transience du systéme semi- dynamique & et le fait
que la résolvante associée U, est propre ; la mesurabilité dans X(,2 de la

relation d'ordre associée a une résolvante est aussi le fait que cette
relation d'ordre est fermée par rapport a la topologie naturelle ; la
construction d'un systéme semi-dynamique ¢ & partir par la donnée d'une

résolvante W = (W )., tel que la résolvante V., associée au systéme &

soit exactement W : des différents assurant l'existence d'un systéme
semi-dynamique associé a une résolvante donnée.

Il faut remarquer que dans le cas ou W est une résolvante continue
sur un espace localement compact a base dénombrable et satisfaisant
aussi les exigences de I'énoncé 16 I'équivalence entre les affirmations
5), 6) du théoréme 16 et I'existence d'un systeme semi-dynamique
associé a été envisagée par M. HMISSI [4].

Soit (X,3) un espace mesurable séparé, dénombrablement
généré et soit w un élément fixé de X. Une application
d:R, x X--->X

+

sera nommeée systéme semi-dynamique mesurable avec le pdle en w siles

propriétés suivantes sont remplies
a) & est une application mesurable si I'espace R, x X est munig

de .Ia tribu produit



b) Pour chaque point x de X il existe un élément C(x) dans-ﬂ'?:+ tel
que ®(t,x) #* w pour tout t € [0,{(x)) et P(t,x) = w pour tout t € TRt Lix).
De plus {(w) = 0 et {(x) > O pour tout x, X #* w '

c) Pour tous x eX,seIR+,t€1R+ on a

O(s, B(t,x)) = P(s+t,X)

d) ®(0,x) = x pour tout x € X

e) S'il on a ®(t,x) = ®(t,y) pour tout t € R, t> 0 alors x =y.
Notations : Par la suite on note (X, B, w, ®) (ou parfois simplement par
®) le systéme semi-dynamique sur l'espace mesurable (X,B) ayant le péle
en w. De méme on va noter X, l'ensemble X\ {w} et pour chaque point

xeX, le symbole I', designera la trajectoire _de x c'est a dire I'ensemble
{@(t,x) / t €[0,5(x))}
Définition : Un systéme semi-dynamique (X, ®B,w,P) est appelé transient
s'il existe une suite (A), .y dans B telle que
XO:U{An;neN}
et telle que pour chaque élément x dans X, le_temps de résidence en A de

la trajectoire de x est fini. i.e

Rl R BlLx) €A} <
(» denote la mesure de Lebesgue sur R)
Proposition 1:Si (X, B, w, ® est transient alors pour chaque point
x € X, l'application @ réalise une bijection de lintervalle [0,((x)) sur la
trajectoire I, de x. Plus précis l'application @ : [B.0060) =2, B ] donnée

par

P (1) = d(t,x)
est un isomorphisme d'espaces mesurables si on munie T, de la tribu
trace de ® sur I,. /
Démonstration : En utilisant les propriétés c¢) et d) du systéme semi-
dynamique & il suffit de démontrer que pour tout t € (0,l(x)) on a
®(t,x)*x. On remarque qu'on ait :

[0t,] € [0,L(x))= U fteR, /P(tx) €A}
n=o0
et par conséquent il existera nj € N tel que

ro=A([0,t) N {(teR, /dtx) €4,})>0

On note ~
T, =qtel0t) V Otx) € 4y}



En utilisant la propriété ¢) on déduit que pour tout n € N on ait
P(nt,x) = x et de la méme propriété on constate que l'ensemble
Tormlnt, netit] niflee Byl @it e Al
est le translaté de I'ensemble T par n tg e T,=T,+n t. Puisque les
ensembles (T ),y sOnt deux a deux disjoints on déduit
DRSS L T T Y e e Rl
neN neN

ce qui contredit le fait que
| Tu={teR./®@x)c4, }

neN
Donc I'application &, @ [0(x)) --—-> I, est une bijection.
L'application ¢ : R, x X ---> X étant mesurable il résulte que

I'application @, : [0:E(¢)) ~—>-1 gsl mesurable si on munie I', de la tribu
trace. Donc on s'appuyant sur le théoréme de Lusin il résulte que d, est
méme un isomorphisme d'espaces mesurables entre [0,C(x)) et L.

Remarque 2 : Par la suite on va démontrer que, pour chaque ensemble A
de X, 'ensemble des éléments x € X dont leurs trajectoires passe par A

(ke-T, A-A= 2) sl aussi mesurable.

~ Topologies et l'ordre associées aux systémes semi-
dynamiques.

Si (X, B, w ® est un systétme semi-dynamique alors sur ['espace
X, =X\ {w} on considere la famille de filtres (U,).ex, definie par :

x € X,=> Y, = e X 2 a,¢ (0,£09) + ®ltx) €V (V)1 €[0,e.)}

On peut vérifier sans effort qu'il existe une topologie T4 sur X de sorte

que pour chague point x € X, 'ensemble V', coincide avec I'ensemble de
tous les voisinages de x par rapport & la topologie & 7. Plus précis un
sous-ensemble D de X  appartient a tg sioet seulement si pour chaque
élément x de D il existe r € (0,(x)) tel que ®(t,x) € D pour tout nombre t

dans (0,r).
Proposition 3 : Un sous-ensemble F de X est fermé par rapport a la .

topologie T, si et seulement si F contient tout élément x € X, pour lequel
il existe une suite décroissante (t),.n Vers zéro dans lintervalle
(0,8(x)) telle que &(t,,x) € F pour tout n € N. De méme l'adhérence par
rapport & la topologie w; d'un sous-ensemble A de X  est formé par tous
les points x de X tels que pour chaque nombre naturel n, n > 1 il existe
b€ [0, n) 0 [0,5(x)) de sorte que &(t ,x) € A.




Démonstration : Evidente.
Proposition 4 : On suppose que le systéme (X,®,w,d) est transient.
Alors pour tout élément x € X/ l'ensemble I', est simultanément fermé et

ouvert par rapport a la topologie T4 .
Démonstration : Le fait que I, est ouvert est immédiat. Pour démontrer

que cet ensemble est aussi fermé on considére un point  x, € X tel
qu'il existe une suite décroissante vers zéro  dans (O,C(x*o))‘ notée par
Cho) oen de sorte que ®(t ,x) € I, pour tout n € N. Donc pour chaque n € N
il existera u_ dans [0,{(x)) tel que D( 1, %) = &(u ,x). Il s'en suit que pour
tout n € N on aura
b= @ -t POt X )= Bk~ T I PL g0 X))

s Ry

CP(upx) = Rty thaq) + UpsX)

ce qui implique I'égalité u, (e ) U e,

=1
n+1
vertue de la proposition 1. Donc la suite (u

n+1étn = Ks8I
D de lintervalle [0,L(x)) est
aussi décroissante. Soit u: = lim u,. Les considérations precedentes

n—»o

nous assurent que u. - U =1- pour tous n, k € N et par suite en

n+k n+k
faisant tendre k vers l'infini on aura : :
Uesr =t (¥) ne N

Donc pour tout n € N la relation

O(t,X) = P(u,,x) = D( t+ux) = O(t,P(u,x))
est vérifiée. Si on note par x' I'élément de I, donné par X' = ®(u,x) alors
la suite d'égalités :®(t ,x) = P(t,,x) pour tout n € N et le fait que
infr,=0 nous assure que P(t,x) = d(t,x") pour tout t € IRi et par
n
conséquent, en utiisant la propriété e) du systéme semi-dynamique,
on obtient
Xg = x' € T, c'est a dire I, est fermé par rapport a la topologie tg.
Corollaire 5 : La topologie 14 est sépare.

Démonstration : Soient x,y € X, x # y. Tout d'abord on considére le cas
X € Fy ou également y € I',. Soit donc t € (0,C(y)) tel que x = P(t,y). E
vertue de la proposition 1 on aura y ¢TI,. Donc

ye oA F e B T opilE L T
et d'aprés la proposition 4 les ensembles ry YT et L sont ouverts ce

qui montre que les points x et y sont séparés par des ouverts. On suppose
‘maintenant que x ¢ Fy ety ¢TI, . Alors ou bien I', N Fy = @ ou bien
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2 ﬂFy + ¢ . Dans la premiére situation les éléments x et y sont separés
par les ouverts I, et Fy. Dans la deuxiéme situation on peut considérer
les nombres tx,ty donnés par

t, = inf{t € [0,C(x)) / ®(t,x) € Fy}

by inf{t € [0,L(y)) / ®(ty) €T}
Puisque I“y et I, sont fermés on déduit que & tx,x) € Fy, PD( ty,y) 5
GFL 0 ty # 0 et par la définition mémeA on a-:

t € [0,t)==>®(tx) ¢ Fy

fee [O,ty) ==> P (t,y) ¢TI,.
Donc les ensembles T'x\Tqpn x), Ty \ o,y sont des ouverts disjoints et
de plus

x €0 \Tou, x),Y €Ty Tag,y)

La topologie naturelle . Soit 7 I'ensemble des parties D de X,

ayant la propriété suivante : quelque soit x € X et quelque Skt E
[0,5(x)) tels que ®(t,x)eD alors il existe &€ R,, e> 0 tel que pour tout
élément t de l'ensemble

; (ty & tre) N [0,5(x))
on a ®(t,x) €D.
Evidemment que T3 est une topologie sur X

Définition:On appelle trajectoire ouverte (partante de x) x l'ensemble
T\ {x}={D(tx) /1tc (0,5(x))}. Un élément x, € X  sera dit point minimal
s'il n'existe pas x € X tel que x, € I, et x # X,

Pour toute paire (x,y) de X(f‘ on dénote par X <gy la relation y € I,.
Evidemment que x <zx pour chaque point x de X, et de plus la propriété
de transitivité est verifié
X <gY, YSgZ T==>X542

Remarque : Si le systéme semi-dynamique (X,B,0,®) est transient alors
la relation x <jy est aussi antisymatique. En effet si on suppose que
X gy et y <gx alors il existe s € [0,0(X), t € [0,L(y)) tels que y = ®(s,X)
et x = ®(t,y). Donc on aura :

B(st,y) = B(sB(tY) = B(sX) =y = B(0,Y)
En utilisant la proposition 1 on déduit s +t =0 et par conséquent
y = ®(0,x) = x.
Donc, dans le cas dun systéme semi-dynamique transient la relation
x<py est une relation d'ordre. On voit que dans cette situation deux

gléments sont comparables si et seulement s'ils se trouvent sur une
‘méme trajectoire et de plus en vertue de la proposition 1 les éléments
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d'une trajectoire sont deux a deux comparables. En fait, sur la

trajectoire I, lordre antérieure coincide avec l'ordre usuel sur

lintervalle [0,{(x)) si on identifie chaque élément t € [0,((x)) a l'élément
®tx)de I .

On peut décrire un systéme fondamentale de voisinages du point
x € X, par rapport a la topologie Ty de la maniére suivante : si  x est
minimal alors la famille {FX’8/5> 0} ol pour toute € on a note :

L, .= {®(t,x) / t€[0,e] N[O, L(x))}

est un systéme fondamental de voisinages de x pour la topologie 5.
Si  x n'est pas minimal alors pour tout y € X, y < X on considere un
nombre B 0 et ty € [0,l(y)) tels que x = & ty,y). La famille de sous-
ensemble de X, T'xe) (ye,hcx donné par

Faaipaovmll U {(®ay)/t ety -et,d 0 [0,0(y)}

y,y<x

est un systéme fondamental de voisinages pour la topologie Th
On peut aussi démontrer ['affirmation suivante :
Proposition 6 : La topologie tgest séparé. Pour tout élément x € Xj

I'ensemble T, est fermé par rapport a la topologie Tg Mais en générale Ly
n'est pas ouvert par rapport & la topologie %
Résolvantes associées aux systémes semi-dynamique.

Etant donné un systéme semi-dynamique (X, B,w,®) alors pour

toute fonction f : X ---> R,, B-mesurable et tout a € R, o2 0 on note par
Vv, f la fonction numérique sur X définie par :

Vaf(x) = [, €% S, x
Evidemment que l'application (t,x) ---> f(®(tx)) de R, x X dans R, est
une fonction mesurable si on munit R, x X de la tribu produit et par
conséquent la fonction Vaf définie auparavant est une application

mesurable de X dans ﬁ+
En s'appuyant sur la propriété d'un systéeme semi-dynamique et

en utilisant le théoréme de Fubini, comme d'habitudes, on démontre que
la famille Vg @ = (V) est une résolvante de noyaux positives sur X

i.e.

oz0

Vol = Vif + (B=0) Vo (Vg et Vo(Veh) = Vg(Vef)

pour tous o,f € R,, a < B et pour tout fonction f o aees B -

mesurable.
Cette résplvante U = ‘U“(D sera nommée la résolvante sur X

associée au systéme semi-dynamigue (X,B,w,®). De la définition de UV, il
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résulte que aV 1 =1 pour tout a € R, o> 0 ie la résolvante U, est
markovienne.

Remarque : Pour tout o € R, onaV, ﬂx\{w}(w) = 0 et par conséguent on
peut considérer la résolvante U, comme une résolvante sur l'espace
XO:X\{oJ} muni de la tribue trace de ® sur X  de la maniére suivante : Pour

toute fonction mesurable, positive f sur X, on considere la fonction f sur
X égale f sur X et égale zéro en w. Pour tout o € R+ , a 2 0 on note

V'afz(Vaf) /x, et on constate que cette famille U = (V',) 5, de noyaux
positives sur X, est une résolvante pour laquelle on utilisera aussi la
notation U = (V) >0 |
Proposition 7 : Le systéme semi-dynamique (X,B,0,®) est transient Si
et seulement si la résolvante associée ‘U(p (sur XO) est propre.

Démonstration : Si la résolvante UV, est propre alors il existe une

fonction £ & X, == R, mesurable, strictement positive telle que Vf(x) =

V f(x) < e pour tout point x € X . Pour chague nombre naturel n, n 2 1 on
note ; :
1
Ay ={x X,/ flx) 2 =} Ty:= ft€[0L(x)) / Pft,x) € Ay}
n

Evidemment on a X, =U {A,/neN*} e f(P(t,x)) 2 : pour t € T, . Donc
n

MT3) S [ f@(1x)dr Snff@(t,x}) dt < o

c'est a dire (X,B,0,®) est un systéme transient.
Supposons maintenant que & est transient et soit (A,), une suite de ®
telle que X, =U {A e N} et telle que pour tout x € X  on ait
At e R, 1Otx) €A} <=

Donc on aura

Y EXyss2 Vi &) =J:°1An (B, x))dt = At € R,/ P(t,x) € Ayy) <
On applique le principe complete de maximum pour le noyaux V=V, eton
décompose l'ensemble A en une réunion d'ensembles (A, j,en de B tels
que V(]A:,")Sm pour tout n € N et tout m € N . Donc si on considere la

fonction f : X, ---> R, définie par

JiA-d
f—nnzz:EN m 257 A
on aura
1
Vf < Z R =2 f > 0sur X,
n,meN

¢a veut dire V, est propre.



Théoréeme 8 : Si (X, B, w,®) est transient alors l'ensemble G{I des
fonctions réelles, positives, W-mesurables excessives par rapport a la
résolvante U = U, (sur X) est identique a l'ensemble des fonctions
réelles, positives, ®B—mesurables sur Xo, décroissantes suivant l'ordre <g
et continues par rapport a la topologie t,. De plus les fonctions
excessives par rapport a la résolvante ‘U(p sont semi-continues

inférieurement par rapport a la topologie 13 et pour chaque fonction
Fides R, telle que Vf < o sur X, on a Vf continue par rapport a la
topologie 7.

Démonstration : On considére f : X, ---> R,, B-mesurable de sorte que
Vf soit finie sur X, Soit x € X et soit y = ®(t,x) ou t, € [0,C(x)) ou

équivalent x < y. On aura :
V()= [[ £, Rt0,2)de = [ @030 di <V ()
Donc la fonction Vf est décroissante par rapport & l'ordre <.
La fonction Vf est continue par rapport a la topologie 1%. En effet, on
considére. x € X fixé et x €T, , X = S(1, %), 1€ [0,8(xy) arbitraire. On
aura
V(50 = VF (%)= [ F((i0.3, )l

et par conséquent pour e> 0 donné il existe ™ 0, nE<C(xO) tel que

" @ N <€, Vilto)= V(%) <e (V)1 € [One)

Soit maintenant y < x, (si x, n'est pas minimal) et soit t € [0,L(y)) tel

0]
que ®( to,y) =K Si on considére t € [0,t) alors on a

VE@((,y)) - VF(X,) = jf ° £(® (u,x)) du

Pour ¢> 0 donné on pourrait choisir .= 0 tel que J:"ﬂn f(®u,x))du < e et
0 £

par consequent

Vi@ y)) = Vi) < & -8l tEe(t, - ng
Les considérations précédentes montrent que Vf est continue en x  pour
la topologie t%.Donc Vf est aussi continue par rapport a la topologie
plus fine t4,. D'aprés le théoréme de Hunt chaque fonction U-excessive

sera semi-continue inférieurement par rapport a la topologie 16 et
décroissante par rapport & l'ordre <. D'ici on peut déduire sans effort
que une telle fonction est continue par rapport a la topologie t,. Plus

précise une fonction s : X, --> IR, décroissante suivant l'ordre <, est



semi-continue inférieurement par rapport a T Si et seulement si elle
est continue par rapport a la topologie T, .

Réciproquement, soit s une fonction réelle, positive, -
mesurable, décroissante suivant l'ordre <. Pour A > 0 donné on a

AV, s(x) = ije’“s(cp(r,x))df < f 2™ s(x)de=s(x)
Donc s est surmédiane par rapport a la résolvante YV, On montre

maintenant que
lim AVy\s(x,)= $(x,)

A— 00

Soit € > 0 donné et soit M_ € R, tel que eM <e. Ona

lim AVas(xo)= lim [ AeVs@x))de= lim Oe'”s(cb(-;f,xo)) du >
A — 00

>\—~)OO }\_>oo

M. M .
> lim Ee“s(@(-‘f,xo))dz;:f “eUsix,) du = s(x,) (1-e™Me )2 s(x,)(1-¢€).
A— 0 o 7\ 0
Donc, € > 0 étant arbitraire, on a :
lim AVas(x,)=5(x,)
A— o0

Corollaire 9 : Les fonctions constantes positives sur XO sont

excessives par rapport a la résolvante U, associée au systéme semi-

dynamique transient @.

Afin de formuler d'autres propriétés pour les systémes semidynamiques
on rappelle la notion d'ensemble absorbant par rapport a une résolvante.
Soit donc W une résolvante sur X telle qu'il existe une fonction
strictement positive s sur X, qui est excessive par rapport a W. On
suppose que l'ensemble des fonctions excessives &w est min-stable sur
X, Dans ces conditions on rappelle I'assertion suivante :

Proposition 10 : Si Ac X e B est fermé par rapport a la topologie

’ la moins fine sur X0 rendant continues les éléments de &w alors les

propriétés suivante sont équivalentes
a) Pour toutes les deux mesures positive p,v sur X, telles que

u(s) < v(s) quelque soit s € 8, ona p( ) =0désquev(, =0.

b) Pour tout élément x € A et toute mesure positive u sur X,
telle que p(s) <s(x) quelque soit s € 8y ona u( ») =0

c) Il existe une fonction excessive s telle que A = [s = 0].

d) Pour toute fonction excessive s la fonction Ig, »s est aussi

excessive. ;
Démonstration : Les implications d) ==> ¢) ==>a) ==> b) sont évidentes.

9



Supposons que l'assertion b) est verifiee et soit s > 0 une fonction
excessive. Pour tout x € X, nous avons, par définition méme des fonctions

excessives ‘

AW,u(x) <u(x) (V) UuE Oy o (W) a0
Donc d'aprés l'assertion b) si on prend x € A alors, gl [A) = 0 et par
conséquent AW, (Cp)(x) = 0, AW, (s g, )(x)=0% s 1g, ()
Pour x € ¢, ona

AW;\(&]CA)(X) AW (s)(x) £ s(x) = (s ICA)(x)
c'est-a-dire la fonction Gislp €8t W-surmédiane. Puisque A a été
supposé finement fermé il résulte que la fonction W-surmédiane. s. Ig,
est aussi semi-continue inférieurement par rapport a la topologie fine et

par suite est W-excessive.
Définition : Un ensemble finement fermé et borélien A de X est nommé

W-absorbant s'il vérifie l'une des conditions a), b), c¢), d) de la

proposition précédente.
Un ensemble M de X, sera nommé d-absorbant si pour tout élément x de

Xo et tout t, € R, tels que to,x) € M on aura ®(t,x) € M quelque soit

t € [t,8(x)).

Evidemment une réunion (resp. intersection) arbitraire d'ensembles &-
absorbants est aussi un ensemble ®-absorbant.

Remarque 11 :Un ensemble M de X est ® absorbant si et seulement si
pour tout x € Mona ', < M. Particulierement la trajectoire I', d'un point

arbitraire x de X est un ensemble ®-absorbant fermé pour la topologie

T OUTs.

Proposition 12 : Si (X, B,w,®) est transient alors

a) Ifr, €8y, pour tout élément x EX

b) La topologie fine associée a la résolvante ‘Uq) coincide avec
la toplogie T4

c) Un sous-ensemble borélien A de X, finement fermé est V-
absorbant si et seulement si A est un ensemble @ absorbant. Dans le cas
affirmatif I'ensemble A est aussi fermé par rapport a la topologie TS -

Démonstration : Partant de définition de I'ensemble I, on déduit
directement que la fonction Ifp  est décroissante suivant lordre <.
Puisque I, est Tp-ferme il résulte que la fonction I¢r ~ est semi-

continue inférieurement par rapport a la topologie 14 D'apres le

théoréme 8 on déduit que cette fonction est excessive par rapport a la
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résolvante V.. Du méme théoréme on déduit que 1, est plus fine que la
topologie fine associée au cone &Uq). D'autre part on sait que l'ensemble

1
e Xldlr ()% 5}=Fx

est un ensemble finement ouvert et bien sOre un ensemble finement
fermé aussi. Donc pour tout x € X et tout tj€ (0,C(x)) l'ensemble

{®(t,x)/ 1 € [0, )} =T \Tou, x)

est finement ouvert et fermé. Donc, en vertu de la définition de 14 |l
résulte que 1,4 est moins fine que la topologie fine. Donc les deux
topologies coincident.

La porposition 10 et le point a) de I'énoncé nous indiguent que pour tout
x € X, l'ensemble T, est V p-absorbant. 1l est aussi un ensemble ®-
absorbant. . Soit A un ensemble borélien, finement fermé et &-
absorbant. Soit x € A et soit uune mesure positive sur X telle que u(s) <
s(x) pour tout s € S‘Uq> . Puisque A est ®-absorbant on a I, = A et '
puisque FX est ‘Uq)-absorbant on a p(crx)=Ose qui implique p( CA) =)
Donc A est ‘Uq)-absorbant. Si on suppose que A est ‘U(p-absorbant alors
d'aprés la proposition 10 la fonction 1 Cp est V 4-excessive donc
décroissante pour l'ordre <,. Puisque pour tout x € Aona 1 ,(x) =0 on
déduit que pour tout y € I, ona 1ea(y) = 0 c'est & direy € A. Donc I, <A
et par conséquent A est aussi ®-absorbant . La derniére affirmation de
I'énoncé est une conséquence du fait que chaque fonction de S €81
semi-continue inférieurement par rapport a la topologie T -

Pour I'énoncé suivant on considére de nouveau W = (W ) ., une
résolvante propre sous-markovienne sur l'espace mesurable X/ telle que
les fonctions excessives par rapport a W séparent les points de X, B‘ur
est min-stable et contient les fonctions constantes positives. Dans ces
conditions la relation suivante

x,y €X,, xSy As(y)és(x) (V)s €8Eqy
est une relation d'ordre sur X . On note
Oqs = {(x,y) ex’/x<y} Ofp ={(x,y) € X2 /x<yet x#y)

Proposition 13 : Les ensembles Og, et Oy sont des sous-ensembles

mesurables dans Xo2 si on munit on de la tribu produit. L'ensemble Oy
est fermé si on munit X/ de la topologie fine associée a G,w. et l'espace

X(,2 avec la topologie produit correspondente.
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Dans le cas particulier ou (X, 8, w,®) est un systéme semi- dynamique
transient et W = U, alors on a
X S(I) y Lem=> X SU([) y

'ensemble Qg est fermé par rapport 3 la topologie produit Tq x 1g SUr

XO2 et I'ensemble @i{;q) est ouvert par rapport & la topologie 74 X T4

Démonstration : Soient xy € X, D'aprés le théoréme de Hunt on a
s(x) <:8(y) (¥). s ¢ &w <==> Wf(x) < Wi(y) (V) f: X, ---> R, mesurable,
bornée. Puisque la tribu @ (est par conséquent sa trace B  sur X)) est
dénombrablement générée et W est propre alors il existe une suite (B,
dans % telle que la famille
A ={B,/nc¢ N}
est un anneau d'ensembles sur X, avec les propriétés suivantes :
a) W Ip est bornée pour tout n € N
b) X,=U {B,/n € N}
¢) La tribu engendrée par A est identique a la tribu B/
Soient x,y € X tels que Wlig (x) s Wl (y) pour tout n € N. L'application
v:A ---> R _ donnee par: ‘
v(B,):=Wlg (y) - Wi (x)
est additive et de plus
v(B,)SW g (y) (V) n €N
Donc v est méme o-additive. Le théoréme de Carathéodory nous assure
que v est la restriction a ['anneau A d'une mesure unigue positive, o-
finie v sur ®_. Puisque les mesures o-finies sur W W+ v et Wy
coincident sur l'anneau A alors elles coincident aussi sur la tribu .
Donc on aura, pour toute fonction ﬂ%o-mesurable, positive f sur X, Wi(x) <
Wi(y) c'est a dire y <q; X . Donc l'ensemble Ow est mesurable et fermeé
pour la topologie fine produit puisque nous avons
(%) Oy = {(x,y) €X /Wlig (y) S Wlg,(x) (V) n €NJ
La tribu TBO &tant dénombralement générée il résulte que l'ensemble
K= K05 ] x € X}
est mesurable dans l'espace mesurable produit XO2 . Donc le fait que OF

est mesurable résulte de I'égalité OF = Oqp —A

Dans le cas ou W = U, d'apres le théoréme 8, chaque fonction excessive
par rapport a Vs est décroissante suivant l'ordre <, Donc
xSp y==>XSq5, )
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Sl Xy & Ko sonl tels que X %q)y alors y ¢ I, et par conséquent, en
utilisent la proposition 12, a) la fonction U j-excessive I¢r vérifie la
relatior, évidente I(p (y) = Izl (x)=0. Donc on a x,ﬁ‘u(p y c'est a dire

les deux relations d'ordre coincident.
Le fait que O, est ferme pour la topologie 1% x 7 peut se déduire de
I'égalité (*) st du théoreme 8 qui affirme que les fonctions V(Ip Jsont

T -continues pour tout n € N. Soient maintenant x,y € X; tels que X sy
x#y. Donc il existe 1, € (0,5(x) tel que y = P( to,x) et par conséquent
I'ensemble U, x Uy ou

U o= {P(tx) /0 <t < Ll tiar= {d(tx) 1t €[t,80(x))}
est un voisinage de (x.y) pour la topologie T4 x Tg ©t i, %l S (9%;(1,.

Le théoréme suivant est une sorte de réciprogue du théoréme 8
et il assure, pour une résolvante W (WO()O(20 donnée sur (Xo,fﬁo),
'existence d'un systeme semi-dynamique transient (X,B,0,0) tel que
W=V .

La résolvante W = ‘W) sur (XO,'U'?)O) est soumise aux

020
conditions suivantes :
a) W est sous-markovienns?, W1 < o sur (X,B) les fonctions

constantes positives sont W-excessives, le cone Sw est min-stable et
sépare les points de X,

b) La relation d'ordre <q; sur X, est elle que pour chaque point

w

x € X il existe Ol e B o, =Py tels  que l'ensemble I'y

(6] X’
TV :={yeX /x Sq ¥} munie de la relation d'orure Sqp €st isomorphe en
tant que l'espace ordonné avec lintervalle (o,F,) €t la fonction V1
restrictionnée & l'ensemble Ty réalise cet isomorphisme.
Remarque : SiW = (W), est la résolvante associée au systeme semi-
dynamique (X,%,w,P) et W1 est finie sur X0 alors evidemmer.t que W1 est
strictement décroissante sur I, pour tout X € X, et pour tout point ®(t,x)

del, (e te€[0,5(x) nous avons

o,
Wiy = [ du = L@ =t -
Donc W1(T,) = (0,0(x)] et par consequent la condition b) ci-dessus es!

entiérement justifiée.

Théoréme 14 : Si I'espace mesurable (X,B) est de Lusin et la résolvante
W = (W) oo satisfait les conditions a), b) ci-dessus alors il existe un

systéme semi- dynamique (X, B,0, ®) tel que W = Y si st seulements si
I'ensemble &w coincide avec [I'ensemble des fonctions  positives
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décroissantes suivant l'ordre sw, boréliennes et semi-continue§

inférieurement par rapport a la topologie fine.’
Démonstration : L'une des implication a déja fait I'objet du théoréme 8.

Supposons donc que chaque fonction borélienne positive, décroissante
par rapport a l'ordre <, et finement semi continue inférieurement est

une fonction excessive par rapport a la résolvante W Seit- % € K,

arbitraire. D'aprés la proposition 13 'ensemble T est ‘borélienne et
finement fermé. Donc la fonction JCFW est décroissante borélien, semi-
X

continue inférieurement par rapport & la topologie fine et par conséquent
cette fonction est W-excessive. Donc, d'apres la proposition 10,
'ensemble Iy est W-absorbant pour tout X € R Par I'hypothése
Wi(x)=B, e inf{WI(y)/y €Ty }= 0y
Nous montrons d'abord que oy, = 0 . En effet, par I'hypothése on a
N Iy=¢ et de plus par la méme hypothése il existe une suite
y€F¥

croissante (y,), dans T’y de sorte que N Ty =9.
neN

On remarque le fait que pour tout z € Xo la mesure W? est

portée par I'ensemble F’z" c'est a dire W(CI“;”)(Z)=O. En effet,pour A >0
nous avons

AWE (s)<s(z) (V)5 €6y
et puisque l'ensemble 1“‘2’ est W-absorbant et z €F‘Z” on déduit par la
proposition 10

awzdry)=o0, wi(ry)=o
En faisant tendre A vers zéro on obtient W(Cry)(z)=0- Donc,

particulierement, on aura :
inf{Wi(y) /y €T }=inf{W> (T} )+ W Ty)/y el }=

—inf W @)1y €T, p<inf{W(Ty) /y €T} < inf W) )=0
neN

Par suite l'application W1 restrictionnée a2 l'ensemble T est
strictement décroissante et on a W1 (FKV) = (0,W1 (x)].
Pour tout élément t € [0,W1(x)) on note par @ (t,x) l'unigue élément de
'ensemble T tel que W1(®(t,x)) = Wi(x) - t.
Pour démontrer que l'application @ posséde une certaine propriété de
mesurabilité on considére le graphe G de @ dans R, XX XX

G = {tx),y) e (R, xX)xX,/x£y,y= <I>O(t,x)} =

= {((tx),y) € (R, xX) x X, I (xy) € Oqp, WI(y) = WI(x) - t}
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ol, avec la notation de la proposition 13,

Oqp = {(%,y) €X; /X Sy V)
En utilisant cette proposition on déduit, de la forme précédente de G, que
G est un sous-ensemble mesurable de lespace R, x X x X, Puisque
R, x X, est un espace de Lusin on déduit que la prolectlon de G sur le

+

produit R, x X, est mesurable, c'est a dire que [I'ensemble

U /0,Wl(x)) x {x} est mesurable dans le produit R, x X, et gue
x€X,

l'application @/ définit sur cet ensemble & valeurs dans X/ est mesurable.
On prolonge l'application ®_ sur R, x X, a valeurs dans X U {w} = X par

o, (t,x) si t€[0,WI(x))

{ si. ¢ 2 -Wix)

Evidemment que & est mesurable et a cause du fait que la restriction de

Dit.x)=

la fonction W1 sur chaque I“zv réalise une bijection entre l“xW et
lintervalle (O,W1(x)] on déduit que & satisfait les conditions d'un
systéme semi-dynamique.
On démontre maintenant que la résolvante W coincide avec la résolvante
associée au systéme semi-dynamique précédemment construit . Soit
V=V, le noyau associé au systeme semi-dynamique .
On remarque les relations suwantes 7

yeIY = W* (T} )=W'(T))

Wi )=W*T%) (V) xeX,
La deuxiéme propriété a été démontrée précedemment et la premiere est

une conséquence du principe compléte de maximum pour le noyau W. Le

méme théoréme de Lusin montre que l'ensemble F munit de la tribu

trace de B I‘Xv

I'application t ---> &(t,x) réalise un isomorphisme d'espaces mesurables

et lintervalle [0,W1(x)) sont isomorphes et

entre [0,W1(x)) et Fx. L'inverse de cet isomorphisme est [I'application
y ---> Wi(x) - Wi(y). Soit t,€ [0,W1(x)) et soit y = tyX)
wi T ATY J=wr @) - wr ) = Wigx) - WTy) = Wix)= Wi(y,)

VEIEY \F;Z]=LWI(X) rw (@(ex)di _J'W S w ({1, x))ds

0

Wi(x)
—j 1w (dJ(t,x))dr:W](x)—J; ddu=1, = Wi(x) - Wi(y, )
Yo )

' Donc, puisque les mesures WX et VX sont supportées par I &t puisque
X

sur les ensembles de F?] de la forme ®,([0,,))=T,\I', elles coincident,
on déduit que WX = VX,
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Remarque 15 : a) De la démonstration du théoréme 14 il résulte que

dans les conditions a) et b) de 'énoncé, le fait que la résolvante w
coincide avec U pour un certain systéme  semi-dynamique est

P

équivalent avec le fait gue pour boit % 6K I'ensemble sz est W-

absorbant.

b) Dans I'énoncé du théoreme 14 le fait que l'espace mesurable
(X,|) soit un espace de Lusin peut é&tre affaibli (par exemple on peut
supposer que (X,8®) est un espace de Souslin...) a condition d'élargir les
conditions sur @ par exemple d'accepter que la fonction ® soit analytique
ou universellement mesurable. .

Théoreme 16 : Soit W une résolvante sous-markovienne propre Sur
(Xo,ﬁ’io) telle que le cone &w sépare les points de X, &w est minstable,

les fonctions constantes positives sont UW-excessives. Alors les

assertions suivantes sont équivalentes !
1) &w coincide avec l'ensembles des fonctions décroissantes

suivant I'ordre L otiss boréliennes, positives, semi-continues
w

inférieurement par rapport a la topologie fine
2) Pour toutes les deux éléments s,t € &w on a sup(s,t) € S‘w“ et

les fonctions positives constantes sont soustractibles : s € &Uf, oS8
3) Pour tout ensemble borélien et finement ouvert D de X, on a

RP{ = ID ol pour tout sous-ensemble A de X, on a noté
A ={XEXO\(3)y€A,x£w y}
4) Pour tout ensemble borélien A de X ona R = IA
5) Pour tout x € X, I'ensemble F;V ={yeX,/x Sqp y} est W-

absorbant

6) Le cone 8q; est stable par produit ie st € By 8w b <=
== S.t (@ Ggur. .
Démonstration : Nous allons montrer les relations suivantes :

2)
1) ==> g 4) ===> 3) ===> 5) ===> 1

Les implications 1) ==> 2), =2 8) d)amn 3) sont évidentes. Pour
montrer que 3) ==> 5) on considere X, € X, arbitraire et on voit que

I'ensemble XO\F;‘; est borélien et ouvert par rapport a la topologie fine

associée a W . D'aprés 3) nous avons

M

xipl

X0
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D'autre part on remarque aussitdt qu'on ait
s W
onl e X0 \Fxo

: : 3o 7 =
et par conséquent la fonction R Yo 1 étant W-excessive on déduit que

o
%ol

L'implication 5) =====> 1) peut se deduire de la maniére suivante : Soit
x € X, arbitraire et soit s:X,— R, une fonction W -mesurable,
décroissante suivant l'ordre <o, et semi-continue inférieurement par

€8q Clest a dire 'ensemble I'} est W-absorbant.

rapport a la topologie fine associé a W. Puisque pour tout A € R, et
toute s € &w nous avons AW{‘(s)Ss(x) alors d'aprés 5) la mesure W-f est
supportée par FZV. Donc, la fonction s étant décroissante pour l'ordre <4,

on aura
AWa (s) =AW (s Iw) < 5(x)
X

c'est a dire s est une fonction W-surmédiane. Puisque s est aussi semi-
continue inférieurement par rapport a la topologie fine associée a W on
conclut que s € &g

2) ==> 4) On considére une suite (B_), dans B,B,< X, telle que la famille
A={B,/nce¢ N} est un anneau de parties de X, dont la tribu engendrée
est identique a la tribu ﬁ%o et telle queW(lg ) est bornée pour tout n € N.
On considére aussi et on le note par 3 le plus petit ensemble de
fonctions bornées excessives par rapport a la résolvante W tel que : L
est ministable, max-stable, stable pour ['addition et pour multiplication
avec des scalaires positives rationnels ayant encore la propriété que

quelque soit s € & et r nombre rationnel positif, r < s, on-@a.8 - 1 €D 6t
de plus les fonctions constantes rationnelles et W(lg )Jsont en dH pour

tout n € N. On voit que l'ensemble & est dénombrable. Soit maintenant

Ach et soit xeX ,x¢ A. Alors pour chaque élément a € A on a x .f;(wa
et par conséquent il existe n € N tel que W(lg )(x)< W(lg )(a). Multipliant
convenablement la fonction W(lg ) par un nombre rationnel positif a on

aura
aWlg (x)< 1< aW(lg )(a)

et par conséquent la fonction excessive par rapport a W

s : = max(1,aW(Ip )) appartient 8 4, s(x) =1,s(a > 1, 1= s(x) pour tout
x € X, Donc s-1 appartient a8 &, s(x) -1 =0 <'s (a) - 1. Multipliant de
nouveau la fonction s-1 par un rationnel positif B, convenablement

choisi, on aura
t(x) =0, t(a) > 1, t € H ou t:=p(s-1)
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On considére maintenant la partie O de O définie par
~{t€o®/t()—Oet @) ac€A;ta>1}
En sappuyant sur I'hypothése 2) la fonction tg donnee par :
‘[O:sup{mHt )y [ EJE)}
est W-excessive et on a t, = sl At () =0, Done RM (x) =0 pour fout

x € A . Pour les éléments x de A il est évidente que RA1(X) = 1. Donc
A = ot
R 1—]A
6) ==> 4) On reconsidére la famille
={B. 1B, ¢ B, ne N}

introduit au début de la démonstration de I'implication 2y ==24y et -0n
note par &, le plus petit ensemble de fonctions W-excessives qui

contient les fonctions constantes rationnelles positives, contient les
fonctions W(lg ) pour tout n € N, est stable pour la multiplication avec
des nombres rationnels positifs. Evidemment que D, est dénombrable. On

considére maintenant A € B et x € Xy X € A. Alors, pour tout a € A |l
existe n € N tel queW(]Bn)(x)<W(]Bh)(a). En multipliant convenablement la
fonction W(lg ) on trouve une fonction s € J91 telle que s(x) < 1, s(a) > 1.

La fonction s' = inf(s,1) est W-excessive et si on note
={yeX,/ s(y) > 1} on voit que I'ensemble U est borélien, finement

ouvert stion aisi: < 1, 8= 1 sur U.Dang la fonction W-excessive R% 1
est dominée par la fonction excessive s™ pour tout m € N. Donc
RU](x) 'OetaGU
On conSldere I'ensemble JSI de fonctions W-excessives donne par
={sedD;/s(x)< 1}

Pour chaque éléement s 649']‘ on considére l'ensemble U : = [s > 1]. D'apres
les considérations précédentes on aura :

RY% I(x) = 0, U{U, /s e€Dd]}> A
Puisque la famille 0(91 est dénombrable il résulte que la famille (Us)se.,®§

est aussi ‘dénombrable. Pour tout systeme fini (31,32,...,sk) de D7 nous

aurons
: k g
RU{USi/ISk}JS y R
W
i=1
et par conséquent
' U 1isk
gV 115K) )= 0

Par passage a la limite on obtient :
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U{U,, /i< k)

R (x) <sup R 1(x)=0

keN
Comme il est évident que RA1(x) = ‘1 pour tout x€A il s'en suit que

RA1=1A.
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