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LIBERTE PAR RAPPORT A UN ENSEMBLE ARBITRAIRE
D’ETATS

Valentin IONESCU

Résumé - On présente une généralisation de la notion de liberté de Voiculescu
par rapport & un ensemble arbitraire d’états, a I’aide d’un produit libre amalgamé
de C*-espaces de probabilité, au sens de Voiculescu([28], [29], [30], [31]), en utilisant
’approche developpée par Bozejko et Speicher dans le cas scalaire par rapport a
deux états([7], voir aussi [24]). Dans le cas scalaire, on récupére dans notre analogue
du théoreme central limite, non seulement la loi Gaussienne, comme dans les cas
classique et tensoriel(bosonique)([8], [9], [11], [12]), et la loi de Wigner, comme
dans le cas libre([23], [24], (28], [29], [30], [31]), mais également toutes les lois de

probabilité réelles symétriques ayant des moments de tout ordre.

FREENESS WITH RESPECT TO AN ARBITRARY STATE SET

Abstract - A generalization of Voiculescu’s freeness with respect to an
arbitrary state set 1s given. One consiructs an amalgamated free product of C*-
probability spaces in Voiculescu’s sense([28], [29], [30], [31]),using Bozejko and
Speicher’s method with respect to two states from the scalar case([7), see also [24]).
As an application, in the scalar case concerning only one random vartable, one
recovers in our analogue to the central limit theorem not only the Gaussian law, as
in both the classical and tensor(Boson) case([8], [9], [11], [12]), or Wigner’s law, as
in the free case (23], [24], [28], [29], [30}, [31]), but all symmetric probability laws

on the real line having moments of all order.

Abridged English Version - Let I be an index set, (I;)ies a family of
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Ft :H::l F“t'

Let also be given a countable family of maps ¥ = (yn)a>1, such that

Uze,ﬂ 1 — Uies Ti and 7a(t, ) € Ty, , for all (t;ar) € [leeyn Iis if
t::(zl,.. i,). One denotes 'y( )(t ay) = Yn—k+1(tr, @¢, ), where ty = (i, ..., in),
oy, = (@i, a,), k=1 n il t:=(i1,...,1p) and oy 1= (e, ..., @4,)-

Let B be a unital C*-algebra(over C). Let us consider the category of the
C-algebras over B, ie. A D B 3 1 with morphisms being the x-algebraic
homomorphisms which are the identity on B. The free product with amalgamation
of (A;)ier over B, denoted xp A, is the coproduct(direct sum) in this category.

If A;, 1 € I, are C*-algebras over B, and ®; = {w(a‘ jap € Ty}, 1 € 1, are
sets of norm one projections([26]) of A; onto B, then our generalization of freeness
arises in this context from an amalgamated y-free product (A, ¢) of C*-probability
spaces over B in Voiculescu’s sense([?S] (30], [31]) (Ai, i), i€ I.

Fix 6 € I'. Denote ; := 4,91 " foralliel.

e

Theorem. - There exists a C*-algebra A over B, and a conditional expecia-
t10n([27]) ¢ of A onio B satisfying:

(i) there ezisis a morphism j; of A; into A, i € I, such that A is generated
by Uielji(Ai) ’

(11) poji =i, t €1,

(iii) for alin > 2, and t := (41, ...,8,) EI*, i1 #F -+ F in:

w(ds, (a1) - jzn(an)) = @(Ji, (a1) -+ Jin- (@n-1))pi, (an),

if ag € ]&erapfv“ (.80 , k =1,n, where 6, := (6i,,...,6i,).

One may denote ¢ = *g)goi, and (A, p) = *g)(A,-,cpi).

Actually, this theorem can be established at the *-algebraic level over a unital
(#-)C*-algebra, by using unbounded operators in (pre)Hilbert (*-)C*-modules as

Powers([21]) did in the scalar case.

Studying the properties of this 7-free product with an amalgamation over
B=C-1, by the method used in [7] and [24], one may obtain([13], [14]) a limit
theorem for v-free, identically distributed random variables, and derive a y-free

analogue to the central limit theorem (and also a y-free Poisson limit theorem)
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generalising the corresponding results of 7] and [24](see also 28], [29], [31]).

Let us present only our analogue to the central limit theorem in a simple case.

Some facts from [7], [10], [18] and [24] are necessary.

Denote by II(n) the lattice of all partitions of {1,...,n}, and by NC(n) its
sublattice of non-crossing partitions. In the sequel, we make a distinction between
the outer and inner blocks of non-crossing partitions. The blocks in a partition are
ordered by their first elements. Denote also by II(2p)(respectively NC3(2p)) the
set of 7 belonging to TI(2p)(respectively NC(2p)), for which each block has two
elements.

The natural correspondence I™ 3t — «* € II(n) induces a bijection between
II(n) and the set of the equivalence classes with respect to the following relation
~oon I (i, i) ~ (1, i) <= (e = 0 & 1), = 1)

There exists also a bijection between 5(2p) and the set of the Catalan paths
of length 2p, i.e. the words of the form v = wovy ... vz belonging to the free
monoid N*, where vg = 0 = v5,, and vy = vp_y € {-1,1}.

Let v, : N x N®* — N, n > 1, be given, and 7,(-,(0,...,0)) =: xn, Denote
y™((0,...,0)) = xt.

Call ¥ = (Yn)n>1 adapled to the Catalan paths if xn, n > 1, satisfy the
following conditions:

G) XD a)) = ve, ¥k € {m(2),1 = T,p}, for all t in N?, p > 1, if the
equivalence class of t corresponds to a partition 7 € NC»(2p), m = (r(D)i=17>
with 7({) = (m(1),m(2)), v being the corresponding Catalan path, where t(l) is
the reduced sub-word of t, of length n(l), preserving the order of t, and consisting
of the letters corresponding to the blocks of 7 including 7(I) [or to the outer blocks
of = situated after w(1)];

G3) xn(t) = xa(t') for all t ~ ¢’ in N”, otherwise.

Theorem. - Lel (A, (") be a *-probability space, {¢(™,n > 1} another
state sel specified on A, and a € A such that (™(a) = 0, ¢{™(a?) >0 (n € N).
Consider a countable y-free power(/i, @) of (A, 9®), with y adapted to the Catalan
paths.

Denote Sy = 1N Zf]:lj,-(a), N > 1, j; being the canonical morphisms of A.

Then imy—oo @((SN)") = pr, 7 > 1, where

py =0, if r1s odd, and pr 1= Z'}rENC;(Zp) [T Pm@)(a?), if r=2p,

v being the Catalan path corresponding to .
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The equivalence between the characteristic series of certain labelled paths in
the plane and the universal Stieltjes-Jacobi continued fractions, noticed by Flajolet
in the algebra C[[X]] of the formal series over a non-commutative alphabet X' with
complex coefficients([10]), permit us to establish a connection between this y-free
central limit distribution set, and the classical moment problem([1]). Exploiting it

one may conclude:

Corollary([14)). - The central limit distribution set in lhis contezt is the set

of all symmetric probability laws on the real line with moments of all order.

Thus, applying the method of Bhat and Parthasarathy([3]), one may obtain
models of operators possessing the combinatorics([24]) of this central limit theo-
rem, by using only the number, creation and annihilation operators on a suitable

L? Hilbert space.

e

0.C*-modules de Hilbert

Quelques notions préliminaires concernant les C*-modules de Hilbert([4], [17],
[20], [22]) sont nécessaires.

Soit B une C*-algebre complexe unifére.

Un B-module préhilbertien X est un B-module (& droite) muni d’une structure
compatible d’espace vectoriel complexe et d’un produit intérieur & valeurs dans B,
< -->: X x X — B (c’est-a-dire, une application sesquilinéaire, hermitienne et
positive).

La forme sous-linéaire ||z|| := || < z,z > |7 est une norme sur X et vérifie
I’inégalité de Cauchy-Schwartz: || < z,y > || < Izl - lly]|- Si X est complete par
rapport a cette norme, alors X est un B-module de Hilbert.

B est un B-module de Hilbert par rapport au produit intérieur < by, by >=
bibs.

Si (Xi)ier est une famille de B-modules de Hilbert, alors la somme directe de
Hilbert, @;¢; X;, est le complété de la somme directe algébrique correspondante

par rapport a la norme définie & l’aide du produit intérieur suivant:
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< Dierti, ieryi >= Z <ZiYi >
i€l

Si X est un B-module de Hilbert, alors on définit naturellement le complément
orthogonale d’un B-sous-module de X.

Si X est un B-module de Hilbert, alors L(X) := {S: X — X;35" : X —
X,t.q. < Sz,y>=<z,Sy>Ve,ye X}

Lemme([20])

1) S € L(X) = S est une application de B-module hinéarre, bornnée et
< Sz,5z ><||S||? < z,z >, Vz € X;

2) S € L(X) = S est bien défini el 5* € L(X);

8) L(X) est une C*-algébre compleze unifére, par rapport @ la norme induile
de Despace des opérateurs linéaires bornés dans X.

Si (Xi)ies est une famille de B-modules de Hilbert et (S;)ies est une famille
d’opérateurs S; € L(X;), t € I, on construit naturellement la somme directe
@D;c; Si dans L(Dje; Xi):

Si X et Y sont des B-modules de Hilbert et x : B — L(Y') est un *-morphisme
unitaire, alors on peut définir, sur le produit tensoriel algébrique X @pY, un

semi-produit intérieur a valeurs dans B:

<z, QY1,z2Q Y2 >:=< Y1, x(< z1, 22 >1)y2 >,

o < -, >1 et < -,- >, sont les produits intérieurs de X et Y. Le complété séparé
de X @z Y, par rapport a < -,- >, est le produit tensoriel de X et Y sur B, noté
aussi X ®pY (en fait, X @YY ).

Si X et Y sont des B-modules de Hilbert et S € L(X), alors on peut remarquer
que S® Id € L(X ®pY) (mais, en général, [d® S gLXQpY) siSeLY)).

Soit (Hi,&, xi)ies une famille de B-modules pointés de Hilbert (H;, &), t.q.
£ b p=1p ety 1 B — L(H;) soient des *-morphismes unitaires (i €1).
Alors on peut construire([13]) 'extension aux B-modules de Hilbert du produit
tensoriel infini de von Neumann de [19], par une limite inductive (comme dans
[16], par exemple, pour le cas scalaire).

On obtient ainsi (H = ®%’X‘ H;,€,%), un B-module pointé de Hilbert (H, ),
t.q. < £,€ >= lpg, muni d’un *-morphisme unitaire y : B — L(H).

Ce produit tensoriel infini est encore associatif et distributif par rapport aux

sommes directes de B-modules de Hilbert.
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1.Produit libre amalgamé d’espaces non commutatifs de probabilité

au sens de Voiculescu, par rapport a des ensembles arbitraires d’états

On reprend des notations de [13] et [14].

Soient I un ensemble et (I';);es une famille d’ensembles.

Pour chaque t::(i,, ... in) €™ et n > 1, on pose PZ:H::l Ci,-

On note aussi I' := [];¢, T

On se donne une famille dénombrable d’applications v = (Yn)n>1, telles que
Yo liern Tt — UierTi et mm(t,0) € Tiy, pour tout (t,ar) € Hezn Tey sl
t:=(i1,.-,In)

On pose 7in)(t,at) = Yn_k+1(tk, @y, ), ou tg = (Tky .o yin)y 01y =
(Ciy,- - 0iy), k= T,n, siti=(i1,...,1n) €t ¢ = CTN-TRE

Soit B une C*-algebre complexe unifére. On considére la catégorie des C*-
algébres sur B dont les objets sont les C*-algébres A D B 5 1 et les morphismes
sont les homomorphismes *-algébriques qui coincident avec I'identité sur B.

Le produit libre amalgamé de (A;)ies sur B, noté xg Aj, est la somme directe(le
coproduit) dans cette catégorie.

Si A; est une C*-algebre sur B et &; = {gosa‘);a,- € I} un ensemble de
projections de norme un([26]) de A; sur B, pour chaque 7 € I, alors notre
généralisation de la liberté apparait dans ce contexte a l’aide d’un produit -
libre amalgamé, (4,¢), de C~-espaces de probabilité sur B, dans le sens de
Voiculescu([28], [30], [31]), (Ai, i), i € 1.

Fixons 6 € ' et posons ¢; 1= 5056‘) pour chaque ¢ € I.

Théoréme 1.1. - [l eziste une C*-algébre A sur B el une espérance condi-
tionnelle([27)) ¢ de A sur B, telles que:

(1) pour chaque i € I, 1l exziste un morphisme j; de A; dans A, tel que A sotl
engendrée par ey Ji(Ai) s

(1) pour tout 1 € I, ¢ o Ji = ¥i;

(i11) pour chaque n > 2 et t:= (iy,. i) €I B #F o Fdnl

0Ui, (@1) -+ Ginlan)) = @(ii (@1) - Jinos (@n-1))pin (an),

stap € Ix'cr<p(.7‘(‘")(t‘6')), k=T1,n, ot b :=(6i,,..-,6i,)

tk



On peut noter ¢ = *(,;)901' et (A,p) = *g)(z‘h,#’i) -

Idée de la démonstiration. - Suivant la construction GNS de Voiculescu realisée
dans [28], pour une projection de norme un, on modifie la représentation du produit
libre amalgamé =-algébrique ([28], [31]), d’une mani¢re similaire a (7], pour le cas
scalaire B=C-1.

Les C*-modules de Hilbert interviennent comme un outil nécessaire.

Tout d’abord, on utilise I’extension du produit tensoriel infini de von Neumann
de [19] aux B-modules de Hilbert.

Démonstration. Notons Dp(I) := {(61,...,in) € I";iy # -+ # in} (n 2 1);
T:= Uns1 Dn(1); T = {(iy,...,1a) € T;i1 # i} (i € I). Pour t :=(i1,...,1n) €
T, on pose HY := H? Q5 Qp H..

19 Soit i € I fixé. On considére les *-représentations (wga'),H‘-,&,x;,x?),
a; € T;, données par la construction GNS de Voiculescu ([28]), respectivement
appliquée aux projections de norme un cpga‘), a; €T, de la famille @;, en prenant
pour chaque a; € T, le méme B-module de Hilbert (a droite) H; = B H) et le
méme vecteur (non ciclique, en général) & = 1p®0€ B HP.

On peut procéder de cette fagon, grace & extension aux B-modules de Hilbert
du produit tensoriel infini de von Neumann.

On observe que W,(»a‘)(a)fi €H) sia€ Kercpga‘) (a; € T4).

Les *-morphismes unitaires x; : B — L(H), x? : B — L(H?) vérifient
()b @ k) = b'b & x2(b)h. On a m{*(b) = b,si b€ B.

920 Soit (H,€,x,x°) = *B(Hi, &, xi, x?) le produit libre des B-modules de
Hilbert considérés ci-dessus. Donc([28]):

H=B@®®@,rH)=BOH §=1p80¢ B@H’=H,

x: B — L(H), xX* : B — L(H") sont des +-morphismes unitaires t.q.
X(b)(b@® h) = b @& X°(b)h. (x = xierxs, X° = *ierXi )

On considere les deux décompositions suivantes de H.

201 H ~ Hi®p Hp), ot Hiy .= BO @yere AL, & l'aide des opérateurs
unitaires V; : H — H; Qg H(i), donnés par

ViE =& ®¢, ViH) = HY ®pé,

ViH? = & @p HY, Vi(H @ HY) = H) ®p H, VL € 6 (ie 1)

202 H ~ H; @ K; @ Li, en identifiant £ = ¢, ol on note

Ki = @ero HY, Li = Bierer HY Qp H.

30 Soient les *-morphismes unitaires A; : L(H;) — L(H) définis par
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)\,(9) b= V:(S@ ]d)VI,VS € L(H,)

Alors
M(S)H: C Hi, M(S)H! C HY D H? Qg HY et
MS)H Qg HY) C HI D H! @ H?, vt € TW) (S € L(Hy)).
Donc les sous-modules H; et K; D Li de H sont stables par rapport a X(S)
pour S € L(H;).
De plus, on voit que Xi(S)H? C H) @p H{, si S& € HY, Vi € TW.
En particulier:
xi(r$*) (@) Hi C Hi, Va € Aj,
\(rl (@) H C HY ®p HY, Va € Kergl®) 1€ T, a; €Ty
(1el)
Cette derniére propriété implique - -induction !~ la proprieté suivante:
(1) A (77 (@) N (i3 (e DHE, € HY,
Vn > 2,t _(zl,.. in) € Dn(1), akEI\'ercpEa') a,kEF,k,k:T—n———T
40 Sment phls 1Ay — L(H) les *-représentations définies par phli(a) =
i o7r ( )IH Alors
o € (a) >= pula) et g (a)E — € - pila) € HY, grace 310, Va € 4.
Posons ASV) = Un22{7n(i,at) € Tist = (i1,...,in) € Da(I),h = o0 €
T }(C ).

Pour chaque ¢; € ASV), on considere les B-modules de Hilbert suivants:

K= @ M= ® RO
;eT(Ox) teT (=)
ou T(e) .= {t € T 30y € Ty, Ynt1 (3, 85 64, o) = o, n =l 1 [}.
Alors
Y o7r(")( (1\(0)®LG))C K (")@L("‘) (e EAV) a € 4;), grace a 3°.

Par suite, pour chaque a; A”), on peut considérer les *-Te resent.atlons
)

oo Ay — LK @ L), o (@) 1= Ao @) | (K @ L
La propriété (1) implque alors
6” Xy 6‘n—1 i HO HO
Pi, (@) pi,_, (an-1)H;, C Hy,

Wn > 2,V = (i, .. .,in) € Da(l), Yai € Kerg™™), ot ai, = 1 (¢, 61),

k=1,n-1.




Mais K; P L: = B, GAH)([\’Z-(G')@LEO')). Donc les #-représentations p;'
A — L(K; @ L;), définies par gl = @a €Al pf " ont la propriété:

b,
pi, (a1) - p;" Can- I)H C HY,

¥n > 2, ¥ = (iy, ..., in) € Da(I), Yax € Aew("* bl g TH=T.

Par rapport a la décomposition orthogonale 20.2 de H on obtient alors, pour
chaque 7 € I, une *- representatlon ohbi s Ay — L(H), o™% = Pl @l

Il est visible que < £, ™% (a) >=< &, pH¥(a)€ >= cpi(a), Va € Ai.

Pour tout n > 2, V¢t = (i1,...,in) € Dn(l), Vax € Keryp
k=T1,n—1eta, € Ai,, il s’ensuit que:

< £, v (ar)- o' bin(an )€ >=

= < & ot (ay) ot P (@ )pn P (an)E > =
<E i (@) pe (@)oo an>s £ pin(an) > +
b <6 o (@) 0™ et (a1 )E i, (an) >=

< & e fa ) gint i Han-1) > @i, ( n)-

De plus, ™% (b) = b, Vb € B.

5% On peut remarquer que:

< €, 00 (ay)a' 8 (a2)€ >= i, (a1)piz(a2), Vit # iz, 01 € Ay, a2 € Aiy;

< € 0" 180 (ar)ot 5 (az)o™ " (ag)E s = @i, (a1)pi; (a2)is(as),

Vi = (i1,12,13) € Da([),ax € Aercpﬁ" (t60) k=1,2,a3 € Ay,

Mais, pour n > 4, on n’obtient pas une telle formule, en général.

Supposons que 7£n)(t,in;6t,6,-") = 7,(cn—1)(t,6,), Ek=1In=-2(n > 3),
¥(t,in) € Dn(I). Cette condition est équivalente & Yn(t,in; 61, 6i,) = Tn-1(1,61),
V(,in) € Da(I), n> 2, donc a la condition:

(. 8) = 72(i1, 42 65y, 6i,), VE = (41, in) € Dp(I) (n > 2).

Si ¥ = (yn)n>1 salisfait cette derniére condition, alors de 4° on obtient:

(i) < € 0t (@) - 0™ b (an)E >= iy (@1) i, (00),

n > 2 Vi = (in,...in) € Da(I), Yar € Kerpy 20 b)) =
T,n—1,Va, € A,.

6°. On a construit les -morphismes 0% de A; dans L(H) (sur B), i € I.

Dans la catégorie des CT-algébres sur B, il existe alors un *-morphisme
o®) . xpA; — L(H), t.q. o®ojy=ob% Viel

En prenant pour A le produit libre amalgamé de (A;)ier sur B et, pour ¢,

we © o(®) oli we est la projection de L(H) sur sa C*-sous- algébre B, donee par

(vk (1,6, ))

i
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we(S) =< & S5€ >, on obtient un produit v-libre amalgamé (total) (A, p) de
(Ai,i)ier sur B. Il satisfait donc (i), (ii),(iti)( et (iv), dans un cas spécial). ¢

Remarques 1.2. - Ce produit y-libre amalgamé (total) généralise le produit
libre amalgamé de Voiculescu([31]) et le produit libre ”spatial” introduit par
Avitzour([2]) dans le cas scalaire B = C-1.

1.3. - En prenant pour A la C"- algebre engendrée par Uielcr"'é'(A,-) dans
L(H) et pour ¢ : A — Bla restriction & A de la méme projection we de L(H) sur
sa C*-sous- algébre B, we(S) :=< &, 5§ >, on obtient un produit y-libre amalgamé
réduil (A, ) de (Ai, pi)ier ; 1l satisfait donc (i), (ii), (iil). Dans le méme cas spécial,
il satisfait aussi (iv).

Ce produit 7-libre amalgamé rédut généralise le produit libre amalgamé
réduit de Voiculescu([28)) et le "¢-produit’ réduit introduit par Bozejko et Speicher
([7]) dans le cas scalaire. .

1.4. - On peut faire plusieurs choix sur T(@:) et AS”.

Prenons le cas ['; = J, Vi € L.

Soit vy, : I" x J® — J (n > 1). Notons Yl (6, ---.8)) = Xn-

Etant donné i € I, pour chaque

o € = Ups bin(t) € S5t € T, m = L],
on peut choisir

T = {t € TW; xa(t) = @,n =t [}

Le produit y-libre amalgamé correspondant ¢:= *g)go,- vérifit alors (ili) sous
la forme suivante:

(1i1) pour chaque n > 2 ett = (i1,..,in) €™, 21 F - -

o(iis (@) -+ jin(@n)) = @i (@) Jinoi (an-1))pi. (an),
star € Kergpgfg‘")(t)), k=1,n-1, a, € Ai,,
0i (1) 1= xn-k(tesr), k=Tn =1

1.5. - Par commodité, on a préféré ici le niveau C*-algébrique(i.e. le contexte
de Voiculescu de [28], [29], [31)). En fait, le Théoreme 1.1 peut étre établi au niveau
x-algébrique sur une (x-)C"-algebre unifére, a laide des opérateurs non bornés a
domaine dense stable commun dans les (+-)C*-modules (pré)hilbertiens, étendant
la construction GNS de Voiculescu d’aprés Powers([21]).

1.6. - Signalons([15]) qu’on peut aussi réaliser une généralisation des résultats

principaux de Boca de [6] et [5].
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Soient B une C~-algebre complexe unifere, H un espace de Hilbert et x:B
—— L{H) un *-homomorphisme unitaire.

Considérons cette fois, pour chaque ¢ € I, une C*-algebre A; sur B, un
ensemble d’applications complétement positives([25]) et B-linéaires([6]) ®; =
{c,pia’);ai € T} de A; dans L(H) et un ensemble de projections de norme un,
v, = {wz(-a‘);a,- €Iy} de A; sur B.

Fixons 6 € I'. Notons p; := <p56‘) pour chaque i € I, v étant la méme.
Théoreme. - Il existe une C*-algébre A sur B el une application complétement
positive et B-linéaire ¢ de A dans L(H), tlelles que:

(1) pour chaque 1 € I, il eziste un morphisme j; de A; dans A, tel que A sout
engendrée par ey Ji(Ai) S

(ii) pour tout i € I, ¢ © Ji = @i}

(iii) pour chaque n > 2 et 't := (i1,...,1n) €™ i1 £ - Fin:

(i, (@) i (@n)) = @(iy (1) Jinos (@n=1))pis (an),

si ap € Kerg(™ 0 k=T, ot 6 = (B, 6i):

Cette fois, on modifie la représentation Stinespring([25]) du produit libre
amalgamé #-algébrique, construite par Boca dans [6], d’une maniére analogue 4 la

démonstration du Théoreme 1.1 .

1.7. - Grace au Théoréme 1.1, on peut désormais introduire la définition

sulvante.

Définition - Soit (A, ¢) un B-espace non commutatif de probabilité au sens
de Voiculescu ([28], [30], [31]) et ¥ un ensemble supplementaire d’états spécifiés
dans A. Une famille (A;);es de sous-algebres de A est appelée W-libre, si pour toute
suite finie a1 € A;,,...,an € A;, satisfaisant YP(a;)=0,j = T, n, pour tout ¥ € ¥,
etiy # - Fin,0n2 wlay - an) = plar) - -p(an).

Une famille de sous-ensembles X; C A,% € I, est dite W-libre, si la famille de

sous-algebres A;, i € I, respectivement engendrées par Bl X;, 1 € I, est W-libre.

1.8 - Dans les notations du Théoréme 1.1, en supposant 1n(t, é:) € T, \{6,}
pour tout (£, 6;) € [Lyesn e, prenons ¥; = i\ {pi}, i€ [, et ¥ = {pP); X €
T\ {6}}, ou p*) := +pe ™) signifie le produit libre amalgamé de Voiculescu([31]).

1
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Alors, par exemple, la famille (ji(A:))ier est ¥-libre dans (A, p).

On peut parler de y-liberté, si I’ensemble d’états qui conditionnent est spécifié
par v (i.e. (iii) du Théoreme 2.1).

Pour | ¥ |=1et ¢ ¢ ¥, on obtient la notion de liberté conditionnée par un
seul état supplementaire, introduite par Bozejko et Speicher dans le cas scalaire
B=C-1.

La liberté (pure) de Voiculescu s’obtient pour ¥ = {p}.

(On utilise le mot liberté, d’aprés Skandalis([23]), pour le terme anglais

freeness, introduit par Voiculescu.)

2 Calculs des moments des variables aléatoires dans un produit 7-

libre d’espaces non commutatifs de probabilité

Examinons maintenant notre produ‘it amalgamé - libre. Prenons, pour la
simplicité, le cas scalaire B=C-1.

On utilise la méthode développée par Bozejko et Speicher dans (7] et [24], &
Paide du treillis des partitions non croisées ([18]), et use terminologie similaire.

1l suffit de travailler au niveau *-algébrique.

En utilisant le monoide libre I7, appelons letires les éléments de I et mots
réduits les mots de (U, 5o Dn(1).

Notons par H(n)—le treillis des partitions de {1,...,n}, constituées des
ensembles ordonnés et mutuellement disjoints, qu’on applera blocs, et par NC(n)
son sous-treillis des partitions non croisées, en distinguant entre les blocs intérieurs
et extérieurs([7]) d’une partition non croisée.

La correspondance naturelle I* 51 — 7t € II(n) induit une bijection entre
II(n) et Pensemble des classes d’équivalence par rapport a la relation ~, définie
sur I comme il suit: (31,...,3n) ~ (1, 1) &= (k=ueip=1)

t est

On peut dire que ¢ € I est croisé (respectivement, non croisé), ssi
croisé (respectivement, non croisé).

Considérons un espace (non commutatif) de probabilité (A, ¢) donné par le
Théoreme 1.1, ol A est muni seulement de sa structure subjacente de *-algebre
unifere, fixant 6 € I

Désormais on identifie souvant A; et j;i(A;), grace a Iinjectivité des j;.

D’aprés Voiculescu ([28], [29], [30], [31]), on peut appeler variables aléatoires
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(non commutatives) les éléments de A.

Pour une variable aléatoire w = Jji,(a1)---ji.(an), 7 2 1, telle que ¢ :=

{15945 Bn) & Dn(I) et ax € Ay, k= 1,n, appelons moments élémentaires de w
el By

les espérances de la forme @i (@atiy > Un(r)) OU cpE?‘ (8 ))(a,,(l) cax(r)), telles

qQue Ax(1), - Gn(r) € A;, et t' soit un sous-mot de t de longueur n', préservant

'ordre de t, ou &y 1= (6141,...,6,-11), st = [ nee s B

. R (M) é @
En décomposant, pour chaque k = 1,n, ax = ¥;, (ag) - 1 + ag, ou

al € KempEZ‘(‘")(t’é‘)) dépend de v, tg et &, = (6iy,---,6i,), on observe que
chaque moment élémentaire de la variable aléatoire w® = ji,(ad) - -ji, (a%), peut
étre exprimé comme une somme de produits de moments élémentaires de w et
réciproquament.

On peut écrire

(1) wlar---an) =

CRANCED)! (0 (2,80)
e @i (ax@) iy (@x)P(% %)
on = (w(1),....7(r)), ¢ = (a(1),...,0(n — 7)), (i,(l),...,i,,(r)) et
(to(1)s - ‘,i,,(n_,)) étant des sous-mots de t qui préservent I’ordre de t.

On fait la convention: "r=0& 7=0" et "r=n< o= 0.

Ainsi, il est facile & voir que la proprieté de y-liberté dans (4, p) assure le
calcul de tous les moments de w, par rapport a ¢, si les moments élémentaires de
w sont donnés.

Le calcul des moments des variables aléatoires dans (A, ) suit un algorithme
similaire & [7] et [24](comparer aussi a (28] ou [31]).

C’est pourquoi les propriétés suivantes peuvent aussi étre établies par induc-

tion, corame leurs correspondantes de (7] et [24).

Lerame 2.1. - Sotent n > 1, 41,...,ia € I, tels que iy # 11, pour tous k £ {
el a € A;, (k=T,n). Alors p(ay---an) = oi, (a1) @i, (an)-

Preuve. Pour n = 2, on fait appel a 1.(5%).

Supposons ’affirmation vrale pour tout m <n. Essayons la montrer pour n.

On utilise (1). Le terme de la somme correspondant a r = 0 est p(ad---al) =
w(ad--ad_ )i, (a%), grace a la y-liberté.

Mais @(a®---aS_y) = @i, (a}) - i, (a%_,), par ’hypothése d’induction.

Chaque terme de la somme correspondant & un 7 > 1 contient un facteur
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go(ag(l) 03 .ag(n_r)). En appliquant ’hypotése d’induction, on déduit

_ 0
‘P(“gu) o 'ag(n—r)) = ‘Pi,(l)(agm)) o "Pia(wr)(aa(n_r))
Par suite, on obtient ¢(ay - --an) = wi(ar) i (an). ¢

Lemme 2.2. - Soieni n > 1, 41,...,1, € I, lels que 1 £ o F i
et p:=t{i1,...,in}. Considérons ax € Ai, (k = T,n) et w = ay---an. Alors
Uespérance p(w) peul élre ezprimée comme une somme de produits de moments

élémentaires de w, chagque terme conlenant au moins p facieurs.

Preuve. On procede de la méme fagon.

En tout cas §{i1,-spin-1} 29— 1

En utilisant (1), on voit que {501, - , sy Benean)} 2 B~ T8l Z L

La propriété de y-liberté intervient seulement pour le terme correspondant a

r=20.¢ .

Lemme 2.3. - Soient n > 3, & 1= (i1,...,in) € I, tels que iy # - £ 1y
. Supposons quil existe j € {1,...,n} pour lequel i; # 1ir pour lout k €
{1,...,n}\ {j} e ,I" € {1,...,n}, tels que { < j < U', mats 4 = ip. Notons
p = #{i1,...,1a}. Considérons ar € A, k = T,netw = a - -ay. Alors

Pespérance p(w) peut élre exprimée sous la forme:

(M (2.80))
p(w) = ¢;’ (a;)p(ar - aj—18541° - an) + 5,

on S est une somme de produils de moments élémentaires de w, dont chaque terme

conlient au moins p+ 1 facteurs, et & = (6i,,..-,6:,).

(" (t.60))

j

Preuve. En décomposant aj = ¢ (a;) - 1+ a7, on écrit

(M (1,60)) 0
p(w) = ¢;; (a;)p(ar -~ aj—18541 -+ an) + (a1 821078541 an).

Pour n = 3, on voit par calcul direct que le deuxieme terme est de la forme
proposée.

Supposons I’assertion vrale pour tout m < n. Vérifions la pour n.

On développe le deuxiéme terme d’apres (1). Dans chaque terme de ce
développement correspondant & un r > 1, t. q. [,I! € o, on peut appliquer
’hypotheése d’induction a ag(l) . ~ag(n_r). Chaque terme correspondant a un
r > 1, t q !l € moul € m contient un facteur go(ag(l)---ag(n_r)) t.q.
#{io(1) ..,i(,(n_r)} > p—r+ 1, et on lui applique le lemme 2.2. La propriété
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de y-liberté intervient a nouveau seulement pour le terme correspondant a r = 0.

Si I’ = n, on lui applique le lemme 2.2. Sinon, on utilise I’hypothése inductive. &

En dissociant notre analyse pour les éléments croisés et ceux non croisés, on
peut déduire, par des arguments similaires a [7] et [24], les particularités sulvantes

des propriétés anterieurs.

Corollaire 2.4. - Soient n > 4, t = (i1,...,in) € I", i1 # -+ F in
tel que t soil croisé, el p 1= §{i1,...,in}. Considérons ar € Apy B = T,n et
w = ay---an. Alors Uespérance p(w) peut étre erprimée comme une somme de
produits de moments élémentaires de w, dont chaque terme contient au moins p+1

facteurs.
Preuve. On applique les lemmes 2.2 et 2.3. §

Corollaire 2.5. - Sotent n > 3, t := (i1,...,%a) € I", & £ on iy fol
que t soit non croisé , el p = #{é1,...,in}. Considérons ar € A, k= I,net

w=aj---a,. Alors espérance p(w) peut éire exprimée sous la forme:
P D

% x 1,0,
p(w) = [Ty i D wen) + T,

ou w(l) = (m(l),...,m(m)) = (k = Tnyie = i(1), Weqy = (1) Cm(ni)(€
An)
7.(1) )

Fay(,80) = {75’:((93)0(1), byny) st m(l) est intérieur, —

; I=1p,

bi(ny sinon
ot (1) est le sous-mot rédut de t, préservant Uordre de t, formé des letires qui
correspondent auz blocs de w contenant w(l) [ou auz blocs exlérieurs de m situés
aprés w(1)], n(l) est la longueur de t(l), ™ = (n(1)),15 €tant la partition non
croisée correspondant d 1, ¥ est une somme de produits de moments élémentaires
de w, dont chaque terme contient au moins p + 1 facteurs, et 6 := (8i,,...,6i,)-
( La place de ir,(n,) dans t(l) est notée par mi(ng).)

N.B. Ici on ordonne les blocs de = suivant leurs premiers éléments m;(1),

| = T,p. Un bloc w(I') est situé aprés (1) dans 7 ssi m(1) < mp(1).

Preuve. Soit t := (41,...,1n) réduit et non croisé. Notons par 7 € NC(n)
Ja partition correspondant a t. Il résulte que t := (11,. ..,tm), ou chaque t, est

un sous-mot réduit de t, non croisé, qui contient un seul bloc extérieur de m. De
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plus, les ensembles des lettres de ¢, et t, sont disjoints, si 7 # r'. Soit 7, la
sous-partition de m associée a t, (r = 1, m).

On a ¢(w) = ¢(w; ---wy), ol les w, sont les sous-variables aléatoires de w
respectivement associées aux ¢, (r = 1, m).

Pour obtenir le terme au nombre minime de facteurs de ¢(w), on peut
procéder(d’apreés le lemme 2.2) de la maniére suivante.

On fait ”sortir” successivernent de ¢(w; - wp,) toutes les sous-variables
aléatoires wy(;y correspondant aux blocs intérieurs w(I) de w, en parcourant
w = wy - wm dans ordre Wy, Wm_1,...,w; et en travaillant dans chaque w,
de la méme fagon (de la droite a gauche).

Chaque wy(;) correspondant a un bloc intérieur w(l) de m, ”sort” de
o(wy -+ wr - wm) comme un “singleton”.

Le lemme 2.3 et la forme de (‘7("))7121 nous précisent que ce wy(y “sort” sous

(D (eD.80wy)
)

#i)
correspondant 3 tous les blocs de 7, qui contiennent w(l), ou aux blocs extérieurs

ou t(l) est le sous-mot réduit de (¢, .. ., tm), formé des lettres

de 7 situés apres 7(l) (dans Trqq, ..., Tm).

Dés que toutes les sous-variables aléatoires de wr correspondant aux blocs
intérieurs de 7, sont sorties de w(wy - Wy + - - W ), le bloc extérieur de m, transfere
toutes ses composants sur des places consécutives, dans le sous-mot non réduit de
t résultant.

Apres la réduction de ce sous-mot, le bloc extérieur de 7, est équivalent a un
”singleton” w’, qui reste dans p(w; - -w} - wp,), r <M.

Aprés la sortie de toutes les wy(;) correspondant aux blocs intérieurs de ,
il reste ainsi finalement (w} - w. ---w,,), ol wi, ..., w,, sont les sous-variables
aléatoires de w correspondant aux blocs extérieurs de 7.

On applique alors le lemme2.1. &

Remarque 2.6. - En fait, le lemme 2.1 peut étre étendu, par un raisonnement

(7 ).

similaire, sous la forme suivante(méme pour ¢ = %g ;

Proposition. - Soit (11, ...,tm) un mot réduit, t.q. les ensembles des lettres de
ses sous-mots t, el i soient disjoints, sir # r'. Sott w, € A une vartable aléatoire
canoniquement associée & t, (r=1,m). Alors p(wy - wm) = p(w1) - ¢(wWm).

En utilisant cette propriété dans le Corollaire 2.5, on obtient une autre
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identification du terme ayant le nombre minime de facteurs de ¢(w). Ainsi, on
peut prendre, pour chaque {(!), le sous-mot réduit de t, préservant I'ordre de t,

formé des lettres qui correspondent aux blocs de 7 contenant w(().

3.Théorémes limite pour les variables aléatoires y-libres et iden-

tiquement distribuées

Exploitant les propriétés décrites dans la séction précédente, on obtient un
théoreme limite pour les variables aléatoires y-libres et identiquement distribuées,
qui généralise les théorémes limite de [7] et [24].

Spécialisons le cadre de 2..

Soit A une x-algébre complexe unifere et & = {go(‘); ¢ € J} un ensemble d’états
spécifiés dans A. .

Fixons § € J et notons ¢ := (%),

Considérons un espace de probabilité (4, ) := *52(:41‘,%‘), ol v, : I x
JP — J, (Aq,pi) = (A, ), pour chaque i € I, et A est muni seulement de sa
structure de =-algebre.

Notons vy, (+, (6,...,6)) par xn et (-, (6, ..., 6)) par x™).

A D’aide des décompositions canoniques du type A= C-1& Kersﬂ(.xin)(t)), on

1k

peut remarquer le fait suivant.

Lemme 3.1. - Soientn > 1 etay,...,an € A. Supposons que xi(t) = xx(t'),
pour toul t ~ 1 dans Dy(I), k = T,n. Alors Uespérance ¢(w) de la variable
aléatoire w = ji,(a1)---ji.(an) dépend seulement de la classe d’équivalence par
rapport & ~, dont un représentant est (41,...,in) € Dn(I) (donc, seulement de la

partition correspondante).
Preuve. On utilise (1), en appliquant I'induction.$

Dans la suite, prenons { = N.
Dans notre théoréme limite, les moments des variables aléatoires sont calculés,
d’aprés Bozejko et Speicher, a I’aide des partitions non croisées, en distinguant

entre leurs blocs intérieurs et extérieurs.
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Les propriétés établies dans 2. nous assurent que seulement les termes qui
contiennent le nombre minime de facteurs vont survivre a I’infini.
(est pourquoi la démonstration, dans notre contexte, est entiérement simi-

laire aux démonstrations des théoremes limite de [7] et [24].

Théoreme 3.2([14]). - Pour chaque N > 1 soient donnés m éléments an i de
A, k=1, m, et considérons Sy := Z;’V:lj,-(aN'k). Pour toutr > 1, o(1),...,0(r)
de {1,...,m} et v € J, supposons que

lim N - oW (ano(1) - aner)) = @(a(D), ..., 0(r) (*)

N —co
eviste el x-(1) = x-(t'), pour tout t ~ t' dans N'. Alors, pour tout r > 1 et
o(1),...,a(r) €{1,...,m}:

T 14
Jim $(Sn,e)+ SNo(r) = > > JIQs,
p=1 wENC(r)l:l
Qn(m(l)) == Q((’Z_(*l‘)‘;(’))(o(m(l))y-~-:0(7f1(7‘l))), w(l) = (m(1),...,m(rl).

Zrn () = XW‘(”)(t(l)) sz: n(l) estintémeur, | _ T p
6 sinon

t(1) est le sous-mot réduit de 1, préservant Pordre de t, formé des letires qui
correspondent auz blocs de @ contenant w(l) [ou auz blocs extérieurs de m situés
apres ()], r(1) est la longueur de t(l), t € N" élant un représentant de la classe
d’équivalence correspondant & ® = (7(1)),_75-

Preuve. Soient r > 1, a;,...,a, € Aet NEN, N > 1.

Si x-(t) = xr(t'), pour tout t ~ t' dans {1,2,...,N}", alors

. N N

W((Zilzl Jin(a1)) - '(Zirﬂ ji.(ar))) =

Z;:l A,{)\/ Z(W(I) ..... a(p))el(r) Lﬁ(‘fl’(l), ewn W(p), ay, -y a"‘))
grace au lemme 3.1, en groupant les termes correspondant a la méme classe
d’équivalence. La classe d’équivalence correspondant & (w(1),...,m(p)) contient

P _ _N! ;

Ay = GCEDH représentants.

(Ici on note, d’aprés le lemme 3.1, pour chaque 7 € I(n), @(m;a1, ..., a,) =
@i, (@1) -+ Jin(an)), ol (41, .., 1n) est un représentant de la classe d’équivalence

correspondant a 7.) &
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En spécialisant ce théreme limite, on déduit des analogues y-libres du
théoreme central limite et du théoréme limite de Poisson (comparer a [7], [24],
et [28], [29], [31]). Par NC2(2p) on note les partitions 7 € NC(2p) dont chaque

bloc a deux éléments.

Corollaire 3.3(Théoréeme central limite). - Soient données m variables
aléatoires ap de A, k = 1, m, el pour chaque N > 1 et k = 1,m, considérons

S g 1= 7&}725\;1 ji(ar). Pour tout 1 < k,o(1),0(2) < m el € J, supposons que

P (ak) = 0,0 (a5(1)a0(2) = QW (0(1),0(2)) (%)

el xr(1) = xr(t'), pour tout t ~ t' dans N". Alors, pour toul r > 1 et
o(l),...,o(r) €{1,...,m}:

P S
Hmp oo $(SN,o(1) " SN,o(r)) = { (%:WENci(r) [Ii=y Q@ (n(D)) s1r=2p,

st r est impaire,
Qx(r(1)) := QU0 W(a(m(1)), o(m(2))), (1) = (m(1), m(2)),
S l = -1_:5)

(r(9) - g
Ten () = XW,(Q)(t(l)) st w(l) est intérieur,
) sinon

t(l) est le sous-moi réduit de 1, préservant lordre de i, formé des lettres qui

ol

correspondent auz blocs de m contenant n(l) [ou auz blocs extérieurs de m silués
aprés ©(1)], r(1) est la longueur de t(l), t € N étant un représentant de la classe
d’équivalence correspondant d © = (7()),_17-

Corollaire 3.4(Théoréme limite de Poisson). - Soient données les variables
aléatoires an de A, et considérons, pour chaqgue N > 1, Sy := va___lj,-(a,v). Pour

toutr > 1, et L € J, supposons que

Jim Ve ((ay)) = o) (+)

ne dépend pas de v el xr(t) = x-(t'), pour tout t ~ t' dans N". Alors, pour loul
r>1:

r p
IJme¢((5N)f):Z Z Ha(iw)u)),

p=1reNC(r) =1

ou
(r(1) ' p
Ty (t) = {X,,,(”)(t(l)) si w(l) est intérieur,
) simon

)
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w(1) = (m(1),...,m(m)), 1= T,7,

t(l) est le sous-motl réduil de i, préservant lordre de {, formé des letires qui
correspondent auz blocs de = contenant w(l) [ou auz blocs exlérieurs de m situés
aprés w(l)], v(1) est la longueur de t(l), t € N” étant un représentant de la classe
d’équivalence correspondant @ m = (w(1)),_15-

Remarque 3.5. - Les conditions () peuvent étre remplacées par des condi-
tions plus faibles, en les supposant vraies seulement pour ¢ = é et v = Xg»r)(t), ou
teN"etg=1,r

En particulier, si on suppose, pour tout 7 > 1 que

Hmy oo N -@((an)”) =: € et limy oo N - ‘P(xgr)(t))((a,\,)’) =1
ne dépennent pas der, x,1 € N" et J = 1,7, alors le Corollaire 3.4 afirme que,
pour tout r > 1:

limy—oo ¢((SN)7) = 2221 ZWENC(r‘) gm0,

ol o(r) et i(w) sont le nombre des blocs extérieurs et respectivement intérieurs de

7 (comparer a [7]).

4.Lois limite du théoréme central limite y-libre et les chemins de

Catalan

Ensuite, en tant qu’application, on montre qu’on peut récupérer, par notre
analogue du théoréme central limite, toutes les lois de probabilité réelles symé-
triques ayant des moments de tout ordre.

En effet, on établit une connexion entre ’ensemble des lois limite du Corollaire
3.3, les fractions continues universelles de Stieltjes et le probleme classique des
moments, grace  un résultat obtenu dans un contexte d’analyse combinatoire par
Flajolet([10]).

1l s’agit de ’équivalence entre les séries caractéristiques des certains chemins
marqués dans le plan et les fractions continues universelles de Stieltjes-Jacobi, qul
a lieu dans Palgebre C[[X]] des séries formelles sur un alphabet non commutatif
X a coefficients complexes.

Rappelons quelques faits de [10].

Les chemins de Catalan de longueur 2p sont les mots de la forme v =

Vouy ... Vap, O v = 0 = vy et v — k-1 € {-1,1},k = 1,2p, du monoide
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libre N™.

Notons par C I’ensemble de tous les chemins de Catalan.

Si lalphabet X est formé des indéterminées non comutatives arbitraires
X={a(n),n > 0} U{B(n + 1),n > 0}, alors le chemin marqué, noté A(v), d’un
chemin de Catalan v de longueur 2p est défini comme un mot du monoid libre A,

par A(v) = ujug ... uzp, OU Ug = a(vk—1), st vg —vk—1 = 1, et up = B(ve-1), st

vg —ve-1=—1,k=12p

Notons P:=XA(C).

La série caractéristique de P est char(P) 1= 3. ,cc A(v), considérée dans
cllxl).

A Vaide de la bijection entre I’ensemble des chemins de Catalan de longueur
2p et [15(2p), l'ensemble de 7 € I(2p) dont chaque bloc a deux éléments, il n’est
pas difficile d’observer le fait suivant sur NCy(2p). (Un résultat similaire peut étre
établi dans le cas général.)

Lemme 4.1([14]). - Soient 7 € T5(2p) et v™, le chemin de Catalan associé.
Alors m € NCy(2p) ssi vn(1) — ¥m(z) = 1, | = 1,p.(De plus, si w(l) est bloc

extérieur dans m, alors vy 2y =0, vy = 1.)

Spécialisons notre théoréme central limite y-libre.

Prenons J=N, § = 0 et considérons le cas d’une seule variable aléatoire a € A,
avec les notations de 3..

Pour tout r > 1, on note

gy i= 0, si t est impaire, et pr 1= ) Ny (2p) 1=, @« (x(1)), si r=2p.

Supposons que I’alphabet X est formé des indéterminées a(n)-B(n+1) =
¢(M(a?), n >0, appartenant au semigroupe multiplicatif R\ {0}.

Soit © = (w()),-15 € NCa2(2p), ov 7(l) = (m(1), m(2)), | = 1,p, et notons
respectivement par [t] et v™ = vor1 ... Vop, la classe d’équivalence et le chemin de
Catalan correspondant & w, p > 1 étant fixé.

Si de plus chr([))(t(l)) = vy, pour k € {m(2),{ =T1,p}, ol t(I) est le sous-mot
de t associé a w(l) par 3.3(appelons y adaptée auz chemins de Catalan, dans ce
cas), alors A(v™) = []-; @=(7(l)), grace au Lemme 4.1.

Donc ppp coincide avec la série caractéristique des chemins de Catalan
marqués de longueur 2p.

Notre théoreme central limite prend ainsi la forme suivante(comparer a 17,
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(23], [24], (28], [29], [30], [31))-

Théoreme 4.2([14]). - Sotent (A, () un x-espace de probabilité, {™),n >
1} un ensemble supplementaire d’élats spécifiés dans A et a € A, tel que oM(a) =
0, o™ (a?) >0, pour tout n € N.

Considérons une puissance y-libre dénombrable (A, @) de (A, 90, telle que
~v soit adaptée auz chemins de Catalan, et notons Sy = 7317 Zfl:lji(a), N >1,
ou j; sont les morphismes canoniques de A.

Alors imy—co @((SN)") = pr, T 2 1, 08 pr = 0, st 7 est impaire, el pr =
Znech(zp)Hle Pn@)(a?), si r=2p, v étant le chemin de Catalan correspon-
dant ¢ © = (7(1));-17, 0¥ (1) = (m(1), m(2)).

De plus, en appliquant le résultat fondamental de [10], il s’ensuit que:
Corollaire 4.3([14]). - La série formelle S w0 Hr2” est équivalente ala

fraction continue de Stielljes

1
- S0(0)((12)22
i G

S(X,z2) =

-
(Ici po =1.)

A ce point, rappelons une terminologie([1], [31]) qui vient du probléme
classique des moments.

Notons par C[X] Palgebre des polynomes complexes d’une variable.

Appelons lois de probabulité dans C[X] toutes les fonctionelles linéaires p de
C[X] dans C, telles que p(1) = 1. Disons qu’une loi de probabilité x dans C[X] est
positive, si u(P(z)) > 0 pour tout polynéme P # 0, tel que P(z) > 0,Vz € R, et
symélrique, si tous ses moments d’ordre impaire sont nuls (u(X?*+1) =0,Vp € N).

Un fait classique nous dit alors qu’une loi positive de probabilité dans C[X] est
donnée par une solution de Hamburger du probléme classique des moments([1]).

Grace a I’équivalence entre les séries formelles considérées et les fractions

continues de Stieltjes, on conclut:
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Corollaire 4.4([14]). - L’ensemble des lois limite du théoréme central limate
v-libre coincide, dans ce conlexte, avec Uensemble des lois de probabilité réelles

symétriques ayant des moments de tout ordre.

Ainsi, on peut appliquer I’approche de Bhat et Parthasarathy([3]), pour
réaliser dans cette situation des modeles d’opérateurs qui ont la combinatoire([24])
du théoreme central limite y-libre, en utilisant seulement les opérateurs de nombre,
création et annihilation dans un espace L? de Hilbert adéquat.

Plus précisément, pour chaque loi de probabilité réelle symétrique y, ayant des
moments de tout ordre et t.q. ’espace des polynomes soit dense dans L%(y), con-
sidérons la suite des polynomes moniques orthonormaux en, n 2 0, correspondant
ap.

Par rapport a cette base orthonormale de L?(u), Popérateur auto-adjoint 2
de multiplication par x & domaine maximal dans L?(y), a une matrice bidiagonale
de Stieltjes, [zij], t-q. zii41 = Zig1ri = g(i) et zj; = 0 au cas contraire, ou
9(i) 1=< i, Zeip1 >> 0,0 < i < dimL?(p).

Ainsi, Z est égal & g(N)L + L g(N) sur l'espace des polyndmes, o N
et L sont les opérateurs standard de nombre et respectivement d’annihilation
N=3;7le><e I, L=); i€ ><ejq |, dans la notation de Dirac).

La loi de Z dans ’état vide eg est alors p.

N.B. - Cet ouvrage est une version revisée et corrigée de certains résultats de
[13] et [14].
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