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L I B E R T E P A R R A P P O I I T A U N E N S E M B L E A R B I T R A I R E
D'ETATS

Valentin IONESCU

R6sum6 - On pr6sente une g6ndralisalion de la notion de liberl6'de Voiculescu

par rapporl b. un ensemble arbitraire d'6tats, i I 'aide d'un produit l ibre amalgamd

de C*-espaces de probabil itd, au sens de Voiculescu([28], [29], [30]' [31]), en uti l isant

l,approche developpde par Bozejko et Speicher dans Ie cas scalaire par rapport ir

deux 6tats([7], voir aussi [24]). Dans le cas.scalaire, on r6cup6re dans nobre analogue

du thtiordme central limite, non seulement la loi Gaussienne, comme dans les cas

classique el tensoriel(bosonique)([8], [9], [11], [12]), et la loi de Wigner' comme

dans le cas l ibre([23], [24], [28], [29], [30], [3U), mais 6galement toutes les lois de

probabil it6 rdelles symdtriques ayant des moments de tout ordre'

F R E E N E S S W I T H R E S P E C T T o A N A R B I T R A R Y S T A T E S E T

Abstract - A generolization of voiculescu's freeness wilh respect to an

arbitrary stole set is giuen. one constructs an amolgamaled free product of c* -

probabitity spaces in Votculescu's sense(128], [29], [30], [3t]) 'using Bozejko and

Sper.cher,s method wtlh respecllo lwo slales fromlhe scalar cose(171, sce alsol24l)'

As an applicalion, in the scalar case concerning only one random uariable, one

recouers in our analogue to lhe cenlral l imittheorem nol only the Gaussian law, as

in both the classical and lensor(Boson) case(181, [9], [ i1], [12])' or Wtgner's law' os

t n t h e f r e e c a s e ( [ 2 3 ) , [ 2 4 ] , [ 2 S ] , t 2 9 ] , [ 3 0 ] , [ 3 1 ] ) , i u l a l l s v m m e t r i c p t o b a b i l i t y l a w s

on the real l ine hauing moments of oll order'

Abridged English Version Let I be an index set, (f;);E1 a family of

I



f  1  := f l i - ,  f  1*  .

Lef  a lso be g iven a countable fami ly  of  maps 7 = (7")">t ,  such that

1 ,  :  l f 2E1^ l r  *  U re r f i  and  7n (1 ,o1 )  €  f ; ,  ,  f o r  a l l  ( t , o1 )  €  l l , . r " f r ,  i f

t : = ( i 1 ,  .  . ,  i " ) .  O n e  d e n o t e s  i l " ) ( t , o 1 )  : =  1 n - b + t ( t k ,  o 1 r ) ,  w h e r e  t 1 "  : =  ( i y , . . . ,  i ' ) ,

a t k ' . :  ( * i * , . . . , d ; " ) ,  k  -  I , n ,  i f  t : = ( i r , . . . , i n )  a n d  a 1  : -  ( o i , , . . . , 4 i " ) .

Let B be a unital C--algebra(over C). Let us consider the category of the

C--aigebras over B, i.e. A ) B ) 1 with morphisms being the 'r '-algebraic

homomorphisms which are the identity on B. The free product with amalgamation

of (,4;);sr over B, denoted *6A;, is the coproduct(direct.sum) in this category.

I t  A; ,  i  €  / ,  are C--a lgebras over  B,  and O; = {p l " ' / ;o i  €  l i } ,  i  €  / ,  are

sets ofnorm one projections([26]) of,4i onto B, then our generalization offreeness

arises in this context from an amalgamated 7-free product (A,g) of C.-probabil ity

spaces over  B in  Voiculescu's  sense([28] ,  [30] ,  [31])  (A; ,9; ) ,  i  €  I .

Fix 6 € f . Denote g, ,= pfo') for all i  e /.

Theorem. - There erisls a C* -algebra A ouer B, and a condil ional expecla-

tion([27]) g of A ortlo B salisfying:

(z) there exisis a morphtsm j; of A; into A, i e I, such thot A is generaled

by U;er  i ; (er1 '

( z t ) 9 c j i - p i , i e l ;

( i i i )  f o r  a l l n ) - 2 ,  a n d  I  : =  ( i r , . . . , i n )  e  1 " ,  i t  *  " ' * i ^ ,

p ( j ; , ( a t ) ' ' '  j ; " ( t " ) )  =  p ( j ; , ( o t ) ' ' '  j i " - ,  ( o " - t ; ; 9 ; , ( a n ) ,

z f  a t  e  I { e r q \ t l ' u ' t ) ) , l , = T f i . ,  w h e r e 6 1  : = ( 6 ; , , . . . , 6 r . ) .

One nray denote , = *|)9r, and (,4, ,p)= xf)( ' l ' ; ,gi).

Actually, this theorem can be established at the *-algebraic level over a unital

(+-)C--algebra, by using unbounded operators in (pre)Hilbert (*-)C"-modules as

Powers([21j) did in lhe scalar case.

Studying the properties of this 7-free product with an amalgamation over

B=C. l ,  by the method used in [7]  and [24] ,  one may obta in( [ l3 ] ,  [14])  a l imi t

theorem for 7-free, identically distributed random variables, and derive a 7-free

analogue to the central limit theorem (and also a 7-free Poisson limit theorem)



genefalising the corresponding resulls of [7] and [24](see also [28], [29]' [31])'

Let us present only our analogue to the central l imit theorem in a simple case.

Some facts from [7], [10], U8] and [24] are necessary.

Denobe by I I (n)  the la t t ice of  a l l  par t i t ions of  {1,  . .  . '  n} ,  and by NC(n)  i ts

sublattice of non-crossing partit ions. In the sequel, we make a distinction between

the outer and inner blocks of non-crossing partit ions. The blocks in a parti l ion are

ordered by their f irst elements. Denote also by tI2(2p)(respectively Nc2(2p)) the

set of ur belonging to II(2p)(respectively NC(2p)), for which each block has two

elements.

The natural correspondence I" )t - rt € II(n) induces abijection between

II(n) and the set of the equivalence classes with respect to the following relation

-  o n  I n ,  ( i r , . .  . , i n )  -  ( / , , , . . . , i " )  e  ( i p  =  i 1  €  i t 1 ,  =  i l ) .

There exists also a bijection between llz(2p) and the set of the catalan paths

of length 2p, i.e. the words of the form y = uouL...v2o belonging to the free

monoid N*,  where uo = 0 = u2p,  and u1,  )  , r - ,  €  { -1,  1} .

L e L  7 n :  N '  x  N '  *  N ,  n  2  l ,  b e  g i v e n ,  a n d  7 ' ( ' , ( 0 , . . . , 0 ) )  = :  X " ,  D e n o t e

7 ( " ) ( . ,  ( 0 , .  . . , 0 ) )  = :  1 ( ' ) .

Call 7 = (7,)'2r adapted to the Catalan palhs if X', n :l 1, satisfy the

following conditions:

0 )  x [ " ( ' ) ) ( r ( l ) )  =  v1 , , vk  e  { t r { 2 ) ,1  =  T ,p } ,  f o r  a l l  t  i n  N2p ,  p  }  1 ,  i f  t he

equivalence class of t corresponds to a partit ion t e NCz(2p), u - ("(l))r=rr,

with zr(l) = (nr(1),?i.r(2)), ru being the corresponding Catalan path, where t(l) is

the reduced sub-word oft, oflength n(l), preserving the order oft, and consisting

of the letters corresponding to the blocks of r including r(l) [or to the outer blocks

of zr situated after zr(l)] ;

6 j )  x" ( t )  = X,( t ' )  for  a l l t  *  t ' in  N' ,  o therwise '

Theorem. -  Lel  (A,O(o))  De a * 'probabi l i ty  space,  1r@),n 2 l l  another

sta le set  speci f ied on A,  ani l  a  e A such that  9@)@1- 0,4(" ) (az)  > 0 (n € Nl .

Consider a covnlable r-free power 1A,,ir1 o1 1.1, pQ)), wilh 7 ad.apted to the Catalan

palhs.

Denote Sry := 
* t[, j;(o), N , I, i, being the canonical morphisms of A.

Then limp-- P((SN)') = If,,, r ) 1, where

p, '.= 0, if r is od,d,, ond y,r:= I"eNCr( ,611!=rrt" 'et)(a2), if r=2p,

v being lhe Catalan palh correspond'ing to r.



' fhe equivalence between the character is t ic  ser ies of  cer ta in label led palhs in

the plane and the universal Stielt jes-Jacobi continued fractions, noticed by Flajolet

in the algebra C [[.{]] of the formal series over a non-commutative alphabet ,Y with

complex coefficients([10]), permit us to establish a connection between this 7-free

cenlral l imit distribution set, and the classical moment problem([1]). Exploit ing it

one may conclude:

corollary(t14]) - The central limil drstrrbulion sel in this contetl is the set

of all symrnetric probabr.litg lo,us on lhe real line with motnents of all order.

Thus, applying the method of Bhat and Parthasarathy([3]), one may obtain

models of operators possessing lhe combinatorics([24]) of this central l imit theo-

rem, by using only the number, ffeation and annihilation operatots on a suitable

,L2 Hilbert space.

0.C*-modules de Hiltrert

Quelques notions pr6liminaires concernant les C*-modules de Hilbert([4], [17]'

[20], [22]) sont n6cessaires'

Soit B une C*-algdbre complexe unifbre'

tJn B-rnod.ule prdhitberlien X est un B-module (i droite) muni d'une structure

compatible d'espace vectoriel complexe et d'un produit int{rieur i valeurs dans B,

< .,.>: x x x * B (c'est-ir,-dire, une application sesquil in6aire, hermitienne et

posi i ive) .

La forme sous-iindaire l lcl l := l l  < t ' t > l l* est une norme sur x et vdrif ie

l ' in6gali t6 de Cauchy-Schwartz: l l  < 
",v 

> l l  S l l t l l  ' l lgl l '  Si X est complite par

rapport I cette norme, alors X est un B-ntodule de Eilberl'

B est  un B-module de Hi lber t  par  rapport  au produi t  in tdr ieur  <. \b1,b2>.=

bibr.
Si (Xi)ie I est une famille de B-modules de Hilbert, alors la somrne direcle d'e

Htlbert, (Dr., X,, est le compldte de la somme directe algdbrique correspondante

par rapport i la norme d6finie b I'aide du produit intdrieur suivant:



(  o i e  r r i  , 0 ; e t a ;  t =  
E  

1  r ; , l i  )

Si X est un B-module de Hilberl, 
"too 

ontd6finit naturellement le compi6ment

orthogonale d'un B-sous-module de X.

S i  X  es t  un  B-modu le  de  H i lber t ,  a lo rs .L (X)  : -  {S :  /  +  X ;35 .  
"  
f ,  +

X , t . q .  l  S x , y  ) = 1  x t S . Y  )  Y z , g  €  X \ '

Lemme([20])

1) s e L(x) + s esl une application de B-rnodule lin6ate, bornn,le el

l  S r , S c  > <  l l s l l t  1 r , r ) , Y e  e  X ;

2) S e L(X) + S' est bien d€fini et S" € L(X) ;

3) L(x) est une c*-algibre complexe unifire, par rapporl d' la norme tndutle

de l'espace des op€rateurs lin€.aires bornds d'ans X'

si (X,)ier est une farnille de B-modules de Hilbert et (s;)ier est une famille

d'op6rateurs S; € L(X;), i € I, on coirstruit natureilement la somme direcle

e , . r  Sr  dans  l (@, .1X; ) .

si X et Y sont des B-modules de Hilbert et y : B - L(Y) est un *-morphisme

unitaire, alors on peut ddfinir, sur le produit tensoriel atgdbrique X @3 Y, un

semi-produit int6rieur i valeurs dans B:

(  s t  I  l t , x z &  a z  ) : = 1  y t ' , X ( 1  1 1 , x 2  ) 1 ) y 2  ) 2 ,

ou ( . , . )1 et 1 . , . )2 sont ies produits int6r ieurs de X et Y. Le compldtd sdpard

de X @u Y, par rapporl i a. I ), est le produit tensoriel de X et Y sur B' not6

aussi X 8u Y (en fai t ,  X 8g'Y )

Si X et Y sont des B-modules de Hilbert et ,5 € 'L(X), alors on peut remarquer

que SO Id € L(X 8e y) (mais, en gdn6ral ,  Id8'9 4 L(X 8a Y),  s i  S e l ( f  )  ) '

soi t  ( I { ; , { i ,X;) ier une famil le de B-modules pointds de Hi lbert  (1/ i , ( ; ) '  t .q.

(  €i , ( l  )= 1a el  y;  :  f f  - . [ ( /1;)  soient des *-morphismes unitaires ( i  e /) '

Alors on peut conshuire([13]) I'extension aux B-modules de Hilbert du produit

tensoriel infini de von Neumann de [19], par une limite inductive (comme dans

[16] ,  par exemple, pour le cas scalaire) '

On obt ient ainsi  ( f f  ,= 8! '* '  H;,€,X),  un B-module point6 de I l i lbert  (H,e),

t .q .<  € ,4  >= 1r ,  mun i  d 'un  * -morph isme un i ta i re  X :8  '  L (H) '

Ce produit tensoriel infini est encore associatif et distributif par rapport aux

sommes directes de B-modules de Hilbert'



l .Produit l ibre amalgam6 d'espaces non commutatifs de probabil it6

au sens de voiculescu) par rapport a des ensembles arbitraires d'6tats

On reprend des notations de [13] et [1a]'

Soient I un ensemble et (l;);6; une famille d'ensembles'

Pou r  chaque  t := ( i v , . . . ' i ' )  €  1 "  e t  n  >  1  ,  on  pose  l 1 := f l f - ,  f ; * '

On note aussi | := fl;6r f i.

On se donne une farnil le d6nombrable d'applications 7 = (t")"2t, telles que

ln  t L f t e r ^ f r  -  U ie r l ,  e t  7 ' ( l , o r )  €  l ; '  ,  pou r  t ou t  ( 1 ,o t )  €  L l re r ' f t '  s i

t : = ( i r , . . . , i ' , ) .

On pose r l " ) ( t ,  o , )  
"= 

1n-k+t( th,  c1.) ,  o i l  t *  := ( i t ,  '  '  '  , in) '  d t r  :=

( o i * , . . . , o i ^ ) ,  k - T n , s i  t : = ( i 1 , " ' , i ' )  e t  0 1  : =  ( o t , , " ' ' o d " ) '

soit B une c.-algdbre complex" uniGtu. on considdre la cat6gorie des c*-

algbbres sur B dont les objets sont les c.-alg€bres A )- B f 1 et les morphismes

sont les' homomorphismes *-algdbriques qui coincident avec I'identit6 sur B'

Le produit l ibre amalgam6 de (Ai);e 1 sur B, not6 *gA;, est lasomme directe(le

coproduit) dans cette cat6gorie'

Si A; est une C--algbbre sur B et O;

projections de norme un([26]) de /i sur

g6n6ralisation de la libert6 apparait dans

libre amalgamd, (A,,P), de C*-espaces de

Voiculescu([28], [30], [31]), (,4i ' 9;), i e I '

Fixons 5 g I et posons g, ,= 95t') pour chaque i € 'I '

Th6orbme 1.1. - / l esisle une C*-algibre A sur B et une espirance condi'

tionnetle(]271) p dt A sur B, lelles qae:

(i) poar chaque i € I, il edste un morphisme j; d'e A; d'ons A' lel que A soit

engenilrde par lJaEr i{Ai) ;

(i i) pour tout i € I, I o i i  = 9;i

( i i i )  p o u r  c h a q u e  n ) - 2  e l  t : =  ( i r '  " ' ' i ' )  e  I n  ,  \  *  " ' * i " :

p ( j r ,  ( a r ) '  "  j r " ( o " ) )  =  p ( j ; , ( o t ) '  "  j i " - , ( o " - r ) )P i ^ (a "1 '

s t  a r ,  e  l i e r r?1 " ' { ' ' t ' ) ) ,  [  =  \ i ,  o i  61  :=  (6 ; r , ' " , 6 i " ) '

= {p! ' ' ) ;c i  € fr}  un ensemble de

B, pour chaque i e I, alors notre

ce contexte i, I'aide d'un produit 'y-

probabilitd sur B, dans le sens de



on peut  no ter  9  =  * ( ] )v ,  e t  (A ,9)  =  * | )1Ar ,vn)  .

Idde de la ddrnonslralron. - Suivant laconstruction GNS de Voiculescu realis6e

dans [28] , pour une projection de norme un, on modifie Ia reprdsentation du produit

libre amalgamd *-algebrique ([28], [31]), d'une manidre similaire b [7], pour le cas

sca la i re  B-C '1 .

Les C'-modules de Hilbert interviennent comme un outil ndcessaire.

Tout d'abord, on utilise I'extension du produit tensoriel infini de von Neumann

de [19] aux B-modules de Hilbert-

D 6 m o n s t r a l i o n .  N o t o n s  D ^ ( I ) : =  { ( i r , " ' , i . )  €  I " ; \  #  " ' +  i " }  ( "  2  1 ) ;

T : =  [ - J , r ,  D , ( l ) ; 7 ( ; )  ' -  { ( d , , . . . , i , )  €  T ; i l *  t }  ( i  €  1 ) .  P o u r t : = ( i 1 , " ' ' i ' )  €

?, on p*e Hl : --  H!,@n '  '8u f l ,g"

10 Soit  i  g /  f ix6. On considire les *-repr6sentat ions (ol" ' ) ,  Ht,€; ,X;,X!) '

a; € fi, donn6es par Ia construction GNS de Voiculescu ([28]), respectivement

appliqude aux projections de norme un p!"'), a; € f;, de lafamille O;, en prenant

pour chaque a; € ft, le meme B-module de Hilbert (i droite) H; = B @ /1r0 et le

m6me vecteur (non ciclique, en g6n6ral) €; = In O 0 € B O l/i

on peut proc6der de cette fagon, grac.e a I'extension aux B-modules de Hilbert

du produit tensoriel infini de von Neumann'

on observe qu" , . f" ' ) io;  €;  e Hl,  s i  a e Kerpi" ' )  (o,  e t , ) '

Les *-morphismes unitaires Xt ; { 
* L(Ht), Xl t B * '(ffro) v6rifient

x i (b ' ) (boh)  =  o 'box l (b ' )h .  on  a  
"1" ' ' (D)  

:  i ,  s i  be  B.

20 Soit  (H,€,X,xo) = xa(Hi,{ i ,Xi ,x l)  le produit  l ibre des B-modules de

Hilbert considtir6s ci-dessus. Donc([28]):

H  =  B O O , e r  H l  = :  B O H o ,  {  =  l a  O 0  €  A  @  H o  =  H ,

X I B - L(H), X0 : B - L(Ho) sont des *-morphismes unitaires t'q'

X(b 'Xb O h)  =  6 'O O X0(b ' )h  -  (X  =  * ;e tx i ,  X0  =  * ie  rX l  ' )

On considire les deux ddcompositions suivantes de H'

20.L H = H;f i  s111,; ,  ou I /1i1 := BOO,ert ' )  f l ,o,  d I 'a ide des opdrateurs

unitaires V; : H + I/i 8B //1;;, donn6s Par

V;€ = €; & t, V;Hl = Hto 88 €,

v;H! = 1, E)s H?, vi(H! 8, H,o) = Hio 8s H! ,vt E 7ti) (i e 1)'

20 .2 H - Ht O I{; @ L;, en identifiant € = {r, oi on note

Ki := 0rer, , ,  Hro, l ;  := @167t ')  Hlo 8r l  Hro'

30 Soient les +-morphismes unitaires ) ; : t ( I { ; )  -  L(H) def inis par



) i (S)  : -  % ' (S8 Id ' )V ; ,YS e  L(H i ) '

Alors

)r(s)l/r c fl;, )i(5)11,0 c a'o @ Hto @" lJ'o et

)r(sx//,0 8" HP) c H,0 O Hto 8B H?,vt. 7(i) (S e '(1{i))

Donc les sous-modules Hi et /(; @ |; de H sonb stables par rapport, ' )c(s)

pour .9 € L(Hi) .

De plus, on voi l  que );(S)/ / !  c / / ro8r Hto'  s i  S{1 € Hl 'W€ ?( i) '

En particulier:

. l ,1n l6 ' )1o ; ; r  ;  C  H i ,  Ya  €  A i ,

^;1"1"' i1"1l,rl l  c nro 8u H,o, Ya e Kerglo') ' I € 7(i) ' s; ( fr '

( i e l )
Cette dernidre propri6td implique -induction !- la propriet6 suivante:

( t)  ) , ,1"f i")1o,)) ) i^-,( ' l l l l -"(o'- ' )) /1,0. c H,0,

y n )  2 ,  t  : =  ( i t , . . . , i , )  e  D n ( I ) ,  a r  e  X e , p l i ' o ) ,  o i r  €  l i * ,  k  =  m = f '

40 Soient pi,6, ::Ai * L(H;) les *-repr6sentations d6finies par pi'6'(o) :=

. l ;  o oj6 ')1a; I  Hr.  Alors

< e, p 'J '@)e >= p;(a) et pi '6 ' (oX - t '  p;(")  € / / ;0 '  gr: ice i  10'  vc € Ar '

Posons A! t )  ,=  U" r r {1 , , ( r ' c r )  e  l i ; l  =  ( i1 , " ' ' i ' )  e  D" ( I ) ' i 1  =  i ' a1  e

r r ) (c  r ; ) .
pour chaque o, g A!t), on considdre les B-modules de Hilbert suivants:

/r j ' ' ) .- O Hl,Ll" ') ,= O sto@s'o'
, 6 a ( o . )  l € ? ( ' ' )  B

o i  ? ( o , ) : =  { l  €  7 U ) ; 1 a t  €  l r , 7 ' + r ( i , t ; 6 ; , 4 1 )  =  c i ' t t : = l l  l } '

Alors

i, " "t"',1o;(r<f".l O rl".)) . {l:" O rl"') (*, e l! '), o €,4i), grice ir 30'

par suite, pour chaque o, g A!t), on peut consid6rer les *-repr6sentations

,i,,"::'A:":';(4";te'rl"'i), ,i"l'(o) :=.\; o '!"')1o; | (xl"') CI rl"'))'
La proPri6t6 (t) imPlique alors

p::""  "(o '  ) ' ' '  p l : : ;  " ' ' '  
- '  (o" -  t  )  /J '0" c r / to '

y n 2 2 , V t  =  ( i r , . . . , i ' )  €  D " ( r ) ,  V o t  €  x " ' . \ i " ) '  o i ' o ' *  ' -  7 [ " ) 1 i ' 6 ' ; '

k =Ti=I.



Mais 1{;  @L, = Oo,e,r l , )( f i " ' lO, l ' ' ) )  Donc les *-repr6sentat ions pi '  :

A; *  I (Kr O tr ;) ,  ddf inies pat p: '  := Oo.€^l ' )  p6r"" '  ont la propri6t6:

po,i '@) pl.:, '(o"-r)//,0" c Hl,

Y n > - 2 , v | =  ( i r , . . . , i ' )  €  D ^ ( I ) , Y a t  e  I { e r g ( r l " ' { r ' 0 ' ; ; ,  k  = T V ] '

Par rapport i. la d6composition orthogonale 20.2 de H, on obtient alors, pour

chaque i € 1, une *-repr6sentation 4i,6, '. A; * L(H), oi'6' ,= pi' ' ' @ O!' '

I I  est v is ible que ( { ,o ' ' ' ' (o)€ >=( €, piJ ' (o)€ >= 9r(o),Ya e A; '

Pour  tou t  n  Z  2 ,  V t  =  ( i r , ' - - , i ' )  €  D, ( I ) ,  Ya1,  €  'Ker r ( t [ " ) ( ' ' o ' ) ) '

tc =T:;  -1 eL an Q / i" ,  i l  s 'ensuit  que:

(  { ,  o i ' ' 6 ' r  ( o r ) ' ' '  o i ^ ' 6 ' ^  ( o ' ) 4  > =
-  <  { ,  a r , , 6 t ,  ( a r )  . .  . o i n - ' ' 6 ' ^ - ,  ( o n - r ) p i " ' 6 i '  ( o r ) {  >  =

-  <  ( , p l ; ' ( o r )  '  p : ' ^ : , '  ( o " - , ) ( p t " ' ' : ( o " ) €  -  { ' p i " ( o " ) )  >  +

+  <  € ,  o i , , 6 . ,  ( a r )  .  . ' o i " - ' ' 6 ' " - '  ( o ' - r X '  p ; - ( a n )  > -

=  (  { ,  o i "6 "  (a r )  '  '  ' o i " - '  ' 0 ' " - '  ( o " - rX  >  p ; ^ (o^ ) '

De plus, o; 'o' f t) = b, vb € B.

50 On peut relnarquer que:

1€ ,o i ' ' 6 ' , ( a r )o i " ' 6 ' , ( a )e  >=  9 ; , ( o r )P i ' ( az ) ,Y i l  *  i z , a1  € '  A ; , , a2  e  A ; , ' '

(  { ,  o i "6"  (a1)o i ' '6 ' , (a2)o i ' '6 ' " (oeX ?.  
= P; , (ot )9; r (o, )pt" (oe) ,

v t  =  ( i r  , i z , i z )  €  D3 ( / ) ,  ak  e .  Ke rp :1 ,1 ' r ( r ' 6 ' ) ) ,  ! s '  =  r , 2 ,az  €  A ; " '

Ma is ,pou rn>4 ,onn 'ob t i en tpasune te l l e fo rmu le 'eng6nd ra l '

supposons qu" 7[" )1t ,  in ;61,6;^)  = I f - t ) ( ' ,6 , ) ,  k  = T3:2 ( t '  2  3) '

V(r ,  i , )  € .  D^( I ) .  Cet te condi t ion est  dquivalente i '  yn( t , in ;Q,6;*)  = 7 ' -1( l '  61) '

V( t ,  i , )  e  D,( I ) ,  n> 2,  donc I  Ia  condi t ion:

1 , ( t , 6 )  =  n ( i t , i z ; 6 ; , , 6 ; r ) ,  V l  =  ( i t , '  " , i n )  e  D " ( I )  ( n 2 2 ) '

Si 7 = (l ')r,>, satisfait cette dernidre condition, alors de 40 on obtient:

( i u )  <  ( ,  a i , , 6 ; ,  ( o , )  . .  .  o i ' ' 6 ' '  ( o "X  >=  P i , ( 41 )  9 ; , ( an ) ,

Yn  ) -  2 ,  v l  =  ( i r , . . . ,  i ' )  e  D r , ( I ) ,  vo .  e  K " , r l n { ; ; ' ' * + r ;6 ;1  
' 6 i * * ' ' ) ,  

u  =

TV-,Yan e A;^ .
60. On a construit les *-morphirm". si '6' de.4; dans L(H) (sur B)' t € / '

Dans la cat6gorie des C'-algabres sur B, il existe alors un *-morphisme

oG)  :  *eA ;  -  L (H ) ,  t . q .  o (6 )  o  j ;  =  6 i ' 6 ; ,V i  €  L

En prenant pour A le produit l ibre amalgam6 de ('A;)iel sur B et' pour (P'

wp o o(6), oir c.r6 est Ia projection de L(H) sur sa C'-sous- algibre B, donle par



cu6(.9) :=< (,  S{

( A ; , p ; ) ; e r  s u r  B .

>, on obtient un produit 7-l ibre amalgam6 (totat) (A'9) de

I l  sat is fa i t  donc ( i ) ,  ( i i ) , ( i i ix  et  ( iv) ,  dans un cas sp6cia l ) '  O

Remarque s L.2. - Ce produit 7-l ibre amalgam6 (totat\ g6n6ralise le produit

l ibre amalgam6 de voiculescu([31]) et le produit l ibre "spatial" introduit par

Avi tzour( [2] )  dans le  cas scala i rs  !  = C' l '

L .3.  -  En prenant  pour  A la  C' -  a lgbbre engendr6e Par U;er  o i '6 ' ( / ; )  dans

L(H) et  pour  p :  A-  B larestr ic t ion iA de lam6meproject iono6 de L(H) sur

saC* -sous -a lgbb reB ,a . l a (S ) := ( { ,S {> ,onob t i en tunp rodu i tT - l i b reama lgamr i

r idu i t (A, ,p)  de (A; ,4 i ) ;e t ;  i l  sat is fa i t  donc ( i ) ,  ( i i ) '  ( i i i ) '  Dans le mdme cas spdcia l '

il satisfait aussi (iv).

Cep rodu i tT . l i b reama lgam6r6 ,d 'u i t g6n6 ta l i se lep rodu i t l i b reama lgam6

r6duit de voiculescu(tz8]) et le 'ry'-produit ' r6duit introduit par Bozejko et speicher

([7]) dans le cas scalaire'

1.4. - On peut faire plusieurs choix sur 7("r) 
"6 

1(1)'

Prenons le cas fi = J 'Yi € I '

S o i t ' y '  ' .  I n  x J n  - t  J  ( n )  1 ) '  N o t o n s 7 ' ( ' ' ( 6 ' " ' ' 5 ) )  =  X " '

Etant donn6 i € .I, Pour chaque

o e  ; j1 )  :=  U,>r {x " ( t ;  e  J ; t  e  7G) ,n := l r  l } ,

on peut choisir

7@) -  { t  e f€t 'x"$)  -  a ,  n  := l  ,  l } .

Le produit 7-libre amalgamd correspondant 9:= *f;)pi vdrifit alors (iii) sous

la forme suivante:

( z t i ) ' p o u r  c h a q u e  n 2 2  e t t : =  ( f r , " ' , i " )  €  I n '  i 1  ' f  " ' * i n '

p ( l i , ( a r )  . ' .  j i " ( a " ) )  =  p ( j ; , ( o r ) '  " r ; * - , ( o " - t ) ) p , " ( o " ) ,

r , . ( " ) r ' r r
s z a t  € l ( e r g \ x i ' \ t ) ) , k  = f i - 1 ,  s n e  A ; ^ ,

ot i  1 t " )1r ;  :=  xn-*( tk+t ) ,  k  =h-

1 .5 . -Pa rcommod i td ,onap r6 f6 r6 i c i l en i veauC ' -a lg6b r i que ( i . e . l econ tex te

deVo icu lescude [28 ] , [ 29 ] , [ 31 ] ) 'En fa i t , l eTh6o rEme l ' l peu t€ t re6 tab l i aun i veau

* -a lgdb r i quesu rune (+ - )C - -a lgdb reun i f 6 re , i l , a i dedesop6 ra teu rsnonbo rn6sA .

domaine dense stable commun dans les (*-)C--modules (pr6)hilbertiens, dtendant

la construction GNS de Voiculescu d'aprbs Powers([21])'

1 . .6. -Signalons( [ l5 ] )qu,onpeulaussi rdal iserunegdndral isat iondesrdsul tats

principaux de Boca de [6] et [5]'

l 0



Soienl  B une C--a lgbbre complexe uni fdre,  ? l  un

-  L(11)  un *-homornorphisme uniLai re '

Consid<i rons cet te fo is ,  pour  chaque i  €  1,  une

ensemble d 'appl icat ions compldtement  posi t ives( [25])

{p i " ' ) ; o ;  €  l i }  de ,4 ;  dans  L (17 )  e t  un  ensemb le  de

V ;  =  { t / 1 " ' ' ; a i  €  l i }  d e  A i  s u r  B .

espace de Hi lbert  et  X:B

C--algbbre .4i sur B, un

et B-l in6aires([6])  O; =

projections de norme un,

Fixons 6 e f  .  Notons .Pt  := p! ' ' )  po, t  chaque ie I ,^ l  6 tant  la  m6me'

Th6orbme. - I l emste une C'-algibre A sur B el une application complitement

posil iae et B-lin|aire I d'e A dans L('17), lelles que:

(i) pour chaque ie I, i l  existe un morphr'sme j; de A; dans A' lel que A sotl

engend rde  pa r  U ;e t  j r (A i )  ;

( i r )  pour  lou l  i  €  I ,  I  o  J ;  = 9; ,

( z i z )  p o u r  c h a q u e  n 2 2  e t  l : =  ( i 1 , " - ' , i ' )  €  I "  '  i 1 *  " ' * i " :

p ( j ; , ( a )  .  j i . ( o " ) )  =  p ( i ; , ( o t ) '  ' . t ; * - , ( o " - r ) )P i ^ (a " ) ,

s i  a r  €  Ke r r l r \ ' | " ' a ' 6 ' ) ) ,  t  =  f i ,  o i  d '  : =  (6 ; , , ' " , 6 i " ) '

l . ] e L | e f o i s , o n m o d i f i e l a r e p r 6 s e n t a | i o n s L i n e s p r i n g ( [ 2 5 ] ) d u p r o d u i t l i b r e

amalgam6 *-alg6brique, conslruite par Boca dans [6], d'une manii:re analogue ]la

dtimonstration du Thtiordme l ' l  '

1 . 7 . - G r i c e a u T h 6 o r b m e l - l , o n p e u t d d s o r m a i s i n t r o d u i r e l a d d f i n i t i o n

suivante.

D6finit ion - Soit (,4,g) un B-espace non commutatif de probabil it6 au sens

de voiculescu ([28], [30], [3u) et !trr un ensemble supplementaire d'6tats sp6cifi6s

dans A. Une famille (A;);at de sous-aIgabres de A est appel6e i[. l i6re, si pour toute

su i t e  f i n i e  a1  €  A ; r , . . ' , an€ ,4 ; "  sa t i s fa i san t  r y ' ( a i )=0 '  r  = f f i ' pou r  t ou t  r y '  €  E '

e L  i r  *  " '  *  i n ' o n  a ' p ( 4 1  " ' o ^ )  =  9 @ t )  " ' p ( a " ) '

Une famille de sous-ensembles Xi C A,i €' / '  est dite 9-Iibrc' si la famille de

sous-algabres A;,i € 1, respectivement engendr6es par B[J X;, i e 1, est ip-l ibre'

1.8.  -  Dans les notat ions du Th6ordme 1 '1,  en supposant  1 ' ( t '61)  g f ; '  \ {6 i ' }

,  pour  tout  ( i ,61)  € I l , . r "  f , ,  prenons i [ ;  :=  O;  \  {p i } ,  i  €  1,  et  ! [  :=  { r / ( r ) ; )  e

f \ t6)), or) rp(r) '= *rfj^') signifie le produit l ibre amalgamd de Voiculescu([31])'

1 t



Alors,  par  exemple,  la  farn i l le  1 i ; ( '4 ; ) ) ;er  est  i [ - l ibre dans (A '  p) '

on peut  par ler  de y l tber t l ,s i  I 'ensemble d ' t i ta ts  qui  condi t ionnent  est  sp6ci f i6

pa r  7  ( i . e .  ( i i i )  du  Th6o rbme  2 '1 ) '

P o u r I V | = 1 e t ? e v , o n o b t i e n t l a n o t i o n d e l i b e r t 6 c o n d i t i o n n 6 e p a r u n

seul  e lat  supplementai re,  in t rodui te par  Bozejko et  speicher  dans le  cas scala i re

B - C . 1 .

La l iberte (pure) de Voiculescu s'obtient pour ![ = {p}'

(On uti l ise le mot l ibertl, d'apr6s Skandalis([23])' pour le terme anglais

f reeness,  in t rodui t  par  Voiculescu' )

2.calculs des moments des variables al6atoires dans un produit 'y-

libre d'espaces non commutatifs de probabilit6

Examinons maintenant notre produit amalgam6 7- l ibre. Prenons, pour la

''*tl"t";lilT.T:il:",1:ii,"rrre 
par Bozejko er speicher dans [z] et [2a],6

l ,aide du treil l is des partit ions non croisdes ([1S]), et uiie lerminologie similaire'

I l suffit de lravail ler au niveau x-alg6brique'

En utilisant le monoide libre /", appelons lellres le.s 6l6ments de I et mots

rddui ts  les mots de U'>z D"( I ) '

Notons par II(n) le treil l is des partit ions de {1' ' '  ' '  n}' constitudes des

ensembles ordonn6s et mutuellement disjoints, qu'on applera blocs, et par NC(n)

son sous-treil l is des partit ions non crois6es, en distinguant entre les blocs int6rieurs

et ext6rieurs([7]) d'une partit ion non crois6e'

La coruespondance naturelle f" ) I * n' e II(n) induit une bijection entre

Il(n) et l,ensemble des classes d'6quivalence par rapport i, la relation -, d6finie

su r  - I '  comme i l  su i t :  ( i r , .  . .  , i n )  *  ( i i ,  '  , i ' . )  e  ( i 1 '  =  i 1  €  i ' v  =  i " ) '

o n p e u t d i r e q u e t e l " e s l c r o i s i ( r e s p e c t i v e m e n t , n o n c r o i s Q , s s i r ' e s t

croise (respectivement, non crois6)'

consid6rons un espace (non commutatif) de probabil it i  (-A,9) donn6 par le

Th6ordme 1.1, or) A est muni seulement de sa structure subjacente de *-algibre

u n i f d r e , f i x a n t 6 € l

D6sormais on idenlif ie souvant Ai er j;(A;), grace l '  I ' injectivit6 do rt '

D'aprEs Voiculescu ([28]' [29], [30], [31])' on peut appeler aariables alialoires
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(non cotrrmutatives) les 6l6ments de A'

Pour une var iable a ldato i re w = j i t  (o , ) " ' j t . (o ' ) ,  t  )  1 '  te l le  que I  :=

( i r , . . .  , i ^ )  e  D^ ( l )  e t  a t  €  A i .  k  -  I 3 '  appe lons .  momen ls  6 ldmen la i res  de  w

les  esp6 rances  de  l a  f o rme  g i , ( o r ( r ) . . . 4o ( , ) )  ou  , ! t l " ' ' t t " l " ) ) ( o ' ( r )  " ' o ' ( ' ) ) ,  t e l l es

eue oo11; ,  . .  . ,4o(")  € A; ,  e t  t '  so i t  un sous-mot de t  de longueur n"  pr t iservant

l ' o rd re  de  t ,  ou  61 ,  :=  (6 ; ' r , .  .  . , 6 r ' ^ , ) ,  s i  t '  -  ( { r , '  '  '  i f , ' ) ' r * , " , r ,  
, . . , . . ' .

En d6composant ,  pour  chaque 16 = f i ,  ak = 9\ ' ' r ; ' " 'o t t t (at )  
'1+ ot '  or l

aoo e l ierv(r l ' ) ( r 'o ' ) )  d6pend de 7,  lp  e l  51, ' .= (6; r , " ' ,61*) ,  on observe que

chaque moment 6lt lmentaire de la variable aldatoire ,0 = j i,(o?) "' j1.(ofl), peut

e t r e e x p r i m d c o m m e u n e s o m m e d e p r o d u i t s d e m o m e n t s d l 6 m e n t a i r e s d e w e t

r6ciproquement.

On peut dcrire

( i )  P(or  "  'an)  - -

1 r t ' ) , 1 r , 6 , ) )  . ( r ! i i , ( t , o ' ) ) '  \  / . o
=D1o ,o )en ( , y9 ; . i ; , '  ( o ' ( r ) ) ' 9 , - ; 1 ; " ' ' " " ' ( o ' ? ) )9 . (o?1 t ,  03 (^ - ' ) ) '

o r )  z r  =  ( o ( 1 ) ,  . . , o ( r ) ) ,  o  =  ( o ( l ) , "  ' , 6 ( n  -  r ) ) '  ( i " ( r ) ' " ' ' i " 1 ' ; )  e t

( io( r ) , . .  . ,  io( ' - r ) )  6 tant ,  des sous-mots de t  qui  prdservent  l 'ordre de t '

On {a i t  la  convent ion:  " r  = 0 +r  r  -  0"  e j ' " r  = n Q o =0" '

Ainsi, i l  est facile I voir que la propriei6 de 7-libert6 dans (,4,tp) assure le

calcul de tous les moments de w, par rapport b I' si les moments 6ldmentaires de

w sont  donn6s.

Leca l cu ]desmomen tsdesva r i ab lesa l r i a to i resdans ( / , 9 ) su i t una lgo r i t hme

similaire i [7] et [24](comparer aussi I [28] ou [31])'

c,est pourquoi les propridt6s suivantes peuvent aussi 6tre dtablies par induc-

tion, corome leurs correspondantes de [Z] et [24]'

Ler :nme 2.1.  -  Soient  n z l ,  i l , " ' , in  € 1,  le ls  que ix  *  i t '  pour  tous k {  I

e t  a t  €  A ; *  ( k  = T , n ) .  A l o r s  9 ( a 1 " ' c ' ) =  9 ; , ( c t ) " ' p l " ( o " ) '

Preaae. Pour n = 2, on fait appel i 1'(50)'

Supposons l ' a f f i rma t i onv ra iepou r tou t rn (n 'Essayons lamon t re rpou ln .

o n u t i l i s e ( t ) L " t e r m e d e l a s o m m e c o r r e s p o n d a n t i r r = 0 e s i 9 ( a ! . . . o 9 ) =

p("? . '  'o?,-)pi^(ol), grice ir '  la 7-l ibert6'

Mais p(aot . "  o3-r )  = p, ,  (o?)  '  '9 i^- , (oX-r) ,  par  I 'hypothbse d ' induct ion '

Chaque terme de la somme correspondant I un r 2 I contient un facteur
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p(oo"t r l .  . '  o3("- , t ) .  En appl iquant  l 'hypot6se d ' induct ion '  on d6dui t

p (aZ  t  r t '  "  o?  t ,  - , )  - -  9 i , , , , ( a ,o  r r ;  ) '  9 r ' , ^ - ' ,  ( o l i "  - "1  ) '

Pa r  su i t e ,  on  ob t i en t  p (a t ' "  o ' )  =  9 i , ( o1 )  ' " e i " (a ' ) '  Q

L e m r n e  2 . 2 .  -  S o i e n l  n  )  1 ,  i t ,  " , i t  €  I ,  t e l s  q u e  i 1  +  " ' *  i "

e t  p :=$ { i 1  , . . . , i , } .  Cons id ' d rons  o r ,  €  A ; *  ( k  =  TJ t )  e t  w  =  aL " '&n '  A lo rs

I'esp6,rance g(w) peul 6.lre etprtrnie corwrle une son-nne de produits de rnoments

6,l6menlaires de w, chaque lerrne conlenant au tnoins p facleurs'

Preuae. On proc6de de la meme faqon'

E n  t o u t  c a s  f  { i 1 , . . ' ,  i n - r }  2  P  -  1 .

En  u t i l i san t  ( i ) ,  on  vo i t  que  $ { i " ( r ) ,  " ' , i o ( ' - " ) }  2p -  r ,  s i  r  )  l '

La propri6t6 de 7-libert6 intervient seulement pour Ie terme correspondant i

r = 0 . O

Lemme 2 .3 .  -  So ien l  n  ) -  3 , ,  : =  ( i t , " ' ' i . )  e  1 " ,  l e l s  que  i 1  f  " '  *  i "

.  Supposons qu ' i l  ex is le j  Q.  {1, - " ,  n}  pour  lequel  i i  {  ip  poxr  toul  k  €

{ 1 , . . . , " } \ U }  e t l , l '  €  { 1 , . . . , n \ ,  t e l s  q u e l 4  i  <  l ' ,  m a i s i ' r  =  i v '  N o l o n s

p  :=  f l { i 1  , . . . , i nJ .  Cons idd rons  a1 ,  €  A ; * ,  k  -  Tn  e t  w  =  a t " ' an '  A lo rs

l 'esp,lrance g(w) peut 6,tre exprimde sous la forme:

p (w)  - -  
r t r j " ) { t ' u ' ) ) , o  )p (a r  

.  .  . a . i  - r a i+ r '  '  ' o , , )  +  D ,

odD est une somme de produits de momenTs ' l 'menlaires de w, dont chaqae lerme

contienl au moins p * I facteurs, el 61 := (6;,, '  '  '  ,6;^)'

Preuoe. En d6composant oi = ,!t1")t ' '"))(oi) I * ar9' on 6crit

p (w )  =p ( ' v i " ) ( t ' d ' ) ) ( o  )p (a r  
. '  .  o ,  -  r o ,  * r  " '  an )  *  p (a r  " '  a1  - * l  a i  + r  " '  o , ,  ) '

Pour n = 3, on voit par calcul direct que le deuxidme terme est de Ia forme

propostie.

Supposons I 'assertion vraie pour tout rn < n' Vdrif ions la pour n'

on d6veloppe Ie deuxidme terme d'apr6s (f). Dans chaque berme de ce

dtiveloppement correspondant i, un r 2 1, t '  q' l, l t e o, on peut' appliquer

I'hypoth6se d'induction i, oSf rl " 'a2.-,) ' Chaque terme correspondanb ir un

r  Z  1 ,  t . q .  I  e  r  ou  l ' €  r  con t i en t  un  fac teu r  9 (o ]1 r ; " ' 43 ( " - " ) )  t ' q '

i l { i , ( r ) , . . . , i o ( ' - " ) }  2  p  -  r  *  1 ,  e t  on  l u i  app l i que  l e  l emme 2 '2 '  La  p rop r i 6 t6
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de 7-libertd intervient i nouveau seulement pour [e terme correspondant i '  r = Q'

Si  / ,= n,  on lu i  appl ique le lemme 2.2.  Sinon,  on ut i l ise I 'hypothdse induct ive '  O

En dissociant notre analyse pour les dlt iments crois6s et ceux non croisrls, on

peut d6duire, par des arguments similaires e [7] et [24l,les particularitds suivantes

des propridt6s anterieurs.

Co ro l l a i r e  2 .4 .  -  So ien t  n  ) -  4 ,  t  
"=  

( i r , " ' , i ' )  €  1 " ,  \  *  " '  +  i ^

te l  que t  so i l  cro isd,  et  p := [ { i r , " ' , in \ '  Consid€rons atc € Ai , '  k  = f i  e t

u)  = G1 - . 'an.  Alors l 'esp6,rance 9(w) peut  €t re expr imde corntne une sarnme d 'e

produits d.e momenls dldmentaires de w, ilonl chaque lerme contient au moins p*t

facteurs.

Preuue. On applique les lemmes 2'2^et 2'3' Q

c o r o l l a i r e  2 . 5 -  -  S o i e n t  n  >  3 ,  t : =  ( i 1 ' " ' ' i ' )  €  / ' '  i l  {  " ' {  i "  t e l

que t  sot l  non crors i  ,  e l  p := ${ i r , "  ' , in ] } '  Consid i rons a*  € A;x '  k  =f i  e t

i!) = er"'&n. Alors I 'espdrance 9{u) peul 6be etptimde sous ld forme:

p(w) = 1-17-, rll.t"(' '"))1.,"1,;; + D,
o i  r ( l )  =  ( r1 (1 ) , . . . , ? t ' r ( n t ) )  : =  ( f r  =  T i ; i t ,  =  t ( l ) ) ,  uo ( l )  : =  o r r ( r ) " ' o ' ' ( " ' ) ( €

AiO),

t'(r)(1,6,) '= { 
rllll'}(r(r)' at'r) '"',{}!l est intdrieur' ' I =fi'

1. 6l(r) stnon

on {\ est le sous-mot r6d,uzl de t, prdseraant l'ordrt' de l' form6 des lettres qut'

correspondent aut blocs ile r conlenattt r(l) [ou aur blocs exldrieurs ile r sila's

apris r(I)J, n(l) esl Ia longueur de tt l. l), r = (r(l)),-1V 6'tonl lo par"titton non

crois|e correspond,ant it t, L esl une sctlnme de prodvits de rnoments |limenl'aires

ile w, donl chaque lerrne conlienl au moins p * 1 facteurs, et 61 '= (6r,, '  ",6i") '

( La ptace de i,,1n,1 d,ans t(l) est nol6e par r(n1)')

N.B. Ici on ordonne les blocs de zr suivant leurs premiers 6l6ments zr;(1),

I =T-p. Un bloc r(lt) est situ6' apris r(l) dans n ssi zr1(1) < ?rl '(1)'

Preuue.  Soi t  t  :=  ( i r , . . - , i ' )  r6c lu i t  e t  non cro is6 '  Notons par  r  e  NC(n)

la partit ion correspondant ir f. I l  r6sulte que I := (1t,.. ' ,t-) '  or) chaque i, est

un sous-mot r6duir de t, non croise, qui contient un seul bloc ext6rieur de zr' De
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plus,  les ensem| les des le t t res de l "  e t  l r ,sont  d is jo ints ,  s i  r  f  r / .  Soi t  n ,  la

sous-par t i t ion de zr  associee i  t ,  ( r  = l ,  m).

on a g( tu)  = g(ut r . . .u*) ,  ou les to,  sont  les sous-var iables a l6ato i res de w

respect ivement  associ6es aux l '  ( r  = 1,  m-) .

Pour obtenir le lerme au nombre minime de facteurs de 9(u), on peut

procdder(d'aprbs le lemme 2.2) de la manidre suivante.

On fait "sortir" successivement de rp(u.r1 "'**) toutes les sous-variables

al6atoires utr(i) correspondant aux blocs intdrieurs r(l) de 7r, en parcourant

7t)  = lDL. . . , t tm dans I 'ordre U)m, 'u)m-r , . . . ,ar  et  en t ravai l lant  danS chaque Ur"

de la meme fagon (de la droite l, gauche).

Chaque ur(l) correspondant i un bloc int6rieur a(l) de ur, "sort" de

p(wt  .  .  . 'u)7 ' "  u-)  comme un "s ingleton" .

Le lemme 2.3 et la forme de (z("))r>r nous prdcisent que ce ur(l) "soft" sous

( 1::l '1,), ( '  ( r), d' (, ) ))
g0r ,1""" ' " '  

\ ' ' " ,  
o i r  t ( / )  est  le  sous-mot. rddui t  de (1" ,  . . . , t^ ) ,  form6 des le t t res

correspondant ir tous les blocs de zr, qui contiennent r '(/), ou aux blocs extdrieurs

de zr  s i tu6s apr6s z( / )  (dans n ' . '1  , .  . . ,7*) .

Dds que toutes les sous-variables al6atoires de ur correspondant aux blocs

intdrieurs de zr, sont sorties de g(u1 "'11)7 "'a^),le blot e>ltdrieur de ur" transfbre

toutes ses composants sur des places cons6cutives, dans le sous-mot non r6duit de

t  r6sul tant .

Aprbs la r6duction de ce sous-mot, le bloc ext6rieur de r" est 6quivalent ir un

"s ingleton"  uf  ,  qui  reste dans g(un " 'w|  " 'u l ) ,  r  1rn.

Aprbs la sortie de toutes les urr(l) correspondant aux blocs int6rieurs de r,

i l  reste ainsi f inalemeoL g(w\' '  w', '  '  '*;), oi rl '1 , . . .,u; sont les sous-variables

aldatoires de w correspondant aux blocs ext6rieurs de r.

On appl ique a lors le  lemme2.1.  Q

Remarque 2.6. - Bn fait, le lemme 2.1 peut €tre.6tendu, par un raisonnement

similaire, sous la forme suivante(m€me pour P = *8)pr).

Proposition. - sott (lr, . . . ,t^) un rnot r€duit, t.q. Ies ensetnbles des letlres de

ses sous-rnols t, e|t,, soienl disjoints, si r { r '  . soil w, € A une uariable al|atoire

canoniquemenl  associ ie  d t ,  ( r  =T,m).  Alors g(wv "  ' *^)  = g( lur)  " 'p(u^) '

En uti l isant cetle propridt6 dans le Corollaire 2.5, on obtient une autre
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identif ication du terme ayant le nombre minime de facteurs de g(ur). Ainsi, on

peul  prendre,  pour  chaque l ( / ) ,  le  sous-mot r6dui t  de t ,  pr6servant  l 'ordre de t ,

formd des lettres qui correspondent aux blocs de n contenant r(l) '

3.Th6orbmes limite pour les variables al6atoires 7-libres et iden-

tiquement distribu6es

Exploitant les propri6t6s d6crites dans la srlction prdc6dente, on obtient un

thdorbme limite pour les variables aldatoires 7-libres et identiquement distribu6es,

qui g6n6ralise les th6or6mes limite de [7] et [24].

Sp6cialisons le cadre de 2..

soit A une *'-algdbre complexe uniftre et o = 1'@; t € J ) un ensemble d'dtats

spdcifi6s dans A.

F i x o n s  6 e  J  e t  n o t o n s  P : = 9 G ) .

Considdrons un espace de probabi l iG (A, ,?) ,= * i l )1at ,9; ) ,  or l  7n "  
In  x

Jn -  J ,  (Ai ,g; )  := (A,p) ,  pour  chaque i  E I ,  e t , '4  est  muni  seulement  de sa '

s t ructure dc *-a lg6bre.

N o t o n s  t . ( . , ( 6 , .  .  . , 6 ) )  p a r  x '  e t  7 ( " ) 1 ' ,  ( 6 , .  . . , 6 ) )  p a r  1 ( ' ) .

A l 'aide des d6compositions canoniques du type A: C IO Ker4(r![")(t)), on

peut remarquer le fait suivant.

Lemme 3 .1 .  -  So ien t  n  Z  I  e t  a I , . . ' , an  €  A .  Supposons  que  y { t )  =  x * ( t ' ) ,

pour |oul t - t '  dans D1,(I), h = lp. Alors I 'esp€rance Q(w) de la aarioble

aldatoire u = j;r(ot) " ' jr.(on) ddpend seulement de la classe d'€quioolence par

rapport  6 * ,  dont  un repr | ,sentanl  est  ( i , , . . .  , i " )  €  D"( I )  (donc,  sealemenl  de la

p artitio n co rresp ond anle ).

Preuoe. On uti l ise (i), en appliquant l ' induction.Q

Dans la suite, prenons f = N.

Dans notre th6ordme limite, les moments des variables aldatoires sont calcul6s,

d'apr6s Bozejko et Speicher, ir I'aide des partitions non crois6es, en distinguant

entre leurs blocs int6rieurs et ext6rieurs.
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Les propri6l6s 6tablies dans 2. nous assulent que seulemenl les termes qui

conl iennent  Ie nombre min ime de facteurs vont  surv ivre b I ' in f in i .

C'est pourquoi la d|.monslralion, dans notre contexte, est entidrement simi-

laire aux ddmonstrations des th6or6mes limile de [7] et [2a]'

Th6orbme 3.2([14]). - Pour choque N ) | soient donn's rn 6.l6,mentsaN,k de

A, k  - - f f i ,  e t  considdrons,g,v, r  := tL r t (o,u,o) '  Pour tout  t  ) -1,  o( i ) ' '  '  '  '  o(" )

d e  { 1  , . . . , m }  e t  t  e  J  ,  s u P P o s o n s  q u e

l im N 'PQ)(oN,o( r ) "  'o ru ,a ( ' ) )  = :  g?)1o1t1 ,  " '  ,  o ( r ) )  ( * )
N*co

edste et X"(t) - X,(t'), pour loul t * tt dons N" ' Alors, pour toal r )- L et

o ( 1 ) , .  .  . , o ( r )  €  { 1 , . .  . , r z r } :

-1
,l iry^ vr(S,v,'(t) " 'Srv,o(')) = L

p = t  r €
t
Nc(

p

fl o"{"{t)),
r )  I = 1

ou

Q,?U)) :=  8 ( i " (1 ) ( r ) ) (o (z r1(1) ) ,  "  ' ,  o (11( r1 ) ) ) ,  
" ( / )  

-  ( " r (1 ) '  " ' '  r r ( ' r l ) '

i "1r,(r)  ,= { t l [ 'J, ] l ' t i l l  
s i  zr( l )  esl  int ineur '  ,  I  =f i '

t  D  sxnon

t( l) est le sous-mal r€duil de-i, pr'trroonl l 'ordte de t, formd des lettres qui

correspond.enl aur, blocs d,e r contenant r(l) [ou aut blocs eddneurs ile r situ4s

apris r(l)1, r(l) est Ia longveur det(t),, € N' 6,tant un rept(,senlant de lo classe

d' 6. quiu al ence cort'espon rlanl d n - ("(l) )r=f; '

P r e u r s e . S o i e n t  r  )  1 ,  c 1 ,  . - . , 4 r €  A  e t  N  €  N ,  N  >  i '

S i  1 ' ( t )  =  X , ( 1 ' ) ,  p o u r  t o u t  |  -  l ' d a n s  { 1 , 2 , " ' , N } ' ,  a l o r s

P((Df =, J;,  (o1); '  ' ( I I=, r ; .(o"))) =

Di= ,  Aovu  11o1 , ; , .  . , ' 1 r ) )€n ( " )  p ( " (1 ) '  "  ' ' n (p ) ;o1 '  '  '  ' '  o " ) '

grace au lemme 3.1, en groupant les termes correspondant i la m6me classe

d'equivalence. La classe d'dquivalence correspondanf ir. (zr(1), . . . '  
"(p)) 

contient

eo" = 
#;i 

rePr6sentants'

( I c i  on  no te ,  d ' ap r6s  l e  l emme 3 .1 ,  pou r  chaque  z ' €  I I ( n ) ,  Q (o ;o ' , " ' ' c ' ) : =

, i r j ; ,@r ) ' " j r " ( o " ) ) , o [ ( i 1 ,  ' ' ' , i n )es tun rep rdsen tan tde lac lassed 'dqu i va lence

correspondant i r.) O
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En spdcialisant ce th6rdme limite, on ddduit des analogues 7-libres du

thdordme central l imile et du lhdordme limite de Poisson (comparer d 171, [24],

et [28], [29], [31]). Par NC2(2p) on note les partit ions r e NC(2p) dont chaque

bloc a deux 6l6ments.

corollaire 3'3(Thdordme central limite)' - Soient donn'|es m aariobles

al laloiresal,  de A, k =Tfr, ,  elpour chaque N > 1 elk =ff i ,  considdrons

SN, r  ,=  # I [ r  
j i ( " r ) .  Pour  tou t  1 (  * ,4 (1) ,  a (2)  3n '  e t  t '€  J ,  supposof ts  que

,u)@t)  =  0 ,pQ)(ooo laoe) )  =  Q( r ) (a (1) ,  o (2) )  ( * )

et y,(t) = xr(t'), pour loul

o ( 1 ) , . .  . , o ( r )  €  { 1 , . . . , r n } :

limi,u*- P(Sru,o(rl ' ' 'Sru,o(')) =

ou

t n t '  doris N" . Alors, pour toul t )- L et

Q" ( " ( t ) ) : -  Q ( i "1 r1 ( t ) ) (o (n1 ( l ) ) ,  oQr {2 ) ) ) ,  r ( / )  =  (o , (1 ) ,  o t (2 ) ) ,

i" ir;(t; ,= { }11[?]ttt ' l l  
si r(r) est tntdrieur' , t =fi,

t  a  s lnon
r(l) esl le sous-mot ritluil de t, prd.seruant l'ordre de t, form6 des lettres qui

correspondenl aux blocs de r conlenant r(l) fou aux blocs ect|rieurs d,e n siluds

opr is  { l )1 ,  r ( l )  es l  la  longueur det( l ) ,1€ N'  d lanl  un tepr€senlanl  d,e la  c lasse

d'dquiualence conespond'anl  d,  r  = ( r ( / ) ) ,=t r .

Corollaire 3.4(Thdorime limite de Poisson). - Soient donn€es les variables

all,atoires ar,r de A, et consid,€rons, pour chaque N > 1, S,,v := I[, j ;(ox). Pour

toul  r  )  l ,  e l  t  e  J ,  suPPosons que

I  D,eNc,1, l  l l t t  Q"(" ( l ) )  s i  r  =  2P'
t 0 si r esl imPaire,

l im N '  t ( ' )1(orv) ' )
N - m

ne d,6pend pas de r  et  y , ( t )  = X"( t ' ) ,  pour  lou l

r 2 1 ;

- ,  o ( , )  ( * )

t * tt dans N". .Alors, pour loul

l im p{(s,n)') = i t flo(*'r'rtrrr,
P = l  1 6 f f f ( r )  l = 1

si ur(l) esl inl6riear, 
,

grn0n

0u

i "1r ; ( l )  := { ;l,1lil,}t,t'rr
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? r ( l )  =  ( " r ( 1 ) , . . . , 2 ' r ( r r ) ) ,  I  =  l , p ,

t(l) est Ie sous-mol riduit de t, priseraanl l 'ordre de t, form6. des lettres qui

correspondenl aux blocs de r conlenanl r(l) [ou aux blocs extdrieurs de t silud,s

apr is  r ( l )1 ,  r ( / )  es l  la  longueur de t ( l ) ,1  € N" i lan l  un repr€sentonT de Ia c lasse

d' | .quiualence correspondanl  d r  = (zr( / ) )1=1r.

Remarque 3.5. - Les conditions (*) peuvent 6tre remplac6es par des condi-

tions plus faibles, en les supposant vraies seulement pour, - 6 et, = 1j ')1t;, oi

t € N ' e t j = f i '
En particulier, si on suppose, pour tout r ) I que

l imrv-co N .p((oru) ' )  - :  (  et  l imrv*- N '  t (xf ' ) t t ))((ory) ' )  =:  17

ne d6pennent pas de r, X, I € N" et j = lJ, alors Ie Corollaire 3'4 afirme que,

p o u r t o u t r ) 1 :

l imrv-- .p((Srr)")  = I i=r I"ervc( i)  €o(")4i(") ,

oi o(a') et i(r) sont le nombre des blocs ext6rieurs et respectivemeni int6rieurs de

r (comparer i [7]).

4.Lois limite du th6orbme central limite 7-libre et les chemins de

Catalan

Bnsuite, en tant qu'application, on montre qu'on peut r6cupdrer, par notre

analogue du th6ordme central limite, toutes les lois de probabilitd r6elles symd-

triques ayant des moments de tout ordre.

En effet, on 6tablit une connexion entre I'ensemble des lois limite du Corollaire

3.3, les fractions continues universelles de Stieltjes et, le problime classique des

moments, grice i un rdsultat obtenu dans un contexte d'analyse combinatoire par

Fla jo let ( [10]) .

II s'agit de l'dquivalence entre les s6ries caractdristiques des certains chemins

marquds dans le plan et les fractions continues universelles de Stieltjes-Jacobi, qui

a lieu dans l'algdbre C[trf]] des s€ries formelles sur un alphabet non commutat'if

.Y i. coefficients complexes.

Rappelons quelques faits de [10].

Les chemins de catalan de longueur 2p sont les mots de la forme v =

uou \ . , . u2p ,  o i  vo  =  0  =  u2p  eL  vb  -  uh - r  €  { -1 ,1 i ,&  
-  f f i ,  du  mono ide
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l i b r e  N - .

Nofons par  C I 'e t isemble de tous les chemins de Cata lan '

Si I 'alphabet ,11 est form6 des inditerminties non comutatives arbitraires

/= {a (n ) ,n  >  0 }U{0 ( "  +  1 ) ,n  )  0 } ,  a l o r s  l e  chemin  marqu6 ,  no t6  ) ( z ) ,  d ' un

chemin de CaLalan ru de longueur 2p est d6fini comme un mot du monoid l ibre /*,

pa r  ) ( r z )  ' . =  l f f t ) 2 . . . u2p ,  o i r  us  =  a (v r - r ) ,  s i  z1  -  I ' / k - !  =  1 ,  e t  u l  -  p ( r z i - 1 ) ,  s i

u h - u k - t = - I , k = \ f i

Notons P:=)(C)

La sdrie caraclinsltque d'e P est char(?) := L,ec )(u), considdr6e dans

c[[.Y]l
A l,aide de la bijection entre I 'ensemble des"chemins de catalan de longueur

2p eLII2(2p), I 'ensemble de r € II(2p) dont chaque bloc a deux 6l6ments, i l  n'est

pas diff ici le d'observer le fait suivant sur NC2(2p). (Un rdsultat similaire peut €tre

6tabli dans Ie cas g6n6ral.)

Lemme 4.1([14]) .  -  sozenl r  e I I I (2p) e7 v ' ,  Ie chemin de calalan associ6.

A lo rs  r  e  NCzQd ss i  vn ,111 -  v r {2 )  =  1 ,  /  =  f i ' (De p lus ,  s i  t ( l )  es t  b loc

eddr ieur  dans  t ,  a lo rs  vo ,121 =  A,  i ' r :Q)  =  l ' )

Spdcialisons noire th6orbme central l imite 7-l ibre'

Prenons J=N,6 = 0 et consid6rons le cas d'une seule variable al6atoire a e A,

avec les notations de 3..

Pour tout  r  )  1 ,  on note

pr  := 0,s i  r  est  impaire,  eL pt ,  ' .=D*eNCztzp)  l l i=r  Q"(o( l ) ) '  s i  r=2p'

Supposons que I'alphabei .Y est formd des ind6termindes a(n) ' 0(n + l) =

,h)@2),  n )  0,  appartenan[  au semigroupe mul t ip l icat i f  R+ \  {0 i '

Soi t  zr  = ( r ( / ) )1=1o e NC2(2p) ,  on r ( l )  -  ( " r (1) ,?r l (2)) ,  I  = I3,  et  notons

respecbivemenl  par  [ t ]  e t  rz"  = uour . . .u2p, la c lasse d '6quivalence et  le  chemin de

Catalan correspondant I n, p ) 1 6tant f ix6'

Si  de p lus xf ( ' ) ) ( t ( f ) )  = ur ,  pour  f r  e  {zr1(2) ,1-T,p} ,  on t ( l )  est  Ie  sous-mot

de b associd i r(/) par 3.3(appelons 1 adapt6.i aur chemins de calalan, dans ce

cas) ,  a lors A(r" )  -  
f f ' ,=rQ,6( l ) ) ,  gr ice au Lemme 4 '1 '

Donc pt2o coincide avec la sdrie caract6ristique des chemins de catalan

marqu6s de longueur 2P.

Notre thdoreme central l imite prend ainsi la forme suivante(comparer i [?]'
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[23 ] ,  t241,  [28 ] ,  [2e ] ,  [30 ] ,  [31 ] )

Th6orbme 4 .2( [14 ] ) .  -  So ienr  (A ,9 to ) ;  un  * .espace de  probab i l i t€ , {P( " ) ,n>

l j  u,  ensemble supplernentatre d'6lats spict f i | .s d.ans A elae A, tel  que r(")(a) =

0 ,  g ( " )1az ;  )  0 ,  pour  lou l  n  €  N.

Considdrons une puissance 1-libre ddnombrable 1A,,ir1 ae (A, rp(o);, telle que

1 soit adaptde aur chemins de Catalan, el norons '91v := #D[t 
j;(o)' N ) 1'

oi j; sont les morpltismes cononiques d'e A'

A/ors l im;y--- p((Sru)") = I 'rr1 r )- l, oi F, = 0, si r esl irnpaire' et 1't '  =

LneNcz(2p) l l l=rPQ' '<t )1o2; '  
s i  r=\p '  u  6tant  Ie  chemin de Cala lan correspon-

d,ant  i ,6  = ( r ( / ) )1=Tg,  o i t  
" ( l )  

-  (zr r (1) '  
" r (2)) '

De plus, en appliquant le rdsultat fondamental de [10]' i l  s'ensuit que:

Corollaire 4'3([14]). - La sdrie forrnelle L,rol"t '  esl dquioaleile d la

fraction conlinue de Stieltjes

S ( X , z ) - -  
i@)@\22r - -------\;;i--t

,  9 \ " \ a -  ) z -

1 - " .

(tct 1ts = I ')

A ce point, rappelons une terminologie([1]' [31]) qui vient du probl6me

classique des moments.

Notons par C[X] l 'algdbre des polyn6mes complexes d'une variable'

Appelons lois d.e probabititi dans c[X] toutes les fonctionelles lin6aires p de

C[X] dans C, telles que p(1) = 1' Disons qu'une loi de probabil it6 p dans C[X] est

posil iae,si p(P(c)) ) 0 pour tout polyn6me P l0' tel que P(t) 2 0' Vc € R' et

symitrique,si tous ses moments d'ordre impaire sont nuls (U(X"+'' = 0' Vp € N)'

un fait classique nous dit alors qu'une loi positive de probabilit6 dans c[X] est

donn6e par une solution de Hamburger du problbme classique des momen|S([l])'

Gr6,ce i l'6quivalence entre les s6ries formelles consid6r6es et les fractions

cont inues de St ie l t jes,  on conclut :
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Corol la i re 4.4( [14]) .  -  I ' 'ensemble

7- l tbre coi 'nc ide,  dans ce conLcr le,  aaec

sym| l r iqu.es ayant  des rnomenls de loul

des lots ltmite du th|orime central l imtte

l 'ensemble des lo is  de probabi l i t i  r ie l les

ordre.

Ains i ,  on peut  appl iquer  I 'approche de Bhat  et  Par thasarathy( [3] ) ,  pour

r6aliser dans cette srtuation des modiles d'op6rateurs qui ont la combinatoire(f2a\)

du th6ordme central l imite 7-l ibre, en uti l isant seulement les opdraleurs de nombre,

cr6ation et annihilation dans un espace ,L2 de Hilbert addquat'

Plus pr6cisdment, pour chaque loi de probabil itd r6elle sym<itrique p, ayant des

moments de tout ordre et t.q. I 'espace des polynomes soit dense dans L2(1t),con'

sidtlrons la suite des polynomes moniques orthonormaux en, n ) 0, correspondant

i:" 1t.

Par rapport i. cette base orthonormale de L2(p'),1'opdrateur auto-adjoint Z

de multiplication par x I domaine ma-dmal dans tr2(p), a une matrice bidiagonale

de St ie l t jes,  [ r , i ] ,  t .q .  z i , i+r  = ' ;+r , ;  ]  9( i )  e t  z ; i  =  0 au cas contra i re '  o i

g ( i )  : = <  e 1 ,  Z e i 1 1 > >  0 ,  0  <  i  <  d i m L z ( P ) '

Ainsi, Z est €gal d g(J,f)L + Ltg(N) sur l 'espace des polyn6mes' oi 'Al

et .c sont les op6rateurs standrrrtl de nombre et respectivement d'annihilation

( / /=  D i  j  l e i  ><  e i  l ,  L=  I i  i  e i  ) 1  e i+ r l ,  dans  l a  no ta t i on  de  D i rac ) '

La loi de Z dans l '6tat vide eo est alors p'

N.B. - cet ouvrage est une version revis6e et corrig6e de certains resultats de

[13 ]  e t  [ 14 ] .

Rernerciemenls. - L I 'origine de ce travail se trouve un probldme pos6 par

Professeur Phil ippe Biane, qui m'a donn6 de nombreuses iddes concernant son

r6solution. Je voudrais remercier Professeur Biane et lui exprimer ma gratitude

pour avoir fait possible ce travail. Je voudrais remerciet chaleureusement Pro-

fesseur Dan Voiculescu pour ses Conseils pr6cieux concernant cet ouvrage, Son en-

couragement et sa gtin6rosit6. Je tiens remercier chaleureusement Professeurs Ioan

Cuculescu, Marius losifescu et Ioan Suciu pour les discussions fructueuses sur le

sujet. Je remercie dgalement Professeurs Doina Cioranescu, Christian Duhamel et

Marius losifescu pour la possibil i t6 d'6tudier i, Paris VI dans le cadre du projet

MATAROU et les conseils judicieux'



REFERENCES BIB L IOG RAPHIQUBS

[l ]  N.I .AKHIESER, THE CLASSICAL MOMENT PROBLEM, Ol iver and

Boyd, Edinburgh and London, 1965.

[2] D.AVITZOUR, Iree producls of C* -algebras, tans. Amer. Math' Soc.,

27 r(r982), 423-435.

[3] B.V.R.BHAT, K.R.PARTHASARATHY, Generalized harmonic oscillo'

lors in quantum prohabzlily, dans " Sdminaire de Probabilitds XXV (J.Azdma,

P.A.Meyer ,  M.Yor  (eds . ) )  " ,  Lec t .Notes  in  Math . ,1485,  Spr inger  Ver lag ,  1991,

3 9 - 5 1 .

[4] B.BLACKADAR, K-THEORY for OPERATOR ALGEBfi:45, Malhemat-

ical Sciences Research Institute Publication Series, 5, Springer-Verlag, 1986'

[5] F.BOCA, Free producls of completely positiue maps and' speclral sels , J.

Func t .  Ana l .  ,97(1991) ,  251-263.

[6] F.BOCA , Completely posilzae nxaps on amalgamaled producls C* -algebras,

Math. Scand. ,72(1993),  212-222.

[7] M. BO ZBJ KO, R.S PEICH ER, r! - in d ep en d ent an d symm elri z ed while nois e s

,  dans " Quantum Probabi l i ty and Related Topics VI (L.Accardi  (ed.))  " ,  World

Scientific. 1992, 219-236.

[8] A.M.COCKROFT, R.L.HUDSON, Quanlum mechanical  Wiener process,

J.Mult ivar iate Anal. ,  7 (1977),  l \7-n4.

[9] C.D.CUSHEN, R.L.HUDSON, A quanlum-mechanical  cenlrol  l imit  theo'

rem, J.Appl.Probab.,  8( 197 l) ,  454-469.

[10] P.FLAJOLET, Combinatorial aspects of conlinued frocltons, Disuete

Math .  ,  32(1980) ,  125-161.

[11] N.GIRI,  W. von WALDENFELS, An algebraic uersion of the cenlral  l imi l

lheorem, Z. Wahrscheinl ichkeitstheorie verw. Geb.,  42(1978),  129-134.

[12] G.C.HEGERFELD, Noncommulaliue analogs of probabilistic notions and

resahs, J.Punct.  Anal. ,  64(1985),  436-456.

[13] V.IONESCU, Iree product of C- -algebras aia a family of maps, Preprint,

Bucharest,  1993.

[14] V.IONBSCU, Iree independence wilh respecl to a family of slate sets,

zzl



Prepr in t ,  Buchares t ,  1994.

[ 1 5 ] V . l o N E S C | J , C o n d t l t o n , a l l y f r e e p r o d u c l o f c o m p l e l e l y p o s i t i a e m a p s , e n
preparatton.

[16] R.V.KADISON, J.R.RINGROSE, FUNDAMENTALS oJ THE THEoRY

of OPERA'f  OR ALGEBRAS, uol ' l l ,  Academic Press, Inc' '  1986'

| 1 i ] G . G . K A S P A R O V , H l t b e r l C " - m o d u l e s : t h e o r e m s o f S t i n e s p r t n g a n d
Voiculescu, J.  Operator Theory, 4( i980) '  133-150'

u8l G.KREWERAS, Sur les parlil ions non crois'es d'un cycle, Discrete

Math . ,  1 (1972) ,  333-350.

[19] J.  von NEUMANN, On inf ini te direct producls,  composit io Math.,

6 ( 1 9 3 8 ) , 1 - 7 7 ,

[20] W.L-PASCHKE, Inner producl modules oaer .B*-algebras, tans. Amer.

Math .  Soc . ,  182(1973) ,  443-468.

[21] R.T.POWERS, Setf-adjoint algebras of unbounded operolors, comm.

Math .  Phys . ,  21(1971) ,  85-124 '

[22] M.A.RIEFFEL, Induced represenlations of C'-algebros' Adv' in Math''

i 3 (1974) ,  176-257.

[23] G.SKANDALIS, Algibres de uort Neumann de groupes libres et proba-

bzlil ls non commulalzaes I d'apres Voiculescu et al. ], S'6minaire Bourbaki, expos6

764, Novembre 1992.

[24] R.SPEICHER, A new erample of independence' ond 'white noise"

Probab. Th. and Rel.  Fields, 84(1990),141-159'

[25] w.F'STINESPRING, Posi l iae funcl ions on C,-algebros, Proc. Amer.

Math. Soc., 6( 1955),211-216.

[ 2 6 ] J . T O M I Y A M A , o n t h e p r o j e c t i o n o f n o r m o n e i n W . . a l g e b r a s , P r o c .
Jap.  Acad. ,  33(1957) ,  608-612.

[27] H.UMEGAKI, condilional etpectalion in an operator algebro, T6hoku

Mat ,h .  J .  ,  6 (1954) ,  358-362.

[28] D.VolculEscu, syrnmetries of some reduced free product c*'algebros,

dans "Operator Algebras and Their Connections with Topology and Ergotic

Theory (H.Araki ,  C.C.Moore, S.Strat i la,  D.Voiculescu (eds.) ) ' , ,  Lect.  Notes in

Math. 1132, Springer Verlag, New York, 1985, 556-588'

[29] D.VOICULESCU, Ft'ee noncommutaliue random aariables, rsndom rna'

trices and, the II1 factors of free groups, dans " Quantum Probability and Related

Topics VI (L.Accardi (ed.)) ", World Scientific, 1992,473-487 '

' ' K



[30]  D.volcuLESCU, Operal ions on cerTain non -commulahue operalor-

ualued random uar iables,  Prepr int ,  Berkeley,  1992.

[31 ]  D .V .VOICULESCU,  K . i .DYKEMA,  A .N ICA,  FREE RANDOM VARI '

ABLES, Centre de Recherches Mathdmat iques,  Montr6al ,  AMS 1992'

Centre de St ,at is t ique Mathdmat ique de I 'Acad6mie Roumaine,

Bd.  Magheru no 22,70158,  Bucarest  22,  Roumanie

26


