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Résumé

On démontre dans le contexte d’un groupoide de Lie G un analogue de la for-
mule de Baker-Campbell-Hausdorff. Comme application on calcule les fonctions de
structure de I’algébroide de Lie associé a G.
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1 Introduction

Cet article est consacré a I’ étude locale d’un groupoide de Lie G dans des cartes conven-
ablement choisies. En particulier on obtient dans le théoréme 2.5 le developpement de la
multiplication ce qui constitue un analogue de la formule de Baker-Campbell-Hausdorff
du cas des groupes de Lie (cf. [K] par exemple). Ce résultat a été présenté bricvement
dans [Ral], [Ra2] ou il est utilisé pour demontrer que le groupoide tangent G associé a
un groupoi]de de Lie G est lui aussi un groupoide de Lie. Il intervient aussi de maniére
essentielle dans le calcul du commutateur dans I'algébre de convolution du groupoide
tangent G, ce qui permet de quantifier la structure de Poisson canonique du dual de
I’algébroide de Lie associé & G.

L’article est structuré comme il suit. Aprés avoir fixés la terminologie et les notations,
on rappelle pour le benefice du lecteur les différentes constructions de Palgébroide de Lie
G associé a un groupoide de Lie G. Dans la suite on explicite la structure locale de G dans
une carte et on montre comment on associe & une carte de G choisie convenablement,
une carte de son algébroide de Lie G. On écrit la multiplication et I'inversion de G dans
ces cartes et on les developpe en seéries de Taylor pour obtenir Panalogue de la formule
de Baker-Campbell-Hausdorff. Enfin, comme application, on calcule les fonctions de
structure de G.

Rappelons briévement les principaux faits sur les groupoides de Lie et les algébroides
de Lie associés. Pour une présentation detaillée de la théorie des groupoides de Lie on
pourra se reporter aux ouvrages de A. Weinstein, P. Dazord et A. Coste [CDW], o
K. Mackenzie [M]. Les notations et les définitions de la théorie des groupoides seront
celles données dans [Re] par J. Renault. Par définition un groupoide est un ensemble G
muni d’un produit G x G > G 3 (g;,g5) —> 9192 € G défini sur un sous-ensemble
G®@ de G x G, et une application inverse G 3 g— g~ € G vérifiant:

L(g7h)t=g



2. Si(91,92): (92, 93) € G® alors (919, 93), (91, 9295) € G@ et (g192)g5 = 91(gag3)
3. (g_l,g) e G, si (91,92) € G@ alors gl_l(glgz) =gy
4. (9,97") € GD. Si (g3,91) € G? alors (g291)97" = o

G® s’appelle I'ensemble des paires composables et pour g € G on appelle s(g) = g7 1g
le domaine de g et r(g) = gg~! I'image de g. La composition g1 g, est bien définie si et
seulement si r(go) = s(g1). L'ensemble s(G) = r(G), noté G sera identifié & une partie
de G et appelé espace des unités. Pour z € G, on notera G* = r~l(z), G, = s7(z).

Un groupoide de Lie est un groupoide G qui a une structure de variété différentiable
compatible avec la structure algébrique :

1. G est une sous-variété de G
2. 7,5 : G — GO sont des submersions
3. la multiplication : G® — G est différentiable

Comme consequences de la définition il faut noter que l'application 7 : G — G,
i(y) = v7! est un difféomorphisme (voir [M], p.85), et aussi le fait qu'en notant m =
dimG et n = dim G, pour tout z € GO, G® et G, sont des sous-variétés de G de
dimension m — n.

On rappelle maintenant les differentes constructions de 'algébroide de Lie associé
a un groupoide de Lie G de base G0, Les algébroides de Lie ont été introduits par
J. Pradines [P1], et généralisent la notion d’algebre de Lie dans le cadre de la théorie
des groupoides de Lie.

Pour fixer les notations, pour toute application différentiable f entre les variétés M et
N, Tf designe 'application tangente et T f 'application tangente en z entre les espaces
tangents T; M et Ty(;)N. Aussi pour E fibré vectoriel de classe C™ sur la variété M on
notera par C*°(M, E) I'ensemble des sections de classe C® de E sur M.

Par définition un algébroide de Lie sur une variété M est un triplet constitué d’un
fibré vectoriel £ de base M et classe C*, une structure de R-algeébre de Lie sur I’espace
des sections C'°(M, E), dont on note [-,-] le crochet et un morphisme p:E — TM de
fibrés vectoriels C*°, appelé ancre tels que:

(i) L’application induite entre les espaces des sections p:C®(M,E) - C®°(M, TM),
p()(z) = p(é(x)), ¢ € C®°(M,E), z € M, est un morphisme d’algébres de Lie :
[p(€), ()] =5 ([¢,m])

(ii) Pour toute fonction f € C*(M) et pour tout couple (&,7m) de sections C*® de E ,

(& fn] = f§,n] +B(6)(f)n

On fixe {e1, €2, ..., €} un repére local sur U C M pour E et (915 @ns A1, ..y Ap) cOOT-
données locales de F avec les g; coordonnées locales pour la base M et les A; coordonnées
dans les fibres associées au repére {ey, eo, ..., ep}. Alors, localement, le fait que E est un

algébroide de Lie implique I'existence des fonctions de structure Cijk, aij € C(U) telles
que [e;, ej] :Z Cijkek et p(e;) ZZ aijg.
k 7 9

Remarquons tout d’abord que pour tout g € G, Ry : Grig) = Gy(g), Ry(h) = hg et
Ly: Gs(9) Gr), Lg(h) = gh sont des difféomorphismes et que pour tout g € G on a
TgGT(g) = KerTyr et T,G s(g) = KerTys. Cela permet de définir les champs invariants



gauche sur G par L(G) = {{¢ € C*(G,TG) | € € KerTr, TLyof =¢o Ly} et les champs
invariants a droite par R(G) = {{ € C®(G,TG) | ¢ € KerTs,TRyo0 ¢ = £ o R,}. 1l est
facile a voir que L(G) et R(G) sont des algebres de Lie.

Le fait que G(*) est une sous-variété de G permet de considerer T, G(%) sous-espace de
TG, pour tout z € G0, On note L, R, respectivement N, les fibrés vectoriels sur G(©)
dont les fibres au dessus de v € G sont £, = K erTyr, R, = KerT,s, respectivement
M, = T.G/T,GO,

Lemme 1.1 On a les isomorphismes des espaces vectoriels L(G) ~ C®(GO), L) et
R(G) =~ C®(GO), R).

Preuve : L’application ® : L(G) —» C®(G©), L), ®(¢) = §|G(0) est bien définie. Mon-
trons que @ est injective. Soit 5'0(0) = M 40 Alors pour g € G on a &(g) = &(gu) =
TuLg€(u) = TuLgn(u) = n(gu) = n(g), ot u = s(g).

Montrons que ® est surjective. Soit n € C*®°(G(®),£). On définit ¢ : G — TG,
€(9) = TuLgn(u), pour u = 5(g). On voit que L, = Idgu, d’ott £(u) = n(u) pour u € GO,
donc 7 = & |G- Il reste & montrer que £ € L(G). Ona Ty Ly(g') = Ty L, [TyuLyé(u)] =
TuLggé(u) =&(gg"), ot u = s(g’). On a utilisé le fait que TyLyoTyLy =Ty(LgoLgy) =
TyLgy. Comme & est évidemment linéaire on a démontré le premier isomorphisme. La

démonstration du second isomorphisme est analogue.
]

Les fibrés L, avec le crochet donné par [¢,n] = ®([®1(¢),®71(n)]) et l'ancre p :
L= TGO, p, =Tys, respectivement R, avec le crochet défini de maniére analogue 3
L et Pancre pu: R — TGO, py = Tyr, sont deux algébroides de Lie antiisomorphes par
I’application tangente 7% de I'inversion i de G.

L’application I, = Tyr : T, G — KerT,r, X — X —T,rX, est bien définie et surjective.
Son noyau est T,G(%) et par factorisation on obtient I'isomorphisme d’espaces vectoriels
Nz =~ KerT,r. De la méme maniére, en considérant I, - Tps : T,G — KerTys, X —
X —T;sX on démontre l'isomorphisme N, ~ KerT,s.

Ces deux isomorphismes définissent sur A/ deux structures d’algébroide de Lie an-
tiisomorphes. Le crochet de Lie sur C®(G(®, A) est défini en utilisant ’isomorphisme
L(G) 5 ¢ = [Egm] € C®(GO,N), ot [X] est Pimage de X € T,G dans T,.G/T,GO).
L’ancre sur N est p: N = TGO, p, = Tyr — Tys.

Dans la suite on appellera algébroide de Lie du groupoide de Lie G le fibré £
avec la structure d’algébroide définie précédemment. Pour mettre en évidence qu’il
est I'algébroide associé au groupoide G le plus souvent il sera noté G.

2 La structure locale d’un groupoide de Lie

2.1 Les cartes

Soit G un groupoide de Lie et G son algébroide de Lie. On va expliciter dans cette
section la structure de G dans une carte convenablement choisie au voisinage d’un point
2o € G C G. Des cartes de ce genre ont été utilisées aussi dans [NWX].

Comme r est une submersion au point zo appartenant & la sous-variété G(9 de G, il
existe U voisinage ouvert de 0 dans R”, V voisinage ouvert de 0 dans R™ et les cartes
$p:U XV =G, p:U— GO vérifiant:



1: 16{0,0) = =g
2. r(¥(u,v)) = ¢(u) (1)
3. (U x {0}) =p(U x V)N GO

La deuxieme condition revient au diagramme commutatif :

T
GO YU x V) o(U) c GO
P @
T
UxV ek U

Des deux derniéres conditions on déduit ¢(u) = 9 (u,0), et en conséquence on pourra
exprimer la structure de G en utilisant seulement la carte 1. Toutefois pour la simplicité
des notations on gardera ¢ = (-, 0).

A la carte 1 s’associe canoniquement une carte de l'algébroide de Lie G. Plus
précisément on a :

Lemme 2.1 L’application 8 : U x R™ — G, 0(u,v) = (p(u), g—f(u,O)v) est une carte de
G au voisinage de la fibre Gy, et la famille {e1, ey, ..,em} définie par e;(p(u)) = 6(u, f;),

1,m, ot {f1, f2, ..., fm} est la base canonique de R™, est un repére mobile de G sur
).

i=
(U
Preuve : Pour tout u € U on a

GKINYU x V) = {y € (U x V)|r(7) = p(u)} = p({u} x V)
L’application ¥ (u, ) : V = G¥(®) est alors une carte de la sous-variété G¥(*), qui associe

0 € V ap(u). On peut identifier {u} x R™ avec T«,(u)G‘p(“) par I'isomorphisme %di(u, 0):
v

Twoy({u} x V) = {u} xR™ - Tw(u)G‘P(“). L’image de @ est le voisinage (U x R™) =
Go(uy de la fibre Gy,
|

Remarque 2.2 Dans un groupe de Lie il eziste un voisinage de 'unité difféomorphe
avec un voisinage de' l’élément nul de [’algébre de Lie associé. Le lemme précédent
permet de donner la généralisation suivante pour les groupoides de Lie :

Pour tout zg € GO il eziste un voisinage de zo dans G qui est difféomorphe avec un
voisinage de (z9,0) dans G. '

WU XV)CG

GDOO(U xV)

UxV



En effet avec les notations précedentes, a = 1) 0 07! est un difféomorphisme entre le
voisinage 6(U x V') de (20,0) € G et le voisinage (U x V) de z dans G. On remarque
de plus que pour tout z € o(U), a(G;) C G®.

Ce résultat n’est qu’'un cas particulier de la proposition suivante qui est basée sur
I'existence d’une application exponentielle pour tout groupoide de Lie. Cette application
exponentielle introduite par Pradines dans [P2] généralise & la fois I’exponentielle d’un
groupe de Lie et I'exponentielle d’une variété munie d’une connexion.

Proposition 2.3 Soit G un groupoide de Lie et G son algébroide de Lie. Il existe alors
un voisinage V de GO vu comme la section nulle {(z, 0)|z € G(O)} dans G, un voisinage

W de GO dans G et un difféomorphisme o : V — W tel que a(GzNV) = G*NW et

a(0) est identité de Gz, ot oy est la restriction de a sur G, V.

L’idée de la démonstration est la suivante. Soit V une connexion sur l’algébroide de
Lie G. On associe & V une connexion invariante & gauche sur G, dont la restriction &
G? est une connexion linéaire V. On peut alors définir fibre par fibre une application
exponentielle, et prendre comme o cette exponentielle. Pour les détails voir [L], ou
[NWX].

2.2 La multiplication et ’inversion

Pour exprimer la multiplication et l'inversion de G dans la carte 1 on a besoin de la
forme de I'application source s dans cette carte, forme qui est explicitée dans le lemme
suivant.

Lemme 2.4 II existe une submersion o : UxV = U telle que s(1(u,v)) = ¥ (o (u,v),0).
De plus o(u,0) = u.

Preuve : En réduisant eventuellement V', on peut supposer que s((u,v)) € ¢(U), pour
(u,v) € U x V. 1l existe alors un élément o(u,v) € U tel que s((u,v)) = p(o(u,v)).
Evidemment ¢ = ¢! 0 5 04 est une submersion, comme expression dans les cartes de
la submersion s. Enfin ¢(o(u,0)) = s(¥(u,0)) = ¢(u,0) = p(u), donc o(u,0) = u.
]
On peut maintenant donner les développements dans la carte 1 de la multiplication
et de I'inversion de G. Le résultat suivant représente ’analogue de la formule de Baker-
Campbell-Hausdorff pour les groupoides de Lie.

Théoréme 2.5 (i) Pour u,u; € U et v,w € V on a (¥(u,v),¥(ur,w)) € G® si et
seulement si u; = o(u,v). Dans ce cas leur produit est donné par 1 (u,v)(o(u,v), w) =
Y(u,p(u,v,w)) oup : UXxV xV — V est une application différentiable qui a un
développement de la forme p(u,v,w) = v+w+ B(u,v,w) + O3(u,v,w) avec B bilinéaire
en (v,w) et O3(u,v,w) de ordre de ||(v,w)]3.

(1) Soit (u,v) € UXV tel que h(u,v)™t € p(UxV). Alorsp(u,v)~! = p(o(u,v),w),
ot w vérifie p(u,v,w) = 0. De plus on a le développement w = —v+ B(u,v,v)+O3(u,v),
avec O3(u,v) de degré d’homogénéité superieur a 8 en v.



Preuve :

(i) Soit g =¥ (u,v) et h = (ur,w). On a s(g) = (o (u,v)) et r(h) = ©(u1) ce qui
montre que (g, h) € G si et seulement si u; = o(u,v). De plus r(gh) = r(g) = o(u)
assure l’existence d’un unique p(u,v,w) € V tel que

Y (u, UW(U(U» U)’ w) = %/)(U,P(u, v, ’U)))
On définit ainsi application p: U X V x V — V, qui vérifie en particulier p(u,0,w) = w
et p(u,v,0) =v. En effet

QJJ(U,P(U, 0,w)) = P(u, 0)¢(0(u’ 0),w) = p(u)p(u,w) = P (u, w)

w(u,p(u,v, 0)) = ¢(U,U)¢(U(U,U)a 0)) = TP(UaU)SQ(ll)(UaU)) = ¢(uvvg-
g%(u,v,()) = I, S—Z(u,o,w) =¥ g;g(u,0,0) = [, %}%(U,0,0) =0, et
par un développement de Taylor p(u,v,w) = p(u,0,0) + g%(u,0,0)v + —a—g(u,0,0)w +
B(u,v,w) + O3 (u,v,w) = v+w+ B(u, v, w) + O3(u,v,w), ou B(u,v,w) est pour chaque
u bilinéaire en (v, w) et O3(u,v,w) est homogeéne d’un degré superieur & 3 en v et w.

Il s’ensuit que

(ii) Soit ¢ = t(u,v). On cherche u; et w tels que g=' = ¢ (u;, w). D’une part
r(g™Y) = (u1) et s(g) = o(o(u,v)) impliquent u; = o(u,v). D’autre part comme
g9~ =r(g), on déduit ¥(u,v)y(o(u,v), w) = (u,0), donc p(u,v,w) = 0. Le théoréme
des fonctions implicites assure ’existence d'un f différentiable tel que w = f(u,v). On
développe

f(u,v) = f(u,0) + %(U,O)U + ... = fi(y,v) + fa(u,v) + ...
ou fr(u,v) est de degré d’homogénéité k en v. On va déterminer f; et fy. Pour cela on
utilise p(u,v,w) = 0. On a donc

0 =p(u,v,w) =v+w+ Bu,v,w) + ...

=v+ fi(y,v) + fo(u,v) + ... + B(u, v, f1(u,v) + fa(u,v) +...) + ...
Le terme de degré d’homogénéité 1 dans le développement précédant est v + f1(u,v)
donc f;(u,v) = —v. On remplace dans 1’équation précédente et on trouve 0 = fo(u,v) +

B(u,v,—v) + .... En identifiant le terme de degré 2 on obtient f(u,v) = B(u,v,v).
|

3 Le calcul des fonctions de structure de ¢

On se propose de calculer les fonctions de structure de 1’algébroide de Lie G. On rappelle
que aj; = p(e;)(g;) et les c;jx, sont données par [e;, e;] = Zcijkek, ou p = T's est ancre
de G, {e1,....,em} le repére mobile de G défini dans le lemme 2.1 et g; = prj o !
sont les fonctions de coordonnées de G(¥. On notera par Bj, .., B les coordonnées de
Papplication B: U x V x V — V dans la base {f1, f2, .., fm} de R™.

Proposition 3.1 Pour tout u € U, les fonctions de structure de l’algébroide G sont
, 0o;
données par aij(p(u)) = 5-1(u,0) et cijr(p(u)) = Bi(u, fis f5) = Br(u, fi, fi).-
(2

Preuve : (i) Le calcul de a;;

On obtient la forme de a;; par le calcul suivant

aij(p(w)) = plei)(g5)(p(u)) = plei(p(w)))(g) = (Tpw)s)(eile(u))(g;)



= ex(p()g 0 5) = (G (1, 0)f)prs 0 97 o)

0 B 0o
:a—w(pmw 1°sow)(y,0) = 8vj(u,O)-

(ii) Le calcul de c;;

1. On explicite d’abord la forme d’une section £ € C®(G(©,G) dans les cartes de G(%
et G engendrées par .

GO > p(U) ¢ )
@ 0
R" 5 U = U x R™

Cette forme est donnée par Z(u) = 071 o £ 0 p(u) = (u, %%—(u, 0)~1(£(p(w)))). On note
01U — B™, 6ou) = 20 (u,0)7E(iplw))) et on a ) = (1, &o(u).

2. Par le lemme 1.1, on associe & tout £ € C®(G(?), G) une section équivariante & gauche
d~1(¢) € C®(G,TG), définie par @~(€)(y) = (Ty(y)Ly)&(s(7)) et le crochet de Lie sur

C®(G), G) est donné par [£,7] = @ ([271(£), 271 (n)]).
On note Q(¢) = (') ~L 0 @71(€) 0 ¢ la forme de @71(¢) dans les cartes.

2~1(¢)

G T
Y Y
R'xR™ DU XV 4o T(U x V)

On montre dans cette étape que

Q(f)(uv ‘l)) = (07 {:O(U(u: U)) o2 B(u) v, fO(U(u’ ’U)))) (2)

Par définition

271E) (%)) = (Tupum) Ly ) E(((w,)))
= (Tuwtuon Lviun) (%(a(u,v), 0)éo(o(w, v)))
=Ty (Lyuny(0(,v),)) o0 (u,v))
Mais Lyy(y ) %(0 (4, v),w) = (1, v)9h(0(u,v),w) = (u, p(u,v,w)), ce qui par dérivation

conduit & Tp (Ld,(u,v)l/)(o(u,v), )) = %f—(u,v)%(u,vﬁ), donc
Q) Wlu,)) = 2 u0) g2 (0,0, 0)n (012, ) ®)



Comme p(u,v,w) = v + w + B(u,v,w) + O3(u,v,w) on a

Bl(u)vafl) Bl(“)”)f?) Bl(uavafm)
e B

@(u,v,O):I—i—( Do : ' :
ow
Bm(uavafl) Bm(u,'l),fg) Bm(u,v,fm)

En remplagant 4 dans 3 on obtient

7€) ((w,0) = S0 0)en(o(w,0)) + Fo(u,0) Bl v Golo(wv)) (9

La formule 2 résulte comme suit :
Q&) (u,v) = ¢ (u,v) 7 (27HE) (¥(w,v)))
= 9/(1,0)7 92 (1,0) (ol ) + By, 0l ()
= (0,%0(o(u,v)) + B(u,v, (0 (u,v))))

3. La formule 2 montre en particulier que Q(e;)(u,v) = (0, f; + B(u,v, f;)). Pour les
éléments de cette forme le crochet de Lie dans T(U x V') est donné par

31) da
[0, a(u,)), (0, b(u, v) (o 5 (et ) e (,0) - bk(u,wa—W(u,v)))
En utilisant la bilinéarité de B on obtient [Q(e;), Q(ej)] (u, ) =

(0 > (6ik + Br(u, v, £:))B(u, fi, f;)— Y, (85 + Bi(u,v, £;))B(u, fkafi))

k

= (0, B(U fzvf]) + B(u, B(u, v, fi), f]) (U)fyafz) ~ Blu, B(uavafj))fi))
et en particulier [Q(e;), Q(e;)] (u,0) =
= (0, B(u, fi, f;) — B(u, fj, fi) + B(u, B(x,0, f;), f;) — B(u, B(u,0, f;), f;))
= (0, B(u, fi, f;) — B(u, fj, fi))

On peut ainsi conclure
[ei, e5] (p(w) = [27 (&), 27 (e5)] (¥(u, 0)) = ¥'(u, 0) [2(es), Qe;)] (u,0)

g’f(u O) Z (Bk(u’ fhf]) - Bk(U’, f])fl)) fk
k

Z Blc u, fl,fj Bk(uaf,'lafz)) ek(SO(U))
k

Corollaire 3.2 Pour toutes sections £,7 € C®(G®,G) on a
[§>n]0 (U’) = B(u’&)(u)?nO(U) - B(u, 770(“))50(“))

Preuve : On développe ¢ = Zfzez etn= Zme, dans le repére mobile {ey,...,en} et

on s’en sert de la proposition précedente pour remplacer c¢;;; dans [€,71] = Z &injCijkek-

Il ne reste qu’a utiliser la bilinéarité de B.
|



Exemple 3.3 Soit G un groupe de Lie d’unité e. Dans ce cas U = {0} etp: V — G
est une carte vérifiant 1(0) = e. On associe d ¥ la carte § = 1'(0) : R™ — G de l’algébre
de Lie. Par le théoréme 2.5 le produit dans G est de la forme ¥ (v)Y(w) = ¥(p(v,w)),
ot p:V XV =V est une application différentiable qui admet un développement de la
forme p(v,w) = v+w+ B(v,w)+O03(v,w) avec B bilinéaire et I’inversion est donnée par
P(v)™! = Y(—v + B(v,v) + O3(v)). Comme o =0 on retrouve a;; = 0 et la proposition
3.1 montre que les constantes de structure c;;, de l’algébre de Lie sont données par
cijke = Br(fi, f3) — Be(f5, fi)-

On retrouve ainsi des résultats connus pour les groupes et algébres de Lie qu’on peut
trouver par ezemple dans [K].

Exemple 3.4 Soit G = M x M, le groupoide principal transitif associé a la variété M,
un élément (z,z) € GO et o : Uy — M une carte de M telle que a(0) = z. On peut
prendre la carte v : U x V. — G, donnée par ¢¥(u,v) = (a(u),a(u +v)), ou U,V sont
des voisinages de 0 € R™ telles que U € Uy et U4V € U;. La carte de TM engendrée
par i est 0 : U x R™ — G, 0(u,v) = (a(u),d (v)v). Dans ce cas o(u,v) = u + v,
p(u,v,w) = v+ w, B(u,v,w) = 0. Pour les fonctions de structure de TM on retrouve
aj; = 6ij et ¢k = 0.
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