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R6sum6

On d6montre dans le contexte d'un groupoide de Lie G un analogue de Ia for-
mule de Baker-Campbell-Hausdorff. Comme application on calcule les fonctions de
structure de i'alg6broide de Lie associ6 b G.
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1 Introduction

Cet article est consacrd a l'6tude locale d'un groupoide de Lie G dans des cartes conven-
ablement choisies. En particulier on obtient dans le th6orbme 2.b le developpement de la
multiplication ce qui constitue un analogue de la formule de Baker-Campbell-Hausdorff
du cas des groupes de Lie (cf. [K] par exemple). Ce r6sultat a 6t6 pr6sent6 bribvement
dans [Ra1], [Ra2] ou il est utilis6 pour demontrer que le groupoide tangent d associ6 d
un groupoi]de de Lie G est lui aussi un groupoide de Lie. Il intervient aussi de manidre
essentielle dans le calcul du commutateur dans I'algdbre de convolution du groupoide
tangent d, ce qui permet de quantifier la structure de Poisson canonique du dual de
l'alg6broide de Lie associd i G.

L'article est structurd comme il suit. Aprbs avoir fix6s la terminologie et les notations,
on rappelle pour Ie benefice du lecteur les diff6rentes constructions de I'alg6broide de Lie
I associ6 i un groupoide de Lie G, Dans la suite on explicite la structure locale de G dans
une carte et on montre comment on associe i, une carte de G choisie convenablement,
une carte de son alg6broide de Lie Q. On 6crit la multiplication et I'inversion de G dans
ces cartes et on les developpe en sbries de Taylor pour obtenir l'analogue de la formule
de Baker-Campbell-Hausdorff. Enfin, comme application, on calcule les fonctions de
structure de 9.

Rappelons bribvement les principaux faits sur les groupoides de Lie et les alg{broides
de Lie associ6s. Pour une pr6sentation detaill6e de la thdorie des groupoides de Lie on
pourra se reporter aux ouvrages de A. Weinstein, p. Dazord et A. Coste [CDW], ori
K. Mackenzie [M]. Les notations et les d6finitions de la th6orie des groupoides seront
celles donn6es dans [Re] par J. Renault. Par d6finition un groupoide est un ensemble G
muni d'un produit G x G 16{0 I (gr, gz) --+ grgz € G d6fini sur un sous-ensemble
5r(z) 6u G x G,et une application inverse G > g* g-t € G v6rifiant:

1 .  ( g - t ) - r  :  g



2. Si (91, gz),(gz,9i e G(z) alors (9192, ge),(gt,gzgs) E gQ) et btgz)gz = gt(gzgs)
3. (9-t, g) € G@. Si (gr, sz) e G@ dors gt1(9 tsz) : sz
4. (s,g-r) E g@. Si (gz, 9) e G@ alors (9291) gtr :  gz

G(2) s'appelle I'ensemble des paires composables et pour g € G on appelle s(g): g-tg
le domaine de g et r(d : g9-1 I'image de g. La composition gg2 est-bien d6finie si et
seulement sir(g2): s(gr). L'ensemble s(G) :.r.(G), not6 G(0), sera identifi6 d, une partie
de G et appel6 espace des unit6s. Pour r € G(0), on notera G, :r-r(x), Gr:r-i(r).

Un groupoide de Lie est un groupoide G qui a une structure de vari6t6 diff6rentiable
compatible avec la structure algdbrique :

1. 5r(o) est une sous-vari6t6 de G

2. r, s : G -+ G(o) sont des submersions

3. la multiplication , gQ) -+ G est diff6rentiable

Comme consequences de la d6finition il faut noter que l,applicatio n i : G --+ G,
i(l) :7-1 est un diff6omorphisme (voir [M], p.8b), et aussi le fait qu,en notant rn :
dimG et n: dimG(0), pour tout z € G(0), G, et G" sont des sous-vari6t6s de G de
dimension n1- n.

On rappelle maintenant les differentes constructions de l'alg6broide de Lie associ6
i un groupoide de Lie G de base G(0). Les algdbroides de Lie ont 6t6 introduits par
J' Pradines [P1], et g6n6ralisent la notion d'algdbre de Lie dans le cadre de la th6orie
des groupoides de Lie.

Pour fixer les notations, pour toute application diff6rentiable / entre les vari6t6s M et
N, T J designe I'application tangente et TrJ I'application tangente en r entre les espaces
tangents TrM et T,p1N. Aussi pour E fibrd vectoriel de classe C- sur la vari6td M on
notera pn c@(M,-E) I'ensembledes sections declasse c* de E sur M.

Par d6finition un alg6brolde de Lie sur une vari6t6 M est un triplet constitu6 d'un
fibr6 vectoriel -E de base M et classe C*, une structure de R-algbbre de Lie sur I'espace
des sections C*(M,-E), dont on note [.,.] l. crochet et un morphisme p : E -+ TM d,e
fibr6s vectoriels C6, appel6 ancre tels que:

(i) L'application induite entre les espaces des sections p : c6(M, E) -+ c*(M,TM),
P({)(") :  p(€(x)), € e C*(M,E), r € M, est un morphisme d;algdbres de Lie:
V@,p?i l :Fff t , r i )

(ii) Pour toute fonction / e C* (M) et pour tout couple ({, q) de sections c@ d,e E ,
[€ , f r i l : / [€ ,d+p@U), t

On f ixe {" t ,e2,. . . ,ep} un repbre local sur U C M pour E et (qr,  . . . ,Qn,}1,. . . ,  )o) coor-
donn6es locales de -O avec les q; coordonndes locales pour la base M et les A; coordonn6es
dans les f ib resassoc idesaurepbre  {q , " r , . . . ,ep} .  A lo rs ,  loca lement ,  le fa i tque.Eestun
alg6broide de Lie implique I'existence des fonctions de structure cijk)aU e C*(U) telles

que [e1, e;] :f cijkeh et p(e1) :l) oo,!.
u  

-  _ _  r  \ _ L /  
?  

_ , ,  
\ q i ,

Remarquons tout d'abord qr" pou, tout g e G, Rs: Gr(s) + Gr(s), Rs&) : hg et
Ls : Gs,(d q Qr(o), Ls(h): gh sont des diff6omorphismes et que pour tout g e G on a
TsG'@) : KerTgr et TsGtbl: KerTns. Cela permet de d6finir les champs invariants d



gauchesurGpar r (G)  :  {€  €  c * (G , rc ) l (e  Ke rT r ,TLno€  = {o  Ln }  e t l eschamps
invariants i ,  droite par rR(G) : {( e c*(G,"G) | ( € KerTs,TRno€ : {o Rr}. I l  est
facile a voir que L(G) et .R(G) sont des algbbres de Lie.

Le fait que G(o) est une sous-vari6t6 de G permet de conside rer T'QQ) sous-espace de
71'G, pour tout s 6 5t(o). On note L,R,respectivement,A/, les fibr6s vectoriels sur G(0)
dont les fibres au dessus de u € G(0) sont Lu: KerTur,Ru: KerTus, respectivement
Nu : TuG lTrG@.

Lemme L.L on a les isomorphismes des espaces uectoriels L(G) = C-(G(O), L) et
R(G) -  C*(G(o) , r .1 .

Preuve : L'application Q : L(G) -+ coo(G(o),c),o({) : €lrror est bien ddfinie. Mon-
trons que Q est injective. Soit {l"rol : rll.ot. Alors pour g € G on a {(g) : ((gu) :
T"Ln(@) : TuLnrT(u) : q(gu) : q(g), oir z : s(9).

Montrons que o est surjective. soit 4 € c*(G@,L). on d6finit € t G 1TG,
€(g) : T"Lnr7(u), pour u : r(g). On voit q:ue Lu: Id,G,, d'ori {(u) : q(u) pour u € G(0),
donc 4 : € lcrol. Il reste b montrer que ( e L(C). On aTn, Ln(b) : Ts, Ls lT,Ls, €(u)l :
T"Lnn,€(u) : €(gg'), ot) u : s(g/). On a uti l is6le fait q:ueTn,LnoTuLn, : Tu(Lso Ln,) :
TuLgg,. Comme iD est 6videmment lin6aire on a d6montr6 le premier isomorphisme. La
d6monstration du second isomorphisme est analogue.

I

Les f ibr6s L, avec le crochet donn6 par [4,ry] :  O(lO-t(€),O-t(q)]) et I 'ancre p:
2 -s 7g(o)t Pu: flrs, respectivement R, avec le crochet d6fini de -unibr" analogue d,
.C et I'ancre p,:R -+TG(o), Fu:Tur, sont deux alg6broides de Lie antiisomorphes par
l'application tangente Ti de I'inversion i de G.

L'application lr-Trr : TrG -+ KerTrr, X + X-TrrX, est bien d6finie et surjective.
Son noyau est [G(0) et par factorisation on obtient I'isomorphisme d'espaces vectoriels
N, - KerTrr. De la mdme manibre, en considbrant .I" - T*s : TrG -+ KerT*s, X ,+
X -T*sX on d6montre I'isomorphisme N, - KerTrs.

Ces deux isomorphismes d6finissent sur y'/ deux structures d'algdbroide de Lie an-
tiisomorphes. Le crochet de Lie sur C@(G(0),,4/) est ddfini en utilisant l'isomorphisme
L(G) ) €'+ l€cror] € Coo(G(0),"A/), oi [X] est I'image de X e T,G d.ansT,GfT,6Q).
L'ancre sur,A/ est p : N -+ TG@, p, : Trr - Trs.

Dans la suite on appellera alg6broide de Lie du groupoide de Lie G le fibrd 4
avec la structure d'alg6broide d6finie pr6c6demment. Pour mettre en 6vidence qu'il
est I'alg6broide associ6 au groupoide G le plus souvent il sera notd g.

2 La structure locale d'un groupoide de Lie

2.t Les cartes

Soit G un groupoide de Lie et I son alg6broide de Lie. On va expliciter dans cette
section la structure de G dans une carte convenablement choisie au voisinage d'un point
ro € G(0) C G. Des cartes de ce genre ont 6t6 utilisdes aussi dans [NWX].

Comme r est une submersion au point r0 appartenant A, la sous-vari6t6 5l(o) de G, il
existe [/ voisinage ouvert de 0 dans Rt, 7 voisinage ouvert de 0 dans ]Rm et les cartes
{ ; :U  xV  -+  G ,9 :U  -+  G(o )  vd r i f i an t :



1 .  { (0 '0 )  :  t o
2. r(t l t(u,u)) :  p(u)
3.  , l ' (U x  {0} )  :1b(U x Y)n G(o)

La deuxidme condition revient au diagramme commutatif :

Des deux dernibres conditions on d6duit p(u) : ,lt(u,0), et en cons6quence on pouua
exprimer la structure de G en utilisant seulement la carte /. Toutefois pour la simplicit6
des notations on garderl" rp: 1b(,0).

A la carte ty' s'associe canoniquement une carte de l'alg6broide de Lie 9. Plus
pr6cis6ment on a :

Lemme 2.L L'applicati ,on 0 : (J xiR- -+ 9,O(u,u) : (9@),#fu,0)u) est une carte d,e
i J u '

8 au uoisinage de la f,bre jrs et la Jamille {"t, "2, 
.., e*} d6,fi,ni,e par ei(g(u)) : A (u, f) ,

i , :Tfr,,  od {h,f2,.. . , f*} est Ia base canonique de IR-, est un repire mobile de I sur
e(u).

Preuve : Pour tout u € [/ on a
6v@) nrl'(U x V) : {t e 4'(U x V)lr(l : p(u)} : 4t({u} x v)

L'application t!(u,.) : V -+ 5rr(u) ssl alors une carte de la sous-vari616 6v@) ., qui, associe

0 e V it p("). On peut identifier {u} x R- avec Tr61Gr(") par l'isomorphi t^" 
ffi(u, 

0) :

?l6,01({u} xV): {"} * IR- -+ Tr61Ge@).L'image de d est le voisinage 0(U x IR-) :
9eg1 de la fibre 8"0. 

I

Remarque 2.2 Dans un groupe de Lie il eriste un uoisinage de I'unitd diff|omorphe
auec u.n uoisinage de'l 'd.l6,ment nul de l'algi.bre de Lie associ6. Le lemme prdc1.dent
permet de donner la gd,nd,rali,sat'ion su'iuante pour les groupoides de Lie :

Pour tout ro € G(0) il eri,ste un uo'isinage de ns dans G qui, est di,ff1,omorphe auec un
uois'inage de (n6,0) dans 9.

Q > 0(U xV) ,b{U xV) c G

(1 )

G > l t ( U x

, t
I p l

I
U  x V

q 5t(o)

1
l e
I

U

e(u)

Prt

v)

rb

U  x V



En effet avec les notations pr6cedentes, a: l) o g-I est un difl6omorphisme entre le
voisinage 0(U x V) de (r0,0) €. I et le voisinage rh(U 

" 
V) de zs dans G. On remarque

de plus que pour tout r e p(U), o(gr) C Gn.

Ce r6sultat n'est qu'un cas particulier de la proposition suivante qui est bas6e sur
I'existence d'une application exponentielle pour tout groupoide de Lie. Cette application
exponentielle introduite par Pradines dans [P2] g6n6ralise i la fois I'exponentielle d'un
groupe de Lie et I'exponentielle d'une vari6t6 munie d'une connexion.

Proposition 2,3 Soi,t G un groupotlde de Li,e et g son algd,broi'de de Lie. Il ex,iste alors
un uoisinageV de G@) uu con1,n'Le la section nulte 

{@,0)lr e 6@\ dans Q, un uoisinage

w de G(0) dans G et un di,ff1,ornorphisme a : v -+ w tel que a(gafl I/) : G'lw et
a'r(0) est I' i,dentitd de gr, od a, est la restriction de d, sur g"nv.

L'id6e de la d6monstration est la suivante. Soit V une connexion sur I'alg6broide de
Lie Q. On associe d, V une connexion invariante i, gauche sur G, dont la restriction i
Gr est une connexion lin6aire Vr. On peut alors ddfinir fibre par fibre une application
exponentielle, et prendre comme c cette exponentielle. Pour les d6iails voir [L], ou

lNWXl.

2.2 La multiplication et I'inversion

Pour exprimer la multiplication et I'inversion de G dans la carte rf on a besoin de la
forme de I'application source s dans cette carte, forme qui est explicit6e dans le lemme
suivant.

Lemme 2.4 Il eriste une submers'ion o : U xV -+ U telle que s(lt(u,u)) : t!(o(u, ?,l),0).
De plus o(u,0) --  u.

Preuve : En r6duisant eventuellement 7, on peut supposer que s(r/(u,u)) e rp(t/), pour
(u,u) e U x V. I I  exi i te alors un 6l6ment o(u,u) € U telque s(t / (u,u)) :  g@'fu,u)).
Evidemment o: g-r o sory' est une submersion, comme expression dans les cartes de
la submersion s.  Enf in p(o(u,0)) :  r( , / (u,0)) :  t l , (u,O) :  p(u),  donc o(u,0) :  , .

I

On peut maintenant donner les d6veloppements dans la carte $ de la multiplication
et de l'inversion de G. Le r6sultat suivant repr6sente I'analogue de la formule de Baker-
Campbell-Hausdorff pour les groupoides de Lie.

Th6orbme 2.5 ( i ,) Pour u,u1 € (I et u,w e V on a (4tfu,u),r!(ut,,r)) e GQ) si, et
seulement Eiul: o(u,u). Dans ce cas leur produi,t  est donn6, par $(u,u)$(o(u,u),w) :
, !(u,p(u,u,w)) oi l  p : U xV xV -+ V est une applicati ,on diff l .rentiable qui a un
d4.ueloppement de Ia formep(u,u,w):u*wl B(u,u,w)+O3(u,u,w) auec B bi, l indai,re
en (u,w) et Os(u,u,w) de I 'ordre de l l(u,w)113.

( i i , )  Soi t (u ,u)  e  UxV te lquer l t (u , r ) - r  e  { (UxV).  Atorsrb(u,u)- r :g(o(u,u) ,w) ,
o i l ,u  u6, r i , f iep(u,u,u)  :0 .  Deplus on aIe d | ,ue loppernentru:  -u*B(u,u,u)+Os(u,u) ,
auec Os(u,u) de degr€ d'homog6,n6.itd superieur d 3 en u.



Preuve :
( i )  Soi t  9  :  t ! (u ,u)  e t  h : {s(q,ur) .  On a s(g)  :  p(o(u,u))  e t  r (h)  = pfu)  ce qui

montre eue (9, h) e 6(z) si et seulement si u1 : o(u,u). De plus r(gh) : r(g) : p(u)
assure I'existence d'un unique p(u,u,w) e I/ tel que

t! (u, u)r! (o (u, u), w) : tb (u, p(u, u, w))
On d6finit ainsi I'application p: U xV xV -+ I/, qui v6rifie en particulier p(u,O,w) : ry
et p(u,u,0) : u. En effet

,b (u, p(u,,0, tir) ) = rl: (u, O)lt (o (u, 0), w) : p(u){; @, w) : tl: (u, w)
t (u ,p(u,o,0))  :  r ! (u ,u){ t (o(u,  u) ,0) )  :  4s(u,u)s( r l t (u ,u))  :  { (u ,u) .

An An A2^ A2^I ls 'ensuit  wef i(u,u,0) -  I ,  f f i (u,0,r)  
-  t , f f i (u,0,0) :0,  

f f i (u,0,0) 
:9,  s1

par un d6veloppement de Taylor p(u,u,w) : p(u,O,0) + 
Hr",0,0)u 

* 
#,r",0,0)tr.,  

*
B(u,u,w)  + Os(u,u,w)  :  u  *w *  B(u,u,w)  + Os(u,u, r .u) ,  or )  B(u,u, t r )  est  pour  chaque
u bilin6aire en (u, w) et O3(u, u, u.r) est homogbne d'un degr6 superieur ), 3 en u et w.

(i i)  Soit g : r!(u,u). On cherche u1 et w tels que 9-t :  $(ur,w). D'une part
,(g-r) :  p(u1) et s(9) : p(o(u,u)) impliquent u1 : o(u,u). D'autre part comme
gg-1 : r(9), on d6duit g(u,u){t(o(u,u),w) : {(u,0), donc p(u,u,u) : 0. Le thdorbme
des fonctions implicites assure I'existence d'un / diff6rentiable tel que w: f (u,u). On
d6veloppe

f  (u ,a ) :  f  (u ,0+ f f i@,O)u+. . .  :  f t (u ,u )+  f2 (u ,u )  + . . .
oir /,6(u,u) est de degr6 d'homog6n6it6 k en u. On va d6terminer /1 et /2. Pour cela on
uti l ise p(u,u,u) :0. On a donc

0  :  p (u ,u ,w)  :  u  *  w  *  B (u ,u ,w)  +  . . .
:  u  *  f r (u ,u )  *  f z (u ,u )  + . . .  *  B (u ,u ,  f t ( u ,u )  +  f2 (u ,u )  + . . . )  + . . .

Le terme de degr6 d'homogdn6it6 1 dans le d6veloppement prdc6dant est u * ft(u,r)
donc /1(u, u) : -u. On remplace dans l'6quation pr6c6dente et on trouve g: f2(u,u) *
B(u,u,-u) +... .  En identif iant Ie terme de degr6 2 on obtient fz(u,u) : B(u,u,u).

T

3 Le calcul des fonctions de structure de I

On se propose de calculer les fonctions de structure de l'alg6broide de Lie Q. On rappelle
qtre a,ij : Pk)fu) et les c6y1 sont donn6es par l"t,"il : D"nju"6 of p : ?s est I'ancre
de 9, {"r,..., e^) le repbre mobile de I d6fini dans le lemme 2.1 et Qi : pri o g-L
sont les fonctions de coordonndes de G(0). On notera par .B1,..,.B- les coordonn6es de
I'application B :U xV xV -+ V dans la base {/1, f2,.. ,  I^} de R-.

Proposition 3.1 Pour tout u e U, Ies Jonctions de structure de I'alg€.brotlde I sont

d,onndes par aii(g(u)) : *@,0) et crin(pfu)) : B*(u, fr, f i) - Br,(u, f i, ft).d u l '  
'  - J '

Preuve : (i) Le calcul de aij

On obtient la forme de aii par le calcul suivant

a;i @ (u)) : F@) @ i) (v (u)) : p (e{p (u))) k i) : (r, 6 s) (e i(e (u))) (q i)



: 
"t(p@))(ei 

o s) : (fffu,o)f)@rio rp-l o s)

: 
ftOr, 

o e-' o s o {t)(u.01 : 9 1,,. 91'
d u t '

(ii) te calcul d,e cii1,

1. On explicite d'abord la forme d'une section € e C*(C(o),9) duo. les cartes 6s Gr(o)
et f engendr6es pany'.

6(o) l tp(U) 8vQ)

I
l 0
I

L r x R -R " ) [ /

Cette forme est donnde par E(u) : 0-t o { o 4fu) : 6,fr{u,0)-t({(p(r)))). On note

€o: u 4 R-, 1o(u) :  
#r",0)-t(€(p(u))) 

et on a E(u) :  (u,{s(u).

2. Par le lemme 1.1, on associe i, tout { e C-(G(0), f) une section dquivariante d, gauche
O-1(€) e C*(G,?G), d6finie par O-1({)(T,) : (r,OF)€(s(7)) et le crochet de Lie sur

C*(G(0) ,9)  est  donn6 par  [ ( ,4 ]  :  O ( [O- t (€) ,O-1(r7) ] ) .

On note O({) :  (r l , ' )-L.O-1({) ot! laforme de O-1({) dans les cartes.

o-'(€)
G
+
I

4 ' l
I

l R ' x l R - ) U x

TG

CI({)

,,b,

r(uxv )V

On montre dans cette 6tape que

O({) ( " ,  u)  :  (0 ,  (o(o(r ,  u) )  + B(u,u,  {e(o(u,  u) ) ) )  (2)

Par d6finition
o-1(€)(t1;(", u)) :  (T,w@,ilLt @d) ((s(r/(u, u)))

: (7, g' (u,,)) L,p (,,o)) (# r r",u ), 0 ) €o (o (2, u ) ) )
:  rs (L,b@,,11b(o(u,u),.)) {o("(", r))

Mais L,p1u,u)rb@fu,u),u) : $(u,u)lt(o(u,u),w) : *(u,p(u,u,w)), ce qui par d6rivation

conduit  e ro (L,t  t ,u) l t(o(u,r),  .))  :  
f f {r ,d$fu,u, 

0),  donc

o-l(€)(,.p(u, u)) : #rr,d#fu,u,0Xs(o(u, u)) (B)



Comme P(u,u,w)  :  u  *  w *  B(u,u,w)  *  O3(u,u,u. , )  on a

0p  , ^ .  ̂. n \  : 1  *  (  
t t ru , , ' , r . , )  B lu , .u , f2 )  

. : .  
B lu ,u , f ^ )

a t \u 'u 'u)  
: '  *  

[  a^6t , ,u ,1r1 B*(ut , , r ,  f2)  .  B^(u,u,  f^ )
En remplagant 4 dans 3 on obtient

) 

(4)

o-t (€)(,r(r,  r)) = 
#rr,u)(s(o(u,i l  * f f  fu,u)B (u,u, {s (o(u, u)))

La formule 2 r6sulte comme suit :

0( { ) ( " ,  u)  :  { ' (u , r ) - t  (o- t ( ( ) ( r l '@,r ) ) )

:  rh '  (u ,d- t#@,u)  ( {6(o(u,  u) )  + B (u,u,  {6(o(u,  u) ) ) )

:  (0 ,  (s(o(u,  r ) )  +  B(u,u, {6(o(u,  u) ) ) )

3. La formule 2 montre en part icul ier que Q(e;)(z,u) : (0, f i* B(u,u,fn)).
6l6ments de cette forme le crochet de Lie dans ?([/ x I/) est donn6 par

/  r  , a b ,  , ,  , o a ,  , \ \
[ (0 ,a (z , r ) ) , (0 ,  b (u ,u ) ) ) :  (0 ,T  ( ro , r ,  r ) f t ( " ,u )  -bp(u , r )  

^ { " , r ) ) )
En utilisant la bilin6arit6 de B on obtient [O(e;),CI("i)] (u,u) :

/ _  \
:  {0 , !  (Onu  *Bp(u ,u , f ; ) )B (u , f x , f ) -  !  (d r r  - tBa (u ,u , f ) )B (u , f r , i l l

\ * * /
:  (0,  B (u,  f  t ,  I  i )  *  B (u,  B (u,  u,  f  ) ,  f  i )  -  B (u,  I  i ,  f  ; )  -  B (u,  B (u,  u,  f  i ) ,  f  ) )

et en particulier [Q(q), A(ri)] (u,0) =
:  (0,8(u,  h,  f  i )  -  B(u,  f  i ,  f ; )  *  B(u,B(u,0,  i l ,  f  i )  -  B(u,B(u,0, l i ) ,  f t ) )
: (0, B (u, f* f i) - B(u, f i, l t))
On peut ainsi conclure

tq'"it(etu))::'T^[)'or-;:i:,:1,''l:::r',i,11,,'7,\",'i-'(e3)](u'0)
O U T

:l (B x@, h f ) - Bx(u, f i, Ir,D ux@("))
!

Corollaire 3,2 Pour toutes sections (,q e C*(G(o).,Q) on a

[€' q]o (u) : B(u,€o(r), no(u) - B(u,r1s(u),{o("))

Preuve : On d6veloppe € :L€tu,i et q :Lrli"i dans le repbre mobile {ur,..., e*) et'

on s'en sert de la proposition pr6cedente pour remplacer q;t dans [€,t/] : Lt,qi",i*"n.
Il ne reste qu'A, utiliser la bilin6arit6 de B.

I

(5)

Pour les



Exemple 3.3 Soi,t G un groupe de Lie d'unit6, e. Dans ce cas U : {0} et t! : V -+ G
es tuneca r teu€ r i f , an t$ (0 ) :e .  Onassoc i ,ed$ laca r te0 : r l ) '@) : IR -  - )  Q  de l ' a lg tb re
de Lie. Par Ie th{ordme 2.5 Ie produit dans G est de la forme rb(u)r!@) : $(p(u,w)),
od p : V x V -+ V est une appli,cation diff|,renti.able qui, admet un d1.ueloppement de la
forme p(u,w) : u*w*B(u,w)+Oe(u,w) auec B bi l indai,re et I ' inuers' ion est donnde par
l/t(r)-' : ,lt?u * B(u,a) + Q@\. Comme o :0 on retrouue ou :0 et la propositi,on
3.1 montre que les constantes de structure c;ip d,e l'algibre de Lie sont donndes par
c i jk :  B*( f i ,  f  i )  -  B i l f  i ,  f ) .

On retrouae ainsi des r4,sultats connus pour les groupes et algdbres de Lie qu'on peut
trouuer par eremple dans [K].

Exemple 3.4 Soi,t G : M x M , le groupor,de principal transiti,f associ6, d, Ia aari1td M,
un 6l6ment (x,x) e g{0) 

"S 
a : (J1 -+ M une carte de M telle que a(0) : a. On peut

prendre Ia carte ,! : U x V -+ G, donnde par r!(u,u) : (a(u),a(u * u)), od U,V sont
des uo' isinages de 0 e R- tel les queU eU1 etU *V e Ur. La carte deTM engendrde
p a r *  e s t 0 :  [ / x l R -  - +  Q , 0 ( u , u ) :  ( a ( u ) , a ' ( u ) u ) .  D a n s  c e  c a s o ( u , u ) : u * u ,
p(u,u,u) : u *w, B(u,u,w) :0. Pour les tonctions de structure deTM on retrouue
ei j  :  6i j  et  c; i6:  Q.

Remerciements Les r6sultats de cet article ont 6t6 obtenu durant mon sejour i
I'Universit6 d'Orl6ans et je tiens a exprimer ma gratitude b Jean Renault pour tout
son soutien et ses trbs judicieuses remarques et i Claire Anantharaman qui au d6but de
ce travail m'a fait comprendre le cas des groupes de Lie.

R6f6rences

[CDW] A. Coste, P. Dazord, A. Weinstein, Groupor,ldes symplecti,ques, Publications Dept. Math.
Univ. Lyon1,2lAQ987)

[K] A. Kirillov, El6ments de la th6orie des repr6sentations, Editions Mir, Moscou,7974.

[L] N.P. Landsman, Topics in Classical and Quantum Mechanics, Springer Verlag, 1998

[Ra2] N.P. Landsma,n, B .Ramazan, Quantization of Poisson algebras ossociated to Lie alge-
broids, to appear in Contemporary Mathematics, Groupoids in physi,cs, analysis and geom-
etry, Eds. J. Kaminker, A. Ramsay, J. Renault, A. Weinstein.

[M] K. Mackenzie, Lie groupoids and Lie algebroids in differential geometry, London Math. Soc.
Lecture Notes, 124, Cambridge Univ. Press, 1987

[NWX] V. Nistor, A. Weinstein, P. Xu, Pseudod,ifferential operators on differential groupoids,
preprint, 1997

[P1] J. Pradines, Th4orie de Lie pour les groupotd,es diff4.rentiables. CaIcuI diff4rentiel dans la
catdgorie des groupotdes infinitisimaux,C.R. Acad. Sci, Paris, S6rie A,,264(7967),245-248

[P2] J. Pradines, G4.omdtrie diff4.rentielle au-dessus il'un grouytoi,lde, C.R. Acad. Sci. Paris,
S6rie A, 266(1968),  1194-1196

[Ra1] B. Ramazan, Limite classique de C-algibres d,e groupoiides d,e Lie, C.R. Acad. Sci. Paris,
t.329, S6rie I, 603-606, 1999

[Re] J. Renault, A groupoid approach to C*-algebras, Lecture Notes in Mathematics 793,
Springer-Verlag, 1980.



lNsrrturn op MarspMATrcs oF THE RonaNrRN Aceoouy.
Cat,se Gnlvrler 21, P.O. Box 1-264,

BucueRpsr 70700, RolraNre
E-uetl ADDRESS: ramazan@pompeiu.imar.ro

10


