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On donne des conditions suffisantes pour la d6croissance exponentielle
des fonctiolls pl'opres et absence des valeurs propres sup6rieures d un certain
seuil  de I 'op6rateur ( introduit dans [6]) H : H(p,V):: V*pV *Z dans
L'(x), ori x est un espace euclidien r6el de dimension,finie, z un potentiel
du type "N corps" associ6 d une famille finie 4 de sous-espaces vectoriels de
x et p adrnet une d6composition suivant r, compatible avec celle de v. En
particulier, H(\,I/) est un op6rateur de schroclinger d l/ corps, tandis que
H(p,0) est le propagateur d'un milieu pluristratifi6. On utilise une variante
de la m6thode de Froese et Herbst lgl.

1. Introduction

soit x un espace euclidien r6el de dimension finie dont on d6signe le
produit scalaire (6tenclu eu tant que fonctionnelle bilin6aire au cornplexifi6)
de detrx  6 l6ments r  e t  ypar f ,  .y .  S i  r  €  XgC, on pose l r j2  : :  f r  . t r .  On note
par dr la rnesure riemannienne sur X. Si y est I'op6rateur ,,gradient', et v*
est la "clivergence" (l'adjoint fornrel cle y), alors A :: v*V sera l,op6rateur



on d6finit de faEon standard ies espaces de Sobolev usuels 'H'(x),s € IR.

En particu lier, ')7' (X) : L2 (X).

Si E est un espace vectoriel norm6, on d6signe par ll . ll, .u norme; si E
est un espace de Hilbert, on note (.,.)u son produit scalaire. Si E: Lr(X),

on 6cr i t  s implement ( . , . )  pour ( ' , . ) , , ' { r )  et  l l  . l l  pour l l  . l lptx l .

Si.E et F sont deux espaces de Banach, on d6signe par B(E,F) (resp.

rc(E,F)) l'ensemble des op6rateurs lin6aires et born6s (resp. compacts) de
E d  F .  En par t i cu l ie r ,  B(E) : :  B(8 ,q , rc@): :  K(E,E) .

On utilise les notations classiques pour certains espaces de fonctions et
distributions. On d6signe par le meme symbole une fonction et I'op6rateur
de multiplication par la meme fonction.

on considbre une famille finie ,c de sous-espaces vectoriels de X, qui
v6rifie les conditions:

I  i )  0 € L , X e  L .

i i) Pour tous Y, Z e L,la somme vectorielle \/ + Z e L.
Si Y e L, on pose f,(),) ,: {Z € L; Z C y} et yr :: X Oy.
on se donne une constante po € ]R,l et pour tout ), € c, les fonctions

r6elles 6Y et yv d6f ies sur )', telles que do : 0, v" e IR et les hypothbses
suivantes soient v6rifi6es:

II i) d'' e L*(Y) *, 
,rl,jld,'(y) 

: o.
ii) Si yt' repr6sente le gradient sur )', alors g . VI'dv e'tr*()') et

, l , i r n  y '  V t ' d t ( y )  :  0 .
Ig l -+oo

iii) La fonction p\' ,: p'*Dzec(v162 g7y"2 est strictement positive

e t  l l p \ '  €  I - ( ) ' ) .

ir') Les fonctiors 51" eL a.vvdv sont lipschitziennes sur )r.
III i) L'op6rateur de multiplication avec v' appartie't e

K(?1 '  ( ) ' ) ,  ? l - '  ( ) - ) ) .

ii) L'op6rateur de rnultiplication avec la clistribution y . Ot'iit' ap_
par t ient  b"  B( ' l { t  ( ) ' ) ,  ?{ - t ( ) ' ) ) .



( 1 .  1 )

i i i) Le meme op,Srateur appartient d K(112(Y),11-'(Y)).

iv) Potrr tout e > 0, il existe une constanl,e C", telle que l?on ait

( fu .vtvt)p,p) S el l  v ,pl l '  + CJlpl l ' ,e €. H|(Y).

On note p :: px et V :: Drrr Zr,, oi Vy :: VY 81yr est une fonction

d6finie sur -Y. L'extensiorr du produit scalaile de f2(,{) en tant que fonction-

nelle sescluil in6aire sur ?l- '(X) x fl '(X) (s 2 0), ou bien sur D'(X) x Cfr"(X)

sera d6sign6b aussi  par ( . , ' ) .

Consid6rons la forme quadratique sym6triqw h(p,V) sur 'J{: L2(X), de

domaine llt (X) et d6filie par

( 1 . 2 )

La forme h(p,O) est fenn6e, Cf (X) en est un domaine essentiel et il ex-

iste une constante c > 0 te l le que h(p,O)(u,u) < c l lV r l l t ,u € ' l { r (X).

Alors, d'aprbs I'hypothbse III i), la forme h(0,V) est relativement born6e

par rapport i, h(p,O), de borne relative 6gale i z6ro. Donc h(p,Z) est

sym6triclue, fenn6e, semi-born6e inf6rieurement, Cf (X) en 6tant un domaine

essentiel. Elle d6finit un op6ratew H : H(p,7) auto-adjoint sur ft, serni-

born6 inf6rieurement. Un 6l6rnent u e ?Lt(x) appartient i, son domaine
D(H) s ' i l  existe f  € L 'z(X) te l  c lue I 'on ai t  l t (p,V)(u,u):  ( / ,u)  pour tout

u € H\(X); dans cette situation, Hu: /. Nous aurons clonc

h(p ,V) (u , ,q  t :  
f "pV 

u .yad, r  +  (V  u) ,u ,u  e#(X) .

( 1 . 3 ) h(p ,V) (u ,  u )  :  (Hu,  u ) ,  u  e  D(H) ,u  e  t l  (X) .

On a aussi D(lHlttzl : ' l7t(X), donc on peut consicl6rer H €

B( ' t l '  (x) , 'H- ' ( r ) )  et  a lors

r 1  J ) H z t :  V . p  V  u  * V z t , u  e ' l L t ( X ) .

Remarque 1.1. H(7,I i) est un harni l tonien cl 'un systbrne i.Ay' corps dals

le formalisme cle Agrnon-Froese-Herbst (voir [8], [1]), tardis que H(p,0) est



le propagateur associ6 i un milieu pluristratifi6. En particulier, le cas d'un

milieu simplement stratifi6 (voir [11], [10], [4], [2]) est obtenu pour X - [trn+n

et L : {0, IR,* x {0i, R-+"}.

Certaines propri6tds spectrales (un principe d'absorption limite y com-

pris) de I'op6rateur f/ ont 6t6 6tudi6es dans [6]. PouL formuler les r6sultats

de ce papier on d6signe par r(11) I'ensemble des seuils de H (c'est-il-dire

le compl6mentaire de l'ensernble des points de IR or) I'on v6rifie l'in6galite

de Mourre: voir la section suivante). Remarquons que pour tout 0 e IR,

I'op6rateur H - pp est du meme type que 11.

Th6orbme 1.2, On suppose udrifi,|es les hypothises I, il i) - iii),

III i)-iii). Soient ) une ualeur propre de H, tf; une foncti,on propre cor-

resnondante et

( 1 . 5 ) as i :  sup{a )  0;exp(clrDrh e L ' (X)} .

Alors 00 : oo ou bi,en ̂ € r(H - t'od.

Th6orEme

D(H) telle que

( 1 . 6 )

alors (r - g.

L.3. Sous les hypothises I, il et III, si tlt est une fonction d,e

l'on ai,t Htb : Xlt pour un ) e R" et

exp(alr l )V € L2(X) pour tout  a €tr . ,

corollaire 1.4. Sous les hypothdses I, II et III, I'opdrateur H n'a aLtcune

ualeurproprest r i ,c temert tsup1,r ieured,V ' .  Enpar t icu, I ier ,H(p,0)n,apascle

ualeur propres.

Les d6rnonstrations cle ces r6sultats sont bas6es sllr urle variante de la

nr6thode de Froese et Herbst [9] (voir aussi [3], [7] pour les hamiltoniens

d l/ corps et [5], [r0] pour certains propagateurs des milieux simplement

stratifi6s). L'utilisation des formes quadratiques a permis I'affaiblissement



des hypothbses sur p; en particulier, on obtient une am6lioration des r6sultats
de [5] .

Le contenu du papier est le suivant: dans la seconde section on rap-
pelle certains r6sultats n6cessaires de [6]. La section 3 est consacrde d la
ddmonstration du th6orbme 1.2. Dans ra derni6re section on prouve le
th6orbme 1.3 et le corollaire L.4.



2. Propri6t6s g6n6rales.

On note L1 : :4 \ {X}  et  pour  Y e L so ient  py : :  pY & Ivr ,  Sy i :

Dzer1)V2 et Hy :: H(p".,,9y), op6rateur auto-adjoint semi-bornd inf6-

rieurement sur L2(X). on d6finit HY, op6rateur auto-adjoint sur tr2(y), d
part ir des famil les L(\ ') ,  {62}zertvl,{vz}zeqr;. par convention, L2(0) :

D, Ho : Vo, Ho : po A +Vo.

si 7 est un op6rateur auto-adjoint dans un espace de Hilbert H, on
d6signe par o(T) (resp. o",,(T),o,"(T),or(T)) la spectre de T (resp. le
spectre essentiel, singulibrement continu, I'ensemble des valeurs propres).

on suppose partout dans cette section que les hypothbses I, II i)-iii),
III i)-iii) sont v6rifi6es. Les propri6t6s cldessous ont 6t6 prouv6es dans [6]
sous des hypothbses l6g6rement diffdrentes; les modifications n6cessaires dans
les d6monstrations sont 6videntes.

Th6orbme 2.L.  On a

o"rr(H) :  
r , .U.,  

o"rr(Hv).

En parti,culi,er, o(H(p,0)) : [0, *).

On d6signe par ,4 le g6n6rateur des dilatations sur
adjoint sur tr2(X);Cf (X) est un domaine essentiel de A

1
( 2  1 )  A u :  ) @ .  n " +  D . @ u ) ) , u  e  C f , ( X ) , D  -  _ i V , i : 6 .

On peut d6finir la forrne quaclratiqu e i[H,,4] par

(2.2) ( i [H,.4)u,u) : :  i , (Au, Hr)  -  i , (Hu, Au),  u,u e D(H) .  D(A).

Proposition 2-2. La forme (z.z) d,6fi,nit un op1rateur sym\,trique
i [H, A] € 8( '111(x), . t7- ' (x)) .

D6finition 2.8. on dit clue ) € IR n'est pas un seuil pour FI (et on
6crit ) / t(H)) s' i l  exisre ct,6 € IR| er K e K(L2(x)), tels que l,on v6rif ie

X ,

et

operat,eur auto-



(2.4)

I'in6galit6 de Mourre

(2.3) n1t14i,elE(A) 2 aE(tt) + K,

ori A:: []-^d,)+d] et E(A) ddsigne le projecteur spectral de H associb b

A.

Il est 6vident que r(//) est ferm6.

On note aussi

r"(H),:  
" ! . ,  

oo(H').

On voit que 7o e r.(H).

Thdorbm e 2.4. a) n(H) est un ensemble d,d.nombrable et ferm6,.
b) On ar(H) c r . (H).

c) Les 6l6,ments de oo(H)\r.(H) sont des ualeurs propres d,e mutti,pli,citd

fi,ni,e, qu'i' ne peuuent s'accurnuler qu'aur points de r"(H). En parti,culier,
r.(H) U oo(H) est un ensemble ddnombrable et ferm6

3. Ddmonstration du th6orbme 1.2.

En suivant [9j et [a] on considbre un fonction r6ele / e c*(lR), telle que
I'on ait

(3.1) f '  > 0, l / (&)(r) l  I  Ctt  -k pour r  )  1,  f t  € IN,

oil Cfr est une constante.

on ddfinit maintenant la fonction r6elle F e c*(x) par F(r) ,: /((")),
r € X. Il est 6vident que pour tout ft e IN, il existe une constante Cl telle
que I'on ait

(3 .2)

I

l
I  vo r ( " ) l1CL@)' -k , r  e  x



et de plus Vf'(r) : rg(r) avec A(r) ,: (r)-t f 
'((r)),, e X. On a donc

(3 .2 ' )  g  )  0  e t  lVe  gr r ; ) lSCi@y- t - *pour ,  €  X , /c  €  IN ,

avec C'l constante.

Lemme 3.L Soient th € D(H) telle que Hl, : k! pour zn .\ e IR
et tbr :: eFtb. On suppose que {e e Lr(X). Alors on a les propri6t6s
su'iuantes:

a) rl:e e D(H).

b) (Hrl 'r, .bi l :  (() + plV Flr)r l ,r,$r).

D6monstration. a) Remarquons d,abord que si p(r) := 0((r)),r € X
oir d e cf (R), alorc gtls € D(H). En effet, en consid6ranr i1 e B(,Hr(x),
?l*t(X)), un calcul direct en formes montre que

(3.3)  n@'h):  )ptb -zp(vd.(vr l i  + p@d{ _ @)-r0,(r } ( r .v  p)rh.

on a pg € 17r(x) et le terme du cot6 droit de (3.J) est dans .Lz(x), donc ;
e(, e D(H).

On r66crit maintenant (8.3) sous la forme

(3 .3 ' )  H(erh) :  ) ,p th  +  2  V*  b ( ,V  d  -  p4 ,Lp+ ( r ) - r0 , ( (n ) ) ( r .Vp) rb .

O n  c h o i s i t  0 ( t ) : 7 t ( t ) : :  x Q 1 t t 1 6 a l , f  €  I R , k  )  1 ,  o r )  1 e  C f f ( n ) ,
X(t)  :1 s i  l f l  (  2.  Alors p(r) :  pr(r) :  y1,(r)eF(") ,  or)  Xr(r)  ; :  y((r) /k) .
On voit facilement en utilisant (3.3') que

H (x*rbe) : H (p*$) : )x*$r + 2v. bot r/te) - pb*thp + (r .v p)c*ltr :t ert,

oir

l\our1t, 
: l,r y F dans L2(X, X),

Iigbr/" 
- (aF - | v Fl')r/', dans -[2(x)

et



{X"otb,: 
gthr dans -12(X)'

II existe donc a € ?t-r(X) tel que 
J_jgon 

: a dans ,-r1X).Alors
(H +i)(ye?hr): q**i,Xnlse et comrne H +i est un isomorphisme de llt(X)

sur ?/-r(X), nous avons X*the - (H + i)-r @o + ix*lte), donc ltp e ?lr(X)
et Ht l tp:  q.

Maintenent on utilise (3.3) avec g : gk et on constate que H(Xurltil : 0*,
on 

;l*. Bo : B dans ,12(X), oir p :: klte + pl V Fl20e + V-(p(V F)rlte) -

p(VF) . (Vthr). On en d6duit comme ci-dessus 9ae rbe e D(H) et que

(3.3') Hrl,r: )thr + plv Fl2rle+ v.(p(v F)rbp)- p(vr) .(vrbe).

b) En utilisant (3.3") on obtient

(Hrbp,rl'e) - (() + plV Flr)rlr,rl,il +Re[(spr,(Vr) .(Vt/r))

-((vr) ' (vrbr), s{il1
= (() + pl v Flrlrl,r,r!il.

q.e.d.

Lemme 3.2. soi,t tfs comme d,ans l'd.nonc6 d,u lemme s.1. Alors on a les
p rop ri, 6t 6s s ui,u antes :

a) gt/ 'Arhr e L2(x).

b) Si A:: i,A, on a l'dgalitd

(3.4) (lH, A1',1,o,$r) : -allbd'/'Arhrll, + ((r .VG)rhe,rhr) + Er(rh),

or)

(3 5)

et

(3.6)

G : :  - p l 7  F l ,  +  p ( r . V 9 )

E r(rb)' : -2Re(g Arb r, (r . v p)rb il.



D6monstration. Soient Xx de la d6monstration du lemme 3.1 et u,1x i:

X*{. On a4;p € D(H)'et d'aprbs la premibre partie de la d6monstration du

lemme 3.1 on a aussi ux e D(H) et ua,p :: Xnlbp € D(H). Il est 6vident que

?tk,F e D(4 et alors un calcul direct mbne i I'identit6

({eF AeF, H - )]u1,,u1,) : : -(H - l)ru, eF Au1,,p)

-(eF Aup,p, (H - ))u4) :

- ( [1/, A)u r,r, ut,,p) - allbdt /' Au*,rll,

+((r '  VG)un,e,u*,p) *  Ee(u*) .

(3.7)

En tenant compte du fait que

(3.8) 
,\tr*,o 

: $p dans ?11(X)

et  des propr i6t6s suivantes:  r .Vp,r .VG € L*(X) et  gA e B0t1(X),
L'(X)), on ddduit que

(3.9) 
Intt" 

. VG)u*.r,u*,r) : ((r . V)rbr,$r) et ol$ E.1un) - Ee(rD.

La proposi tion 2.2et (3.S) montrenr que

(3.10) 
*tg{[a, A]ur,o,ur,r): ([H,A)rhr,rbi l .

On a aussi

(([eF AeF , H - )]u1,,ur) :  2Re((f l-L Au1,,p, (r)eF(H - , \)u6)

etr

(r)eF (H - t)ro : (r)eF (- p(Vxn) (V,r/) + V. btb V x*)),

la dernidre expression tendant vers 0 dans tr2(x) si k -+ oo, car eFls e
?1'(X). En tenant compte du fait que (r)-11 e B(l l t(X),L2(X)) et de
(3.8), on en d6duit que

(3'11) 
, i lL([ .oi  eF, H - ) ]rn,ui,)  :  o.

1 0



Les relations (3.7) et (3.9) - (3.11) impliquent I'existence de la limite de

ll(pg)tl'4"*,rll pour k -+ oo. Un raisonernent standard (pour les d6tails voir
la d6monstration de la proposition 4.16 de [3]) montre que I'on a

(3.12) 4tr e D((ps)'/'A) et fl1g(rd'/'Auu,r: (pg)'/'ALy'p dans L'(x).

On en d6duit a) et, par passage i la limite dans (3.2), b) aussi.

q .e.d.

Pour d6montrer le th6orbme 1.2 on suppose, par I'absurde, que a6 ( co

et que ), / r(H - a'od. Alors pour tout 7 € (0, 1) on a exp((i - fianlnl)g e

L'(x) et exp((7 a oo)l"Dr/ / L'(x). Dans les estimations ci-dessous les

constantes seront ind6pendantes de 7. La manibre usuelle de parvenir b

une contradiction pour ? petit, est de minorer le premier terme de (3.4) en

utilisant l'indgalit6 de Mourre pour I'op6rateur H - o\p en ) et de majorer

I'expression du cot6 droit de la m6me relation, en tenant compte du fait que

le premier terme de ce c6t6 est ( 0. Pour ce faire, on a besoin d'un bon

choix pour la fonction F et de certaines estimations.

En suivant [3], on d6finit pour tout s ) 0 la ionction X, : [I,oo) -+ IR par

x"(D ,: [' Gri-'drr.
Jo

Il est 6vident que 1"(t) ) 0, que x,(t) I f si s \ 0 et que pour tout
s ) 0 il existe une constante c" telle que x,(t) < c, pour tout f ) 1. De
plus, pour tout ft € IN, il existe une constante c1,, ind6pendante cle s, telle
que I'on ait

(3 .13) lx !*)(r) l  S crt t -r , r  > t ,s )  o.

On introduit maintenant pour tout 7 € (0, 1) et tout s ) 0, une fonction
r6elle croissante /, e C-(lR) telle que I'on ait

f  , ( t )  :  ( I  -  1)a6t + 7(1 + a6)x,( t )  pour I  )  1.(3 .14 )

1 1



cette fonction v6rifie (3.1) avec des constantes ind6pendantes de 7 e (0, 1)
e t s ) 0 .

on note finalement avec -d et gr,les fonctions de c*(x),d6finies par
F,(r) t: f,((r)), respectivement g,(r) t: (r)-rf,,((r)), n e X. Les estirna_
tions (3.2) et (3.2') seront v6rifi6es elles aussi avec des constantes ind6pen-
dantes de 7 € (0,1) et  s )  0.

En te'ant compte des conditions v6rifi6es par ds, nous aurons

(3.15) eF"$ € L'(X) pour tout s ) 0, niais eFo,ry' / L26).

Pour s > 0 on note tfs, i: eF"1b,V, :: ,,lt"lllrhrll.

Lemme 3.3. a) Pour tout bord,lien born6 B c X,

( 3 .16 )  I i q  / f l v , | , + l v , u , l 2 )d , r : 0 .s  \ u  J B

b )  O n a

(3.17) 
l{q V, : 0 pour, la topologie faible de L2 (X).
- y u

c) II eriste une constanteC > 0, indhpend,ante d,e s ) 0 et1 e (0,t) teile
que I'on ait

(3.18) l l l /{/ , l i  < C

et

(3.1e) l l(ps,)rt 'Aw"l l  < C.

D6monstration. a) est une cons6quence directe du fait que lim lld,rll :
oo, tandis clue b) r6sulte cle a). 

s\o

En utilisa't le lemme 3.1 b) et le fait clue v est A-born6 au sens des
formes avec la borne relative 6gale i 0, on obtient qr"re li v vrll s c avec c
constante ind6pendante de 7 € (0,1) et s > 0. Alors (3.19) r6sulte de (3.3").

T2



Pour obtenir (3.19) il suffit d'utiliser la relation (3.a) appliqu6e A, V,, la

proposition 2.2 ainsi que l'estimation ci-dessous pour ll V Vrll pour majorer

le terme du c6t6 gauche de (3.4), le fait que u. VG € .L*(X) et finalement

I'in6galit6

(3.20) lEr"(rl,l < ll(pg,)'/'arb,ll2 + ll(" - v p)b,/ p)'/'rh,ll ' ,

div is6e par l l / "112.

q.e.d.

Pour A bor6lien de IR on d6signe par EO(A) le projecteur spectral de

H - o\p associ6 A A.

Lemme 3, . a) Pour tout s ) 0 on se donne une fonction hr: X -+ IR

mesurable et bornde (uniform|.ment par rapport d s ), telle qrc 
,JtjL 

h" (r) : 6

uni,form4,ment en, s. Alors on a

(3 .21) lq3llh,v,ll : 0, lqS llh"(no,)'/ '.4{',11 : s.

b) Il eriste une constante C ,inddpendante de 7 € (0, 1), telle que l,on ai,t

(3.22) l i*"rolitl - ) * oZdV,ll S Ct,

c) Si /t,: [)-d,,\+ 6] auec d > 0, il eriste une constanteC ind,6.pend,ante

de 1 € (0,1) tel le que l 'on udrif i ,e

(3.23)

et

(3.24)

[*,,oollEo(tR\A){/"ll < C1

Ii-,.,o111/ - aSdEo (R\A){/,l l < C1.

D6monstration. a) Pour tout ,A{ ) 1 on cl6signe par xry,, la fonction
caract6ristique de I 'ensemble {r e X;h,(r) < tlN}; alors 1- X1.,, a le
support inclus dans un born6 B de X, ind6pendant de s. II existe donc une
constante C telle que pollr tout l[ ) 1 on ait
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l i ."t  l lh,v, l l  S iE(N-' ir l lV,l l  + CUBlV,l2d,x)r/2) < N-'r,
s \ 0  "  

-  " "  -  
s \ 0 '  

r r  o r r  '

ori I'on utilise (3.16). De la mome fagon on prouve I'autre 6galit6 de (3.21) h
partir des relations (3.16) et (3.19).

b) En tenant compte de (3.3"), de la relation VF, : frgret de I'expression

de I on obtient facilement l'6galit6

(H -  ^ -  a2sp)V, :  - [ (" .  Vds, + p@. Vg")]V"(3 .25)
-ps,AV,+ p( l  V F" l t  -o3)v" .

D'autre part, un calcul direct a, partir de I'expression de .F" prouve que

(3.26) I v F,l '  - a3: -"3@)-, * 1R(r; s,1),

or) R e c*(x), Ret r. yft 6tant born6es uniform6ment par rapport d, s ) 0
e t  7  €  ( 0 , 1 ) .

Les fonctions

h ' , ( r ) , :  - ( r . V d g ,  -  p @ . V 9 , )  -  a \ p @ ) - r , r  €  X  e t  h !  : - _  - ( p g , ) t / ,

v6rifient les hypothbses de a) et (3.2b) implique

(3.26) (/{ - f - otp)V,: hl\F, + h':(ps,)L/, A*, - 1,pRV,,

d'ot I'on d6duit (3.22).

c) Pour obtenir (3.23) il suffit d'utiliser (J.22) et l,in6galit6

l lEo(]R,\A)v,ll < d-'llBo(rR\A)(// - ) - aldv,ll.

L'in6galit6 (3.24) r6sulre directemenr de (3.22) et (3.2J).

q.e.d.

Lemme 3.5. Pour tout 5 > 0 il eri,ste une constante c ,ind,6,pe,nd,ante d,e
? e (0, I) telle que I 'on ait

(3.27) l im,ro1Eo(A)[H -  *3p,a1e01,, t ;v"  ,v")  {  c1.

D6monstration. La proposi,ti,on L.L montre que l,op|rateur (H - a\p +
i,)-' lH - a\p,A@ - aZp-F z)-t est born6 sur tr2(X). Alors, en uril isant
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(3.24), on ddduit I'existence d'une constante C, ind6pendante de 7 € (0,1),
telle que I'on ait

(J.28) 
l im'to1Eo(A)tH - a2op"41ao1l1v"' v') S

lim".oo([H - o\p,, ]V,, V,) * C17.

D'autre part, en utilisant les relations (3.4) et (3.20) ainsi que l,dgalit6
(au sens des formes)

IH - o,op, A1 : 1n, A1+ 1r. v)(pl V F,lr) + lpfl V r"l2 - oA), A],
on obtient que

(3.29) ([H - af;p, A)V ,, {/") < (h,V,, u'") - i l@ . y)(pB)V,, V,),

or) R est d6fini par (3.26) et

h , , :  ( r .  v d @ .  V e )  +  p ( r .  V ) 2 g  +  ( r  .  V d 2 g , l  p(3.30)
-za2oPlr l2 (r)-4 + *3@' V p) @)-2.

on voit que h, a les propri6tds du lemme J.a a) et alors, en tenant cornpte
des propri6t6s de .R, les in6galit6s (3.28) et (3.29) impliquent (3.27).

q.e.d.
Lemme 3.6. si d > 0 est assez peti,t, i,r eri,ste les constantes ct > 0 et

C2 'inddpendantes de 7 € (0, 1), telles que I'on u1rifie

(3.31) lim,1o(80(A)lrr _ *3p,11r01.,r;v", \F,) ) ct _ czl.

D6monstration. on clioisit d tel que I'in6galit6 de N{ourre (2.3) soit
v6rifi6e pour ff - a\p et A. Il existe clonc a > 0 et I{ e K(L2(x)) tels clue
l 'on ait

(o(A)[H -  o3p, ,41r01, , r ;v , ,  v , )  > o(1 _ i lE0(a. \A)v, l l r )  + (1f{ / , ,  u/ , ) .
En uti l isant (3.17) et (3.23) on d6ctuir (3.31).

q.e.d.
La d6monstration du th6orbme 1.2 est rnaintenent finie, car les in6galit6s

(3.27) et (3.31) fournissent une contracliction pour -y > 0 assez petit.
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4. D6monstration du th6orbme 1.8.

On suppose dbs maintenant toutes les hypotlibses I, II et III v6rifi6es.
Soient tb e n1u) et ) € IR tels que Htlt : A$ et que l'on v6rifie (1.6).

En utilisant une id6e de [5], on va s'occuper de la fonction g :: pr/2E,
qui sous I'hypothdse II iv) est dans ?lt(x). Les hypothbses III i) et II iv)
impliquent p-tv € B(' l7r(X),?7-r(X)). En m6me temps, Vp € I*(X;X)
et alors I'op6rateur de multiplication avec la distribution Ap appartient d
B('17'(X),71-t(X); la mOme chose sera vraie pour p-1 A p. Alors un calcul
direct montre que I'on a

(4 .1)

or)

Ap +  Wg:0  dand '17- ' (X) ,

( 4 . 2 )  W : :  p - \ V  - | 0 ,  A p - - ' i  
v pl '  -  )p-t  e B(711(x),H-1,xD.

l \e,0) l  S . l l  v 0l l ,  + C!10112,0 e Hr (n.

1
1

n0

Lemme 4.L. a) En consird,drantla en tant que forme sur Lz(x), celle-ci,
sera A-born6.e auec la borne relati,ue dgate d,0.

b) L'op6,rateur de multi,plication auec la d,i,stribution r .vw est dans
B('17'(x),?1-'(x)) et pour tout € ) 0, , i l  eriste une constante cu, telle que
l'on ait

( (n .VW)x,x)  S. l l  Vx l l ,  +C, l lx l l r ,x  €Hl (X) .

D6monstration. a) L'hypothbse iII i) implique le fait que v est A-
born6 au sens des formes, avec la bonie relative 6gale a 0. Donc, pour tout
6 ) 0, il existe une constante Ci telle que I'on ait

(4  3)

(4.4)
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(4.4 ' )

pour tout 6

D'autre

v6rifie pour

l (P
(4.5)

En choisissant ci-dessus I : p-rl2x,X e 71t(X), on trouve une autre

constante C!' telle que I'on ait

l(p-'v x,x) | < .l l v xll ' + c', ' l lxll ', x e'171 (x),

> 0 .

part, pour tout e > 0 il existe une constante C|" telle que I'on

x € ?11(x)
- ' (Ap)x,x)l  :  l@-'x,(vp) '(vx)) + ((vp) 'v(p- 'x),x) l

L'affirmation a) r6sulte de (4.4') et (4.5), car les deux demiers termes de

(4.2) sont born6s.

b)Pour prouver cette affirmation il suffit de s'occuper de Wr :- p-lV et

W2 :: p-L A p car orl peut estimer facilement r . V(W - Wr + IIZW) en

util isant le fait que ,D .V p € L*(X), V(z . Vp) € L*(X; X).

D'aprbs les hypothbses III ii) et iu), I'op6rateur n . VV €

B(Tlt(X),'17-'(X)) et pour tout e ) 0 i l existe une constante Cjv telle

que l'on v6rifie I'inegalit6

( ( r .y r r )0 ,e)  <  r l lv  0 l l ,  +  C:v l l0 l l2 ,e  e#(x) .(4.6)

O n  a  l ' 6 g a l i t 6  r . y W t :  p - \ ( r . V V )  -  p - 2 ( r . V d V ,  d o n c  r  . y V \  €

B(7{t(X),?l-t(f)). n est 6vident aussi que i,[ v6rif ie une indgalit6 du type

(4.3), car pour le premier terme de I'expression de r . yIAl on applique (a.6)

b" g: p-tl 'X,X e ' l7L(X), tandis que pour I 'autre on uti l ise une polarisation

de (Vp,Q et  (  . \  et  le fa i t  que Vp, V@ . Vp) € L*(X, X).

Pour finir on renlarque I'identit6 en X e 11r (X)

( ( "  .  V I .L r ) , \ ,  X)  :  - ( (p - ' ( r .Vp)  A  p)x ,x )

+((p- '  A ( ,  .  v d)x, i l  -  2((p- '  A p)x,x)

et on estime les trois termes du c6t6 droit en utilisant des in6galit6s du type

(4 .5 ) .
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q.e .d .

On d6finit pour tout a Z 0 la fonction Fo : X * R, F,(r) :: a(r),
qui vdrifie les conditions du $3, car F"(r) : ,f.((")) avec /. : IR -+ IR,

f"(t):: at,t € IR et /. a la propri6t6 (3.1). On voit aussi que yFo: n1o,
oil go: X -+ IR, go(r) :: a(r)-l.une application directe des lemmes 3.1 a)
eL 3.2 a) donne le

Lernrne 4.2. Si t! u6.rif,e les condi,tions du thdorime 1.5 et eo::

""pt/ 'rh, 
at 0, alors nous aurons:

a) eo e ' l7t(x) ,

b) g!'Av. e L2(x).
Remarquons maintenant que le lemme 4.1 a) et le th6ordme de repr6sen-

tation des fortnes quadratiques permettelt de d6finir un op6rateur .& auto-
adjoint sur l2(X) par:

(4.7) f ru, :  A,u *  Wu,u e D(H) , :  {u e ' }11(X);Au 
* lVu € Lr(X)}  .

Alors p: :  pL/zE e D(H) et  f rq:  g.

on v6rifie aussi facilement, en utilisant le lemme 4.1 b), que le commu-
tateur lfr,A), calculd au sens des fo'nes est d6fini par l'op6rateur

(4.6) IH, A] : :  2 A -r  .  VW e B(?t t  (X), .H-r(X)) .

un calcul direct dans B('llr(x),'H-t(x)), du rn6me type que celui utilis6
dans la d6monstration des lemmes 3.1 et 3.2, permet de prouver le

Lemme 4.3. Les 6galit6.s suiuantes sont u6.rff i6es:

(4.9) (f ip,, e. ') :  ( l  V rt lreo, eo)

et

(4.10) (fi, A)p,,po) : -allgr,/rep"ll, + (Gogo,eo),

1 8



ou

( 4 . 1 1 ) Go:= ( ,  .V) tg*  -  ( r .  V) l  V  IL l '? .

En revenant i la d6monstration du thdorbme 1.3, on utilise d'abord (4.8),

(4.3) et (4.10) pour dcrire

2ll V p*ll, : (fr , Al,p*, p*) * (@ . VW)po, eo)(4.r2)
1 (Goqo, p") * ell V p"ll, + CJlv"llr.

D'autre part, en utilisant (4.7), (a.9) et le lemme 4.I a) on trouve que

pour tout e ) 0, il existe une constante Ct, > 0 telle que I'on v6rifie

l l  vp" l l '  :  ( f reo ,e) - (wso,po)
(4 .13)

> (l v Fol'eo,e) - €ll v,p"l l2 - cll le"l l ' .

En choisissant e > 0 assez petit et en comparant (4.i2) et (4.13) compte

tenu de I'expression de F), on trouve qu'il existe une constante C > 0,

ind6pendante de o, telle que I'on v6rifie l'in6galit6

f  ,  lv " l '  lo2 (lr l '  (") - '  + 2c lr l2 \r l  
- a)

+Ca(lrl2 (r)-3 - 3lrl2 (r)-5 - 2Cld,r < 0

pour tout a ) 0. Mais pour a assez grand el n l0 fix6 I' expression de la

paranthdse ci-dessus est croissante et tend vers m si a -+ oo. CeEi implique

t h : 0 -

q.e.d.

Ddmonstration de corollaire 1.4.

Prouvons clue pour tout Y € L et tout 0 ) 0 on a

oo(H\ '  -  pp")n(V '  -  l3p ' ,m)  :0 .(4.14)

on procbde par r6currence sur Y € 4. Pour y : 0 c'est dviclent. sup-
posons maintenant (4.14) v6rifi6 pour tout y e h. Alors r(H - gd n

w ' -  0 p ' , * ) : 0  p o u r  t o u t  B  )  0 .  S u p p o s o n s  q u e  p o u r  u n  p "  >  0 .
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H - 0.p admet une fonction propre ty' correspondant d une valeur propre
^ > V" - 1opo.Si l 'on d6finit ao ) 0 par (1.3), nous aurons, en uti l isant le
t l r6orbme 1.2,  ao:  oo ou bien )  €r(H -  (p,+a)p).Le deuxibrne cas est
impossible, car ) > V" - (C. + a|")p".Si ao : oo, le th6orbme 1.3 nous clit
que 1b : 0, donc ry' ne serait pas une fonction propre. Cette coltradiction
prouve (4.14) pour Y : X.

La plemibre affirmation du corollaire r6sulte de (4.14) pour y : X et
0  : 0 .

Pour la deuxibme affirmation on utilise le th6orbme 2.1 qui nous dit que
o(H(p ,0) )  :  [0 , * ) .  Pour  H(p ,0)  on  a  Vo:0 ,  donc  oo(H(p ,O) )  g  {0 } .  Or
0 n 'est  pas une valeur propre de H(p,O),  car s i$ €.  D(H(p,O)) et  Hd,:0,
on aura

donc ry' : Q.

q.e.d.
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