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Absence des values propres pour les milieux

pluristratifiés
Yves DERMENJIAN Viorel IFTIMIE
LAPT, CNRS/UMR no. 6632, Universite de Bucarest,
CMI, Universite de Provence 14, rue Academiei,
39 rue Joliot Curic, 13453 Marseille cedex 13 Bucarest

On donne des conditions suffisantes pour la décroissance exponentielle
des fonctions propres et absence des valeurs propres supérieures & un certain
seuil de I'opérateur (introduit dans [6]) H = H(p, V) := V'p v +V dans
L*(X), ol X est un espace euclidien réel de dimension finie, V' un potentiel
du type “N corps” associé & une famille finie £ de sous-espaces vectoriels de
X et p admet une décomposition suivant L, compatible avec celle de V. En
particulier, H(1,V) est un opérateur de Schrodinger & N corps, tandis que
H{(p,0) est le propagateur d’un milieu pluristratifié. On utilise une variante

de la méthode de Froese et Herbst [9].

1. Introduction

Soit X' un espace euclidien réel de dimension finie dont on désigne le
produit scalaire (étendu en tant que fonctionnelle bilinéaire au complexifié)
de deux éléments z et y par z-y. Siz € X ®C, on pose |z|? ;= z-%. On note
par dz la mesure riemannienne sur X. Si 7 est Popérateur “gradient” et v7*

est la “divergence” (I'adjoint formel de ), alors A ;= V'V sera l'opérateur



On définit de fagon standard les espaces de Sobolev usuels H(X),s € R.
En particulier, H°(X) = L?(X).

Si E est un espace vectoriel normé, on désigne par || - ||z sa norme; si F
est un espace de Hilbert, on note (-,-)g son produit scalaire. Si E = L?(X),
on écrit simplement (-,-) pour (v,-)2(xy et || - || pour || - ||z2(x)-

Si E et F sont deux espaces de Banach, on désigne par B(E, F) (resp.
K(E, F')) I'ensemble des opérateurs linéaires et bornés (resp. compacts) de
E a F. En particulier, B(E) := B(E, E),K(E) := K(E, E).

On utilise les notations classiques pour certains espaces de fonctions et
distributions. On désigne par le méme symbole une fonction et I'opérateur
de multiplication par la méme fonction.

On considére une famille finie £ de sous-espaces vectoriels de X , qui
vérifie les conditions:

I )0eLl,XeCL

1i) Pour tous Y, Z € L, la somme vectorielle Y + Z € L.

SiYeLl,onpose L(Y):={ZeL;ZCY}etYt =XV,

On se donne une constante p° € IR’ et pour tout Y € L, les fonctions
réelles 8" et V¥ définies sur V', telles que 6° = 0, V° € IR et les hypotheéses
suivantes soient vérifiées:

I i)6" eL=Y)et lim 6¥(y)=0.

[yl—o0
ii) Si ' représente le gradient sur Y, alors y - 6" € L¥(Y) et
9w =0
iii) La fonction p* := P+ zecy) 02 ®1yqy est strictement positive
et 1/p¥ € L=(Y).
iv) Les fonctions 6 et y - 7¥'6" sont lipschitziennes sur Y.

111 i) L'opérateur de multiplication avec VY appartient 2
KH(Y), H7H(Y)).

ii) L'opérateur de multiplication avec la distribution y 7Y VY ap-

partient & B(H'(Y), H~1(})).



iii) Le méme opérateur appartient & K(H2(Y), H=2(Y)).

iv) Pour tout & > 0, il existe une constante C,, telle que ’on ait

(1.1) ((y- 7"V )e,0) <ell v oll® + Celloll?, o € HU(Y).

On note p:=p* et V=3, Vi, ot Vy := V¥ ® 1y1 est une fonction
définie sur X. L’extension du produit scalaire de L?(X) en tant que fonction-
nelle sesquilinéaire sur H=*(X') x H*(X) (s > 0), ou bien sur D'(X) x C3°(X)
sera désignée aussi par (-, ).

Considérons la forme quadratique symétrique h(p, V) sur H = L?(X), de
~domaine H'(X) et définie par

(1.2) hip, V) (u,v) := /\’p v u- vode + (Vu,v),u,v € HH(X).

La forme h(p,0) est fermée, C§°(X) en est un domaine essentiel et il ex-
iste une constante ¢ > 0 telle que h(p,0)(u,u) < c|| v ul|®,u € HY(X).
Alors, d’apres I'hypothese III i), la forme h(0,V) est relativement bornée
par rapport & h(p,0), de borne relative égale & zéro. Donc h(p,V) est
symétrique, fermée, semi-bornée inférieurement, C§°(X) en étant un domaine
essentiel. Elle définit un opérateur H = H(p,V') auto-adjoint sur H, semi-
borné inférieurement. Un élément v € H!'(X) appartient & son domaine
D(H) sl existe f € L*(X) tel que l'on ait h(p, V) (u,v) = (f,v) pour tout

v € H'(X); dans cette situation, Hu = f. Nous aurons donc
(1.3) h(p, V) (u,v) = (Hu,v),u € D(H),v € H'(X).

On a aussi D(|H|'?) = HY(X), donc on peut considérer H €
B(H'(X), (X)) et alors

(1.4) Hu=x7*p7u+ Vu,u € H'(X).

Remarque 1.1. H(1,V) est un hamiltonien d’un systéme & NV corps dans

le formalisme de Agmon-Froese-Herbst (voir [8], [1]), tandis que H(p,0) est



le propagateur associé & un milieu pluristratifié. En particulier, le cas d’un
milieu simplement stratifié (voir [11], [10], [4], [2]) est obtenu pour X = IR™*"
et £L={0,R™ x {0}, R™*"}. ‘

Certaines propriétés spectrales (un principe d’absorption limite y com-
pris) de l'opérateur H ont été étudiées dans [6]. Pour formuler les résultats
de ce papier on désigne par 7(H) lensemble des seuils de H (c’est-a-dire
le complémentaire de I'ensemble des points de IR ou I'on vérifie I'inégalité
de Mourre: voir la section suivante). Remarquons que pour tout § € IR,

lopérateur H — (p est du méme type que H.

Théoreme 1.2. On suppose vérifiées les hypothéses I, II i) - iii),
IIT i)-i11). Soient N une valeur propre de H, 1 une fonction propre cor-

respondante et
(1.5) o = sup{a > 0;exp(ajz|)y € L*(X)}.

Alors ag = 00 ou bien X € 7(H — olp).

Théoréme 1.3. Sous les hypothéses I, II et III, si 1) est une fonction de
D(H) telle que U'on ait HyY = X\ pour un A € R et

(1.6) exp(alz|)y € L*(X) pour tout o € R,
alors v = Q.

Corollaire 1.4. Sous les hypothéses I, 11 et I11, l'opérateur H n’a aucune
valeur propre strictement supérieure 4 V°. En particulier, H(p,0) n’a pas de
valeur propres.

Les démonstrations de ces résultats sont basées sur une variante de la
méthode de Froese et Herbst [9] (voir aussi [3], [7] pour les hamiltoniens
a N corps et [5], [10] pour certains propagateurs des milieux simplement

stratifiés). L'utilisation des formes quadratiques a permis 'affaiblissement



des hypotheses sur p; en particulier, on obtient une amélioration des résultats
de [5].

Le contenu du papier est le suivant: dans la seconde section on rap-
pelle certains résultats nécessaires de [6]. La section 3 est consacrée i la
démonstration du théoréme 1.2. Dans la derniére section on prouve le

théoreme 1.3 et le corollaire 1.4.



2. Propriétés générales.

On note £y := L\{X} et pour ¥ € £ soient py := p¥ ® 1y., Sy :=
Zzec(y) Vy et Hy = H(py, Sy), opérateur auto-adjoint semi-borné infé-
rieurement sur L?(X). On définit HY, opérateur auto-adjoint sur L2(Y), &
partir des familles £(Y), {67} z¢(v), {V#} zec(v). Par convention, L(0) =
C,H°=V° H,=p" A +V°.

Si T est un opérateur auto-adjoint dans un espace de Hilbert #, on
désigne par o(T) (resp. Oess(T),05¢(T), 05(T)) la spectre de T (resp. le
spectre essentiel, singulierement continu, I’ensemble des valeurs propres).

On suppose partout dans cette section que les hypotheéses I, II i)-iii),
IIT i)-iii) sont vérifiées. Les propriétés ci-dessous ont été prouvées dans [6]
sous des hypotheses légérement différentes; les modifications nécessaires dans

les démonstrations sont évidentes.

Théoréme 2.1. On a
Uess(H) = chl Uess(HY)-

En particulier, o(H (p,0)) = [0, o0).
On désigne par A le générateur des dilatations sur X , opérateur auto-

adjoint sur L2(X); C$°(X) est un domaine essentiel de A et

1
(2.1) Ay = 5(:2: *Du+ D*(zu)),u € C(X),D = —ivy,i = /—1.

V4

On peut définir la forme quadratique i[H, A] par
(2.2) (i[H, Alu,v) := i(Au, Hv) — i(Hu, Av), u,v € D(H)N D(A).
Proposition 2.2. La forme (2.2) définit un opérateur symétrique

i[H, A] € B(HM(X), H™(X)).

Définition 2.3. On dit que A € R n’est pas un seuil pour H (et on
écrit A ¢ 7(H)) 'l existe a,6 € R} et K € K(L*(X)), tels que I'on vérifie
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P'inégalité de Mourre
(2.3) E(A)i[H,A]JE(A) > aFE(A) + K,

ot A= [A—4,\+ 6] et F(A) désigne le projecteur spectral de H associe a
A.
Il est évident que 7(H) est fermé.

On note aussi
(2.4) To(H) = U a,(HY).
On voit que V° € 7,(H).

Théoréme 2.4. a) 7,(H) est un ensemble dénombrable et fermé.

b) On a1(H) C 7,(H).

¢) Les éléments de o,(H)\1o(H) sont des valeurs propres de multiplicité
finie, qui ne peuvent s’accumuler qu’auz points de To(H). En particulier,

To(H) Uo,(H) est un ensemble dénombrable et fermé.

3. Démonstration du théoréme 1.2.

En suivant [9] et [3] on considere un fonction réele f € C*(RR), telle que

I’on ait
(3.1) 20, 1fB )] < Cut'™ pour t>1,ke N,

ou C}, est une constante.
On définit maintenant la fonction réelle F € C*(X) par F(z) = f({x)),
z € X. Il est évident que pour tout £ € IN, il existe une constante C,. telle

que 'on ait

(3.2) |V F(o)| < Chlz)' "z e X



et de plus VF(z) = zg(x) avec g(z) := (z)~1f'((z)),z € X. On a donc
(3.2) g>0et|VFg(x)| <ClHz) " pourz € X,k e IN,
avec C}/ constante.

Lemme 3.1 Soient v € D(H) telle que Hyp = M pour un A € IR
et Yp = elp. On suppose que vp € L*(X). Alors on a les Propriétés
suivantes:

a) Yr € D(H).

b) (Hyr,vbr) = (A + p| v FI*)¥r, ¥r).

Démonstration. a) Remarquons d’abord que si ¢(z) = 0((z)),z € X
ou 8 € C°(IR), alors wyp € D(H). En effet, en considérant H € B(H'(X),

H (X)), un calcul direct en formes montre que
(3:3)  H(py) = Aoy = 20(V9) - (V) + p(Lp)yp — (z)710(z) (. 7 p)o.

On a ¢1p € H!(X) et le terme du coté droit de (3.3) est dans L*(X), donc
oy € D(H).

On rééerit maintenant (3.3) sous la forme

(3.3) H(pv) = 2oy + 27" (0 vV 0) — ptp A o + (2) 720 ((2)) (& - )b,

On choisit 0(t) = 0,(t) := x(t/k)e/®,t € R,k > 1, ou x € C°(R),
X(t) = 1si Jt] < 2. Alors ¢(z) = pi(z) = xe(2)e"®, ot xi(x) == x((z)/k).

On voit facilement en utilisant (3.3’) que
Hxr) = H(pe) = Mt + 2 V" (paxtpr) — phitpp + (2 - 70)cxthp = 7%

ol

k_lim w¥r = Yp 7 F dans L*(X, X),

klim bop = (AF — | 7 F|?)¢p dans L2(X)
et



Iclibngo cxr = gyp dans L?(X).

Il existe donc @ € H™}(X) tel que kll}rgo o = o dans H™1(X). Alors
(H +1)(xx¥r) = ax +ixxtp et comne H +1i est un isomorphisme de #!(X)
sur H~1(X), nous avons xr = (H + i)~ (ax + ixxYr), donc p € HI(X)
et HYp = a.

Maintenent on utilise (3.3) avec ¢ = ¢y, et on constate que H (xxr) = B,
oit lim G = § dans L*(X), o § := Mo + p| v F$p + 7* (o(7F)or)
p(VF) - (v¥r). On en déduit comme ci-dessus que g € D(H) et que

(3.3")  Hypp = Xor +p| V F*%r + V (o(VF)¥r) — p(TF) - (Vr).

b) En utilisant (3.3”) on obtient
(Hyr,vr) = ((A+pl v F2)p, ¥r)  +Re[(ptr, (VF) - (Vr))
~((VF) - (VYr), pvor)]
= (A +p| v FPlor, vp)-

g.e.d.

Lemme 3.2. Soit ¢ comme dans U'énoncé du lemme 3.1. Alors on a les
Propriétés suivantes:

a) ' Ayr € L*(X).

b) Si A:=1iA, ona Uégalité

(34)  ([H, AWr, vr) = —4ll(p9)/* Avr|® + ((z - VC)¥or, ¥r) + Er(t)),

ot

(3.5) G=—p|V FP+p(z-vyg)

et

(3.6) Ep(¢) := —2Re(gAvp, (z - 7p)¢r).



Démonstration. Soient yj de la démonstration du lemme 3.1 et uy, :=
Xx¥. On a ¢¥p € D(H) et d’aprés la premiére partie de la démonstration du
lemme 3.1 on a aussi u;, € D(H) et ug p := xx¢r € D(H). Il est évident que
ug,r € D(A) et alors un calcul direct méne a Pidentité

(lef Aef', H — Nug, ug) = —((H — Nug, eF Aug p)
(€F Uk, F, (H /\)uk)
—([H, Alug r, ur r) — 4]|(pg)/? Ay r |2
+((z - V&)uk,F, ur,r) + Ep(ug).

En tenant compte du fait que
(3.8) Jim w p = p dans HY(X)
¢ — 00

et des propriétés suivantes: z - yp,z - VG € L®(X) et g4 € B(HY(X),
L*(X)), on déduit que

k—o0

(39) lim (($ ¢ VG)’U,/C’F, ?,Lk)p) = ((l‘ . V)d’p, 1/}17) et ]}l_}l’{’lo EF(Uk) = Ep(’lp)
La proposition 2.2 et (3.8) montrent que

(310) lim ([H, /i]uk’p,’u,k,p) = ([H, A]i/)p,’(ﬁp)

k—oo

On a aussi
(([eF Aef', H — Nuy, uy) = 2Re((x) "t Auy p, (z)e’ (H — A)ug)

et

(@)e" (H = Nug = (2)e” (=p(Vxx) - (V¥) + 7* (0% ¥ xx)),
la derniére expression tendant vers 0 dans L?(X) si k — oo, car ef'y) €
#'(X). En tenant compte du fait que (z)~1A € B(HY(X), L3(X)) et de
(3.8), on en déduit que

(3.11) lim ([ef Aef) H — Auy, uz) = 0.

m—00
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Les relations (3.7) et (3.9) - (3.11) impliquent I'existence de la limite de
1(pg)/? Auy p|| pour k — co. Un raisonement standard (pour les détails voir

la démonstration de la proposition 4.16 de [3]) montre que 'on a
(3:12) r € D((pg)'*A) et lim (pg)'/* Auy,r = (pg)'/* Atpr dans L*(X).

On en déduit a) et, par passage & la limite dans (3.7), b) aussi.
g.e.d.
Pour démontrer le théoréme 1.2 on suppose, par I’absurde, que ap < 0o
et que A & 7(H — agp). Alors pour tout v € (0,1) on a exp((1 —7)aplz|)y €
L*(X) et exp((y + ap)|z|)v & L*(X). Dans les estimations ci-dessous les
constantes seront indépendantes de 7. La manitre usuelle de parvenir &
une contradiction pour v petit, est de minorer le premier terme de (3.4) en
utilisant I'inégalité de Mourre pour 'opérateur H — adp en X et de majorer
I'expression du c6té droit de la méme relation, en tenant compte du fait que
le premier terme de ce c6té est < 0. Pour ce faire, on a besoin d’un bon
choix pour la fonction F et de certaines estimations.

En suivant (3], on définit pour tout s > 0 la fonction x, : [1,00) — IR par

xalt) = / (su)~2d.

Il est évident que x,(t) > 0, que x,(t) ¢ si s \, 0 et que pour tout
s > 0 il existe une constante C; telle que xs(t) < C; pour tout ¢ > 1. De
plus, pour tout & € IN, il existe une constante Ck, indépendante de s, telle

que 'on ait

(3.13) X)) < Cpt' %t > 1,5 > 0.

On introduit maintenant pour tout v € (0,1) et tout s > 0, une fonction

réelle croissante f; € C*(IR) telle que Pon ait

(3.14) fs(t) = (1 = v)aot + (1 + ao)xs(t) pourt > 1.

11



Cette fonction vérifie (3.1) avec des constantes indépendantes de v € (0,1)
et s > 0.

On note finalement avec F et g,, les fonctions de C*®(X), définies par
Fy(z) := fs((z)), respectivement g,(z) := (z)~'f/((z)),z € X. Les estima-
tions (3.2) et (3.2) seront vérifiées elles aussi avec des constantes indépen-
dantes de v € (0,1) et s > 0.

En tenant compte des conditions vérifiées par ay, nous aurons
(3.15) ey € L*(X) pour tout s > 0, mais efoy & L2(X).

Pour s > 0 on note 1), := €F5¢, W, =1, /]|9s].

Lemme 3.3. a) Pour tout borélien borné B C X,

(3.16) Iim/ (TP + | v ,[2)dz = 0.
sN\0 B
b) On a
(3.17) 11\1‘% ¥, = 0 pour, la topologie faible de L*(X).

¢) Il existe une constante C' > 0, indépendante de s > 0 et v € (0,1) telle

que l'on ait

(3.18) |HY || < C
et
(3.19) [[(pgs)'/? AL, < C.

Démonstration. a) est une conséquence directe du fait que 11\215 lsl =
00, tandis que b) résulte de a).

En utilisant le lemme 3.1 b) et le fait que V est A-borné au sens des
formes avec la borne relative égale & 0, on obtient que | v ¥l < C avec C

constante indépendante de y € (0,1) et s > 0. Alors (3.18) résulte de (3.37).

12



Pour obtenir (3.19) il suffit d’utiliser la relation (3.4) appliquée & ¥,, la
proposition 2.2 ainsi que P’estimation ci-dessous pour || 7 ¥,|| pour majorer
le terme du c6té gauche de (3.4), le fait que z - YG € L*(X) et finalement

I'inégalité
(3.20) B, (8] < [1(pgs) 2avpsll® + 1z - 70) 95/ 2) >0,

divisée par ||¢s]]%.
q.e.d.
Pour A borélien de IR on désigne par E°(A) le projecteur spectral de
H — a?p associé a A.
Lemme 3.4. a) Pour tout s > 0 on se donne une fonction hy : X —» IR
mesurable et bornée (uniformément par rapport a s), telle que lg}{i_rg(} hiz) =10

uniformément en s. Alors on a

2 i = i 12 49 || = 0.
(3.21) lim lhs Tl =0, lim [[s(pgs) *A|| = 0

b) Il existe une constante C indépendante de vy € (0,1), telle que l’on ait
(3.22) ool H = A — a2) ¥, < O,

c) Si A= [A=6,A+0] avec § > 0, il existe une constante C indépendante
de v € (0,1) telle que 'on vérifie

(3.23) Tl B (R\A) T, ]| < Cy
et
(3.24) limgoll H = ofp) E(IR\A) T, || < C.

Démonstration. a) Pour tout N > 1 on désigne par \n,s la fonction
caractéristique de I'ensemble {2 € X;h,(z) < 1/N}; alors 1 — xy, a le
support inclus dans un borné B de X, indépendant de s. Il existe donc une

constante C' telle que pour tout N > 1 on ait

13



T (11, 0,]) < (NP2, + O(f, 12, Paiz) 1) < N1
ou I'on utilise (3.16). De la méme facon on prouve I’autre égalité de (3.21) &
partir des relations (3.16) et (3.19).

b) En tenant compte de (3.3”), de la relation 7 F, = zgs et de 'expression

de A on obtient facilement I’égalité
(3.25) (H=XA=agp)¥s = —[(z-vp)gs + plz - Vgs)]¥,
wdor) o
—pgsA‘I/s + p(l \V4 Fsl2 - CY%)‘I/S.

D’autre part, un calcul direct a partir de I'expression de F, prouve que
(3.26) |V Fi? = af = —aj ()7 + vR(z; 5,7),

ou R € C*(X), Ret .57 R étant bornées uniformément par rapport & s > 0
et v€(0,1).

Les fonctions

h(z) == —(z - vp)gs — plz - V9s) — Zp(z) 2,z € X et A" := —(pg, )/
vérifient les hypotheses de a) et (3.25) implique

(3.26) (H =X —abp)U, = h\ T, + b (pg,) /> AT, — yoRY,,
d’ou I'on déduit (3.22).
c) Pour obtenir (3.23) il suffit d’utiliser (3.22) et I'inégalité
[E°(RA\AYT, | < 67| EAR\A)(H — A — a2p) T,

L'inégalité (3.24) résulte directement de (3.22) et {(8.23).

q.e.d.

Lemme 3.5. Pour tout § > 0 il existe une constante C indépendante de

v € (0,1) telle que l'on ait

(3.27) limgo(B°(A)[H — a2p, A|JE°(A)T,, T,) < C.

Démonstration. La proposition 2.2 montre que opérateur (H — a2p +

)7H — agp, AJ(H = ofp +4)7" est borné sur L2(X). Alors, en utilisant
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(3.24), on déduit Pexistence d’une constante C, indépendante de v € (0,1),

telle que I'on ait
limyo(E°(A)[H — afp, AJE*(A)T,, T,) <

(3.28) L .
limgo([H — ofp, A]¥s, U,) + Cy.

D’autre part, en utilisant les relations (3.4) et (3.20) ainsi que I'égalité
(au sens des formes)
[H - OA%[), A] = [H7 A] + (I ' V)(pl Vv FSIQ) + [p(i Vv F’SI2 - a%)’/&}a

on obtient que
(3.29) ([H - O‘(Q)p’ A]‘I/s’ U,) < (hs¥s, 0,) — 7((z - v)(pR) Vs, W),

ol R est défini par (3.26) et

(5.30) hs = (z-vp)(x-vg)+p(x )9+ (z-vp)g/p
203 plaf2(z) ™ + ad(x - vp) (z) .
On voit que hy a les pi‘OpriétéS du lemme 3.4 a) et alors, en tenant compte
des propriétés de R, les inégalités (3.28) et (3.29) impliquent (3.27).
q.e.d.
Lemme 3.6. Si 6 > 0 est assez petit, il existe les constantes C; > 0 et

Cy indépendantes de y € (0, 1), telles que l'on vérifie

(331) hﬂls\,O(EO(A)[H - a/(%/)a ‘4]E0(A)\Ds» \Ils) 2 Cl - 027

Démonstration. On choisit § tel que Uinégalité de Mourre (2.3) soit
vérifiée pour H — a2p et A. 1l existe donc a > 0 et K K(L*(X)) tels que
I'on ait

(E°(A)[H — a3p, AJE(A)T,, 0,) > a(l - |E°(R\A)T,|2) + (K, 7,).

En utilisant (3.17) et (3.23) on déduit (3.31).

q.e.d.

La démonstration du théoreme 1.2 est maintenent finie, car les inégalités

(3.27) et (3.31) fournissent une contradiction pour v > 0 assez petit.
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4. Démonstration du théoréme 1.3.

On suppose dés maintenant toutes les hypotheses I, 1T et IIT vérifies.
Soient ¢ € D(H) et A € R tels que Hy = M) et que l'on vérifie (1.6).
En utilisant une idée de [5], on va s’occuper de la fonction ¢ := p/2y,
qui sous I'hypothese II iv) est dans H'(X). Les hypothéses ITI i) et II iv)
impliquent p~'V € B(H'(X),%"!(X)). En méme temps, vp € LO(X;X)
et alors 'opérateur de multiplication avec la distribution Ap appartient &
B(H'(X),H™'(X); la méme chose sera vraie pour p~t A p. Alors un calcul

direct montre que l'on a
(4.1) Ap+Wep=0dand H(X),
ou

T 1 ) RN
(4.2) Wi=p7V —2p™ Ap— 171 Al = At e B(H!(X), H7H (X)),

Lemme 4.1. a) En considérant W en tant que forme sur L*(X), celle-ci
sera A-bornée avec la borne relative égale 6 0.

b) L’opérateur de multiplication avec la distribution z - VW est dans
B(H'(X),H (X)) et pour tout € > 0, il existe une constante C., telle que

lon ait
(4.3) (- TW)x, x) < el v xXIPP + Cllx|?, x € H'(Y).
Démonstration. a) L’hypothese III i) implique le fait que V est A-

borné au sens des formes, avec la borne relative égale & 0. Donc, pour tout

¢ > 0, il existe une constante C! telle que I’on ait

(4.4) ((V8,0)] < el v 0l + CLll6]*, 6 € H'(X).
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En choisissant ci-dessus 8 = p~'/2y,y € H!(X), on trouve une autre

constante C! telle que 'on ait
(4.4) (e Vo )] < el 7 Xl + G2, x € HH(X),

pour tout € > 0.

D’autre part, pour tout € > 0 il existe une constante C!" telle que 'on
vérifie pour y € HY(X)
(45) (e~ (2p)x ) = 1(p7x: (Vp) - (VX)) + ((Wp) - v (p™'X), X))

< el v xIP + C& NP

L’affirmation a) résulte de (4.4’) et (4.5), car les deux derniers termes de
(4.2) sont bornés.

b)Pour prouver cette affirmation il suffit de s’occuper de Wy := p~!V et
Wy := p~t A p car on peut estimer facilement x - 7 (W — Wy + 1/2W3;) en
utilisant le fait que z - yp € L®(X), v (z-vp) € L=(X; X).

D’apres les hypotheses III ii) et iv), lopérateur z - YV €
B(HY(X), H(X)) et pour tout € > 0 il existe une constante C!V telle

que 'on vérifie I'inegalité
(4.6) ((@-vV)8.0) < el v 0)” + CIV||6]1°,6 € H'(X).

On a Pégalité x - Wy = p~Ha - V) — p~2(z - yp)V, donc x - YW, €
B(H(X),H1(X)). Mest évident aussi que W, vérifie une inégalité du type
(4.3), car pour le premier terme de I’expression de z - 77 on applique (4.6)
af=pY2x v € H'(X), tandis que pour autre on utilise une polarisation
de (Vip,p) et (4.4) et le fait que p, 7 (z - wp) € L=(X, X).

Pour finir on remarque l'identité en y € H'(X)
(- W2 x) = —((p72(z - vp) & p)x, X)
+((p™ A (@) x) = 2(p7h A p)x, )
et on estime les trois termes du coté droit en utilisant des inégalités du type

(4.5).
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q.e.d.

On définit pour tout @ > 0 la fonction F, : X — R, Fo(z) := a(z),
qui vérifie les conditions du §3, car Fy(z) = f,((z)) avec f, : R — IR,
fa(t) == at,t € R et f, ala propriété (3.1). On voit aussi que VF, = 2ga,
ol go : X = IR, go(x) := afz)~". Une application directe des lemmes 3.1 a)

et 3.2 a) donne le

Lemme 4.2. Si ¢ vérifie les conditions du théoréme 1.3 et p, =
efapl/24p o > 0, alors nous aurons:

a) o € H'(X),

b) ga/* Apa € L*(X).

Remarquons maintenant que le lemme 4.1 a) et le théoréme de représen-
tation des formes quadratiques permettent de définir un opérateur H auto-

adjoint sur L*(X) par:
(4.7) Hu:=Au+Wu,uc D(H) := {ueH'(X);Au+Wue L*(X)}.

Alors ¢ := p'/2y € D(H) et Hp = 0.
On vérifie aussi facilement, en utilisant le lemme 4.1 b), que le commu-

tateur [ff, A] calculé au sens des formes est défini par 'opérateur
(4.6) [H,A] =24 -z - W € B (X), H™} (X))

Un calcul direct dans B(#'(X), H™1(X)), du méme type que celui utilisé

dans la démonstration des lemmes 3.1 et 3.2, permet de prouver le

Lemme 4.3. Les égalités suivantes sont vérifiées:

(4-9) (H97a’95a> = (l vFa‘Q‘Pm‘PCz)
et
(4.10) (H, Alpa; pa) = =462 Aa| + (Catpas pa),
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0t
(4.11) Go = (x'V)Zga“(x'V)lvFaF-

En revenant & la démonstration du théoreme 1.3, on utilise d’abord (4.8),

(4.3) et (4.10) pour écrire

(4 19) 2H v L’DQHQ - ([ﬁ’fi]@aﬂpcx) -+ ((1' ’ VI/V)(JO(M 99(1)
| < (Gatar $a) + el 7 Gall? + Cellgall®

D’autre part, en utilisant (4.7), (4.9) et le lemme 4.1 a) on trouve que

pour tout € > 0, il existe une constante C! > 0 telle que 1'on vérifie

IV all® = (Hpa, 0a) — (Wa, ¢a)
(4.13) 2 2 / 2
2 (IvFal wa»@(ﬁ _-GHVQOGH —Ce”(pOz'l *

En choisissant € > 0 assez petit et en comparant (4.12) et (4.13) compte
tenu de l'expression de Fy, on trouve qu'il existe une constante C' > 0,
indépendante de a, telle que I'on vérifie I'inégalité

[ leal’l@®(J2](2) ™ + 2C |2 [*(z) =)
+Ca(|z|*(x) ™3 — 3|z[*(z)~® — 2C]dz < 0

pour tout a > 0. Mais pour o assez grand et = # 0 fixé I’ expression de la
paranthese ci-dessus est croissante et tend vers co si a — co. Ceci implique

=1

q.e.d.
Démonstration de corollaire 1.4.

Prouvons que pour tout Y € £ et tout 5> 0 on a
(4.14) op(HY = Bp¥) N (V° = 3p°, 00) = 0.

On procede par récurrence sur Y € £. Pour Y = 0 c’est évident. Sup-
posons maintenant (4.14) vérifié pour tout Y € £,. Alors 7(H — 8p) N
(Ve = Bp°,00) = 0 pour tout 3 > 0. Supposons que pour un [, > 0,
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H — f,p admet une fonction propre ¢ correspondant a une valeur propre
A> Ve —B.p° Silon définit ap, > 0 par (1.3), nous aurons, en utilisant le
théoréme 1.2, a, = co ou bien A € 7(H — (3, + a?)p). Le deuxieme cas est
impossible, car A > V° — (5, + a2)p°. Si a, = o0, le théoréme 1.3 nous dit
que ¥ = 0, donc v ne serait pas une fonction propre. Cette contradiction
prouve (4.14) pour Y = X.

La premiere affirmation du corollaire résulte de (4.14) pour Y = X et
B =1,

Pour la deuxieme affirmation on utilise le théoreme 2.1 qui nous dit que
o(H(p,0)) = [0,00). Pour H(p,0) on a V° = 0, donc o,(H(p,0)) C {0}. Or
0 n’est pas une valeur propre de H(p,0), car si ¢ € D(H(p, 0)) et Hip =0,
on aura

/X ol 7 ¥z = (H(p, 0)4,9) =0,

donc ¥ = 0.
q.e.d.
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