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Cvasiidentitatile buclei Moufang nilpotente

Vasile [. Ursu

Una din directiile principale ale teoriei cvasivarietatilor sistemelor algebrice
este cercetarea bazei cvasiidentitatilor clasel concrete de sisteme algebrice, initiata
de A.L. Malitev ([1], [2]). Un rezultat important, in acest sens, pentru clasa de
grupuri este obtinut de A.Iu. Olisanskii [3]: un grup finit are baza finitd de
cvasiidentitati daca si numai daca fiecare subgrup sylow al lui este abelian. In
demonstratia acestei afirmatii s-a stabilit ca cvasiidentitatile grupului finit ce
contine un subgrup nilpotent necomutativ nu are baza de cvasiidentitati de la un
numar finit de variabile. A.I. Budkin in [4] a obtinut un rezultat analogic: daca
un grup fard torsiuni contine un subgrup nilpotent neabelian si rangurile sub-
grupurilor abeliene ale lui in totalitate sunt marginite, atunci cvasiidentitatile
acestui grup nu au baza finitd de cvasiidentitati de la un numar finit de variabile.
In [5] autorul a obtinut un rezultat similar pentru bucle Moufang comutative: o
bucla Moufang comutativa finit generata are baza finita de cvasiidentitati daca
si numai daca ea este un grup abelian finit.

In aceastd lucrare. folosind ideile lucrarilor mentionate ti tehnica combinata
de asociatori si comntatori pentru bucle Moufang nilpotente. s-a demonstrat ca
daca o bucla Moufang contine o subbucla nilpotenta neasociativa sau necomu-
tativa, atunci cvasiidentitatile acestei bucle nu au baza finita de cvasiidentitati
de la un numar finit de variabile. In particular, bucla Moufang nilpotenta are
baza finita de cvasiidentitati dacd §i numai daca ea este un grup abelian cu
exponent finit sau ea este un grup abelian cu exponent infinit in care nu pot fi
incluse izomorfic doar un numar finit de grupuri ciclice de putere numar prim
ce nu se contin izomorfic unul in altul. De asemenea a fost stabilita conditia
de egalitate a unei cvasivarietati si a unei varietati, ambele generate de aceeasi
bucld Moufang nilpotenta, si s-a determinat puterea laticei subcvasivarietatilor
varietatii de bucle Moufang local nilpotente.

Rezultatele formulate mai sus pun in evidenta urmatoarea ipoteza: cvasi-
identitatile unei bucle nilpotente neasociative san necomutative nu au baza
finitd. In acest context. de asemenea mentionam cd problema existentei bazei
finite pentru identitdile buclei nilpotente (finite) deocamdata nu este rezolvata.

1. Definitii, rezultate preliminare, observatii si notatii.

Vom utiliza unele notiuni si rezultate intilnite la R.H. Bruck [6].

Bucla Moufang (BM) se numeste o algebra L =< L.-.7! > de tipul < 2,1 >
operatiile si elementele careia satisfac urmatoarele identitati

(1) o(y -zz) = (zy - x)z.
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(2) 2 ey =y =yl

unde prin 27! notam rezultatul operatiei unare aplicata elementului z.
Observam cd identitatea (2) implica identitatea y - (z71)7! = yz, care la

rindul ei implicd identitatea (z7!)™! = z, cu ajutorul careia din (2) se deduce

identitatea

(3) roxTly =y =gz 2

Pentru un ‘anumit element z € L notim ¢ = 27! - 2. Atunci conform

identitdtilor (1) si (2) vom avea

ye=z"" z(ye) =z [z ylzz ™) =2 (zy-2)z =z zy =1y
pentru orice y € L. De aici e = y~' -y si, prin urmare, e nu depinde de elementul
2. Atunci, {inind seama de (3).

coy=yy iy =y
pentru orice y € L. deci ¢ este element unitate al BM L. In continuare BM L
va fi cercetatd in signatura (-, 7!.¢). formata din trei simboluri operationale,
respectiv, binar, unar gi nular, gi se va nota simplu prin L.

BM este diasociativa, adica orice subbucla din ea generata de doua elemente
este asociativd ([6], teorema Moufang).

Pentru elementele z.y si z din BM L asociatorul [z,y.z] gi comutatorul
[z,y] se definesc respectiv de egalitatile [z.y.2] = (z - y2)™! - (2y - 2) si [2,y] =
(yz)~" - (zy).

Asociant-comutantul BM L se numeste subbucla generata in L de toti aso-
ciatorii si comutatorii din L si vom nota-o prin L’ sau [L, L]. Multimea

Z(L)y={z € L|[z,y,2] = e, [z,y] = ¢ pentru orice z € L}

se numesgte centrul BM L.

Pentru orice subbucla H din bucla L prin [H, A] vom nota subbucla generata
in L de toate elementele de forma [h.z.y| si [h.2]. unde h € H. 2.y € L.

Subbucla H a BM L se numeste normala in L daca zH = Hz, z - yH =
2y - H pentru orice z,y € L. Usor de convins ¢a asociant-comutantul L’ gi orice
subbucla a BM L, continuta in centrul Z(L), sunt normale in L.

Prin ipoteza de inductie se definesc asociatori-comutatorii speciali de mul-
tiplicitatea n : z; este asociator-comutator special de multiplicitatea 1; dacad «
este asociator special de multiplicitatea n in care sunt incluse strict 7,, variabile,
atunci [u,z;, ,, %, ,] este asociator-comutator special de multiplicitatea n + 1.

BM L se numeste (central-)nilpotenta de clasa n sau n-nilpotenta daca pen-
tru orice valori din L ale variabilelor valoarea oricarui asociator-comutator spe-
cial de multiplicitatea n + 1 este egald cu elementul unitate e, insd valoarea a
cel putin unui asociator-comutator special de multiplicitatea n este diferita de
e.



Conform lui [7] in orice buclda Moufang nilpotentd de clasa 2 sunt adevarate

identitatile

(10)

[z,y,2] = [y, z.2] = [y, =, 2]\

[ - y.z,t] = [z, 2. t][y. z, 1]

[2™,y,z] = [z, y.2]™.

[2,9.2]° = e.

[y, 2] = [2.2]ly. ][z, . 2]°

m

(™ y] = [z.y]™,

[z,y] = [y, 2]

deoarece BM este diasociativa.
In baza identitatilor (4)-(10) evident in orice BM 2-nilpotente sunt adevarate

urmatoarele implicatii de identitati

k k—1

[z.y]" =e|=[2" .y =e.
[y.z)f =c|=[2 g2 =en[z® y.2] =¢
2.y, 2] == oy 22 PP =e,
ool = e |= 2,3, P =,
(2, 2 = elelmy] = ¢ |= [2.9,2] = e,
2 =e¢|=[y,z] =e,
2’ =e|=[y,2,t] =e,
2" =e |=[y,z,t] =¢
pentru orice numar prim p > 5 si k = 1,2,.... De unde ugor ne ddm seama ca

orice bucld Moufang nilpotentd (BMN) neasociativd sau necomutativa contine
o subbucla nilpotentd de clasa 2 neasociativa sau necomutativd In care sunt

adevarate identitatile uneia din multimile:

Ky = {fe,y,2] = c.[g;_y]x)"

Kio={[z.y.2] = e},

e).



unde numarul primp > 2 g1 bk =1.2.....

Ko = {[e.y. 2 = ¢}.

k

Koo = {[z, 9.2 = e.[z.y)] =e}k=1.2,....
Ko = {[z.y.2]> = e}.
K s = {lmm,2] = c,[ﬂ:.g/]3k =} b=0;1:26::5 ;
BP o = {mzk = e[z, 0.2 =elzy)? =¢}, 1<m<Ek=23,....

Ké‘s = {:zzgk =e,[z.9,2]° = (2.[:):,3/}3”1 =e¢}. 0<m<k=1.2,...,

: )k " G
K{")I,m ={2" =c[z,y.7] =c,[2.y)" =c}. k=1.2....
pentru numarul prim p > 3 si pentru k& = 2,3,... si m = 1,... .k Notam

varietdtile definite de identitatile acestor multimi respectiv cu 1 9. Ry ,x. Ra o,
Ry axy N30, N3 55, §R§:2m‘ 3?§3 %]"_pm. In continuare. daca R este o varietate
din aceasta colectie, convenim sa notam prin F,, bucla libera de rangul »n din
varietatea R cu generatorii liberi zq,... 2.

2. Leme de bazi. In [5] este ardtat ca dacd partea periodica P a BM
comutative finit generate L are exponentul 3. atunci subbucla Frattini ¢(L) =
L'P%. Vom demonstra la fel ca o afirmatie analogica este adevdratd si pentru

BMN.

Lema 1. Daca partea periodicd P a BMN finit generate L are exponentul
p*, atunci subbucla Frattini ¢(L) = L'PP.

Demonstratie. La inceput vom arata ca ¢(L) O L'PP. Conform teoremei 2.2
din [6] bucla-factor L/¢(L) este grup abelian, deci ¢(L) DO L’. Acum aratam
cd ¢(L) D PP. Admitem prin absurd cd existd asa element ¢ € P incat z? ¢
¢(L). Intrucat intersectia tuturor subbuclelor maximale ale BMN L coincide
cu subbucla Frattini ¢(L) ([6], p.97), existd o subbucld maximala H ce nu
contine elementul z?. Conform proprietitii de maximalitate, avem (z. H) = L.
Subbucla H D L', deci este normald in BMN L. Atunci bucla-factor L/H
contine strict subgrupul ciclic (x? H), proimaginea totald in L a caruia contine
strict H si nu coincide cu L. Dar aga ceva nu este adevarat. deoarece subbucla
H este maximald in L. Prin urmare putem conchide ca ¢(L) O L'P?.

Acum demonstram ca ¢(L) C L'P?. In baza incluziunii evidente L' C L' PP,
subbucla L'P? este normald in L. Cercetim bucla-factor L/L'P? = L. L este
grup abelian finit generat cu elemente numai de ordinul p sau co. Conform
teoremei 8.1.2 [8], L se descompune intr-un produs direct de grupuri ciclice
de ordinul p sau infinit. Insd subbucla Frattini a produsului direct de grupuri
abeliene este produsul subbuclelor Frattini ale factorilor lui [10], deaceea este
subbucld unitate in L. Acum pentru morfismul natural ¢ : L — L, conform



lemei 2.1 din [6] (p.97), p(¢(L)) € ¢(e(L)). de unde obtinem ¢(L) C L'P?.

Lema este demonstrata.

Corolaru 1. Subbucla Frattini o BM libere n-nilpotente F, de rangul m
coinctde cu asociant-comutantul F) .

Intr-adevar, conform lui (7) si faptului cd bucla-factor F,,/F), este grup
abelian liber, toate elementele periodice se contin in asociant-comutantul F, .

Lema 2. Fie F,, = F(21....2y)-BM liberd 2-nilpotenti cu generators libers
T1y...Zy. Atunce asociant-comutantul F) bucler F,, = F,(21,...2,) este gen-

erat de mulfimea
{lzivzjze) fzrep] [ 1 <i<hk<n1<Il<p<n}l.
=n(n®-1)/6

v : v 9 4 v
formati de C? asociatori si de C2 comutatori. adici de C? + C2

elemente.

Demonstrafie. Conform identitatilor (4) - (10), ce sunt adevarate in bucla
Moufang nilpotenta libera F,,, orice asociator [z,y,z] sau comutator [z,y] se
reprezintd ca produsul unor asociatori si comutatori de generatorii z1,...2z,.
Totodatd observam c¢i numdrul asociatorilor de forma [z, z;, 2] si comutato-
rilor de forma [z1,2,], (1 <i<j <k <n,1 <1 <p<n)este egal cu suma
dintre numarul total de combinatii de 3 elemente din n elemente i numarul
total de combinatii de 2 elemente din n elemente:

C8 407 = n! " n! B n(n® — 1)
" "8l = 3) 2 —2) 6 '

Lema este demonstrata.

Lema 3. Fie varictatea R o varietate de BMN de clasa 2 in care sunt
adevdrate identititile [2,y. 2|7 = ¢ g1 [2.y]? = e, dar F, = Fy(zq1.... .2,)-BM
R-liberd cu generatorw liberi oy ... .&,. Aluncu:

a) FINFP =(e), k=1,2....:

b) pentru n < 10m + 1 in asociant-comutantul F) existd un asa element u
care nu poate fi reprezentat sub forma

(11) [:1/1 N y2] s [yzm—l s yzm][yl ) y?,ay:i] e [3/37n—2,y3m—1 P ygm];

¢) pentru m > n(n? — 1)/6 orice element din F), poate fi reprezentat sub
forma (11).

. i k .
Demonstratie. a) Fie z € F/ N F,IL’A. atunci z € F! i z € F?'. Intrucit BM
este diasociativa, pentru orice elemente z,y € F,, avem
(a:y)”k =zyzy...zy =22y ... xyly.z] = 2¥ylzy . aylzyP = =

& k “ k k(p* Pk e
T P e A T ] L A A L

[}



. - A ~ o . . ~ K o k o .
adica in bucla F, este adevarata identitatea (zy)” = z? y? . Conform acestei
identitati si incluziuni F? C Z(F,). clementul z poate fi reprezentat sub forma

K &
e ey,
€ =iy IR )
unde a; este suma exponentilor lui z; in inscrierea initiald a lui z. Avind in
vedere ca orice egalitate de elemente in bucla R-libera F), este o identitate si ca

T

z € F!, din ultima egalitate, pentru fiecare 7 < n, prin inlocuirea elementelor

n°
e’ . v
5 " = e, 1ar de aici z = e¢.

cue, j#1, 7 <n obtinem z
b) Presupunem prin absurd ca orice element din F), poate fi reprezentat sub
forma (11).

Ardtam acum ca pentru orice elemente a.b € F), F? este adevarata implicatia

.'II]‘

aF!F? = bF| F? — (a,z,y] = [b,z,y]&amp; [a,z] = [b, z].

Intr-adevar, fie adevirata partea stingd a acestei implicatii, adicid aF), F? =
bE!F?. Atunci a = bz unde z € F/F? C Z(F,) si vom avea

[a,z,y] = [bz.z.y] = [b.2.¥y],[a.2] = [bz, 2] = [b,2].

Bucla-factor F,,/ F), F? este grup abelian liber cu exponentul p si » generatori.
Prin urmare are exact p” elemente diferite. De aici conchidem ca in bucla Fj
asociatorul [z.y, z] poate avea cel mult p*™ valori diferite. iar comutatorul [z, y]
- cel mult p*™ valori diferite.

Intrucit orice element din asociant-comutantul F! poate fi reprezentat sub
forma (11). avem ca |F!| < p**™ - p**™ = p>*™ iar pe de alta parte. conform

lemei 2.

2n

= peCl . pict eCipac? _  etlemdllez2) g yelenl) > prls=11/2,

|F, P = P =

unde s > 5 gl € = § = 1 daca bucla F este neasociativa gi necomutativa, e =1
si § = 0 dacad bucla F, este comutativa gi e = 0 g1 § = 1 daca bucla F, este
asociativd. De unde, pentrun = s > 10m+ 1, obtinem in bucla F, contradictie.
¢) Afirmatia rezultd direct din lema 2.
Lema este demonstrata.

Corolarul 2. Dacd varietatea R este una din varietitile de bucle Moufang
neasociative sau necomutative nominalizate in sectiunea 1, atunci pentru bucla
R -liberd afirmatiile din lema 4 sunt adevdrate.

Lema 4. Fie K o clasd de bucle Moufang §1 C =< z1.22,- - |[ui(z1. -+ ,20) =
e. 1 € I > o bucli Moufang cu generatorii z1.ma.... g relafisle de definire
w; = e.i € I. Bucla C apartine cvasarietatis generate de clasa de bucle K
dacd i numai dacd pentru orice element w € C.u # e exista un omomorfism ¢
ce aplica C pe o bucld din clasa K astfel incat u¥ # e.

Demonstratie. Intr-adevar, daca toate elementele neunitate din bucla Mo-
ufang C sunt aproximabile de bucle din clasa K. atunci C' este izomorf inclusa



intr-un produs cartezian de bucle din K. adicd L apartine cvasivarietatii QQ(K)
generata de clasa de bucle K.

Invers, fie C' € Q(K) si presupunem ca un careva element v € C,u # e nu
poate fi aproximabil de bucle din K. Atunci formula

& ui=ec—u=ce
el

este adevarata in orice bucla din K. Conform teoremei lui Malitev (vezi Teorema

7.1.1 din [9]) bucla Moufang C este o subbucla a unui produs filtrat H B;/D de

geJ
bucle B; € K,j € J generat de elementele z; = (bij)D, 22 = (ba;)D,---. Con-
form definitiei produsului filtrat multimea Jy = {j € J | ui(brj.--+ bn;j) = ¢,
i € I} apartine filtrului D. Insa pentru orice j € Jy relatiile ui(y) = wi(bij,... .
bn;j) = e, 1 € I. adevédrate in bucla B; € K . implica egalitatea u(y) =
u(bij, -+ byj) = e. deci avem {j € J|u(bij.--- .bnj)} 2 Jo §i. prin urmare,
aceastd multime apartine filtrului D. Asadar, in C este adevarata egalitatea
w(zy,-- sun) = e ; contradictie. Lema este demonstrata.

3. Baza cvasiidentitatilor.

Teorema 1. Dacdi bucla Moufang L confine o subbucld nilpotentd neaso-
ciativd sau necomutativd, atunci cvasudentitdfile adevarate in L nu au baza de
cvastidentitdti de la un numadr finit de variabile.

Demonstratie. Fie R una din varietatile descrise in sectiunea 1 i 2 > 1 un
numar natural, m = #(t* — 1)/6 . iar pentru acest ¢ fixam un numar natural n
astfel inca t n > 10m+1. Fie FJ = Fi(z],--- ,27),5 € J cu |J > |L|, o colectie
de BMN R-libere de rangul n si 4,, = H FJ - produsul lor cartezian. Conform

i€

lemei 3, pentru fiecare j € J in asociant-comutantul buclei FJ se va gasi astfel
de element w/ = u/(z1,--- .2,). pe care il fixdm, incit el nu poate fi reprezentat
sub forma (11). Notdm cu u; elementul din 4, pentru care u;(j) = uwlug(i) =e
oricare ar fii € J\{j} ,iar cu B subbucla generata in A, de colectia de elemente
ujui_1 € A,. pentru toti 7.5 € J cu i # j. Este clar ca elementele u;,j € J
apartin asociant-comutantului A/, C Z(A4,), deci subbucla B este normala in
A,. Fie p morfismul natural de la 4, pe bucla factor C,, = A, /B , atunci in
C,, este un astfel de element neunitate v incit v = p(u;) # e pentru un j € J.
Notam cu D,, BMN reprezentata in varictatea § astfel:

l ! o oml a7
D, =<z,leJi=1,...,n| [z;2}.2]] = e pentru

1<i<j<k<nA(l#pVpFrVr#l),

[zh,2f] =epentrul <i<j<nA(l# p),ut =u? pentrup # lp.r€J >

12 7



aande ! (sau uP) sunt aceleasi elemente fixate mai sus. Este clar ca C,, = D,
unde prin egalitate se subintelege izomorfism.

Aratam acum ca orice subbucla din C,,, generatd de ¢ generatori, apartine
cvasivarietatii Q(FY). Intr-adevar. fie subbucla N C O generata de ¢ genera-
tori, iar K - proimaginea minimala a subbuclei N prin morfismul ¢ . Evident
ci K este generatd de t generatori. Ardtim ca B K C K' . Intr-adevar, fie
ci existd asa element b € B K incit b ¢ K'. Daca admitem ca b € ®(K) .
conform lemei 1. b = ¢d unde ¢ € K. d € P(K)'. De aici. d = ¢7'b € A, .
Asadar d € A2 gi d € A/, Insi. conform lemei 3 a). rezulta A; [JA? =< e >.
Deci d = e si obtinem b = ¢ € K': contradictie. Prin urmare, b ¢ ¢(K), adica
b nu este negenerator in K. Atunci existad in K o subbucld maximald H incat
b¢ Hgi K= (BNK)H. de unde rezults K¥ = H?. Astfel am obtinut ca K
nu este proimagine minimala a lui N prin ¢; contradictie. Asadar BN K C K'.
Conform lemei 3 ¢). fiecare element din K’ se reprezinta sub forma (11). Prin
urmare, BNK =< e >. dar aceasta implici K = N, de unde rezulta N € Q(FJ).

Conform ipotezei teoremei varietatea V(L) generata de BM L contine o
subvarietate de BMN, deci contine si o varietate f (din sectiunea 1). Teorema va
fi demonstrati daci vom arata ci pentru orice numér natural ¢ exista o BMN C
astfel incit orice subbucld din C , generata de ¢ elemente, apartine cvasivarietatii
Q(L). dar insisi bucla C' nu apartine lui Q(L). Aratam acum ca astfel de bucla
poate fi consideratd bucla C,,. Deja s-a aratat ca orice subbucla din C,, generata
de ¢ elemente apartine cvasivarietatii Q(F,) C Q(L), unde Fy, = Fy(21,... JZp)
este bucla libera de rangul n din varietatea . Demonstram acum ca bucla C,,
nu apartine cvasivarietitii (L). Deoarece C, = D, conform lemei 4, este
suficient de aratat ci C,, nu este inclusa izomorfic nici intr-o putere carteziana
a buclei L.

Presupunem ci C, € Q(L). deci si D, € Q(L). Conform lemei 4, ex-
istia morfismul de bucle ¥ : D, — L astfel ca 1(v) # e. Pentru fiecare
i € J prin m; si ; notdm endomorfismele buclei A, definite de conditiile

u(z) amp;dacai = j, e amp;daca ¢ = j,
mi(u)(j) = { i mi(u)(y) = {

e amp;daca i # j u(j) amp;dacai # j
pentru orice element v = (u(j)lj € J) € An = [[;¢; FJ. Analizim acum
urmatoarele doud cazuri posibile.

1. Pentru orice indice ¢ € J are loc om;(An) g P (An) C L.

In acest caz pentru orice indice ¢ € J existd un aga element a; € Ppmi(An)
si a; ¢ Po7i(Ay). Cercetdm multimea formata din aceste elemente - {a;li € J}.
Deoarece pentru j # i, 7j(An) C 7i(Ay), rezultd a; ¢ 7;(An) si deci as #£ aj.
De aceea submultimea {a;|i € J} C L are puterea cardinald egala cu [J], adica
mai mare ca puterea cardinald a multimii L ce o conine; contradictie.

2. BExistd un indice ¢ € J astfel nct omi(Ay) C p7i(An).

Atunci vom avea

P(lpmi An) pmi(An)]) = Rpmi( An). pipmi(An)] C [Popi(An)-dipmi(An)] =

Po([Ti(An)smi(An)]) =< ¢ >



si. deoarece v = @(u;) € [pmi(An).omi(An)]. rezulta h(v) = e. ceea ce contrazice
ipoteza ¥ (v) # e. Teorema este demonstrata.

Corolarul 3. Cuasivarictatea generatd de o bucla Moufang nilpotenta L are
bazd finiti de cvastidentitai dacd s numai dacd L este un grup abelian g are
exponent finit sau are exponentul infinit si numdrul de grupuri ciclice de putere
numdr prim, ce nu se confin izomorfic unul in altul, neincluse izomorfic in L
este finit.

Intr-adevar. dacd cvasivarietatea (L) generatd de BMN L are baza finita
de cvasiidentititi, atunci conform teoremei 1, L este grup abelian. Nu este
greu de observat (vezi [11]) cd cvasivarietatea (Q(L) formata numai din grupuri
abeliene are baz3 finita daca si numai daci: a) cvasivarietatea (L) nu contine
grupul ciclic infinit Z ﬁi contine numai un numar finit de grupuri ciclice de
putere numar prim -Z,m., i=1,....n.adici cvasivarietatea Q(L) coincide cu
varietatea V(L) genelata de bucla L cu exponent finit, care evident este definita
de identitatea

2P T =,

bh) cvasivarietatea Q(L) contine grupul ciclic infinit Z i nu contine numai un
numér finit de grupuri ciclice (ce nu se contin izomorfic unul in altul) me (2=
1....,n), deci, evident. cvasivarietatea (L) este definitd de cvasiidentitagile

mit1 S )
2Pi =e—zti =ei=1,....n.

Observam. de asemenea. ci este adevaratd si urmatoarea afirmatie.

Corolarul 4. Cuasivarietatea generatd de BMN L coincide cu varietatea
generatd de BMN L dacd g1 numar dacd L este un grup abelian cu ezponent

finat.

Aplicatie. Fie & o varietate de BM care contine BMN neasociative sau
necomutative si fie ® subvarietatea formatd numai din &-bucle Moufang nilpo-
tente de clasa ce nu intrece 2 in care sunf adevarate identitatile

[z.9.2F =e,[z.9) = e
unde p este un numar prim potrivit, iar ' o bucla R-liberd neabeliana de rang
finit. Atunci. conform lemei 3 a), bucla-factor 2-nilpotenta finitd L = F/F7’
R nu este grup abelian. In demonstratia teoremei 1 este aratat cd pentru orice
numar natural ¢ existd asa bucla finita G,y din varietatea V(L). incat orice
subbucld t-generata din C,, 4 se contine n cvasxv(mcfafea Q(L), dar insasi bucla
Cpyy nu se contine n (vaslwxrwfah*a g)on(mm de toato l)udele diu V(L) de

ordinul strict mai mic ca t. Punem ¢
naturale {t;[s € N = {1.2....}} care verifica (,oudlt;nle t,+1 = |C;| + |L| (aici si
in continuare in loc de Cy¢,) vom scrie Cj).

Demonstram ci C; ¢ Q({C;l5 € {N\{i}}). Intr-adevar, dacd nu este asa,
atunci conform lemei 4, pentru orice a € Ci. a # e, exista morfismul de bucle



¢ din bucla C; intr-o anumitd bucla C; incat p(a) # 1. Daca ¢ < j, abunci
lp(Ci)| < tj si, deoarece ¢(C;) C Cj, ¢(Ci) € Q(L) . Accasta insecamnd ca
elementul a se aproximeaza de bucla L. Prin urmare. conform aceleiasi leme
4, C; € QU{L.C;|1 < j < i}). Insd aceasta contrazice definirea lui €}, inbrucat
|C;| < ti. |L| < t; pentru j < 4. Pentru fiecare ¢ fixdm cvasiidentitatea P,
identic adevaratd in cvasivarietatea Q({L,Cjl7 € {N\{7}}) si falsa in bucla
C;. Atunci sistemul ®;,7 € N de cvasiidentitati este infinit, independent si, in
particular, laticea L,(S) . a tuturor subcvasivarieta tilor din varietatea & are

puterea continuului.

Consideram acum toate buclele din & grupuri abeliene. Daca grupul ciclic
infinit Z € <. atunci In § se contine o colectic de grupuri ciclice de putere
prima Z,,. 4+ = 1.... . si. prin urmare. L,(3) are puterea continuului. Daca
Z &S, atunci § este generata de un grup ciclic finit si. deoarece ¥ contine un
numar finit de grupuri neizomorfe ciclice de puterea numar prim. numarul de
subcvasivarietd ti diferite din & este finit. Asadar s-a demonstrat urmatoarea
afirmatie:

Teorema 2. Pentru orice varietate S de bucle Moufang local nilpotente
laticea cvastvarictatilor din S este de puterea continuului saw ca este finita dacd
. , . : .
st numat dacd S este generatd de un grup finit.
In incheiere. tindnd seama de teoremele 1, 2, corolarile 3 si 4, generalizam
rezultatele pentru BMN finit generate prin

Corolarul 5. Pentru BMN finit generatd L sunt echwvalente urmatoarele
afirmatii: (1) L are bazd finitd de cvasudentitifs; (2) Q(L) = V(L); (3) laticea
cvasivarietdtilor L,V (L) este finita; (4) L este un grup abelian findt.
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