
ffi
INSTITUTT.'L DE I\,IATEI\,TATICA

'SIMION STOILOW
ALACADEMIEI ROI\,IANE

PREPRINT SERIES OF TI{E INSTTruTE OF MATIIEMANCS
OF TTIE ROMANIAN ACADEMY

-

ISSN 0250 3638

Cvasiidentitilile buclei Moufang nilpotente

Vasile I.Ursu

Preprint w.212006

by

BUCUPGSTI



Cvasiidentitdlile budei Moufang nilpotente

by

Vasile I. Ursu-

July, 2006

* Intitute of Mathematics "Simion Stoilow" of the Romanian Academy, P.O. Box I-764, 014700
Bucharest, Romania.
E-mail address: vasile.ursu@imar.ro



CvasiidentitS,{ile buclei Moufang nilpotente

Vasi le  I .  L l rsu

Una din direc{iile principale ale teoriei cvasivariet5{ilor sistemelor algebrice
este cercetarealtazei cvasiidentititilor clasei concrete de sisteme algebrice, ini{iatX
de A.I. Mali{ev ([1], [2]). Un rezultat important, in acest sens, pentru clasa de
grrrpuri este obtinut de A.Iu. Oliqanskii [3]: un grup finit are hazil finitd de
cvasiidentitXti dacd gi rurma,i dac5, fiecare subgrup sylow al lui este abelian. In
demonstralia acestei afirrnalii s-a stabilit cd, cvasiidentitd,lile grupului finit ce
conline ttn subgrul: niipotent necc-rruutativ nu are baz5. tle cvasiidentitS{i de la un
numdr finit de variabile. A.I. Budkin in [4] a oblinut un rezultat analogic: dacd
un grup f5.rd, torsiuni conline r.rn subgrup nilllotent neabelian qi rangurile sub-
grupurilor abeliene ale lui in totalitate sunt rudrginite, atrlnci cvasiidentitSlile
acestui grup rlu au bazX finit5 de cvasiidentitS{i de la un numir finit de variabile.
In [5] automl a ob{inut rrn rezultat sirnilar pentru bucle Moufang comuta,tive: o
buclS Moufang cornutativh {init geuera,ti are ba,z5 finit[ de cvasiit]entitdli daci
qi nuurai daci ea este rrn grup abelian finit.

In aceastd. lucrare. folosirrrl ideilc lucrS.ri lor rnenlionate !i tehnica combina.td,
de asociatori qi cornutatori pentnr bucle Moufang nilpoiente. s-a denronstra,t ca
dac5. o buciS Mr:rufa,ng conline o subbucld. nilpoientd. neasociativd sat necornu-
tativ5, atunci cvasiidentitSlile acestei bucle nu au bazd, finit5, de cvasiidentitd,li
de la un nurnS,r finii de va,riabile. In particuiar. bucla Moufang nilpotentX are
bazi, {initd, tle cvasiidentitd,li daca qi numai da,ci ea este un grup abelian cu
exponent finit sarr ea este un grup al,relian cu exponent infinit in care nu pot fi
incluse izornorfic doar uu uurnd,r finit de grrrpuri ciclice de putere nurnS,r prirn
ce nu se cou{in izornorfic rrrrul in altul. De asemenea a fost stabilitX condilia
de egalitate a unei cvasivarietd{i gi a unei variet5li, ambele generate de aceeagi
buclX Moufang nilpotentS. qi s-a determinat puterea laticei subcvasivarietSlilor
varietSlii de l:ucle Moufang local nilpotente.

Rezultatele formulate nra,i sus pun in eviden{5, urmitoarea ipotezX: cvasi-
identitd.lile unei brrcle nilpotente neasociative sau necomutative nu att bazd
finitX. In acest context, tle aseruenea menliond,m ci problerna existenlei l>azei
finite pentru identitaile brrclei nilpotente (finite) deocarndatX nu este rezolvatd,.

1. Definigii, rezultate preliminare, observa{ii qi nota{ii.
Vom uti l iza uncle noliuni qi rezr.rltate inti lnite Ia R..H. Bruck [6].
Bncla Moufang (BM) se nrrrneqte o algebrX L -1 L,..-l > de tipul ( 2, 1 )

opera{iile qi elernentele c5.reia, sa,tisfa,c rrrrnXtoarele identiti{i

' , r ( r 1 . r z ) : ( m 1  ' r ) 2 .( 1 )



( 3 )

- 1  - l

\z)  x:  -  x t lJ  : 'a  :  ' rJ I  .  x :  
'  

.

unde prin a:-1 noti.rn rezultatul opera(iei unare aplicat5, elenrentului r.
ObservS.m ci. identitatea (2) irnplica it lentitatea l l .(n-t)- ' : y*. care Ia

rindul ei implicd. it lentitatea (z-r;-t : cn cn ajutoml cireia din (2) se deduce
identitatea

- l  * l
t c . x :  - I J - u - u x t  - . x ! : .

Pentrn un'arrurnit eleruent r € L no{;d,m e : .r.-t n. Atur<;i conforrn
identit l l i lor (t) qi (2) vonr avea

- l  - l r  ,  - l  . 1  - 1  t ,  \  - 1 1  - l

Y e :  r  - ' , ' \ y e )  :  x : ' l x t ' A \ x : I  -  
) J -  r .  - L \ x D y . t t ) I '  

l :  x :  . I ? )  : y

pelrtru orice 3r € tr. De aici r: = y-' .y gi, prin urmare, e nu depinde de elementul
z. Atunci, l inind searna de (3).

e ' 1J  = :  U? ) - t  ' l l  :  g

pentru orice y e tr. deci r: este elerncnt unitate al BM L. Iu contiuuare BM L
va fi cercetatS, in signatura (..-1.c). formatS. din trei sirnboluri operalionale,
respectiv, binar, unar qi nular, qi se va nota simplu prin tr.

BM este diasociativd. adic5 orice subbucl5 din ea generat5 de dou5 elernente
este asociativn ([6], teorema Moufang).

Pentru elementele o.g qi z din BM tr asociatorul [*,y.2] Qi cornutatorul

[2, y] se definesc respectiv de egalitd,l i le l*,y ^ 
"] 

: (r, . y z)-r - (ry - ,) qi [2, y] :
/  \ _ l

\ u x : )  
- . l r , a ) .

Asociant-comutantul BM I se numeqte sul>bucla generaid in tr de toli aso-
ciatorii qi comutatorii din ,L qi vom nota-o prin -L' sau [,L. -L]. Multimea

Z ( L ) :  { r  e  L  I l n , y , z ) :  e , f x , y l :  e  p e n t r u  o t i c e  z  e  L }

se numeqte centrul BM I.
Pentru orice sulibucld 11 din l.ir:cla tr prin [I1,,4] vom nota subbucla generati.

in .t de toate elernentele tle fonna [h."e.y] Ci [h.a:]. unde h. e H. r.y € L.
Strbbucla If a BM -L se nrrme.lte uorrnalS in tr dacd rH : H:t. r: -yH :

ry .H Pentru orice e, y € L. Uqor de convins cd, asocia,nt-cornrrtantrrl -L' qi orice
subbtrcld a BM tr. continrrti in centrul Z(L). sunt, norrnale in -L.

Prin ipotezX de induclie se definesc asociatori-comutatorii speciali de mul-
tiplicitatea ?1.: s1 este asociator-coruutator special de rnultiplicita,tea 1: dacd. z
este asociator special tle rnultiplicitatea n in care sunt incluse sirict i, variabile.
atunci lu,*.;.,,*r,r;-n") este asocia,tor-cornutator special de multiplicitatea z* 1.

BM ,L se numeqte (central-)nilpotenti tie clasa n sau n-nilpotentl tlac5, pen-
tm orice valori din -L ale variabilelor valoarea oricirui asociator-comutator spe-
cial de multiplicitatea, n, * 1 este egali, cu elementul unitate e, insX valoarea a
cel pulin unui asociator-comutator special de multiplicitatea n este diferitd de



( 5 )

(6 )

(7 )

(8 )

!r

(e)

Conform lui [7] in orice bucld, Moufang nilpotenti de clasa 2 sunt adevXrate
identiii,tile

( 4 )  l * , y , " ] : l y . z . r l : l y . a , r l - 1 .

I r  .  11 ,  z , l ]  =  [2 .  z . t ] l y .  z , t l ,

ln ' " ,U ,  z l  :  ln "y .  z ] ' "  .

ln.g. z]6 : s.

lry. zl : lr. rlly, zllx,s. z)g

l r ' " , y ]  :  l * , y )^  ,

(10)  l * ,u l :  l y . r l  '  ,

deoarece BM este diasocia,tivS.
lnbazaidentit5lilor (4)-(10) evident in orice BM 2-nilpotente sunt adev5rate

urmitoarele implicalii de identitXli

l ,n ,u]?*  
-  e  l :  [ t t 'u- ' .  AI I '  :  e .

l t : . y , z16  
-  e  l :  [ * " . y . r ] t  :  c :  A  [ : r : 3  , l / ^ z l 2  :  e .

r  t l k  , k - l r ,

l x t . y ,z l -  :  c  l :  l z t : . y .2 -  l -  :  c .

l r .g , " l tu  :  "  l :  l r , y , r tu - '  ] t  :  . ,

l * ,a,  r l '  = e&lt : ,y l  -  e l :  f r ,y,  zf  :  e,

* 2 : " 1 : l y , z ' 1  : e .

, 2  :  e  l :  l y ,  " , t ) :  " ,
x r ? u : e l : [ y , z , t ) : e

pentrtr orice nurn5r prim p > 5 .!i k : 1,2,.... De unde ugor ne d5,m seama cX
orice buclS Moufang nilpotentS, (BMN) neasociativ5 sau necomutativd contine
o subbuc.lS, nilpotent5 de clasa 2 neasociativd, sau necomutativS, in care sunt
adevS,rate identitS.tile uneia tlin multimile:

K t .o :  { l t : . y ,z l  =  s l .

K 1  .px  :  { l * .y  ,  
" ]  

=  t : . l t :  .U) ! 'u  :  t : }  .



nnde  nun rd . ru l  1> r i r r r  p  22  a i  L :  -  1 .2 . . . . .

K z . o :  l l t , . t 1 . z l 2  
-  , : j .

K 2 . 2 u  :  { f t : . y . z l 2  :  
" . l r , . y ) t *  

:  c } . [ : 1 . 2 . . . .  .

K r . o :  { l t , . y . z l 3  :  e } .

K s . s u  :  { l r , y , r l t  :  c , l z .  U ) 3 "  : e } .  k  :  0 . 1 , 2 . . . .  .

K t , z ^  :  { t t o  :  e , l r : , g , " ) '  :  
" , [ r , a ] t " '  

:  e ] ,  I  1 r n  1 k  -  2 , 3 , . . .  ,

K ! 3 ^  :  { r , ' u  
-  e . l t : . y . " 1 3  :  r ; . l n , y l t " '  :  e } .  0  { m ,  t  i : : 1 . 2 ; . . .  ;

K l , o , , ,  :  { * " u  
*  t : . l r . y . r l : , : . 1 : t t . y 1 n ' ^  :  e ) ,  A ' , :  1 . 2 . . . .

p e n t r u  n u r n S , r u l  p r i r n  p  >  3  C i  p e n t r u  k : 2 , 3 , . . .  C i  r n : 1 , . . .  ^ k .  N o t X m
varietS,l i le definite de identit lt i le acestor niull irrri respectiv cu W1,p. ft i,ou. W2,6,
$12,2u,  f t3 ,9,  $13,3u.  $1f .2- . f t f , r - .  f t f ,o- .  In  cont inuare.  dacd f i  este o var ietate
din aceasti colec{ie, convenim sd, notaru prin tr-,, bucla liberX de rangul n. din
varietatea, W cu generatorii l i l ieri :r:7.. . . nn.

2. Leme de bazX. Iu [5] este ard.tat cd. t laci pattea peliotl ic.d. P a BM
conrutative finit generate L arc exponentui 3^'. atunci subbucla Fra,it ini 6@) :

tr'P3. Vorn demonstrala, fel ca o afi.rrnalie analogicd, esie adeviratd, gi pentm
BMN.

Lema l. Dacd, partea periodicd, P a BMN .fi,nit generate L are erponentul
pk, atu.nci su.hbucla Frattini $(L) : 7' '  pn.

Dem,onstralie. La incepui vom ard,ta cF" $(L) )_ L'Pp. Con{brm teoremei 2.2

diu [6] bucla-factor Ll4tQ) este grup abelian, deci $(L) LL'. Acun arStXrn
cd" (t(L) ) Pp. Admitern prin absurd c5, existi aqa element a e P inc6,t ne y'

/(,L). IntrucAt irrtersectia tuturor subbuclelor maximale ale BMN tr coincide
cu subbucla Frattini dr(r) (16], p.97), existX o subbucl5. maximald, 11 ce nu
conline elementul r?'. Conform proprieti l i i  de maxirnalitate, avem (x.H):1'.

Strbbucla H ) L', tleci este normald in BMN -L. Atrrnci brcla-factor Lf H
con$ine strict subgrupul ciclic \rI 'H). proitnaginea totali, in,L a cdruia con{ine
strict f/ qi nu coincidc cu -L. Dar aqa ceva nn este a,<lev5,rat. dcoarece subbucla
H este maxinralX in -L. Prin urmare puteur conchitle ci, (t(L) ) Lt P|' .

Acurn dernonsirS.ntcd r[(L\ e L'Pp. In baza incluziunii evir]erite L' C L'Pp,

strbbucla L'P\' este nonualS, in .t. Cercetd.ru bucla-factcr Lf LtPrt : L. L est,e
grup abelian finit generat cu elemente numai de ordirrul p sau oo. Conform
teoreruei 8.1.2 [8], Z se descornpune intr-un produs tl irect de grupuri ciclice
de ordinrrl p sau infiuit. Ins5, srrbbrrc.la Frati ini a, prodttsului direct rle grupuri

abeliene este produsul subliuclelor Frattini ale factorilor: lui [10], deac.eea este

subbucl5 unitate in .L. Acum pentru morfismul natural g : L -+ i, confonn



Ier r re i  2 .1 d in [6]  (p.97) ,  pG,&D c,b@Q)),  t le  unt le  obl inem $(L)  C L 'Pn.
Lema este demonstrati.

Corolaru L. Su,bbu.cla Frattini o, BM lihere n,-nilpot,ente F^ de ra,ngu,l m,
coincide cu, asociant-conzrftantu.l Fl.

Irrtr-adevd.r, conform lui (7) qi faptului c5, bucla-factor F,nf Fl,, este grup
abelian liber. toate elernentele periotlice se conlin iu asocia,nt-cornutantul F/r.

Lema 2. Fie F," : Fn(rt. . . . r.\-BM liberd, 2-nzlpoten,td, ctt, gen,eratori l iher' ' i
n t , . . . '&n.  Atu,nc i  asoci ,a,nt -com,nta 'n, tu, l  F l  bu,c le i  F, . :  Fr(a1 , . . .2c, , )  este gen-
erat rl,e rn,u,llim,eo,

{ l *o , r i . z ^ , ] , [ c r . e r , ]  |  1  <  i ,  <  k  <  t t . L  I  I  < .  p  1  n , ] .

fornm,td, d,e Cl, a,sociatori, qi d,e Cl, co'nr,uta,tori. n,d,i.cd rle Cl, + Cl, : ,r.(r,.2 - 1)i 6
el,em,en,te.

Demonstralie. Conforrn identitali lor (4) - (10). ce sunt adevdrate in ]rucla
Moufang nilpotentd Jiberd,,f l,, orice asociator [r,y,z] sau cornutator [z,y] se
reprezirrtS, ca produsul unor asociatori qi comutatori de generatorii fr7t.,.frn.
ToiodatS, observd,rn ci num5rul asociatorilor de forma l*t,rj,c6] qi comutato-
r i lor  de forma[a1,zo] ,  (1 < t  < j  < k  I  n ,1 < I  < p I  n)  este egal  cu suma
dintre rmrndrrl total de cornbinalii de 3 elemente din n. elemente qi numd.rul
iotal tle corubinalii tle 2 elernente din rr, elernente:

a 3 + a 2 :  
n ' l  

*  
n !  - n ( 2 2 - 1 )

" 'L  '  " rL -  
3! (n.  -  3) !  2 l (n -2) l  

-  
6

Lema este demonstratd,.

Lema 3. Fte uar' ieta,teo, ft o aar"ietate de BMN de cla,sa, 2 tn

a,deudra,te. id.en't. it i i l i le. lt ,y.zll '  : e qi lr.1y)t ' = e. i,ar F,,.: Fu,(tt. ' .
f r . - l iberd,  crL genera, torz i  l , iher i  ?)r . . . .  .  : t : , , .  At r r .n,c i , :

a)  F l "o  F I '  :  ( e ) ,  f t  :  r , 2 , . , . :
b) pentru n. I l}rn -t 1 tn o,soci.an,t-comrLta,ntul Fl existri ILn. atl,

care nu poate fi reprezentat su,b forma,

( r U [y,yz] -  '  . faz,n-t ,yz*] lyt ,uz,yt l  .  .  . lyu^-r,arm-t,ys*h

c) perrtru rn ) n(n.2 * I)16 orice element din {, poate fi. reprezentat sub

ftrrrna ( 11).

Den rons t ra { i e .  a )  F ie  ze  F l , aF { :u ,a tunc i  ze  F I1 i ze  F l ^ .  I n t ruc i tBM

este diasociativ5, pentlu orice elemerte n,y € 4, avem

Q : g y u  :  x : y n y . . . x i l J  =  n 2 y 2  - . . * y l y , n ) :  r 3 y 3 r y . . . r g l r , y ) 3  :  . . . :

,,t 
u 
r?u l:t:, y)t +2 + ...r,u - 1 -- 1,1' yr, l :t:, ylru t t,u - r) 1 2 -,,,rt, r,I,u,

co,re sLrnt
. n . , ) -BM

elem,cnt u,



a<licd, in bucla 4, este adevS,rati i t lentitatea (xy)! '^ :, ' t ' ' ' rrP^' '  Conform acestei
itlentitd.{i Qi incir,rziuni Fl: e Z@,r). elemettul z poate fi r'r:prezentat sub forrna

z : t:! ,r, . . .,rrr:: ",, .

unde o; este surua exponenli lor lui : l ; in inscrierea inil iald a lui z. Avind in
vedere cd, orice egal"itate de eleruente in bucla W-liberd Fl, este o identitate qi cd,
z e F!", din ultirna egalitate. pentru fiecare i, 1. n., prin inlocuirea eiernentelor
x:j cLt e. j + i, j  ( rr. ob(inern ,!" ' : e. ia,r t le ai<:i z: e.

b) Presupuirern prin alrsurd cd oric.e elernent tlin d, poate fi reprezentat sulr
f o rma  (11 ) .

ArS.tdur acuru cd. pentru orice elemente o. b € Fi.Ffl este a,devd.ratd, implicatia

aFiFl : bF:FI -+ la,,x,yl : lb,n.yltrr.am,pila,rl : lh,rl.

Intr-adevdr, fie adevXrai5 partea siingS, a acestei implicalii, adicf aFlFfl :

bF:"F|. Atunci a,: bz unde z € F:FX C Z(F,") qi vom avea

{o , . * ,y) :  lbz. r ,y l :  lb .n . r1) . la , . r l :  fhz.o]  :  16.z :1.

Bucla-factor F,rl Fi,Fl: este gruir alielian lil.rer crr exponentul p qi n generatori.
Prin urrnare are exacl; p" elemente diferite. De aici conchitlern ci in bucla F"
asociatorul [*,y.r] poate avea cel rnult p3" valori diferite. iar cornutatorui [z,g]
- cel mnlt p2'" valori di{'erite.

Intrucit orice elernent din asociant-comutantul F.j poate fi reprezentat srrb

forrna (11). avern cd, lf ' j l  I 'pTs'n - r2'trrt : p5""". ia,r pe tle a,l i i  parte. conform
Iernei 2.

lF," l :  prc ' "  .pdc? -  prc!+dc? :  p . t ( -* t : . : ]+d{*  > ,s(s-r ) /2.

unde.s > 5 qi e = rf : 1 dac5. bucla F" este neasociativd, qi necomutativ5, e : 1
gi d : 0 dac5. bucla -F, este comutativd qi e : 0 qi d : 1 dac5 bucla F" este

asociativ5. De unde, pentru rr : s ) 10rn * 1, oblinem in bucla f], contradic[ie'

c) Afirmalia rezultd direct din lerna 2.
Lema este demonstratd.

Corolarul 2, Dacd, uarieto,tea \R est.e rtn,a ilin uarietd,lil,e rle bttcle Moufo,ng

n,ea,sociatiue sau, necontutatiue nom,inal' izate tn secl' irtnea 1, atrm,ci pentrrt, btr 'cla,

It -liberd, afirma[iile din l,em,a, /, stLn,t adeud'ro,te.

Lema 4.  F ie K o c lasd,  de bu,c le Mout 'ang qr ,  C :4 tDt . r2\  ' '  '  l l ru ; (c1 , " '  , t ln)  :

e, i, e I > o hu,cld, Mou,fan,!/ cl l genet'a,tori i, n1.?,2.'.. 6i, rela{i i le d,e d'e.ft,nire
'tr,i : g.i e I. Bu,cla C a7ta,rl,irr,e rnta,.sirta'rie.tk{ii qe-n,e'ro,te' de cln,sa, d,e hu.cl,e K

dacd, qi ntmr,a,i d,aci, pen,t.r'tt, ori,c,: el.enr,e,rtttt, € C.u, f e e.ristrl' rnt, onr,om,or.fi,sm, I
ce o,plicd, C pe o hu,cl,ir d,in, cl,a,sa, K u,,stfel i'n,cat t,,e * e.

Dem,onstralie. Intr-adevd,r, dacd. t;oate eletuentele ner,rnitate din bucla Mo-

ufang C sunt aproximabile de liucle din clasa K. atunci C este izoruorf inclusX



intr-un prodrls carteziau de bucle diu K. adicd, -L apartine cvasivarietS,lii 8(I{)
generati de clasa de bucle K.

Irrvers. fie C e QW) qi ptesrlpurlenl ci. urt careva element u' € C.u' f e nt
poate fi aproxiruabil de bucle din K. Atr,rnci forruula

d, 7 L ; :  g  - - +  1 t ' :  t ]

este adev5,rat5, in orice bucld din K. Confonn teoremei lui Mali{ev (vezi Teorema

7.1.1 ttin [9]) bucla Moufang C este o subbuclS. a unui produs filtrat fJ B 1lD de
J E . J

btrc le B;  € K, j  €  J  generat  de e lementele t1 :  (bt i \D,n2 :  (b21)D." ' .  Con-

form def in i l ie i  prot lusulu i  f i l t ra t  nrr , i l { imea Jo:  { i  €  J  lu4( \1." '  .b , , , j ) :  e ,

i  e  1 )  apa r t i ne f i l t r u l u i  D .  I ns ipen tmor i ce7  € . . I s  re la l i i l e  u ' ; ( j ) :  T r , l ( b r i , . . .  .
bu, j ) :  t : .  i ,  €  1.  adevi , rate in  l . r r rc la 81 € K i rupl ic i  egal i ta tea u ' ( i ) :

u , ( \ ; . . . . , b , " j ) :  e .  dec i  ave rn  { j  €  J l t r ' ( f u i . " ' . b ' i ) }  I  Js  g i ,  p r i n  u rmare '

aceastd multime aparline filtrului D. Aqadar, in C esie adeviratS, egalitatea

u(u," ' . 'u,z) : e ; contratl icl ie. Lema este dernonstratd.

3. Baza cvasiidentitX{ilor.

Teorema L. Da,cd, bu.cla, Mou,t'a,ng L conline o srr}hucld nilpotentd' neoso-

ciatiud. sau necontnt.atiad,, atu,nci, cuas'i identit| ' l i le adeud,r'ate tn L n'u art ba,zd' d,e

caasiidentitd,li de la un nunzdl finit de uari,abile.

Denzonstral'ie. Fie ft una din varietSlile descrise in secliunea 1 gi i > 1 un

ntrrnS,r natural, rn.: t(t2 - I)16. iar 1>entm acest t f ix5m un numd,r natural ?1,

ast fe l  incA t  n )  10rnf  1.  F ie F l ,  :  F l , ( " t r , " ' ,n t , ) , j  €  J  cu lJ  > lL l .o  colec{ ie

de BMN ft-libere <ie rangul n si A,,,: Il ,1, - produsul Ior cartezian. Conforrn
j € J

Iemei 3, pentru fiecare j e J in asociant-comutantul buclei F/ se va gisi astfel

de elernent ,ti : uj (nr,. . . . c,r), pe care il fix5,rn, incit el nu poate fi reprezentat

snb fbrma (11). NotXm cu uj elementul din A,' pentru carc ui(j) : u.i .rt, i( i) : 
"

oricare ar fi f e J\U) , iar cu B srr'ltbr.rcla generati in .4,, tle coleclia, de elernente

uiun|  e A, , ,  pentru to l i  i . j  €  . /  cu i  + i .  Este c lar  c5.  e lernente le u1. j  e  J

apar{irr asociant-cornrrtatrtului Atr,. ( Z(A,"), deci snbbucla B este norrnalS in

A,r. Fie tp lrorfisrurtl latrrral t le la 4,, pe |1cla factor C,,: A,rlB, atunci in

C* este trn astfel de elernent neurtitate tr incit 1, : ?(ui) f e pentru un j € J.

Not5,m cr D, BMN reprezentati in varietatea ft astfel:

D , " : 1  x l , t  €  J , i , : r , . . .  , n  l l  f . n t o , r I ]  , * T ) - *  "  
p e n t r u

1  <  i  <  j  <  k  S n ,  n ( l  I  p v  p  l r v  r  I  I ) .

lx lu , t : l l :  e  Pentr t t  1  < i  < j  I  n ,  A ( I  I  p) , t t , t  :  t t l '  petr t r t t  p  *  l .p . r  e  ' I  )



,nrrde r, ' (sau rr,?) sunt aceleaqi elemente fixate rnai srrs. Este clar cd, Cn.:.Dn,

ur)de prin egalitate se sullintelege izornorfism.
Ard,td,rn actun ce orice sttltblclS, dil Crr. generatd. de I generatori' apar{ine

cvasivarietS,{ii Q@1,). Intr-adevd,r. fie subbucla N e C,, generatS. tle t genera-

tori. iar K - proimaginea minimald. a subltuclei N prin morfismul p . Evident

cd K este gerlera,td tle t generatori. Ari.td.rn ce B [^] K C Kt . Inir-adevd,r, fie

cX existS. aqa elernent b e B)K inc6.t b ( K'. Da,ca adnritern c5. b e O(1() .

conform lernei  1.  b:  cd,  turde c e K.  ( l '  €  P(K1t ' .  De a ic i .  d , :  c- lh  € A ' , , . -

Aqadar d € A1l, qi d e A',,. Insi. confbrnr lerDei 3 a). rezuliS A',,.)A' :1 e ).

Deci d: e qi olrt inern b - c e Kt: contradiclie. Prin urrnare.b / (t(K)" adicd' '

6 rm este negenerator in K. Atunci existi in K o subbucld. ruaximalS 11 incAi

b e H gi K : (BaK)H- de unde rezult5. Ke - He. Astfel am oblinut cX K

nn este proimagine rninirnald. a lui l{ prin pi contradic{ie. Aqadar B a K C K' .

confornr lemei 3 c). f ieca,re element din K/se reltrezinfS. sub {brma (11). Prin

n rmare .  B )K :1e  ) . da raceas ta in r .pJ i cd ,  K  =  N ,deunde rezu l t d  N  €Q@1, ) .

Conforrn ipotezei teoremei varietatea I/(.L) generatS, de BM .L conline o

subvarietate de BMN. deci conline qi o varietate ft (din sectiur)ea 1). Teorernava

fi demonstratS dac5 vonl ard,ta c5, pentru orice nurnS,r natural t existS o BMN C

astfel incit orice sultbuclS din C , generat;, de f elemente, aparline cvasivarietS,lii

Q@). d,ar ins5$i brrcla c nu aparline lui Q(I). Ard,t5m acum c5 astfel de bucl5

poaie fi corrsideratS, bucla c,. De.ja s-a arxtat cd. orice sr,rltltuclS din c,, generat5

de t elemente apa,rl ine cvasivarietXli i 8(-F") e QQ). ttnde "F,, : F,,(tt,... ,nn)

este bucla liher5 de rangul n rlin varieta,tea W. Dernonstrd,nl acull1 ci, bucla Ct

nu aparline cvasivarietS,tii Q&). Deoarece C," 7 D,,.. coltform lernej 4, este

suficielt de ardtat c5, C,, nu este inclusS. izomorfic nici intr-o putere carteziand,

a buc.lei -L.
Prestrptrnem c5" C,, € Q&), deci gi D- e QQ).

istX nrorfi.srnul de bttcle 4' : D,,' -+ tr astfel cd' {@)
i e J prin zr4 qi r/,i notS'ru endornorfislnele lluclei 4,,.

f 
u'(i) am'Pi <lacit i, : j -

n i ( ? 4 , ( J / : 1
I  e  a rn .p :dacd i f  j

pentru orice element u : ("U)U g

nrru5toarele dou5, cazuri posibile.

qi nr(,r)U) : 
t

J ) e A * : 1 1

Conform lemei 4, ex-

I e. Pentnr fiecare
definite de contliliile

arn,p:dac.d, i :  j ,

u ( j )  amp idacd ' i f  1
. - ,F l  .  Anal izarn actrnr

1 t  J

1. Pentru orice indice i e J arcloc tl ' ,gr;(A-) # rbpu(A-) g L'

In acest caz pentru orice indice f g J existd, un aqa element ai e {'9na(4,,)
qi a; ( ,hg"t@-t. Cerc.etXrn mul{irnea fcrrmat5 din acesie elemente - {a;li' e J} '

Deoarece pentru i I i . r/A,,) C Ii(A,,). rezultd, ai ( t1(A".) qi dec.i a,i + a'j.

De aceea submullimea {a,ili, e J\ g f are puterea cardinald. egali cu lJl, adicx

mai mare ca puterea cardinalS a mullirnii L ce o con{ine; contradiclie.

2. Existi un indice i € J astfel ttc.t {qn{A,) e p";(A".).

Atunci vom avea

l t ( lqn;(A^) , ,pr i (A," ) ) )  :  f {pn; . (A^) , , l ,p" lA-) )  Qf{9a.(A, , . )^ t l '9r ; (A, , ) l  :

$p( ln(A-) , r ; (A" . ) l )  :1  e )



qi .  deoarece t ,  :  g( t , ; )  €  lpn;(A, , . ) .9n;(A, . ) ] .  rczrr l ta  r l t (u \  :  e .  ceea ce contraz ice

ipoteza ,lt?t) I r:. Teorenta csi,e tletttorrstrata.

Corolarul 3. Cuasi,ua,ri,cta,t.ea' gen'eratd, de o bu'cl,d, Mou,t'a'n11 'nilpoten'tit, L a,re

bazd. fi,niti d,e caa,str,d,entitdli rl,acd' gi, ntmr,a'i, d,aca L este tt'n grnp abelian 9i are

exponent fini,t san o,re erpo'ne'ntul in'f'n'it g'i mt'nr,d,rnl, de grupuri cicli,ce de pu'tere

nunr,d,r print,, ce n,u se cort{irz izom'or.fi'c umt.I tn a'Itu,l,, neinclnse izom'or.fic tn L

este .fin,it.
Intr-atlevir, dac5 cvasivalietatea Q(-L) generatd de BMN -L are bazX linitd

de cvasiidentitXti, atunci conlbrrn teorernei 1, ^L esie grup abelian. Nu este

gren de observat (vezi [11]) cd. cvasivarietatea Q(L) formatd numai din grupuri

abeliene arebaz'.finit5, daci qi numai dacX: a) cvasivarietatea QQ) nu contine

grupul ciclic infinit Z rii conline nunlai un numSr finit de grupuri ciclice de

putere rrumir ptim -Zr""t, i : 1.... .2. adici cvasivarietatea Q(-L) coincide cu

varietatea V(,L) generati. de brrcla .t cu exponent firrit, care evident este definiti

de identitatea
a l : P t " ' "  ' t t ' r " ' - e .

b) cvasivarietatea Q(L) conline grr.rpul ciclic. in6.nit Z qi m. colltine rruntai ur)

rrr1r1r5,r finit de grnplrri ciclic.e (ce nu se conlin izornorfic unnl in altd) Zo'-;(i :

1,... ,rz), deci, evit lent. cvasivarietatea QQ) este definit i t le cvasiit lenLitd,{i le

' t r + 1

n P ; '  :  A - + : f , 1 "  : e , i , : 1 . , . . . n ,

Observdrn. de asernenea. c.d este adeviratd, qi urm5toarea afirrnalie.

Corolarul 4. Cuasiuartetatea generatd, de BMN L coincide cu ua'rietatea

qener(1,td, de BMN L dtcir. Ei rtu,m,ai dacd, L este ttn grttp a,bel'ian cn, exponent

finit.

Aplica{ie. Fie $ o varieiate de BM care contine BMN neasociative sau

necomutative qi fie $l subvarietatea {btmatd rrumai din S-})Lcle Moufang nilpo-

tente de clasa ce rru intrece 2 in care suut adevd,rate identitXtile

l r . g , z l e  -  e . l n .Y lP :  e .

1n{:le p este urr nurn5,r prirn potrivil;. iar F o bucld, $l-liberi nea}relian5 de rang

finit. Attrnci. conforrn lernei 3 a). liuc)a-f'actor 2-niipotenid, finitx L: Ff Fe- e

$l nrr este grup abelian. In demonstra,tia, teorernei 1 este ardtat cd pentru orice

rruln5r natural I cxistS aqa bucli. f init i, c,,111 tl in varietatea v(L\. inc6,t orice

sublrtrclx t-generatd din c,,.111 se con[ine n cvasivar;e{ 'at'ea Q(L). dar insS,qi l lucla

Cr111y nu se con{ine n cva,sivarietatea, generatd. <le toate buclele din 7(1,) de

ordinul strict rnai mic ca t. Punern h:lLl qi construim qirul infinit de nurnere

nat t r ra le { t ; l i  e  N - -  {1.2. . . .  } }  care ver i f ic i  cont l i l i i le  t t+r  :  lc ; l+  l I / l  (a ic i  q i

in continuare in loc de C",11,; vom scrie C.;) '

D e m o n s t r d ' m c d " C t ( Q ( C i l j e { ' n r \ { ; } } ) ' I n t r - a r l e v d r ' d a c d r t u e s t e a g a '
aturrci conform lernei 4. lrelt,ru orice o, € Ct. o' f e, existf rnorfisrnul rle llucle



rp din bucla C1 intr-o auumitX buclX Cy incAt 9(a) I l. Daci" i < j, atunci

191C;) l  (  t i  $ i .  deoarece g(Cr)  e Ci .p(Cn) e Q&) .  Aceasta inseamnX c5.

elementul a se aproxirneazS. de bucla -L. Prin urmare. con{brrn aceleiagi ieme

4, C; € Q(L,Cilt < j < i)). Ins5, aceasta contrazice definirea lui C;, intrrc6,t

lci l < tt, lLl ( l; pentm j < i. Pentru fiecare i f ixim cvasiit lentitatea O,;

it lerrtic adevS,ratd, in cvasivarietatea Q(i-L, Cil i e {N\{i}}) qi falsd. in bucla

C;. Atunci sistemul Or,? € ly' de cvasiidentitS,l i este infinit. independent gi. in

particular, Iaticea ro(S) , a tuturor subcvasivarietS, lilor din varietatea 3 are

puterea coutirrrrului.
Considerim acurn toate buclele din 3 grupuri alteliene. Dacd, grupul ciclic

irfrn\t, Z € !]. atrruci in t3' se con{ine o colectie de grrrltrrri ciclice de ptltete

prirrrd. Zo . i, : 7"... . '  qi. pr:irr. urrnare. 1,,/(l)) are put;erea, r:ontinuului. Da,cd,

Z g l}. atulci S este genc:ratd, de un gnrp ciclic f init qi. t leoarecc !i conline un

numXr finit tle grupuri neizomorfe ciclice tle puterea rturnS,r' prirn. nrlruS,ml tle

subcvasivarietb {i diferite din 3 este finit. Aqadar s-a demonstrat urmi,toarea

afirma{ie:

Teorema 2. Pent,rtr, orice, uo,ri,e-tate. 3 d,e bu,cl'e Mou'frt'ng loctt'l n,illtot,e.nte

lat' icea cuasiuorietd,l i, lor d,tn,3 este d,e pderea con,timt'nltt i sarl eo, este.fi,nitri, d,acii,

E'i nuntai d,acd, 3 est.e qenerata, il,e rtn gntp .finit.
In ilcheiere. linAIrd searlla de teoremele 1,2, corolarile 3 qi 4, generalizdrn

rezultatele pentru BMN finit generate prin

corolarul 5, Pentru" BMN f,nit generatd, L snnt echiaalente u,rntd,toarele

afirm,alir: (1) L are. bazd' f ini ' td' de cuasiirlentitdli ' ;  (2) QQ):VtL); (3) Iaticea

cuasiuarield.l i lor: Lol/(tr1 este.fin' itr i; (/) L este lt,n, grrt 'p ahelian.fi,n,i ' t.
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