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Introduction

Inéquations variationnelles et problemes de contact - expression devenue syntagme
grace a la puissance d’instrumentation fournie par les méthodes variationnelles en méme
temps que les formulations variationnelles des problemes de contact sont des inéquations

variationnelles.

C’est la raison pour laquelle j’ai considéré comme nécessaire d’écrire ce livre ou le
lecteur trouvera de nombreux résultats sur les inéquations variationnelles mais aussi une

étude détaillée de certains problemes de Signorini avec frottement non local de Coulomb.

Dans les cinquante dernieres anées, les inéquations variationnelles sont devenues un outil
redoutable dans I’étude mathématique de nombreux problemes non linéaires en physique et en
mécanique, la compléxité des conditions aux limites et la diversité des équations constitutives

conduisant aux formulations variationnelles de type inéquations.

Les bases de la théorie des inéquations variationnelles ont été faites a partir des résultats
concernant les problemes unilatéraux obtenus par Signorini [107] et Fichera [50] avec les
résultats de Ting [122] pour le probleme d’élastoplasticité. Les fondements mathématiques de
la théorie ont été élargis par les contributions précieuses de Stampacchia [116], Lions et Stam-
pacchia [78] et puis développés par I’école francaise et italienne: Brézis [20], [19], Stampacchia
[117], Lions [74], Mosco [86], Kinderlehrer et Stampacchia [65]. Concernant 1’approximation
des inéquations variationnelles on rappelle, pour citer quelques-uns, les contributions de Mosco
[85], Glowinski, Lions et Trémolieres [54] ou Glowinski [53].

Nous ne prétendons pas de faire ici I’étude en détail des inéquations variationnelles.
Ce sujet immense est présenté dans cet ouvrage sous une forme unifiée qui permet au lecteur
d’avoir une idée d’ensemble sur les théoremes d’existence, d’unicité, de régularité ou d’approxi-

mation pour les inéquations variationnelles ou quasi-variationnelles, statiques ou quasi sta-
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tiques, dans le cas des opérateurs de diverses classes de régularité.

La derniere partie de ce livre est consacrée a 1’étude de certains problemes statiques et
quasi statiques de frottement dont les formulations faibles s’ecrivent en termes des inéquations
variationnelles ou quasi-variationnelles. Les résultats présentés s’obtiennent, la plupart du

temps, en appliquant la théorie développée dans la premiere partie de ce livre.

On va considérer des problemes de contact avec frottement non local de Coulomb entre
un corps élastique qui, sous 'influence des forces volumiques et surfaciques, est en contact

unilatéral contre un support rigide.

Les premiers résultats de I’approche mathématique de ce probleme, dans le cas de frot-
tement de Tresca (i.e. frottement donné), ont été obtenus par Duvaut et Lions [46]. Dans
le cas statique, des résultats importants concernant ’étude des problemes de type Signorini
avec frottement local ou non local ont été obtenus par Necas, Jarusek et Haslinger [88], Oden
et Pires [93], [94], Demkowicz et Oden [40] et Cocu [35].

Dans le cas quasi statique, les premiers résultats d’existence ont été obtenus par An-
dersson [6] et Klarbring, Mikeli¢, Shillor [68] pour le probléme de compliance normale en
élasticité. L’existence d’une solution, dans [6], est obtenue par passage a la limite dans une
suite de problemes incrémentaux obtenus en discrétisant I'inéquation quasi-variationnelle par
une schéma implicite. La méme approche incrémentale a été utilisée par Cocu, Pratt et Raous
[37], Rocca [101], Andersson [7] et Cocu et Rocca [38] pour prouver 'existence d’une solution

des problemes de type Signorini avec frottement non local ou local ou frottement et adhésion.

Les travaux de Panagiotopoulos [96], Glowinski, Lions et Trémolieres [54], Glowinski
[53], Campos, Oden et Kikuchi [23], Kikuchi et Oden [64], Haslinger, Hlavacek et Necas [57],
Hlavéacek, Haslinger, Necas et Lovisek [59] ont enrichi, théoriquement et numériquement,
I’étude des problemes de contact. Parmi ceux qui ont développé des algorithmes de résolution
des problemes de contact unilatéral avec frottement, on rapelle Raous, Chabrand et Lebon
[99] et Lebon et Raous [72].

Le livre est divisé en 3 parties et 8 chapitres.

La Partie I reprend, de fagon générale, les définitions, les notations et les résultats
fondamnentaux dans ’analyse fonctionnelle qui seront essentiels pour comprendre les parties
suivantes. Cela a été aussi fait au début de chaque chapitre ou il a été nécessaire. Les

Chapitres 1 et 2 de cette partie, dédiés aux espaces fonctionnels, respectivement, aux espaces
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des fonctions vectorielles, sont des présentations classiques de ces sujets qui peuvent étre
trouvés, comme on renvoie sur place, dans de nombreuses monographies.

La Partie II est consacrée a 1’étude des inéquations variationnelles.

Le Chapitre 3 présente des résultats, en général connus, d’existence et d’unicite.

Ainsi, dans la Section 3.1, on considere les inéquations variationnelles stationnaires
(de nature “elliptique”) de premiere et deuxieme espece dans le cas des opérateurs linéaires
et continus dans des espaces de Hilbert (paragraph 3.11) ou des opérateurs monotones et
hémicontinus dans des espaces de Banach (paragraph 3.12). L’étude est basée sur 1'utilisation
des opérateurs de projection ou de proximité et des théoremes de Weierstrass, de Lax-Milgram,
de point fixe de Schauder ou Banach.

La Section 3.2 étudie les inéquations quasi-variationnelles stationnaires abordant, dans
le paragraph 3.21, le cas des opérateurs monotones et hemicontinus, I’existence étant obtenue
par 'application du théoreme de point fixe de Kakutani tandis que 'unicité, seulement pour
des opérateurs fortement monotones, par le théoreme de point fixe de Banach. Le paragraph
3.22 considere le cas des opérateus potentiels, en définissant le concept de solution généralisée
d’une inéquation quasi-variationnelle. Dans le paragraph 3.23, en applicant le résultat obtenu,
on prouve l'existence et I'unicité de la solution généralisée d'un probleme de contact avec

frottement pour 'opérateur de la théorie de Hencky-Nadai.

La Section 3.3 présente une stratégie, assez récente, pour 1’étude d’'une classe d’inéqua-
tions quasi-variationnelles d’évolution implicites abstraites qui couvre la formulation varia-
tionnelle de nombreux problemes quasi statiques de contact. La méthode utilisée s’appuie,
comme dans les cas particuliers, sur les formulations incrémentales.

Le Chapitre 4 donne deux propriétés remarquables vérifiées par les solutions de certaines
inéquations variationnelles. Dans Section 4.1 on met en évidence un certain principe de
maximum qui est appliqué ensuite au probleme d’écoulement d’un fluid a travers un milieux
poreux et au probleme de l'obstacle. La Section 4.2 établit, en utilisant la méthode des
translations due a Nirenberg [90], un résultat de régularité.

Dans le Chapitre 5, nous faisons une étude rapide de la théorie de la dualité développée
par Mosco, Cappuzo-Dolcetta et Matzeu [31] et adaptée par Telega [119] aux inéquations
quasi-variationnelles implicites.

Le Chapitre 6 étudie 'approximation interne des inéquations variationnelles. Pour les
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inéquations quasi-variationnelles considérées au paragraph 3.21 on démontre, dans la Sec-
tion 6.1, la convergence de I'approximation et, dans la Section 6.2, on donne une estimation
abstraite de I'erreur de ’approximation. Les inéquations quasi-variationnelles d’évolution im-
plicites, considérées en section 3.3, font 'objet de la Section 6.3 ot on obtient un résultat de
convergence pour ’approximation interne spatiale et la discrétisation en temps par un schéma

aux différences en arriere.

Dans la Partie III on étudie, de maniere assez exhaustive, le probleme de Signorini avec

frottement non local de Coulomb en élasticité.

Le Chapitre 7 est consacré au probleme statique. Le probleme mécanique est décrit dans
la Section 7.1 et sa formulation variationnelle s’obtient dans la Section 7.2. L’existence et,
dans certaines hypotheses sur les donnés, I'unicité de la solution s’obtiennent dans la Section

7.3 en appliquant les théoremes établis au paragraph 3.21.

Utilisant les résultats de régularité donnés dans le paragraph 4.22 et un argument die
a Fichera [51], on montre, dans la Section 7.4 un résultat de régularité local pour la solution

du probleme statique.

Dans la Section 7.5 on consideére deux formulations duales du probleme statique (dit
primal), donc des formulations ayant comme inconnue le champ des contraintes au lieu du
champ des déplacements. La premiere formulation duale s’obtient, comme dans le cas de la
formulation primale en déplacements, partant du probléeme mécanique mais en cherchant la
formulation variationnelle en contraintes. La deuxieme formulation duale, appellée duale con-
densée, s’obtient en appliquant la théorie de dualité M-CD-M développée dans le paragraphe

5.2 et a comme inconnue le champ des contraintes définis seulement sur le bord de contact.

Dans la Section 7.6 on étudie 'approximation par la méthode des éléments finis du
probleme primal. On obtient, soit directement, soit en appliquant le résultat d’estimation du
section 6.3, une estimation de l'erreur et on montre qu’une choix convenable de la régulari-
sation donnée par le caractere local de la loi de Coulomb, conduit a un ordre plus élevé de
Ierreur. La discrétisation de la formulation duale en contraintes ou de la formulation duale
condensée fait I'objet de la Section 7.7 ou on prouve la convergence de I'approximation par
la méthode d’éléments finis équilibre et on obtient des estimations de ’erreur dans des cas

particuliers.

La Section 7.8 est dédiée a I’étude d’un probléeme de controle optimal associé au probleme
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de Signorini avec frottement non local. Plus pécisement, on caracterise le coefficient de frot-
tement qui mene a un champ désiré du déplacement sur la partie de la frontiere qui en
contact unilatéral. Le controle optimal gouverné par une inéquation quasi-variationnelle est,
semble-t-il, étudié ici pour la premiere fois.

Enfin, dans le Chapitre 8 on étudie le problemes quasi statique. En appliquant les
résultats établis dans les Sections 3.3 et 6.3, on obtient I'existence de la solution, dans la
Section 8.1, respectivement, la convergence de ’approximation, dans Section 8.2.

Les résultats présentés dans ce livre sont partiellement basés sur nos travaux de recherche

originaux.
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Rappels et préliminaires
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Chapitre 1
Espaces fonctionnels

Nous rappelons ci-dessous quelques définitions et théoremes classiques (pour les démonstra-
tions on renvoie a la bibliographie) d’analyse fonctionnelle qui seront utilisées dans les cha-

pitres ultérieurs. Ici et partout dans ce livre, toutes les fonctions considérées sont a valeurs

réelles.

Pour un point = (z1,--- ,2,) € R™ on va noter 'opérateur différentiel 81 (1<i<n)
par D;.

Si a = (aq,-++,a,) est un multi-entier, alors on définie I'opérateur différentiel D™

n
d’ordre a, avec |a| = E «;, par
i=1

D* =D .- -Dim = —3\04\
! "o Ozt Qaon
Evidemment, D? représente Iidentité.
Si A C R™, on va noter par C'(A) 'espace des fonctions réelles continues sur A.
Soit €2 est un sous-ensemble ouvert de R™ et K un sous-ensemble de 2. On notera
K cC Q si K est relativement compact dans € i.e. l'adhérence de K, noté K, est un
compact (i.e., borné et fermé) inclus dans €.

Pour tout m entier positif, on peut considérer les espaces C™(£2), respectivement C™(€2),

des fonctions réelles m fois contintiment différentiables sur €2, respectivement Q, c’est-a-dire
Cm(Q) ={veC(Q); D% € C(2) pour |a| < m}. (1.1)

13
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Lorsque m = 0, on abrege souvent C(2) = C°(Q) et C(Q) = C°(Q).

On appelle le support d’une fonction v définie dans €2, I’ensemble fermé

suppv = {x € Q; v(x) #0}. (1.2)

On dit que la fonction v est a support compact dans 2 s’il existe un compact K dans €2 tel
que v(x) =0 Ve € Q\K ou, équivalente, supp v CC Q.

Alors on va noter par CJ*(Q), respectivement Ci*(€2) le sous-espace de C™(f2), respec-
tivement C™(€2) formé des fonctions & support compact dans Q. De facon évidente, pour m

entier fini et Q borné, C™(2) est un espace de Banach pour la norme

[ollcm@) = D sup [D*u(=)]. (1.3)

|a|§m xe

Soit .
Cx(Q) =) C™9)

I’espace des fonctions indéfiniment différentiables dans 2.

Pour mieux comprendre quel est le sens de 'opérateur différentiel D*v pour des fonctios
v qui ne sont pas dérivables, nous rappelerons brievement la définition des distributions sur
Q (cf. [105], [3], [95], [123]).

On va désigner par D(€2), appelé I'espace des fonctions test, 'espace C3°(£2) des fonctions
indéfiniment différentiables a support compact dans 2 muni de la topologie de limite inductive
comme dans la théorie des distributions de L. Schwartz [105] i.e. on dit qu’une suite {¢,}, C
Cie(2) converge vers une fonction ¢ € C§°(£2) dans D(Q2) si les conditions suivantes sont

satisfaites:

i) Il existe un compact K fixe de €2 tel que supp (¢, — ) C K, Vn

i7) D%p,, — D%y uniformément sur €2, Vo multi-entier positif.

On va noter par D'(§2) 'espace dual de D(£2), donc I'espace des formes linéaires continues
sur D(Q) (i.e. (f, ;) = 0l p; = 0 dans D(2) ou (-,-) désigne le produit de dualité entre
D'(Q2) et D(R2)). On appelle D'(2) l'espace des distributions (ou fonctions généralisées) sur 2
et 'on munit de la topologie forte de dual (i.e. f; — f dans D'(2) si (fj,p) = (f.p) Ve €
D(52)).
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Toute distribution est indéfiniment dérivable dans le sens suivant: si f € D'(Q), on
appelle la dérivée au sens des distributions (ou dérivée faible) d’ordre e (pour tout a) sur €2,

la distribution notée D f € D'(2) définie par

(D[, 0) = (=1)I(f, D) ¥y € D(Q), (1.4)

ce qui donne une application linéaire continue de D’'(£2) dans D'(12).
On y voit que cette formule génaralise la dérivée partielle (classique) d’ordre a, obtenue

par intégration par parties, dans le cas d'une fonction v € C1%(Q):

/D%(:c) o) dx = (—1) /v(w) Dop(@)dx Vg € D(). (15)
Q Q
Certainement, dans le cas ci-dessus, D®v représente aussi la dérivée au sens des distributions
d’ordre @ de v. Néanmois il faut remarquer que la dérivée au sens des distributions d’une
fonction, méme assez réguliere, peut exister sans qu’elle existe dans le sens classique.

Pour p donné avec 1 < p < +o00, on désigne par LP(2) I'espace des (classes de) fonctions
v mesurables sur 2 et telles que

1/p

0] ey = /|U(w)|p dx < 00, (1.6)
Q

(il s’agit d'une intégrale au sens de Lebesque).

L’espace LP(€2) muni de la norme (1.6) est un espace de Banach (évidemment, (1.6)
n’est pas une norme si 0 < p < 1). De plus, il est séparable et, pour 1 < p < oo, reflexif.

Les éléments de LP(£2), comme classes d’équivalence de fonctions mesurables, seront
identifier si elles sont égales presque partout dans 2. Mais, pour simplifier I’écriture, on note
v € LP(§2) pour tout v satisfaisant (1.6) et on fait la convention v = 0 dans LP(2) si v(x) =0
p.p. dans €.

Pour p = 2, L*(Q) est un espace de Hilbert, le produit scalaire correspondante a la

norme (1.6) étant donné par

(0, 0) 2y = /u(w)v(ax) dx. (1.7)

Q

On va identifier I'espace L*(2) & son dual (ce qui n’est pas vrais dans d’autres cas, pour

p#2).
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Pour p = oo, L>®(Q) est I'espace des (classes de) fonctions v mesurables et essentielle-
ment bornées sur € i.e. il existe une constant C telle que |v(x)| < C p.p. sur 2. C’est un

espace de Banach pour la norme
0]l o) = sug ess |v(x)| = inf{C; |v(x)| < C p.p. ¢ € Q}. (1.8)
xe

On dit qu'une fonction v définie presque partout dans €2 est p-localement intégrable, en

écrivant v € L7 (), si v € LP(A) pour tout ensemble mesurable A tel que A CC .

loc
1
Pour p € (0, 00), 'exposant conjugué p" de p est défini par la relation: —+ — =1 et on

utilise la convention
I sipe(0,00),

, p
P =93 o0 sip=0,
0 sip=o00.

Théoreme 1.1 On a les propriétés suivantes
1) Soit 1 < p,q < cc.
Siue LP(Q) et v e LI(Q), alors uv € L ().
Si u, — u dans LP(Q) et v, — v dans L)), alors u,v, — uv dans L%(Q)
Siu € LP(Q) etv € LY (Q) ou p' est lexposant conjuqué de p, alors uv € L*(Q) et on a
[inégalité de Holder
[ @@ dx < Jullo ol
Q
(Lorsque p = p' = 2 on retrouve l'inégalité de Cauchy-Schwarz.)
2) De toute suite de Cauchy dans LP(Y), avec 1 < p < 00, on peut extraire une sous-suite
qui converge presque partout dans €.
3) LP(QY) C L, (Q) V1<p< .

4) Soit v € L}, (Q) tel que /v(m)gp(m) dx=0 Ve eD(Q). Alors v(z) =0 p.p. dans

loc

Q
Q.

5) Pour tout p € [1,00), Uespace dual de LP(Q) est espace (LP(Q)) = LP (Q) ot p est
exposant conjuqué de p. L’espace dual de L>(Q) est plus large que L' () (pour détails, voir
[3]. p43).

6) C (L) est dense dans LP(2) V1 <p < oc.
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Le théoreme suivant donne des propriétés d’inclusion de Sobolev pour les espaces LP(€2).

Théoréme 1.2 Supposons que Q C R™ est un ouvert avec vol () = / dx < oo. Alors

Q
1) L) — LP(Q) V1 <p<q< oo, ie., il existe une constante C' (dans notre cas,

C = (vol Q)%_%) telle que
[vllze(e) < Cllvllzae) Vo e L1(Q).

2) lim lollr@ = Iollomi Yo € L¥(9).
3) Supposons que, pour tout 1 < p < oo, on av € LP(Q) et qu’il existe une constante C
telle que |[v]|Lr) < C. Alors v € L>(2).

Ici et partout dans ce livre, X — Y, pour (X, | - ||x) et (Y,]| - ||y) espaces normés,

signifie X C Y avec l'injection continue, c’est-a-dire il existe une constante C' telle que
|ully < Cllullx  YVue X.

En outre, on ecrit X — ompacte ¥ si de toute suite bornée dans X on peut extraire une sous-
suite qui converge dans Y et X <gense Y si pour tout y € YV il existe une suite {z,}, C X
telle que x,, — y dans Y.

A tout f € LP(Q) (en fait, suffissmment, f € L. (Q)) on associe la distribution f définie

par

(o) = / f(@)p(z)dx Vo€ D). (1.9)
Q

On obtient ainsi une aplication f — f de LP(Q2) dans D'(€2) qui est linéaire continue et
biunivoque. Cela permet d’identifier la distribution f a I’élément f et la méme identification

peut etre fait pour D(£2) d’ou
D(Q) — LP(Q) — D'(Q).

Grace a cette relation, on peut définir la dérivée au sens des distributions D®f pour tout
f e LP(Q) par (1.4). Partant de ce résultat, S. L. Sobolev [110] a pensé a étendre d’une
maniere naturelle les espaces LP(2) en considérant des fonctions qui ne sont pas seulement

dans LP(£2) mais qui ont tous les dérivées au sens des distributions jusqu’a un certain ordre
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m, avec m un entier positif, qui sont également dans LP(€2). C’est la définition de I’espace de
Sobolev W™P((2)

wWmP(Q) ={v; D% € LP(), pour |a| < m}.

L’espace W™P(Q2) est un espace de Banach lorsqu’on le munit de la norme

1/p
ollwmacy = | D 1Dl sip € [1,00), 110)
la|<m '
[[o][wm.e (@) = max | D%v]| < (q) -
la<m
De fagon évidente, on a W?(Q) = LP(Q). La semi-norme sur W™?(Q) est définie par
1/p
[olwma@y = | Y 1D%0[}, 0 sip € [l,00),
et (1.11)

|U|Wm,oo(Q) = Imax ||D°‘v||Loo(Q).
|a|=m

On va noter par Wy""(Q), adhérence de C§°(€2) dans I'espace W™P(Q) (voir [3], p.45).

Pour tout p € [1,00), nous avons la chaine d’injections
WP (Q) — WP (Q) — LP(Q).

et, parce que C5°(Q) est dense dans LP(€2), il est clair qu'on a WyP(Q) = LP().
Il est facile a voir que la semi-norme | - |ymas(q) est une norme sur Wy (Q) équivalente
a la norme || - [[ym.r(@)-

Dans le cas p = 2, on utilise la notation
H™(Q) = W™(Q) .
Muni du produit scalaire

() gmiy = > (D*u, D*0) 20 (1.12)

am

Pespace H™ () est un espace de Hilbert. On posera aussi H7*(Q2) = W7*(Q). Si Q est borné,

alors, sans aucune hypothese concernant la régularité de €2, on a

H(Q) — L*(Q) avec I'injection compacte.
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Souvent, pour simplifier I’écriture, on va noter || - || p.0 o1 || - |[m,p au lieu de || - [[ym.r(q)-
De méme facon, || - |lm.q ou || - || au lieu de || - ||gm) et || - oo ou || - [Jo au lieu de || - || z2(q)-
Les espaces de Sobolev négatives sont les espaces duals des espaces W;"" () , 1 < p < o0,
m > 1 entier. On pose
W) = (W()

ou q est 'exposant conjugué de p. Muni de la norme

(u,v)
|ullw-ma@y = sup —m——=—
vEWTP(Q) ||U||Wmvp(ﬂ)

Y

I'espace W~™4()) est un espace de Banach (séparable et refléxive, si 1 < p < 00). On a noté
par (-,-) 'application de dualité sur W="4(Q) x W™P(Q).
Puisque D(Q) est dense dans H} (), le dual H1(Q2) de HJ () s’identifie & un sous-
espace de D'(Q):
HY(Q) C L*(Q) c H (D).

Maintenant, il faut noter que la plupart des résultats dans des espaces de Sobolev
s’obtient en considérant d’abord des fonctions régulieres puis a étendre ces résultats par une
raisonnement par densité. Ce sont les théoremes d’injection et de densité qui montrent comme
les fonctions des espaces de Sobolev peuvent étre approchées par des fonctions régulieres.
Parceque ces théoremes demandent des hypotheses suplimentaires sur €2, rappellons quelques
définitions.

On dit que 2 vérifie la propriété du cone s'il existe un recouvrement fini {O; }ie; de la
frontiere I' de €2, par des ouverts bornés O; et, pour tout i, il existe un cone C; de sommet 0,
tel que, & + C; ne rencontre pas O; N I" pour tout & € O; N €.

On dit que € a la propriété du segment s’il existe une couverture localement finie des
ouverts {U;}; de la frontiere I' et une suite correspondante {y;}; de vecteurs non nules tels
que si x € QN U; pour certain j, alors & + ty; € Q pour 0 < ¢ < 1.

Soit 2 un ouvert borné (ou non borné mais de frontiere I' bornée). On dit que 2 est
de classe C" si la frontiere I' est une variété de dimension (n — 1) qui est r fois contintiment
différentiable et €2 est situé localement d’un seul coté de I'.

On démontre (voir [77], [3], [118] pour les démonstrations et des résultats complémen-

taires) les suivantes propriétés d’injections de Sobolev:
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Théoreme 1.3 Supposons que 2 vérifie la propriété du cone et 1 < p < oo. Alors
1) C>=(2) = W™P(Q) avec l'injection dense.

2) Simp < n alors
np
n—mp

i) WP(Q) — L1(QQ) ot q est l’exposant conjugué de p, soit ¢ =

np
n—mp

i) WmP(Q) — L1(Q) avec l'injection compacte quel que soit g avec 1 < q <
3) Si mp =n alors

WmP(Q) — L1(Q) avec linjection compacte, quel que soit ¢ > 1 fini arbitrairement.
4) Simp > n alors

WmP(Q) = Ck(Q) quel que soit k entier avec m

—n_1§k<mp—n'
p p

En particulier, pour 2 un ouvert régulier, on a

H(Q) — C(Q) avec 'injection compacte sin=1.
€ll,o0) sin=2,

H'(Q) — L1(Q) avec l'injection compacte ot 1€ [Lo0) i
q=2=6 sin=3,

H%(Q) — C(Q) avec l'injection compacte  sin € {1,2},
De plus, si Q est de classe C', alors (voir [77]) on a
C'(Q) — H'(Q) avec I'injection dense .

Pour une fonction v € H'(Q) ( qui n’est pas nécessairement continue dans ), ni a
fortiori ), on ne peut pas définir les valeurs de v sur la frontiere de 2. Plus précis, on ne
peut pas considérer la restriction d’une fonction de L?*(€2) a un ensemble de mesure nulle car
ces foctions sont justement définies a un ensemble de mesure nulle pres. Les théoremes de
trace montrent qu’ils n’est pas nécessaire qu’une fonction ait continue pour que ’on puisse
définir, dans le sens de la trace, sa restriction sur le bord de (2.

Soit

L*(T) = {f; f mesurable et de carré sommable sur I" pour la mesure superficielle sur I'}
muni par le produit scalaire

(f,9)2ay = | fgds.
/

Le théoreme suivant (voir [46] p.40 ou [118] p.9) permet de définir toute fonction v €
H'(2) presque partout sur T



21

Théoréme 1.4 Théoréme de traces dans H' ().
Supposon que Q est un ouvert de classe C'. Alors on peut définir de facon unique la

trace yov de v € HY(Q) sur T’ de fagon que yov coincide avec la définition usuelle

You(z) =v(x) xeTl, (1.13)
siv € CHQ). De plus, lapplication

v 1 HY(Q) — L*(T)

est linéaire, continue mais elle n’est pas surjective et ’apllication

Y : HY(Q) — HYX(I)
est linéaire, continue et surjective.

Pour v € C™(2), on définit la trace yv de u par
Yo = (YU, - - -, Ym-1?)

ou yv est “la trace de v” sur I' et v, j=1,...,m — 1 est “la trace d’ordre j de v” définie

comme la dérivée normale d’ordre 5 de v sur T’ i.e.

You(z) = U(:U) rel, 114
yiv(z) = aavy(jw) zel, .

ou v est le vecteur unitaire normal a I' orienté vers I'extérieur de ().
Lorsque v € H™(Q) il est possible de prolonger par continuité la définition “intuitive”
(1.14) de la trace et définir la trace ~yv.

Si Q de classe C™, alors D(2) est dense dans H™(2) et on a la forme suivante du

théoreme de traces (voir [77] p.44 ou [95] p.142).

Théoréme 1.5 Théoréme de traces dans H™(Q2).

Supposons que 2 est de classe C°. Alors, quel que soit m > 0 entier, ’application

v :D(Q) = (D)™
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se prolonge par continuité en une application, encore notée vy, linéaire et continue de

~:H™Q) — ﬁ H™ =Y. (1.15)

J=0

De plus, cette application est surjective et il existe un relévement linéaire continu

m—1
v [ HTTVAT) - HM(Q)
j=0
tel que
m—1
V(v 'g)=g; 0<j<m—1, vge [[H"TAD).
§=0

Les espaces de Soboles H*(£2) sont souvent appellés espaces de Sobolev d’ordre fraction-
naires et sont définis (voir [77], p. 45, par exemple) en utilisant la transformation de Fourier.
En fait, H™7~Y2(T) est I'image de H™()) par I'application (1.15).

On montre aussi (voir [118] p.11 ou [47] p.74) le théoreme de traces suivant.

Théoréme 1.6 Théoréme de traces dans W™P((2).
Soit Q un ouvert de classe C™Tt. Alors, quel que soit m > 0 entier et p > 1, il existe

l'application linéaire continue

Y= (Yo, -5 Ym—1) s WTP(Q) = (LP(I)™, (1.16)

de fagon que yv coincide avec la définition (1.14) usuelle siv € C™(£2)

Dans ce cas (€2 un ouvert régulier), le noyau de l'application (1.16) (i.e. espace des
u e Wm™P(Q) tels que yju =0, 0 < j < m — 1) coincide avec Wy"*(£2) qui est 'adhérence de
D(Q2) dans W™P(Q2), donc

W P(Q) = {u € W™P(Q); 7u=0,0< j <m—1}.
De plus, on montre (voir [3], p.114) le résultat suivant:

Théoreme 1.7 On suppose que ) est de classe C™. Alors

Wme(Q) < LI(T)

np—p
n_

ou q = simp <n etq>1 fini arbitrairement si mp = n.
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Chapitre 2

Espaces de fonctions a valeurs

vectorielles

Nous allons introduire maintenant d’outils supplémantaires qui sont fondamentaux pour
I'étude des problemes d’évolution. On considére un espace de Banach X de norme || - ||x
et un intervalle ouvert I C R.

On note C(I; X) l'espace des fonctions continues de I dans X. Pour k& > 0 entier, on
désigne par C*(I; X) (resp. C*(I; X)) I'espace des fonctions de I (resp. I) dans X qui sont

k fois continument différentiables, soit
CMI,X)={v:I—= X; D* e C(I; X) pour || <k}
Sans aucun doute, C*(I; X) est un espace de Banach pour la norme

ooz = Y sup [D%0(@)]|x - (2.1)

x| <k @€

On notera ensuite par C*°([; X)) 'espace des fonctions indéfiniment différentiables sur
I & valeurs dans X et par D(I; X) l'espace C§°(I; X), i.e. I'espace des fonctions de C*°(I; X)
a support compact dans I muni par la topologie limite inductive. On désigne par D'(I; X)

I’espace des distributions sur I a valeurs dans X défini par
D'(I; X) = L(D(I; X); X)
ou L(U,V') designe 'espace des fonctions linéaires et continues de U dans V.

25
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On dit qu'une fonction f : I — X est mesurable s’il existe un sous ensemble E C [ de
mesure nulle et une suite {f,}n>0 C Co(I; X) telles que f,(t) — f(t) quand n — oo, pour
tout t € I\E.

Il est facile a prouver les propriétés suivants (voir [32]):

Proposition 2.1 1) Si f: [ — X est mesurable, alors ||f||x : I — R est mesurable.

2) Soient {fn}n>0 une suite des fonctions mesurables de I dans X et f : 1 — X est
une fonction telles que fn(t) — f(t) quand n — oo, pour presque tout t € 1. Alors f est
mesurable.

3) Soit f: I — X une fonction faiblement continue (si t, — t, alors f(t,) — f(t)

faiblaiment dans X ). Alors f est mesurable.

Une fonction mesurable f : I — X est dite intégrable s'il existe une suite {f,}n>0 C
Co(I; X) telle que

J15.0) = @)lcae -0

quand n — oo (on a ||f,(t) — f(t)||x mesurable et positive et, par conséquant, /an(t) -

T
f(®)]|x dt a un sens).

Proposition 2.2 Soient f : I — X une fonction intégrable et { fn}n>0 C Co(I; X) une suite
telle que /||fn(t) — f)|lxdt — 0. Alors il eziste un élément dans X, noté /f(t) dt, tel
T

1

que [ fo(t)dt — [ f(t)dt quand n — co.
o]

Proposition 2.3 Théoreme de Bochner
Soit f : I — X wune fonction mesurable. Alors f est intégrable si et seulement si || f||x

est intégrable. De plus, nous avons

[0 < [1soixa
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Proposition 2.4 Lemme de Fatou

Soit { futn>0 une suite de fonctions mesurables et non-négatives. Alors

liminf [ f,(¢)dt > / <hm inf f, (¢ )) dt.

n—00 n—00
1 1

Proposition 2.5 Théoreme de la convergence monotone

Soit { fn}n>0 une suite croissante de fonctions positives intégrables, f, : I — X. Alors

i [ iae= [ (im 50) @

1 1

Proposition 2.6 Théoreme de la convergence dominée

Soit { fu}n>0 une suite de fonctions intégrables, f, : I — X telle que

dg: I — X une fonction intégrable telle que || fn||x < g presque partout sur I, ¥n € N,
3f: 1 — X une fonction telle que lim f,(t) = f(t) pour presque toutt € I.
n—oo

Alors f est intégrable et

finy | 1) de= [ (1w £,00) de= [ f0yat.

1 1

Soit p € [1,00]. On designe par LP(I; X) Pespace des (classe de) fonctions f : [ — X
mesurables telles que application t — || f(¢)||x soit dans LP(I). C’est un espace de Banach

pour la norme
1/p

|WWW@-(/W@M& <o sipoo, 22)

[l zoezix) = b o8 LF®)lx (2.3)

te(0,T
Si (X, (+,+))x est un espace de Hilbert, alors L?*(I; X) est aussi un espace de Hilbert

pour le produit scalaire défini par

Uﬂmmm=/uwg@n¢.

On peut montrer les propriétés suivantes:
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Théoreme 2.1 Soit 1 < p < o0o. Alors

1) D(I; X) C LP(I; X) C D(I; X) .

2) Sip < oo alors

D(I; X) est dense dans LP(I; X).

8) Sip < oo et X est réflexif ou X est séparable alors (LP(I; X)) = LP(I; X"), p’ étant
l’exposant conjugué de p.

Dans le cas particulier d’un espace de Hilbert (X, (-,-)x), on a (LP(I; X)) = L (I; X)
et le produit du dualité entre LP(I; X) et LV (I; X) est donné par

T
fg:/ )xdt VfeLV(I;X), Vge LP(I; X).
0

4)Si feLP(I; X) et g€ LP (I; X') alors t — (g(t), f(t))x'xx est intégrable et

/ (g, £ x| dt < [l 9l e -

T
5) Si I est est borné alors LY(I; X) — LP(I; X) pour 1 <p < q < 0.
6) Soient { f,}nen une suite bornée dans LP(1; X) et f : 1 — X tels que fn(t) — f(t)
dans X faible pour presque tout t € I. Alors f € LP(1; X) et

1Al zrrixy < Hminf || foll o) -

7) Soit f € LP(R; X). Si on pose
t+h

1
= E/f(s)ds, pourt € R et h #0,
alors fr, € LP(R; X) N Cp(R; X) et fr, — f quand h — 0 dans LP(R; X) et presque partout,
Cy(R; X)) désignant ’espace des fonctions continues bornées de R dans X.

On note L7 (I; X) 'ensemble des fonctions f : I — X mesurables telles que pour tout
sous-intervalle compact J de [ on a f/J € L?(J; X).

Proposition 2.7 Soit f € L, .(I; X) telle que f = 0 dans D'(I,X). Alors f = 0 presque

partout.
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On designe par W1P(I; X) I'espace des (classe de) fonctions f € LP(I; X) telles que
f e LP(I; X) ot f est la dérivée faible de f. Muni par la norme

I fllwrrxy = [ flleax) + 1 f ]l rx) s

W1P(I; X) est un espace de Banach.

Proposition 2.8 Pour toutp > 1, on a
1) Wh(I; X)) Cc L=®(; X)NC(I; X).
2) Si I est borné, alors C°(I; X) est dense dans W'P(I; X).

Proposition 2.9 Soient X un espace de Banach réflexif et 1 < p < o0.
1) Soit f € LP(I; X). Alors f € WYP(I; X) si et seulement si il existe g € LP(I; X) tel

que
.

1) — FO)llx < / g(s)ds| pp. treEll

t

2) Soit f : I — X une fonction lipschitzienne et bornée. Alors f € WH(I; X) et
||f||L°°(I;X) < C avec C' la constante de Lipschitz de f.

3) Soient p > 1, {fn}nen C WYP(I; X) une suite bornée et f : I — X tels que fn(t) —
f(t) dans X faible quand n — oo, pour presque tout t € I. Alors f € WHP(I; X) et

liTJLfIi)iCEf ||fn”Lp(I;X) > ||fHLP(I;X) ‘
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Partie 11

Inéquations variationnelles
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Chapitre 3
Théoremes d’existence et d’unicité

Ce chapitre présente le cadre fonctionnelle des inéquations variationnelles. Ainsi, dans la
premiere section on présente les résultats, en général connus, d’existence et d’unicité pour la

solution des inéquations variationnelles de premiere et deuxieme espece.

La deuxieme section de ce chapitre est dévoué aux inéquations quasi-variationnelles. On

va considérer deux classes d’opérateurs: hémicontinus et potentiellles.

Enfin, dans section 3.2, on présente I'analyse variationnelle d’une classe abstraite d’iné-

quations quasi-variationnelles d’évolution.

3.1 Inéquations variationnelles stationnaires

Dans cette section nous rappelons quelques résultats de base d’existence et d’unicité pour les
inéquations variationnelles de premiere et deuxieme espece. D’abord nous donnons un compte
rendu succint de la théorie mathématique exposée dans le cadre des opérateurs linéaires
définies sur des ensembles convexes dans des espaces de Hilbert. Ensuite, nous étendons les
résultats a la classe des opérateurs non linéaires définis sur des ensembles convexes dans des

espaces de Banach réflexif.

Les résultats présentés ont été sélectionnés pour étre utilisés dans les chapitres suivants.
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3.11 Inéquations variationnelles linéaires

Soit V' un espace de Hilbert (sur le corps R des réels) avec V* son dual. Le produit scalaire
dans V' est noté (-, ) et la norme associée || - ||. Soit K un ensemble non vide, covexe et fermé
de V.

Nous considérons la forme bilinéaire continue a : V' x V' — R, donc vérifiant
a(u,v) < M|ull||v]| VYu,veV, (3.11.1)

ou M est une constante positive.

On donne une fonctionnelle j : K — R convexe sémicontinue inférieurement et propre
(i.e. 7 non identiquement égale a +oo et j(v) > —oc0 Vv € V).

Soit f € V* donné. Grace au théoreme de Riesz ([3], pag.5), on peut identifier 'espace
de Hilbert V' avec son dual V* et alors on désigne encore par f I’elément de V' qui représente
uniquement la forme linéaire et continue f.

Le probleme considéré est

Trouver u € K tel que
(3.11.2)
Yv e K,

a(u,v —u) +j(v) = j(u) = (f,v —u)
appellé inéquation variationnelle de deuxieme espece. Un cas particuliere, pour j = 0, est

I'inéquation variationnelle de premiere espece

Trouver u € K tel que
(3.11.3)
Yv e K

au,v —u) > (f,v —u)
D’abord, nour prouvons le lemme suivant:

Lemme 3.11.1 On suppose que la forme bilinéaire et continue a est positive (c’est-a-dire

a(v,v) >0, Yo € V). Alors l'inéquation variationnelle (3.11.2) et l'inéquation

Trouver u € K tel que
(3.11.4)
Vv e K

a(v,v —u) +j(v) = jlu) = (f,v—u)

sont équivalentes.
De plus, l’ensemble des solutions de l'inéquations variationnelle (3.11.2) est fermé con-

vexe (il peut étre vide).
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Démonstration. Si u est une solution de (3.11.2) alors, de la positivité de a, il résulte
a(v,v—u)+j(v) —j(u) > alu,v —u) + jv) —j(u) > (fv—u) YveK

soit u est solution de (3.11.4).
Inversement, en utilisant la convexité de K et prenant v = (1 — AM)u + Aw € K dans

(3.11.4) avec w € K quelconque et A € (0,1), de la convexité de j on obtient
a((1=Nu+ A w,w —u)+ j(w) —ju) > (fw—u) YweK

d’ou, en passant a la limite avec A — 0 on obtient (3.11.2).
De cette équivalence il en résulte que I’ensemble des solutions de I'inéquation variation-
nelle (3.11.2) s’écrit

x={ueK;alv,v—u)+jw) —ju) > (f,v—u) YveK}.

Il est aisé alors de vérifier que I'ensemble x est convexe (la fonctionnelle j étant convexe).

Pour montrer qu'il est fermé, soit {u,}, C x telle que u,, — u. Evidemment u € K et on a

a(v,v —u) + j(v) — j(u) > lim a(v,v —u,) + j(v) — liminf j(u,)
n—o0 n—oo

> limsup(a(v, v —up) +7(v) = j(un)) 2 lim (f,v —up) = (fv —u) Ywe K

n—oo
soituey. ™
Rappelons aussi un résultat d’existence dans le cas de dimension finie diie a Hartmann-

Stampacchia [56].

Théoreme 3.11.1 Soit K un sous-ensemble non vide convexe compact d’un espace de dimen-
sion finie V.. Supposons que A : K — V' est une application continue et j : K — (—o0, +o0]
une fonction convexe sémi-continue inférieurement et propre. Alors, pout tout f € V il existe
u € K tel que

(Au,v —u) +j(v) —j(u) > (f,v—u) Yve K (3.11.5)

ot (-, ) est le produit scalaire dans V.

Démonstration. On considere la fonction convexe sémi-continue inférieurement et propre

¢V — (=00, +0o0] définie par

sz{ﬂwSMEK’ (3.11.6)

+00 sinon.
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Soit Prox, : V. — V lopérateur de proximité [83], [84] défini par Prox,(w) = u,
Yw €V, u €V étant 1’élément unique tel que

O, (u) = min @,,(v)

veV

ou
1
D, (v) = §HUH2 + o(v) — (w,v) YveV.

L’opérateur de proximité est monotone et continu et, évidemment, une caractérisation

équivalente pour u = Prox,(w) est
(w—u,v—u) <) —pu) YveV.

Si on considére opérateur 7' : K — K défini par T'(w) = Proz,(w — Aw + f), alors on
voit que 'inéquation (3.11.5) est équivalente a v = T'(u).

Les opérateurs A et Prox, sont continus d’ott 7" est continu sur l'ensemble convexe
compact K. D’apres le théoreme de point fixe de Schauder ([63], pag.530) il résulte qu’il

existe u € K tel que u = T'(u), soit le résultat cherché.

On a le résultat suivant d’existence.

Théoreme 3.11.2 On suppose que la forme bilinéaire continue a est positive et l’ensemble
conveze et fermé K est borné. Alors l’ensemble des solutions de l'inéquation variationnelle

(3.11.2) est un conveze faiblement compact non vide.

Démonstration. D’apres lemme 3.11.1 ’ensemble des solutions de I'inéquation varia-

tionnelle (3.11.2) s’écrit

v= (8@ o S@)={ueK; alv,v—u)+ i) jw) > (f,o—w)},
veK
L’ensemble y est convexe et fermé donc il est faiblement fermé dans K. D’autre part,
I’ensemble K est faiblement compact étant borné et fermé dans un espace de Banach réflexif.
Alors on prouve que x #0 en montrant que la famille {S(v)},cx possede la propriété de
l'intersection finie. Soient {vy,--- ,v,} une partie finie de K et Kp = KNP ou P est I'espace

de dimension finie généré par la famille {vy,---,v,}. Alors, d’apres le théoreme 3.11.1 de
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Hartman et Stampacchia valable dans le cas de dimension finie, il résulte qu’il existe une

solution u € Kp C K de
a(u,v—u)—i—j(v)—](u)Z(f,v—u) VUGKP?

soit il existe u € S(v), Vv € Kp d'on m S(v) #0.

veKp
|

Dans le cas des ensembles compacts le résultat d’existence a une tres jolie et simple

démonstration comme on peut voir a la suite.

Proposition 3.11.1 Sous les hypothéses du théoréeme 3.11.2, si l’ensemble K est compact,
alors l’ensemble des solutions des solutions de l'inéquation (3.11.2) est un conveze non vide

compact de V.

Démonstration. La démonstration de la proposition 3.11.1 est une conséquence du théoreme
de point fixe de Schauder. En effet, soit 7' : K — K l'opérateur défini par T'(w) = Prox,(w—
Aw + f) ou la fonction ¢ est définie par (3.11.6) et A € L(V, V) est I'opérateur associé a la

forme bilinéaire continue a(-, ), c’est-a-dire
(Au,v) = a(u,v) Yu,v € V. (3.11.7)

D’apres le théoreme de Schauder il résulte qu’il existe u € K tel que u = T'(u), c’est-a-

dire
(u—Au+ f) —u,v—u) <jlw)—ju) YvekK

donc 'ensemble des solutions du probleme (3.11.2) est non vide. De plus, il est convexe et
compact étant fermé dans le compact K.

Dans le cas particulier de l'inéquation variationnelle de premiere espece (3.11.3) on
considere 'opérateur 7' : K — K définie par T'(v) = Pg(v — Av + f) ot l'opérateur de
projection Pg : V — K sur I'ensemble non vide convexe et fermé K dans I'espace de Hilbert

V est défini, pour tout w € V, par
||w — Pxw|| = min ||w — .
veK

Alors, en tenant compte du théoreme de la caractérisation de la projection (voir [33], pag.33),

de w = Tu il vient
(u—(u—Au+ f),v—u) >0 YweK.
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En fait, il suffit & remarquer que 'opérateur de projection est un cas particulier de

I'opérateur de proximité : Px = Proxy, ol Ik désigne la fonction indicatrice de K:

[KU =
<) +00 sinon.

{0 sive K

[ ]
Mais les cas plus intéresants impliquent des ensembles K qui ne sont pas bornés. Dans
ces cas, pour compléter un théoreme d’existence, il faut demander que la forme a est V-
elliptique, soit
a(u,u) > allul* YueV, (3.11.8)

avec o une constante positive.

Théoreme 3.11.3 On suppose que la forme bilinéaire continue a est V-elliptique et que
l’ensemble K est non vide convexe et fermé. Alors il existe et est unique un élément u € K

solution de l'inéquation variationnelle (3.11.2).

Démonstration.

1) Sia(u,v) = (u,v), Vu,v € V alors le théoreme 3.11.3 se réduit au théoreme d’existence
et d'unicité de l'opérateur de proximité attaché a la fonctionnelle ¢ définie par (3.11.6) (re-
spectivement de la projection de f € V sur un sous-ensemble convexe fermé non vide d’un
espace de Hilbert dans le cas j = 0 donc inéquation variationnelle de premiere espece (3.11.3)).

En effet, dans ce cas 'inéquation variationnelle (3.11.2) devient

Trouver u € K tel que
(f —wv—u) <jv)—ju), Vwvek

ce qui équivaut a
u = Proz,(f) (respectivement u = Pk f pour (3.11.3)).

2) Si la forme a(-, ) est symétrique alors, un calcul immédiat, montre que le probleme

(3.11.2) est équivalente au probleme

Trouver u € K tel que
J(u) = gff( J(v)
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ott la fonctionnelle J : V — R est définie par
J(v) = %a(v,v) +jiw) = (f,v) YveV.

On remarque que cette équivalence a lieu sans 'hypothese de V-ellipticité de la forme a mais
en demandant qu’elle soit positive.

Le théoreme 3.11.3 prend maintenant la forme d’'un théoreme de type Weierstrass ([91],
page 1181) d’existence et d’unicité du point de minimum sur K pour la fonctionnelle J.
Vraiment, il est facile a vérifier (voir, par exemple [113], pag.44) que la fonctionnelle J ainsi
définie est convexe et semi-continue inférieurement donc elle est faiblement semi-continue
inférieurement. Elle est aussi coercive (“vﬁﬁglm J(v) = +00) et propre ce qui assure I'existence
d’un minimum dans K. De plus, grace a I'hypothese (3.11.8) de V-ellipticité de la forme a,
la fonctionnelle J est strictement convexe d’ott 'unicité de point de minimum.

3) Si K =V et j =0 alors I'inéquation (3.11.2) devient, grace au théréeme de Riesz,
Au=f

ou A est 'opérateur associé a la forme a défini par (3.11.7). Ainsi, le théoreme 3.11.3 exprime
une corollaire du théoreme de Lax-Milgram ([33], pag. 42-44): l'opérateur A admette un
inverse A~' € L(V, V) (il satisfait 'hypothese d’inversabilité ||Av|| > afv||, v € V) et donc
I'equation Au = f admet une solution unique v = A~'f.

4) Dans le cas général, pour tout p > 0, I'inéquation (3.11.2) peut s’écrire sous la forme

(u—(u—p(Au— f)),v—u) 2 pp(v) — pp(u) Yo eV

ou encore u = Prox,,(u — p(Au — f)) (respectivement, v = Px(u — p(Au — f)) dans le cas
(3.11.3) ou j = 0). L’existence et 'unicité de u découle du théoréme de point fixe de Banach

(voir, par exemple [113] pag.16), en montrant que, pour certains valeurs de p, 'opérateur
T,: K — K défini par

T,(v) = Prox,,(v — p(Av — f)) (respectivement, T,(v) = Px(v — p(Av — f))) (3.11.9)

est contractante (application k-lipschitzienne avec 0 < k < 1) sur I’ensemble fermé K d’un es-
pace de Banach. En effet, utilisant la propriété de non-expansivité de 'opérateur de proximité

ou de 'opérateur de projection et les relations (3.11.1), (3.11.8) on a

1T, (v1) — Tp(v2)|| < /1 + p2M2 —2ap||vy — va|| Vui, vg € K,
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2c
d’o, en choisissant p € (0, W)’ on obtient 1+ p? M? — 2ap € (0,1) soit T, est contractante.
[

3.12 Inéquations variationnelles nonlinéaire

Cette séction est consacrée a l'etude d’existence et d’unicité des solutions des inéquations
variationnelles pour une classe plus vaste d’opérateurs non linéaires nommément les opérateurs
monotones et hémicontinus qui englobent la plupart des opérateurs non linéaires utilisés dans
les applications des problemes aux limites elliptiques.

Soient (V|| - ||) est un espace de Banach réel réflexif avec son dual (V*, |- ||.) et K C V
un ensemble non vide convexe et fermé. On considere j : K — R une fonctionnelle convexe
sémicontinue inférieurement propre et un opérateur A : V. — V* monotone et hémicontinu,

c’est-a-dire

(Au — Av,u —v) >0 Yu,v eV, (3.12.1)
Vu,v € V, Papplication ¢ € [0,1] — (A((1 — t)u + tv,u — v) est continue, o

ou (-,-) désigne le produit de dualité entre V* et V.
On va établir les conditions qui assure l'existence des solutions de 'inequation varia-

tionnelle

Trouver u € K tel que
(3.12.2)
Vv e K

(Au, v —u) +j(v) — j(u) = (f,v —u)
pour f € V* donné.
D’abord, procédant de méme facon comme dans la démostration du lemme 3.11.1, on

obtient:

Lemme 3.12.1 Dans les hypothéses ci-dessus, un élément w € K satisfait l'inéquation (3.12.2)

si et seulement si il satisfait [inéquation
(Av,v —u)y +j(v) —j(u) > (f,v—u) Yve K. (3.12.3)
De plus, l’ensemble des solutions de l'inéquation (3.12.2) est un convexe fermé de V.

Le résultat essentiel de cette section est le suivant théoréme d’existence et d’unicité.
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Théoreme 3.12.1 Dans les hypotéses ci-dessus, si une des trois conditions est satisfaite

i) K est borné | (3.12.4)
) .
i0EK j0)=0et lm AVWHIO (3.12.5)
(B o]
veK
Ao o
i) o € K tel que  lim AU =00 IO =) (3.12.6)

[[v]|—+o0 o]l
veK

alors, pour tout f € V* | il existe u € K solution de (3.12.2). De plus, l’ensemble des
solutions de l'inéquation variationnelle (3.12.2) est un convexe fermé et borné de V (donc
faiblement compact).

S, de plus, j est strictement convexe ou A est strictement monotone, soit
(Au— Av,u—v) >0 Yu,v eV, u#w,
alors la solution de l'inéquation variationnelle (3.12.2) est unique.

Démonstration.
Dans I'hypothese (i) la démonstration est analoque a celle théoreme 3.11.2 en tenant

compte que, de lemme 3.12.1, 'ensemble des solutions de (3.12.2) s’ecrit

x=[15@) on S ={ueK; (Av,v—u)+j(®) —j(u) > (f,v—u)}.
veK
Evidement x est borné ayant y C K.
Supposons I'hypothese (i7) ou (éi7) satisfaite. Considérons l'ensemble convexe fermé
borné

Kr=KnNXg

ouXp={veV; |v] <R} SiR estassez grand alors 'ensemble ¥ i est non vide. Alors,

de la premiere partie de la démonstration, il existe ug € Kg tel que
(Aug,v —ug) + j(v) — j(ug) > (f,v —ugr) Yve Kg. (3.12.7)

Nous allons montrer que les hypotheses de coercivité (i) ou (7i7) implique ||ug|| < R.

Supposons ||ug|| = R.
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Si la condition (3.12.5) est satisfaite, alors

(AuR,uR> +j(UR) > <f, uR> ,

ce qui est contraire a

(Aur,ur) + j(ur) < (f,ur),

obtenu de (3.12.7) pour v = 0 € K.

Si (3.12.6) a lieu, alors on a

(Aug,up — vo) + j(ur) — j(vo) > (f,ur — vo) ,

Mais, en supposant R > ||vg|| (on peut toujours trouver R assez grand), de (3.12.7) pour

v = vy € Kg s’obtient la contradiction

(Aug,vo — upg) + j(vo) — j(ur) > (f,v0 — ur) -

En conséquence, ||ug| < R.
Pour tout w € K il existe € = ¢(w) € (0, 1] tel que v = u + ¢(w — u) € Kg. En effet, si

= Jusll € (0,1) on obtient

w € Kg on prend € = 1 et si w ¢ Kg alors prenant 0 < € <
[w[| = [luzl]

v € Kg. Alors de (3.12.7) et la convexité de j, il vient
(Aug, w —ug) + j(w) — j(ur) = (f,w —ur) Ywe K,

soit ug est solution de (3.12.2).

L’ensemble des solutions x est convexe et fermé. Montrons qu’il est borné. Sinon,
pour tout R > 0, il existe ug € x tel que |lug| > R. Mais alors, pour R assez grand, les
relations de coercivité (3.12.5), (3.12.6) et I'inéquation (3.12.2) donnent, comme ci-dessus,
une contradiction. La premiere partie de la démonstration est achevée.

Enfin, pour montrer I'unicité de la solution dans des cas particuliers, supposons que
U + Usg

I'inéquations (3.12.2) a deux solutions uy, us € K. Prenand v = dans les inéquations

correspondantes, par adition et en utilisant la monotonie de A et la convexité de j, il vient

0<

N | —

. . fur+u
<AU1—AU2,U1—U2>+J(U1)+](U2)_2]( 12 2) <0.

Il en résulte que u; = uy si A est strictement monotone ou j est strictement convexe.
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On peut renoncer aux hypotheses (3.12.4)-(3.12.6) en demandant de plus pour 'opérateur

Corollaire 312.1 Soient j : K — R une fonctionnelle convexe sémicontinue inférieurement

propre et un opérateur A :' V. — V* hémicontinu et fortement monotone, i.e.
Ja > 0 tel que (Au — Av,u —v) > allu —v||* Yu,v € V. (3.12.8)

Alors, pour tout f € V*, il existe u € K unique vérifiant (3.12.2).

Démonstration. On montre que I'hypothése de coercivité (3.12.6) est satisfaite. De I’hypothese
(3.12.8) on obtient

lim (Av,v — vg)

=+oo Vv € K. (3.12.9)
[l
veK

D’autre part, les hypotheses faites sur j impliquent qu’ils existent A € V* et u € R tels

que

J) > Aw) 4+ p > —||A«|v]| + o Vv e K. (3.12.10)

De (3.12.9) et (3.12.10) nous obtenons (3.12.6) en prenant vy € dom j = {v € K; j(v) <
+00} (évidemment, la fonctionnelle j étant propre, on a: dom j #0).
-
Remarquons qu’un opérateur A monotone hémicontinu et borné (c’est-a-dire transforme

les bornés en des bornés) est pseudo-monotone (voir [47], pag. 42) dans le sens de Brézis [19]:

i) A est borné
i1) Y{up}t, C K, Yu € K tel que u,, — u dans V faile et limsup{Au,, u, —u) <0

n—oo

alors on a liminf(Au,, u, —v) > (Au,u —v) Vv e K.
n—oo

Le théoreme 3.12.1 est encore valable pour A un opérateur pseudo-monotone (voir [86] ou

[91]) sans différences majores de la démonstration.
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3.2 Inéquations quasi-variationnelles stationnaires

Nous considérons une classe plus large d’inéquations variationnelles, nommément inéquations

quasi-variationnelles qui ont été introduit initialement pour I’étude des problemes de controle

impulsionel. Il y a déja de nombreux travaux sur les inéquations quasi-variationnelles et leur

application en mécanique. Nous n’allons pas faire ici la liste de tous les types d’inéquations
: . ) C

quasi-variationnelle. Nous abordons seulement deux cas: celui d’opérateurs monotones et

hémicontinus et celui d’opérateurs potentiels.

3.21 Inéquations quasi-variationnelles pour opérateurs hémicontinus

Soient (V, || -||) un espace de Banach réflexif, (V*, || - ||+) son dual et K un sous-ensemble non
vide convexe fermé de V.
On considere un opérateur A : V' — V* et une fonctionnelle j : V' x V — (—o0, +o0].

Pour f € V* donné nous considererons I'inéquation quasi-variationnelle:

Trouver u € K tel que
(3.21.1)
YoeV,

(Au,v —u) + j(u,v) — j(u,u) > (f,v —w)

ou (-,-) est le produit de dualité entre V* et V.
Dans ce paragraphe on cherche a trouver des classes les plus larges pour A et j qui

assurent l’existence et, eventuéllement, I'unicité de la solution.

Observation 3.21.1 L’inéquation (3.21.1) est nommé (voir, par ezemple [91]) l'inéquation

quasi-variationnelle de deuzrieme espeéce.

Observation 3.21.2 Dans le cas particulier K =V (ou, suffisamment, dom j = K x K ou
0 sive Qu),
+oo siv ¢ Qu)

o Q : V — 2V est une application plurivalente telle que pour tout u € V, Q(u) est un

dom j = {(u,v) € VxV; j(u,v) < +o0}) et j(u,v) = 0(Q(u),v) =

ensemble non vide conveze fermé de V', alors linéquation (3.21.1) devient

{ u € Q(u)
(Au,v —u) > (f,v —u) Yv e Q(u).
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Cette inéquation est appelée inéquation quasi-variationnelle de premiere espece et elle
a éte introduite par Bensoussan et Lions [15], initialement pour l'étude des problémes de

controle impulsionnel.

Théoreme 3.21.1 On suppose que les hypothéses suivantes sont satisfaites:

A est un opérateur monotone et hémicontinu , (3.21.2)
la fonction j est faiblement semicontinue inférieurement sur K x K , (3.21.3)
Yv eV, la fonction j(-,v) : K — (—00, 400
est faiblement semicontinue supérieurement sur K

(3.21.5)

Vu € K, la fonction j(u,-) : K — (—00,+00] est conveze,
propre et semicontinue inférieurement sur K .

Alors pour tout f € V*, l'ensemble des solutions de l'inéquation quasi-variationnelle (3.21.1)

est non vide et faiblement compact de K si une des deux conditions est satifaite:

i) K est borné, (3.21.6)
Ao . -
i) ek tq lim AvUTw i) =) (3.21.7)
ol —++oc o]l

Pour démontrer ce théoreme nous utiliserons les suivants définitions et résultats (voir

[63]) pour applications plurivalentes.

Définition 3.21.1 Soient X etY deux espaces topologiques et S : X — 2¥ une application
plurivalente.
L’application S s’appelle semi-continue supérieurement dans un point xo € X si quelque

soit U un sous-ensemble ouvert de Y tel que S(x¢) C U, il existe un voisinage ouvert V de

xo dans X tel que S(V) C U ou S(V) = U S(v).
veV
L’application S s’appelle semi-continue supérieurement dans X si elle est semi-continue

supérieurement dans tout point x € X.
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Définition 3.21.2 Soient X et Y deux espaces vectoriels topologiques.

L application plurivalente S : X — 2V s’appelle K-application (ou, application de type
Kakutani) si elle satisfait les hypothéses :

(1) S est semi-continue supérieureent dans X ;

(1)) Ve € X, S(x) est un ensemble non vide conveze compact de Y .

Définition 3.21.3 On dit que ['application S est férmée si son graphe
Gs ={(z,y) e X xY;y € S(x)}
est un sous-ensemble férmé de X x Y.

Proposition 3.21.1 Soit X un espace local convexe et C C X un sous-ensemble compact.
Soit S : C' — 2° une application plurivalente fermée.
Alors S est semi-continue supérieurement dans X et S(z) est un sous-ensemble compact

de C' pour tout x € C.

Théoreme 3.21.2 Le théoreme de point fixe de Kakutani
Soient E un espace local convezxe et C' un sous-ensemble non vide, convexe et compact
de E. Soit S : C — 2 une application de type Kakutans.

Alors S a au moins un point fize dans C' i.e. il existe x € C' tel que x € S(z).

Démonstration du théoreme 3.21.1
i) On suppose que ’hypothese (3.21.6) est satisfaite.
Pour tout v € K, on définit

S(u) ={w e K; (Aw,v —w) + j(u,v) — j(u,w) > (f,v —w) Yve K}, (3.21.8)
De (3.21.2) et (3.21.5), en appliquant le lemme 3.12.1, on résulte
S(u) = {w € K; (Av,0 — w) + j(u,0) — jw,w) > (f,v—w) YoeK}.

En appliquant le théoréme 3.12.1 nous obtenons que S(u) est un sous-ensemble non vide

convexe et faiblement compact de K.
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Nous montrerons que 'application multivalente S : K — 2X ainsi défini est faiblement
férmé. Soit (un,w,), C K x K tel que w, € S(u,), Vn € N et u,, — u, w, — w faible dans

V quand n — +o00, . Alors nous avons
(Av,v —wy) + j(un, v) = (f,v —wn) > J(up, w,) Yo e K,
d’ou, en passant a la limite et en utilisant (3.21.4) et (3.21.3), on obtient

(Av,v —w) + j(u,v) — (f,v — w) > limsup[(Av,v — wy) + j(Un,v) — {f,v — w,)]

n——+oo

> liminf j(up,, w,) > ju,w) Yv e K,

n—-4o0o
soit w € S(u).
On peut maintenant appliquer la proposition 3.21.1 et le téoreme 3.21.2 en prenant
E =V muni de la topologie faible et, parceque ’ensemble K est faiblement compacte de V,
on peut choisir C' = K. Nous obtenons alors, en tenant compte de (3.21.8), que I'inéquation
quasi-variationnelle (3.21.1) admets au moins une solution u € K.
A la suite on va montrer que Uensemble des solutions de 'inégalité (3.21.1) est faiblement

férmé dans K. Soit (u,), C K tel que u, — u dans V faible et
(Aty, v — up) + J(Un, v) — J(up, upn) > (fyv —u,) Yve K.

Conformément a la caracterization antérieure on a u,, € S(u,), Vn € N d’ou, en tenant
compte que l'application S est faiblement férmé, on déduit que u € S(u) soit u est une
solution de l'inéquation quasi-variationnelle (3.21.1).

Puisque I'ensemble K est faiblement compact, le théoreme est prouvé.

ii) On considere maintenant que I’hypothese de coercivité (3.21.7) est satisfaite. Soit
R > ||vp]| suffisamment grand tel que Kr = KNB(0, R) #0 ou B(0,R) = {v € V; |v|| < R}.
En appliquant la premiere partie de la démonstration pour I’ensemble non vide, convexe, férmé

et borné Ki on obtient 'existence d’un élément ur € K tel que
(Aug,v —ug) + j(ug,v) — j(ug,ur) > (f,v —up) Vv €& Kg. (3.21.9)

Procédant comme dans la démostration du théoreme 3.12.1, on montre que ’hypothese de

coercivité (3.21.7) implique ||ug|| < R.
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On va montrer que ug est une solution de I'inéquation (3.21.1). Soit w € K\Kg. En
R — |Jux|

[l = {lurl
(3.21.9) pour v ainsi choisi, nous obtenons

prenant alors 0 < € < et v = ug + €(w — ug), il résulte v € K. En écrivant

e(Aur,w — ug) + j(ur, ur + €(w — ug)) — j(ur,ur) > €(f,w —ug) Vw € K,
d’ou, en utilisant la convexité de j(ug,-) et en divisant par € > 0, on déduit
<AUR,1U—UR>+j(UR7w)_j(UR,UR)2<f,w—U,R> vweK?

soit ug est solution de I'inéquation quasi-variationnelle (3.21.1).

En procédant comme dans la premiere partie de la démonstration, on obtient que
I'ensemble des solutions de I'inéquation (3.21.1) est faiblement férmé. D’autre part, toute
solution u de I'inéquation (3.21.1) vérifie I'inéquation (3.21.9) pour tout R > 0. Choisissant
R > ||vo|| suffisamment grand, de (3.21.9) et de la condition de coercivité (3.21.7), il résulte
|lul| < R. On conclut alors qu'il existe R > 0 tel que ’ensemble des solutions de I'inéquation
(3.21.1) est férmé dans Kp, c’est-a-dire il est faiblement compact. Le théoreme est démontré.

-
Dans des hypotheses plus restrictives sur A on obtient le suivant résultat d’existence et

d’unicité.

Théoreme 3.21.3 Soit A : V. — V* un opérateur hémicontinu et fortement monotone,

c’est-a-dire
Ja > 0 tel que (Au — Av,u —v) > allu —v||* Yu,v € V. (3.21.10)

On considére une fonction j : V x V. — (—o0, +00] satisfaisant les conditions:

Vu eV, j(u,-): V — (—o0, +00] est une fonction (3.21.11)
convexe, propre et semi-continue inférieurement, T
dk < a tel que |5(uy,vy) + J(ug, vo) — j(uy, v2) — j(ug, v
que |j(ur,v1) + j(uz, va) — j(ur, v2) — j(uz, v1)| (3.21.12)
< K|luy — usl| [Jvg — va||  Vuyg, ug,vy,v9 € K.

Alors, pour tout f € V*, l'inéquation quasi-variationnelle (3.21.1) a une solution et une seule.
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Observation 3.21.3 Si la fonctionnelle j est de classe C* alors la condition (3.21.12)

s’ecrit:

1 1
/ / (9162j<U2 + S(Ug — ul), U1 + t(UQ — vl))(ul — UQ)('UQ — ’U1) ds dt S kHu1 — UQH HUl — UQH

0 Jo

soit la condition (3.21.12) se rapporte a l’existence et au bornement des dérivés miztes d’ordre

deux dans le méme mode que la lipshitzianeité se rapporte a la dérivabilité d’ordre un.

Démonstration du théoréeme 3.21.3 La démonstration se rélie sur le théoreme de point
fixe de Banach et le théoreme (3.12.1).

L’opérateur A étant fortement monotone, nous obtenons

aloll* — | Avo |l [lvol

[[]]

(Aw,w — vg)

> allw]| = 2alvo|| — || Avol|« + Yw,vo € K (3.21.13)

[[]]

d’ou
(Aw, w — vg)

lim = +00. (3.21.14)

lel=+eo  [lw]|
De (3.21.11) il résulte que, pour tout u € K il existe A € V* (A = A(u)) et p € R tels

que
Jlu,w) > (A w) + p > —||A|«lw]] + . Yw e K. (3.21.15)

De (3.21.14) et (3.21.15) on déduit que pour tout u € K on a

hm <Aw>w - U0> —{—](U,IU) _j(u>U0)
[|w]|—+o00 ||w]|

= +00 Vi € dom j(u, ) (3.21.16)

ot dom j(u,-) ={v € K; j(u,v) < co}.
Maintenant, désignons par S 'application S : K — K qui associe a tout élément w € K

la solution de I'inéquation variationnelle de deuxieme espece

Swe K
(3.21.17)
(A(Sw),v — Sw) + j(w,v) — j(w, Sw) > (f,v — Sw) Yve K.
De (3.21.16) et (3.21.10)-(3.21.12), en appliquant le théoréme 3.12.1, on obtient 'existence
et I'unicité de la solution de 'inéquation (3.21.17) donc I'application S est bien définie.
Remarquons que 'ensemble des points fixes de I'application S coincide a I’ensemble

des solutions de l'inéquation quasi-variationnelle (3.21.1). Ainsi, 'existence et I'unicité des
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solutions de 'inéquation quasi-variationnelle (3.21.1) se réduit a l'existence et l'unicité des
points fixes de I'application S.

On va montrer que 'application S est une contraction. En effet, pour wy, wy € K
arbitraires, soient Sw; et Swy les solutions correspondantes de l'inéquation (3.21.17). Par
additions des deux inégalités pour v = Sws, et, respectivement, v = Sw;, on obtient, en
utilisant (3.21.10) et (3.21.12):

| Swy — Sws|| < ql|w; — we| (3.21.18)

avec ¢ = — < 1.
Q@
Il en résulte, du théoreme de point fixe de Banach (voir [12] ou [113], pag.16), que
I’application S a un point fixe unique soit la solution unique de I'inequation quasi-variationnelle
(3.21.1).

La démonstration ci-dessus suggere ’application d’un algorithm de type Bensoussan-
Lions [15] pour I'approximation de la solution de I’ inéquation quasi-variationnelle (3.21.1) :
pour v’ € K choisi arbitrairement, on défini la séquence ™ = Su"~! donc u" est la solution

unique de I'inégalité:
(Au™ v —u™) +j(u" ) — j(u™hu) > (f,v—u") Yo e K. (3.21.19)
De (3.21.18) nous obtenons que
" = ull < gl — ]l < Cq" (3.21.20)

ou u = Su est la solution unique de l'inéquation (3.21.1), C' est une constante positive,

indépendente de n et ¢ < 1. On a alors 4™ — u dans V fort.

3.22 Inéquations quasi-variationnelles pour opérateurs potentiels

Les méthodes variationnelles sont d'une grande importance dans I’étude des équations opéra-
torials linéaires et nonlinéaires. Le résultat classique de Friedrichs (voir [52] ou [43], pag.134)
sur 'extension de tout opérateur A linéaire, symétrique et positivement défini par un autre

opérateur A, aussi positivement défini mais surjectif, a permis I'introduction du concept de
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solution génaralisée au sens de Sobolev de I'équation Au = f comme solution classique de
I'équation Au = f. La classe des opérateurs pour laquelle on peut défini la solution généralisée,
a été élargie a celle des opérateurs linéaires avec la différientielle définie positif [79], [97] et
encore aux opérateurs non-linéaires [70], [44].

D’autre généralizations ont été obtenu pour des opérateurs plurivalents, des équations
suggérées par des problemes pratique de la mécanique des milieux continus. Ainsi dans [112]
est étudié I’équation Au + Jj(u) > f avec A un opérateur linéaire a différentielle symétrique
et positivement définie, dans [42] pour un opérateur non-linéaire a différentielle positivement
définie ou dans [60] pour des problemes K-variationnels de type Pu > f.

Dans la théorie variationnelle, les inéquations variationnelles jouent une importante
place grace au caractérization de la solution classique de ’équation Au + 9j(u) > f comme

solution de I'inéquation variationnelle

(Au, v —u) +j(v) = j(u) = (f,v —u).

A la suite on va introduire [25] le concept de solution généralisée pour des inéquations
quasi-variationnelles non-linéaires. Notre approche differe des téchniques standards parceque
une telle inéquation n’est pas équivalente a une équation opératorielle de type Pu > f. De
facon plus précis, on va définir une suite (u™),, par : pour u® € V quelconque et en supposant

n—1

u™1 connu, on pose j,(-) = j(u"',:) et on défini u" comme la solution généralisée de

I'inéquation variationnelle
<Aun71) - un> +jn(v) - ]n(un) = <f,’U - un> YwelV.

On va montrer que la suite (u"), ainsi définie est convergente et sa unique limite ne
dépend pas de u° choisi. On va nommer cette limite la solution généralisée de I'inéquation

quasi-variationnelle
<Aw,v _w> +](w,v) —j(w,w) > <f,U _w> ) YoeV.

Cette définition est justifiée par les propriétés de cette limite.
On va commencer par rappeler quelques résultats.
Soient (V, (+,)) un espace de Hilbert réel et D(P) C V un sous-espace linéaire dense de

V. Pour f € V donné, on considere le probleme

(P +0¢)(u) > f (3.22.1)
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ou P : D(P) — V est un opérateur nonlinéaire et ¢ : D(P) — (—o00,+00] est une fonction

satisfaisant les hypotheses :

I'opérateur P est potentiel c’est-a-dire il existe une fonction } (3.22.2)
p:D(P) — R telle que DB(u) -v = (Pu,v) YueD(P),YVveV,
Dp étant la différentielle Gateaux de f,
I'opérateur P est monotone, (3.22.3)
la fonction ¢ est convexe, propre et semi-continue inférieurement (3.22.4)

Observation 3.22.1 Dans les hypothéses (3.22.2) et (3.22.3) on peut montrer (voir, par
exemple, [42]) que
1
Bv) = / (P(tv),v)dt + const.
0

Définition 3.22.1 On appelle solution classique de l’équation (3.22.1) un élément u € D(P)

qui vérifie l'inéquation variationnelle de deuziéme espece
(Pu,v —u) + ¢(v) —@(u) > (f,v—u) YveDP).
Nous avons la caractérization suivante de la solution classique.

Proposition 3.22.1 Un élément u € D(P) est solution classique de l’équation (3.22.1) si et

seulement si u minimise sur D(P) la fonction

Fy(v) = B(v) + ¢(v) — (f,v). (3.22.5)
On considere a la suite une hypothese plus forte sur P, nommément

I'opérateur P est fortement monotone c’eat-a-dire il existe a > 0 tel que
(Puy — Pug,up — ug) > alluy — usl|* Vauy, uy € D(P).

} (3.22.6)

Lemme 3.22.1 On suppose que les hypotheses (3.22.2), (3.22.4) et (3.22.6) sont satisfaites.
Soit Fy la fonctionnelle définie par (3.22.5). Alors

(1) La fonction Fy est bornée inférieurement sur D(P).

(2) Toute suite minimisante pour Fy sur D(P) converge dans V.

(3) Toutes les suites minimisantes pour Fy sur D(P) ont la méme limite dans V.
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Le lemme (3.22.1) suggere la suivante définition :

Définition 3.22.2 On appelle solution généralisée au sens de Sobolev de I’équation (3.22.1)

la limite dans V de toute suite minimisante pour la fonction Fy sur D(P).
Nous avons la caractérisation :

Proposition 3.22.2 Dans les hypotheses (3.22.2), (3.22.4) et (3.22.6), on a:

(1) Pour tout f € V, la solution généralisée au sens de Sobolev de l’équation (3.22.1)
existe et elle est unique.

(2) Si la solution généralisée au sens de Sobolev de l’équation (3.22.1) appartient a D(P)
alors elle est aussi solution classique.

(8) La solution classique (si elle existe) est solution généralisée.

(4) Si D(P) =V alors, pour tout f € V| la solution classique de l'inéquation (3.22.1)

existe et elle est unique.

On va maintenant considérer I'inéquation quasi-variationnelle
(Pu,v —u) + j(u,v) — j(u,u) > (f,v —u) Yve D(P) (3.22.7)

ouj:V x D(P) — (—o0,+00] est une fonction telle que

Vu eV, j(u,-): D(P) = (—o0, +00] est une fonction (3.22.8)
convexe, propre et semi-continue inférieurement , T
Jk < a tel que [j(ur,v1) + j(uz, v2) — j(ur,v2) — j(uz, v1)| (3.22.9)
< k|lug — ugl| [Jvy — va||, Yy, ug, v1,v9 € D(P).

Observation 3.22.2 Les hypotheses (3.22.6) et (3.22.9) assurent l'unicité de la solution
classique de linéquation (3.22.7). En effet, supposant qu’on a deux solutions uy, us € D(P),
alors prenant v = wug, Tespectivement v = uy dans l'inéquation (3.22.7) satisfaite par uq,

respectivement us, on obtient

allug — ugl|? < (Puy — Pug,uy — ug) < j(ug, ug) + j(ug,ur) — j(ur,wr) — j(uz, ug)
< Elluy — us?
(3.22.10)

ce qui donne, grace a [’hypothese k < o, up = us.
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Pour introduire le concept de solution généralisée de I'inéquation (3.22.7), on va noter
par S : V — V Tapplication qui attache a tout élément w € V la solution généralisée

u = Sw €V, qui existe et est unique, de ’équation:

(P + 0juw)(u) 3 [, (3.22.11)
ou ju,(v) = j(w,v), Vv € D(P).
Lemme 3.22.2 L’application S est une contraction.

Démonstration. Soit wi, wy € V arbitraires et soient Swy, Swy € V les solutions
généralisées correspondantes i.e. Sw; (i = 1,2) est la limite dans V' de toute suite minimisante

pour la fonction F} : D(P) — (—o0, 4-00] d’efinie par
Fi(v) = B(v) + j(wi,v) — (f,v).

Soient (w,,)n, (w;)n C D(P) deux suites minimisantes pour F}, respectivement pour F7
donc w!, — Sw' (i = 1,2) dans V fort lorsque n — oo.
Il est facile a vérifier que I'hypothese (3.22.6) implique 'uniforme convéxité de [ et,

donc, 'uniforme convéxité de F}, c’est-a-dire :
A (0)+(1=N) F(u)—F;(Av+(1=MNu) > aX(1-X)|Ju—v|]?, i = 1,2, VA € (0,1), Vu,v € D(P).
En prenant v = w!, et u = w>"" (i = 1,2) dans la relation ci-dessus, nous obtenons :

aX(l — N [Jw! —w?|]? < )\F}(w’) +(1- )\)F}(wz_i) — F}(/\w; + (1= Nw3™)

o L . (3.22.12)
< AFp(w,,) + (1= AN Fp(w, ™) — d; i=1,2,
ol
d; = inf Fiv) < FiQQw! + (1 — Nw™).
velg(P) f(v) —= f( wn+( )wn )
Par addition les inéquations (3.22.12) pour i = 1,2, nous obtenons :
20\ = W) — w2 < X ((Fwh) — ) + (F(u) — db) T

De la définition de F} nous avons :

Fjw™) = FF (wi™) + jlwi, wi ™) = jlws_g,wi™)  i=1,2
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d’ou, en utilisant (3.22.9), nous obtenons :

Fy(wy) + Ff(w,) = di — dy < (Fj(wy) — dv) + (FF(w;) — dp)

o (3.22.14)
+k|lwy — ws | [Jwy, —wy |l

D’autre part, de la définition de la solution généralisée Sw; (i = 1,2), nous avons :

lim ||w) — w2|| = ||Sw; — Sws| (3.22.15)
n—oo
et
lim Fi(wh) =d;. (3.22.16)

En passant a la limite dans (3.22.13) et en utilisant (3.22.14)-(3.22.16), on déduit
20\ ||Swy — Swe|| < k|lwy — wsl|,
. 1 :
d’ol1, en prenant A\ = 3 on obtient :
||Swy — Swe|| < q|lwy — ws| (3.22.17)

avec ¢ = — < 1. Le lemme est ainsi démontré. [ ]
o

On en déduit alors que I'application S a un point fixe et ce point est unique. On désigne
par u le point fixe de I'application S.
Le lemme 3.22.2 suggere la définition de la suite suivante : pour u° € V quelconque, on

n—1

met u" = Su""", soit u™ est la solution généralisé de 1’équation :

(P+09j,)(v) > f, (3.22.18)
ot j,(v) = j(u" 1, v), Vv € D(P).

Observation 3.22.3 La suite (u™), ainsi définie est convergente. De plus, quiconque u®,

toute suite (u"), a la méme limite a savoir le point five unique u de l'application S. En effet,

de (3.22.17) on a

k k
Ju" = ul) = S = Sul| <~ —ufl < ... < (=) u° — u].
a a
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Définition 3.22.3 On appelle solution généralisée de l'inéquation quasi-variationnelle (3.22.7),

la limite u dans V' de la suite (u™), des solutions généralisées des équations (3.22.18).

Cette définition est justifiée par le suivant résultat :

Théoréme 3.22.1 Supposons que les hypothéses (3.22.2), (3.22.6), (3.22.8) et (3.22.9) sont
satisfaites. Alors on a:

(1) Pour tout f € V, la solution généralisée au sens de Sobolev de l'inéquation quasi-
variationnelle (3.22.7) existe et elle est unique.

(2) Si la solution généralisée au sens de Sobolev de l'inéquation quasi-variationnelle
(3.22.7) appartient a D(P) alors elle est aussi solution classique.

(3) La solution classique de l'inéquation quasi-variationnelle (3.22.7) (si elle existe) est

solution généralisée.

Démonstration.
(1) Il résulte comme une conséquence de la définition 3.22.3 et de 'observation 3.22.3.
(2) Si u € D(P) est solution généralisée de I'inéquation quasi-variationnelle (3.22.7)
alors, conformément a l’observation 3.22.3, u = Su donc la solution généralisée Su de
I'equation (3.22.1), pour ¢(v) = j(u,v) Vv € D(P), appartient a D(P). En appliquant

la proposition 3.22.2-(2), il résulte que Su est aussi solution classique c¢’est-a-dire
(P(Su),v — Su) + j(u,v) — j(u,Su) > (f,v — Su) Vv e D(P),

d’ot, en tenant compte que u = Su, on obtient que u est solution classique de (3.22.7).
(3) Si u est solution classique de 'inéquation quasi-variationnelle (3.22.7) alors u est
solution classique de I’équation
(P+07,)(v)> f (3.22.19)

ou j,(v) = j(u,v), Vv € D(P). En appliquant la proposition 3.22.2-(3) on obtient que u est
solution généralisée de I’équation (3.22.19). D’autre part, de la définition de 'application S, la
solution généralisée unique de I’équation (3.22.19) est Su. En conclusion v = Su ce qui, grace
a l'observation 3.22.3, donne que u est solution généralisée de 'inéquation quasi-variationnelle
(3.227). m

Corollaire 32.1 Si D(P) =V alors, pour tout f € V, il existe et est unique une solution

(classique) de l'inéquation quasi-variationnelle (3.22.7).
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3.23 Exemple

Nous considérerons ici un probleme de contact avec frottement dans la théorie des petites
déformations élasto-plastique dont la formulation variationnelle est une inéquation quasi-
variationnelle de type (3.22.7) avec P 'opérateur non-linéaire de la théorie de Hencky-Nadai
[41]. En appliquant le méthode variationnelle developpée dans section 3.22, on va prouver
I'existence et 'unicité de la solution généralisée du probleme.

Soit 2 C RP, p = 2,3, un ouvert occupé par l'intérieur d’un corps élastique dans sa
forme initiale, non-déformé. On suppose que €2 est borné par une frontiere I' assez réguliere
qui est décomposé en trois parties I'g, I';, T'y ouvertes et disjointes telles que I' = [yUT; UT .
Sur I's le corps est en contact unilatéral contre un support rigide. On suppose que le support
ne permet pas le détachement de ) sur I'y ainsi que la composante normale du déplasement
est zero tandis que la composante tangentielle sur I'y est un déplacement avec frottement.
Sur 'y on suppose que le corps est fixé.

Le corps est soumis a une densité de forces volumique f donnée dans €2 et a une densité
de forces surfacique t donnée sur I';.

La formulation classique de ce probleme mécanique est:

Probleme P: Trouver un champ des déplacements u : 2 — RP tel que

—0i;(uw) = fi dans Q,
u=0 surlly,
oivi(u) =t surI'y,
u, =0 sur 'y, (3.23.1)
o7 (u)| < ploj(u)| et

lo-(u)| < ploj(uw)] = u, =0 sur I'y

o (u)] = ploj(u)] = IN=0, u, = Ao~

ou p est le coefficient de frottement et o = (0;;) est le champ tensoriel des contraintes qui est

lié du champ tensoriel des déformations € = (¢;;) par la loi de Hooke généralisée nonlinéaire:

2

oij(u) = 29(v(u))eij(u) + (k - gg(v(U))) ei(w)dy; (3.23.2)
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2
avec k = A+ =0, X et 6 étant les coefficients de Lamé du matériau. On a désigné par g une

fonction donnée et par v la forme:

Y(u) = y(u,u), , 5233
F(u,v) = 2¢;(u)e;j(v) — ggii(u)gﬂ(v) . .23.

Dans (3.23.1), o represente une régularisation de o, (pour plusieurs details, voir la

section 7.1).

On utilise une décomposition classique en composantes normales et tangentielles du

vecteur déplacement et du vecteur contrainte sur I':

Uy, = U;V; , U = U — UV

Oy = OyV5V5 , Oxy

7

= 0jV; — Oyl

ou v est la normale unitaire extérieure a I.

Pour obtenir une formulation variationnelle du probleme (3.23.1), nous faisons les hy-

potheses:

on(u) € CY(T2) Yu e (H'(Q))P,

€ L*(Ty) tel que g >0 p.p. sur Iy,
g € C?0,+),

fe (LX), te (L2 (I)).

(3.23.4)

En utilisant la méme téchnique comme dans [93] ou Section 7.2, on démontre qu’une
formulation variationnelle du probleme (3.23.1) est la suivante inéquation quasi-variationnelle

non-linéaire:

u € D(P),

| _ } (3.23.5)
(Pu,v —u) + j(u,v) — j(u,u) > L(v—u) Yo e D(P)



3.2. INEQUATIONS QUASI-VARIATIONNELLES STATIONNAIRES 59

ou
V ={ve(HY))?; v=0p.p. sur [y, v, =0 p.p. sur [y},

D(P) =V N(C*Q)F N (CQ))?,
(P’U,,’U) = \/O_U(’U/)EW(’U) dx Yu € D(P), Yo € V,
Q

/u|0:(u)| o.|ds Vu eV, VoeDP),

j(u, U) =9y

+oo Yu eV, K YveV\D(P),
L(v) :/f-vdx+/t-vds YoeV.
Q I

Théoréme 3.23.1 On suppose que les hypothéses (3.23.4) sont satisfaitent. De plus, on

suppose qu’il existe les constantes go et g1 tels que:
3
0<go<yg(s) < 5]{ Vs >0, (3.23.6)
g(s)+2sg'(s) > g1 >0 Vs>0. (3.23.7)

Alors il existe une constante py > 0 tel que pour tout p € L>(I'y) avec ||| pooryy < i, le
probléme (8.23.5) a une solution généralisée unique w € V. De plus, si la solution généralisée

u appartient a D(P), alors w est la solution classique du probléme (3.23.1).

Démonstration. On va montrer que les hypotheses du théoreme 3.22.1 sont satisfaitent.
Soit 5 : D(P) — R la fonctionnelle définie par:
v (v)
s = [ 5 (k@ + [ o)) ax.
Q 0
En utilisant les relations (3.23.2) et (3.23.3) on obtient la différentielle Gateaux de la

fonctionnelle j:

D) o — i 0 1)~ B(w)

t—0 t

_ / ke (w)e;(v) + g(y(w)y(u, v)] dx

Q

|:/{}€ii (’U,)Ejj (’U) + g(’}/(u))(_geu(u)eﬂ (’U) + 2€ij(u)€ij (U)):| dx (3 23 8)
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soit 'opérateur P est potentiel.

Pour montrer que 'opérateur P est fortement monotone, en utilisant (3.23.8), on a:

Df(u + tw) - Di(w)

D?B(u);w - v = lim

- /kg% cii(u + tu;) -l €5(v) dx
+/1£% g(y(u+ th) —9(y(w) (2€ij(U)€ij(U> - %Qi(u)e]’j(v)) dx (3.23.9)

2

+ hr%g(y(u + tw)) (QEZ-j(w)eij('v) - §eii(w)ejj('v)> dx

(keii(w)ej;(v) + 29" (7(w))y(w, w)y(u, v) + g(v(uw))y(w, v)) dx

d’ou

(P(u+v) — Pu,v) :Dﬂ(u+v)-v—Dﬂ(u)-v:/DQB(u—l—tv);v-vdt

0
1

= / (/ ke (v) + 29 (v(u + tv))y(u + tv, v) + g(y(u + tv))y(v) da:) dt  (3.23.10)

/(/ @+/<>@)&

ou
E(z) = (ke (v) + 29 (y(u + t0))7* (u + tv, v) + g(v(u + tv))y(v))(z)
O ={z € Q; ¢(y(u))(x) = 0},
Q- ={z e Q; ¢ (y(u))(x) <0}.
Pour « € ), nous obtenons en utilisant (3.23.6) et la définition (3.23.3) de ~:
E(x) > ;goeii(’v) + 907(v) = 2g0€ij(v)ei;(v)
d’ou
/ / 2)dxdt > 240 /Q i (v)eis (v) dx. (3.23.11)
+
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Pour x € Q)_ nous avons:
B(@) > Sg0ch(v) 209/ (y(u -+ 10)) (1w + 10, 0) + g3 (1 + 10)r(v)
ce qui donne, en utilisant I'inégalité de Schwartz:
Y (u + tv,v) < y(u + tv)y(v)
et la condition (3.23.7), les relations:

E(@) > 20 () — 2g' (4t + t0)) (s + t0)1(0) + gy (s + t0))7(0)

-3
= gocu(w) = (g0 (as + 10)) + 20/ (5 (u + 10, 0]y (s + 1)) 1 (o)
> 2g0ci(o) + 017(v) = Sg0eal®) + 9126 (0) — 264 (0)
2 2
= 3(90 = g1)€is(v) + 2g1€55(v)eis (v)

Comme on peut supposer que gy > g1, nous obtenons

1
/ / E(z)dxdt > 2g, / s (v)es; (v) dx (3.23.12)
" 0
Alors, utilisant (3.23.11) et (3.23.12) dans (3.23.10), il résulte

(P(u +v) — Pu,v) > 2g; / €i;(v)e;(v) dx
Q
d’ot, par I'inégalité de Korn, on déduit que l'opérateur P satisfait la relation (3.22.6) soit il
est fortement monotone.
Finalement, il est facile & voir que la fonctionnelle j satisfait ’hypothese (3.22.8). Pour

vérifier (3.22.9), remarquons qu’on peut écrire:
J (w1, v2) + j(ug, v1) — j(ur,v1) — j(uz, v2)|
< /u| |07, (wr)| = |oy, (w2)| | [ |v1r] — |war[ [ ds

s
< [ wloptu) = oi(us) forr — var] ds
1)
< Cllpllpoeray lur — ol lur — wa|| - Vur, uz vy, v2 € D(P).
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2
Choisissant p1 < %, alors, pour tout ||j||zery) < 1, on obtient la relation (3.22.9)

Cllz=crs _

21
On peut alors appliquer le théoreme 3.22.1 et en déduire le résultat. m

satisfaite avec k = 1.

3.3 Inéquations quasi-variationnelles d’évolution implicites

Cette section est consacrée a l’analyse mathématique d'une clasee d’inéquations variation-
nelles d’évolution implicites abstraites [28] qui constitue une généralization des inéquations
variationnelles liées a divers problemes quasi statique de contact et de certain inéquations
variationnelles parabolique de deuxiéeme espece.

La formulation incrémentale du probleme considéré est obtenue, comme d’habitude pour
des problemes quasi statiques et dynamiques, par une schéma de discrétisation en temps. On
va prouver que la formulation incrémentale a une solution et une seule et des estimations
a-priori pour cette solution sont obtenues. A partir de la solution incrémentale, nous constru-
issons une suite de problemes définis dans l'intervalle de temps considéré. L’existence d'une
solution du probleme quasi statique est obtenue en montrant que la suite de solutions de cette
famille a une limite faible qui vérifie le probleme quasi statique.

Dans Chapitre 8 on va montrer comme on peut appliquer ces résultats au probleme
quasi statique de contact unilatérale avec frottement non local entre un corps élastique et
un support rigide. On peut, également, appliquer ces résultas a divers problemes de contact
frottant avec normale compliance ou problemes de contact bilatérale (voir [55], [106] et les
références qui y sont).

On désigne par (V,(+,-)) un espace de Hilbert réel de norme || - || dans lequel on a un
cone K convexe fermé de sommet 0 donc pv € K, Vv € K, Vp > 0. On note que K étant un

cone de sommet 0 alors K est un cone convexe si et seulement si u +v € K, Vu,v € K. En
+ v

. o u . , N
effet, si K est un cone convexe alors € K, Vu,v € K. Mais K étant cone de sommet 0,

U+ v

il en résulte que 2 =u+wv € K, Vu,v € K. Réciproquement, si u,v € K alors, K étant
cone de sommet 0, il vient —v € K, d’out u —v € K. Alors p(u —v) € K, Vp > 0 et donc
plu—v)+ve K, Vp>0.

On se donne sur V' une forme bilinéaire et symétrique a : V' x V — R. On suppose que
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la forme a(-,-) est V-elliptique et continue, donc

il existe a > 0 tel que a(v,v) > alv|? Yv eV, } (3.3.1)

il existe M > 0 tel que a(u,v) < M||ul| ||v]| Yu,v e V.

Soit maintenant { K (g)}4ev une famille de sous-ensembles convexes non vides de K telle
que 0 € K(0). On note Dg = {(g,v)/g € V,ve K(g)} CV x K.
A la suite on va supposer que ’ensemble Dy est fortement-faiblement fermé dans V' x V'

dans le sens suivant

V(gn, vn) € Di tel que
gn — g dans V fort — (9,v) € Dg . (3.3.2)

v, — v dans V faible

Remarque 3.3.1 De l’hypothese ci-dessus il résulte que, pour tout g € V', l’ensemble K(g)

est faiblement fermé dans V.

On désigne par (H, (+,-)g) un espace de Hilbert réel de norme || - ||z et on considere un
opérateur [3: D — H. On suppose que 'opérateur [ satisfait les conditions

e (3 est fortement-faiblement continu, c’est-a-dire

V(gn, vn) € Dg tel que
gn — g dans V fort = B(gn, vn) — B(g,v) dans H fort, (3.3.3)

v, — v dans V faible

* [[B(g1,v1) — B(g2, v2)lla < Frllgr — g2ll + llvr —v2l)  V(g1,v1),(g92,v2) € D (3.3.4)

ou kp est une constante positive.
En outre, on se donne une fonction j : D x V' — R satisfaisant les conditions:

e V(g,v) € Dk, la fonction j(g,v,-) : V — R est sous-additive et positivement homogene,

donc
j(g,v,w1+w2) §j(g,v,w1)+j(g,v,w2) vwlawZ S V, (335)
J(g,v, \w) = N\j(g,v,w) Yw e V, YA >0, (3.3.6)
. §(0,0,w) =0  YweV, (3.3.7)

et
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° 17 (g1, v1, w2) 4 j(g2, vo, w1) — J(g1, v1, w1) — j(g2, va, w2)]
< ka([lgr — gall + |18(g1,v1) — B(g2, vo)||lm) w1 — wa| (3.3.8)
V(gi,l]i) - DK, VU}Z - V, Z = 1, 2,

ou ko est une constante positive.

Lemme 3.3.1 La fonction j a les propriétés:

(i) j(g,v,0) =0 V(g,v) € Dk, (3.3.9)

(11) ¥(g,v) € Dk la fonction j(g,v,-) : V — R est conveze,
(111) ¥(g,v) € Dk la fonction j(g,v,-): V — R est lipschitzienne. Plus précisement, on a

|j(g,v,w1) _j<g,U,UJ2)| S |j(g,'U,U}1 - wZ)‘

(3.3.10)
< (L + k)kal|g|l + Fakollol]) [lwr —wal| - Vwi,we €V,
(iv) La fonction j possede les suivantes propriétés de continuité:
V(gn,vn) € Di, Yw, € V tels que
w, — w dans 'V fort
et
Y(gn,vn) € Di, Yw, € V tels que
gn = g dans V" jort, = T inf §(gn, vm, wn) > §(g, v, w). (3.3.12)

v, — v dans V' faible n—00

w, — w dans V faible

Démonstration. Il est immédiat que 'hypothese (3.3.6) imlique (i) et les hypotheses (3.3.5)
et (3.3.6) impliquent (ii).
Pour prouver (iii), on utilise d’abord (3.3.5)

j(g,v,wl)—j(g,v,UJQ) :j(g,v,w1—w2+w2)—j(g,v,w2) Sj(g’v7w1_w2>

d’ol, en prenant dans (3.3.8), g1 = ¢g,92 = 0,v1 = v,v9 = 0,w; = w; — we,ws = 0 et en
utililisant (3.3.4) on obtient (3.3.10).
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Maintenant, prenant ¢; = g, g2 = ¢, V1 = Uy, U2 = v, W1 = Wy, we = w dans (3.3.8) il

vient:

’j(gnavmwn) - j(g,v,w)] S k2<Hgn - g” + Hﬁ(gnavn> - ﬁ(gav)HHﬂ‘wn - w“

d’ol, en tenant compte de (3.3.3), on obtient (3.3.11).

Enfin, de (ii) et (iii) il résulte que, pour tout (g,v) € Dk, la fonction j(g,v,-) est
faiblement semi-continue inférieurement. D’autre part, de I'’hypothese (3.3.8) écrite pour
91 = Gn, g2 = g, U1 = Uy, U3 = v, w1 = 0, wy = w,, en tenant compte que la suite {w,}, est
bornée et en utilisant (3.3.3), il vient

im (7(gn, Vn, wn) — j(g,v,wy,)) = 0.

n—oo

En conséquence, on obtient

liminf j (g, vn, wy) > Hm (5(gn, Vn, wn) — 5(g, v, wy,)) + liminf j(g, v, w,) > j(g,v,w).
n—oo

n—o0 n—o0

[ ]
On va maintenant considérer une fonction b : Dg x V' — R qui satisfait les conditions
suivantes
[ J
V(g,v) € Dk, b(g,v,-) est linéaire sur V, (3.3.13)
[ ]
V(gn,vn) € D Yw, €V tels que
n — ¢ in V fort |
g g = lim b(gn, vn, wy) = b(g,v,w), (3.3.14)
v, — v in V faible , n—o0
w, — w in V fort
et
®

16(g1, 01, w) = b(ga, va, w)| < Ks(llgr = gall + [[or — val ]

, (3.3.15)
v(givvi) € DKv Vw € ‘/7 v = 17 27

ou k3 est une constante positive.
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Pour tout g € V, d € K on définit I'application S, 4 : K(g) — K par Sy 4(w) = uy, Yw €

K(g) ou u,, est la solution unique, d’apres le Téoreme 3.11.3, de I'inéquation variationnelle

Uy € K

(3.3.16)
(U, U — Uy) + J(g, w,v —d) — j(g, w, Uy — d) >0 Yo e K.

On va supposer que la famille {K(g)},ev est stable, dans le sens suivant: pour tout

g €V,de K, l'ensemble K(g) est stable sous I'application S, 4 : K(g) — K, donc
Sga(K(g)) € K(g). (3.3.17)
A la suite on va supposer que les constantes ki ks et a satisfaient la condition
ki ko < a. (3.3.18)

Remarque 3.3.2 Pour tout g € V, d € K il existe et est unique u = Sy 4(u) € K(g) donc

ue K(g)
(3.3.19)
a(u,v —u) + j(g,u,v —d) — j(g,u,u —d) >0 Yve K.
En effet, si wy,wy € K et uy = Syq(wy), uz = Syq(ws), alors, par addition les inéquations

(3.3.16) écrites pour uy et v = ug, respectivement pour us et v = uy, de (3.3.1), (3.3.4), (3.3.8)
et (3.3.17), on obtient

allug — U2H2 < a(uy — ug,ur — up) < j(g, wi,ug — d) + j(g, w2, uy —d) — j(g, wy,u1 — d)—
—Jj(g, wa, up — d) < kakalJwy — wa| [Jur — ugl|
d’ou

ky k
1Sg.a(wr) = Sga(ws)|| < —

||w1 —w2||-

En conséquence, de (3.3.18) il résulte que 'application S, 4 est contractante et donc il existe
u € K(g) unique tel que u = Sy 4(u). m
Pour g € V, d € K on considere les problemes suivantes

Probléeme (P) : Trouver u € K(g) tel que

a(u,v —u) + j(g,u,v — d) — j(g,u,u — d) > b(g,u,v —u) Vv eV, } (3.3.20)

b(g,u,z—u) >0 Vze K
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et
Probléme (Q) : Trouver u € K(g) tel que
a(u, v —u) + j(g,u,v —d) — j(g,u,u —d) >0 Yv € K. (3.3.21)
On fait 'hypothese
si u est solution de (Q) alors u est solution de (P). (3.3.22)
Remarque 3.3.3 Si u satisfait (f’), alors, évidemment, u satisfait (Q)

Soient f € W12(0,T;V) donné et ug € K(f(0)) la solution unique, conformément & la

Remarque 3.3.2, de I'inéquation implicite elliptique suivante
a(ug, w —ug) + 7(f(0),up,w) — j(f(0),ug,up) >0 Vwe K. (3.3.23)

Remarque 3.3.4 En tenant compte que K est un cone de sommet 0, on peut prendre dans

(8.3.23) w =2u et w=0. On conclit que l'inéquation (3.53.23) est équivalente au systéme

{ (o, o) = j(£(0), o, o) = 0,
a(ug, w) + j(f(0),up,w) >0 Vwe K.

On va considérer le suivant systeme d’évolution d’inéquations variationnelles couplées:
Probléme (P2) : Trouver u € WH2(0,T;V) tel que

u(0) = uo, u(t) € K(f(t)) Vtel0,T],
a(u(t), v —a(t)) + 5(f(8), u(t),v) — 5(f(t), ul(t), u(t))
> b(f(t),u(t),v—u(t)) YveV pp. dans]0,T],

(3.3.24)

b(f(t),u(t),z—u(t) >0 Vze K, Vte|[0,T]

ou ug point au-dessus d'une variable désigne la dérivée par rapport au temps, c’est-a-dire,
U
E.

L’objet principal de cette section est de prouver ’existence d’une solution du probleme

U =

(P2). L’idée est d’aprocher (P2) par une famille de problemes (P2), construits par un

“prolongement” des formulations incrementales obtenues en utilisant une schéma implicite
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de discrétisation en temps. On va démontrer que chaque probleme de cette famille a une
solution et que la suite des solutions converge, sur une sous-suite, vers un élément qui vérifie
le probleme (P2).

Pour n € N*, on pose At = T'/n et t; =i At pour i = 0,1,....,n. Si 0 est une fonction
continue de t € [0,T'] & valeurs dans un espace vectoriel, on utilise les notations
gitl _ pi

0 = 0(t, ) 1,... L
(t;), Vie{0,1,...n}, 0O A7

 Vie{0,1,...,n—1}.

On pose aussi K' = K(f(t;)) Vi €{0,1,...,n} et u’ = uy. Alors nous approchons le probeme
(P2) en utilisant la sequence suivante de problemes incrémentals {(P2)! },—o 1. .1
Probléme (P2)i: Trouver u't! € K*! tel que

a(u ™ v —ou') + (L ut v) = (T W o)
> b(fHut o —out) Ve ey, (3.3.25)
b(fi+17ui+17z_ui+l) ZO \V/ZEK

Lemme 3.3.2 Si u est une solution de (P2) et u't' est une solution de (P2), alors

n’

b(f(t),u(t),u(t)) =0 dans [0,T] (3.3.26)
b(f ) =0 Vie{0,1,..,n—1}. (3.3.27)
b(f(t),u(t),u(t)) =0 p.p. dans [0,T], (3.3.28)

Démonstration. K étant un cone de sommet 0, on peut prendre dans la deuxieme inéquation
de (P2) et (P2)!, 2 = 2u(t) et z = 0, respectivement z = 2u’*! et z = 0 d’ot1t nous obtenons
les relations (3.3.26) et (3.3.27).

On déduit aussi de la deuxiéme inéquation de (P2) que, pour tout ¢ €]0,T| et pour
tout At > 0 assez petit, on a

b(f (), u(t), Bt + AAti — u@) >0

et

d’ou la relation (3.3.28). m
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w — ut

Prenant v = avec w quelconque dans V, il est facile & voir que la premiere

inéquation de (P2)! peut étre écrite sous la forme
a(u™h w—u™) 4w w — ) — 5 (T W ) > bt w —u ) Yw e V.

On en déduit alors, de I'hypothese (3.3.22) et de Remarque 3.3.3 pour g = f™! et d = v,
que le probleme (P2)l équivaut a la suivante inéquation variationnelle
Probléme (Q2)!: Trouver vt € K tel que
(™ w — ) 4 (= )
(3.3.29)
—j(fT L it — ) >0 Yw e K.

Proposition 3.3.1 Il existe u't! € K™ unique, solution du probléeme (Q2)L.

Démonstration. Utilisant les hypotheses (3.3.1), (3.3.4), (3.3.8) et (3.3.18), on obtient que
lapplication Spi+1,: @ Kt — K™ est contractante. En conséquence, 'inéquation (Q2)i a
une solution et cette solution est unique. m

Utilisant le fait que la fonction f est absolument continue, nous obtenons les estimations
suivantes

Lemme 3.3.3 Soit u't! € K1 la solution de (Q2)%, i€ {0,1,...n—1}. Alors

n’

[l < Cll flleqorivy, 1w < Cllflleqorvy (3.3.30)
tit1
[u™*! — | < C / £ (Dl dr < CVAL| fllr20v) - (3.3.31)
t;
n—1 )
Dl = w|* < CPAL| I 2010 (3.3.32)
i—0
ot
k Nk
C = (k1 + 1)ky (3.3.33)

Oé—klkg '
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Démonstration. D’aprés Remarque 3.3.4, (3.3.1), (3.3.10) pour w; = u°, ws = 0 et Lemme
3.3.1; on obtient

allu* < 1507 u”, u”) < (1 + k)ke || £l + Eakal|ul]]) [l
Mais comme f € W12(0,T;V) C L*>=((0,T); V)N C([0,T];V), on a

P = 1N < max L] = [ fllogoryyy» Vi €{0,1,...n},

t€]0,T]

d’ou la premiere partie de (3.3.30).

Maintenant, en prenant w = 0 dans (Q2), il vient
a0 ) < [P, <) — O )

ce qui, grace a (3.3.1) et (3.3.10), donne 'estimation (3.3.30).
Puis on prend w = u’ dans (Q2)! et w = u**! dans (Q2)i-1 d’ot, en utilisant (3.3.5),
(3.3.8), (3.3.9) et (3.3.4), on a

al|ui+1 _ uz||2 < j(fi’ui witl — uifl) _j(fi ulul — uiﬂ) _ j(fi+17ui+1,ui+1 _ uz)
< j(fi,ui’uiJrl ) (fz+1 P+ it _ui)
< (L4 )k f7 = 1l + /ﬁkzl\u”l —w[)flutt — .

Ca entraine (3.3.31) en tenant compte que, de la régularité de f, de Théoreme de Bochner et

en appliquant Cauchy-Schwartz, on a

176) = 7)) =1 / f(ryarl < / IF@ldr a0
<C\/t—5 ||fHL2(0TV) Vs,tE [O,T], s <t.

La derniere estimation s’obtient sans difficulté en écrivant

=il < [ fmPan [ an =c2ae [ io)Par.

ti t; t;
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A la suite on va définir les suites de fonctions {tn }nene, {fn}nene et {y, fnen+ définies

sur [0, 7] par

Un(0) = @, (0) = u°, fo(0) = f°

Un(t) — ui+1

. N (3.3.35)
ﬂn(t) :ul—i—(t—tz)cf)ul Vi€ {O,l,...,n— 1} Vi G]ti,tiﬂ].
fn(t) f’i+1

Evidemment on a la régularité u, , f, € L*(0,T;V) et i, € WH2(0,T;V). De (P2)}
on déduit imédiatement que les fonctions ainsi définies, satisfaient, pour tout t € [0,7'], la
suivante formulation incrémentale
Probléme (P2), : Trouver u,(t) € K(f.(t)) tel que

G alt) unt), L (£)) 2 B(fa(), (D)0 — Lin(t)) Vo eV, (3.3.36)

Remarque 3.3.5 De (3.5.35), (5.5.13) et la deuxieme inéquation de (P2)! on obtient

b(fn(t), un(t), v — %ﬂn(t)) = b(fH u v — Oul) = b(fH ut )
+Lb(fi+1,uz’+1,ui —u) > b(fu(t), un(t),v) YVt €ty tia], Yo e V.

At

Les résultats suivants jouent un role essentiel dans 'obtention de l'existence d'une so-

lution du probleme (P2).
Lemme 3.3.4 Pour tout t € [0,7'] nous avons

lun (DI < Cllflleqoryvy, (3.3.37)
et, pour tout s,t € [0,T], s <t nous avons

T
n

[un(s) = un(®)]| < C / If(r)lldr. (3.3.38)

S
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De plus, on a

|t || 20,75v) < CVT| flleqomvy » (3.3.39)
At
[t — il 220,77y < C—=1f l20,7v) » (3.3.40)
\/_
d
I tnllz20mv) < Cllfllz2o.:v) (3.3.41)

ou C est la constante définie par (3.3.33).

Démonstration. L’estimation (3.3.37) découle de la définition (3.3.35) et de Iestimation
(3.3.30). Pour prouver (3.3.38), soient s, t € [0,7] avec s <tet 0 <i<j<n-—1tels que
s € (ti,tiya], t € (tj,t;41]. Alors, d’apres (3.3.31), on a

lun(s) — un(®)]] = [+t — w1 = (@ — ) + (W — ) + oo 4 (@2 — H))|
j . tet1 tir1 min{t + At, T}
<Y k<o Y /||f ||dT—C/Hf Jdr < C / 1F(r)ll dr.
k=i+1 k= H—l tiv1 s

L’estimation (3.3.39) est immédiate par les calculs

n—1 tiga
t—t;,, . t—1t; .
N 2 o [ 7 1 9+1112
finlfan =2 f 10 =5+ 5 P
7 b

7,+1 9
i t—t
i i 7 i+1 2 2
<§j [ (a=F0m S ) < o
ti

Enfin, de (3.3.35) et (3.3.32), on a

n—1 bita
. ; o t—t . .
= nllury = 3 [ 0t =t = S = )P
=0 t
3 A C2AL
t . 2.
MZW“ WP [ i =02 Znuz“ w? < C20 oy

t;

diy, 3
d’ou (3.3.40) et, en tenant compte que ||%||L2(07T;V) = g

(3.341). m

= 207, on & aussi
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Lemme 3.3.5 Il existe deuz sous-suites {u,, }pen+ €t {ln, }pen+ et un élément uw € WH2(0,T;V)

tels que

Up, (t) = u(t) dans V faible Vit e [0,T], (3.3.42)

G, = u  dans WH*(0,T;V) faible. (3.3.43)

De plus, pour tout s € [0,T], on a

S S

lim inf / a(unp(t),%ﬁnp(t))dt > / a(u(t), (t)) dt | (3.3.44)
imint [ 5(f, (1), (0. Gy, () dt = [ GO, ule) a(0) . (3.3.45)

Démonstration. Appliquant un processus diagonal, de (3.3.37) et (3.3.38), on déduit qu'on
peut extraire une sous-suite {uy, }, C {uy }n telle que wu,, (t) — u(t) dans V faible V¢ € [0,T'],
ot u € L*(0,T;V). En effet, soit £ = {7;}jen C [0, 7] un sous-ensemble dénombrable dense.
De (3.3.37) on a, pour tout j € N et pour tout n € N*, ||u,(7;)[| < Cy ou Cy = C||f|lcqo,m;v)-
Alors, par un processus diagonal, on peut extraire {u,,}, C {u,}n telle que, pour tout j € N,
la suite {u,,(7;)}, converge faiblement vers un élément de V' noté par u(7;). Pour simplifier

I’écriture dans la suite, on supprime l'indice p.

On va montrer que, pour tout ¢ € [0,7], la suite {u,(t)}, est faiblement Cauchy. Pour
peV,tel0,T),q>0et 1; € E quelconques, on a

|(nq(t) = un(t), @) < [(Unig(t) = nig(75); ©)| + [(nq(75) = un(75), )| + [(Un(75) — un(t), 9)|
< [l (lunsq(®) = tnig (T + llun(7;) = wnlON) + [(Un1g(75) = wnl(75), )]
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Choisissant 7; > ¢ et utilisant (3.3.38), on en déduit

mz‘n{’q—i—%,T}

|(tn1q(t) = un(t), )| < Cllell( / If (7l dr

t
min{T;+ % T}

+ / LF (A7) + 1 (g (73) = un(75), 0)]

t

(3.3.46)

min{TjJr%,T}

< 20|l / IF (AT + (g (75) = wa(7), )]

t
T .
< 200l — + 75 = thfllz2omwy + [(Warg(75) = unlT)), )1

Mais, comme E = {7;},en est dense dans [0, 7], on peut choisir 7; > ¢ tel que 7; — ¢
est assez petit. D’autre part, la suite {u,(7;)}, étant faiblement convergent il est faiblement
Cauchy. Alors, de (3.3.46), il en résulte que la suite {u,(t)}, est faiblement Cauchy, donc
U (t) — u(t) dans V faible. Evidement, K étant faiblement fermé, u(t) € K et u, — u dans
L*(0,T;V) faible .

D’autre part, de (3.3.39) et (3.3.41), on obtient qu'il existe une sous-suite de {iy,},,
encore notée {iy,},, et un élément o € WH2(0,T;V) telle que @, — @ dans W2(0,T;V)
faible (en fait, on considere que ||y, |[w12(0,7,v) est bornée pour ces indices ny, pour les queles
la sous-suite wu,, (1) converge faiblement et on extrait de cette suite une suite i,, qui converge

faiblement dans W12(0,T; V') vers @). On montre que v = 4. En effet, on a

tit1

n—1
. g =t i i
|(un — Un, 90)L2(0,T;V)\ = Z (u’ + A—t<u —at) =t p(t)) dt
=0 £
n—1 tita n—1 tit1 1/2 n—1 tita 1/2
<y / [t — ]l dt < | S / fat a3 / o) dt
i=0 i=0 7 =0 7

T .
< o 2.0 [el L2 0,09

c’est-a-dire, 1, et u, ont la méme limite faible dans L?(0,T;V).

On va maintenant déduire (3.3.44). Soit s €] 0,7 ] et i € {0,...,n—1} tel que s € (;,t;41].
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Utilisant les définitions (3.3.35) et les propriétés de a, nous obtenons

/ alun(t), %an(t)) dt = / aun(t), %ﬁn(t)) dt — T,
N T i o . 3.3.47
= 2. a(u, T) dt -7, > %JZ:; (a(qu’ Wt — a(uﬂ7uﬂ)) -T, ( )
= 5 (00 ™)~ a(u’ ) = T, = 3 (g (), 1 (5)) — @l (0), 0 (0))) = T,
onT, = / a(un(t), %ﬁn(t)) dt.

Tout d’abord, grace a (3.3.1), (3.3.30) et (3.3.31), on a

tiv1 — 8, i i ;
T < M| |[[[u™" — || < C*MVAL| flleqom 11l 2oz)

At
d’ott lim T}, = 0. Alors, en passant a la limite dans (3.3.47) et tenant compte que la symétrie
n—oo
de a implique
S 1 s d -
/a(u(t),u(t))dt — —/—a(U(t),u(t))dt _ a(u(s), u(s)) — a(u(0), u(0)) |
2/ at 5
0 0

on obtient (3.3.44).
Il reste a démontrer (3.3.45). La fonction j(f,u,-) étant convexe et semi-continue

infériuerement pour tout f,u € V, il résulte (voir [20], pag.160) que l'application v >

S

/ J(f(#),u(t),v(t)) dt est convexe et semi-continue inférieurement dans L?(0,7; V). Alors
0

S S

imint [ (70,0, Zn®)de > [ 7000 d (3349
0 0
D’autre part, de (3.3.8) et (3.3.41) on obtient

S

[ (0000 (00 = 0000, (0]

0

< Cks| fll 209 (/(Hﬂ(fn(t%un(t)) = BU@), u(t)]

Hfalt) = FOI)dE)?
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d’on, parce que f,u € WH2(0,7;V) C C([0,T];V) et fu(t) = f(t) in V VYVt € [0,T], en

utilisant la propriété (3.3.3) de (3, nous obtenons

d

in () — 5(F(£), u(t) —ﬁn(t))) dt = 0. (3.3.49)

hm (](fn(t)a Un, (t)7 di ’ dt
0

t

En combinant les relations (3.3.48) et (3.3.49), on obtient

s

d
lim inf/j(fn(t), un(t), pr ]

n—00
0

> tin [ (300,000, 50

n—0o0

+li7ggi£f/j(f(t),u(t)7%ﬁn(t))dt > /j(f(t),U(t),iL(t))dt
0 0
ce qui acheve la démonstration. m
On va maintenant prouver le suivant résultat d’existence d’une solution du probleme

(P2).

Théoréme 3.3.1 On suppose que les hypothéses (3.3.1)-(53.8.8), (3.5.13)-(3.5.15), (3.5.17),
(3.3.18) et (8.3.22) sont satisfaites. Alors il existe les sous-suites {tn, }pen= €t {Un, }pen- telles

que
Up, (t) = u(t) dansV fort Vte[0,T], (3.3.50)
Uy, —u  dans L*(0,T;V) fort, (3.3.51)
d
%ﬁ% —4 dans L*(0,T;V) faible, (3.3.52)

ot u € WH2(0,T; V) est une solution du probleme (P2).

Démonstration. Soit {u,, }yen+ la sous-suite donée par Lemme 3.3.5. Pour des raisons de
simplicité, on la note encore par {u, },en+. Nous allons d’abord montrer que sa limite faible
u est une solution du probleme (P).

Il est facile a voir que u(t) € K(f(t)), Vt € [0,T]. En effet, ayant (f,(¢),u,(t)) €
Dy, Vt € [0,T], alors, les convergences: f,(t) — f(t) dans V fort, Vt € [0,T] et u,(t) — u(t)
dans V faible, V¢ € [0, T] impliquent, grace a I'hypothese (3.3.2) sur ’ensemble Dy, 'assertion.
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Soit s € [0,7T"]. Integrant les deux parties de la premiere inéquation de (P2), sur [0, 5]

et en tenant compte de Remarque 3.3.5, on obtient

S S S

[ atuntt), G0 de+ [ G0 ua(0), Gn®)dt < [ alun (o))t
o, o 0 (3.3.53)
+/j(fn(t),un(t),v)dt—/b(fn(t),un(t),v)dt Yo e L*0,T;V)
Mais, de (3.3.11) et (3.3.14), on a
ti [ 500,000t = [ 57(0),u(0).0) e,
nh_g)lo b(fn(t)a un(t)7 U) dt = b(f(t)’ U’(t>’ U) dt,

0

de sorte que, comme on a les convergences (3.3.44) et (3.3.45), on déduit de (3.3.53) que

S S S

/ a(u(t), o(t) — i(t)) dt + / JOF), ult), v(t) dt — / JOFE), u(t), i) dt
0 s 0 0 (3.3.54)
> /b(f(t),u(t),v(t))dt Yo e L0, T:V), Vse[0,T].

Si on prend maintenant, v € L*(0,7;V) défini par
oft) = w site[s,s+h]
u(t) sinon

avec w € V quelconque et s € [0,T], h > 0 tels que s + h < T, on obtient

/ a(u(t), w — a(t)) dt + / JOFE), ult), w) dt — / GO, u(t), aft)) dt
3 s+h 3 °

> /b(f(t),u(t),w)dt VweV, Vsel0,T]

S

ce qui donne, en passant a la limite avec h — 0, I'inéquation

au(t),w —a(t)) + 5(f (1), u(t), w) = 7(f (), u(t), u(t))
>

(3.3.55)
(f(t),u(t),w) YweV p.p. dans |0,T].
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Il est facile & obtenir que u satisfait la deuxiéme inéquation de (P2). En effet de la

deuxieme inéquation de (P2), il vient
D f(0), n (), 2) 2 B 1), tn(t), (1)
d’ou, en passant a la limite et tenant compte de (3.3.12) et (3.3.11), on obtient
b(f(t),u(t),z—u(t)) >0 Vze K, Vte[0,T] (3.3.56)
d’ou, procedant comme dans la démonstration du Lemme 3.3.2, on obtient aussi

b(f(t),u(t),u(t)) = 0. (3.3.57)

On conclut, de (3.3.55), (3.3.56) et (3.3.57) que u est une solution de (P2).
Il reste a démontrer la premiére partie du théoreme. Nous utiliserons un argument du
a Andersson [6] pour des problemes de contact avec compliance normale. On va montrer

d’abord que

S S

lim | a(un(t) ian(t))dt:/a(u(t),u(t))dt Vs e [0,T]. (3.3.58)

n—00 T dt

Prenant v = 0 dans la premiere inéquation de (P2), et w = 0, w = 2u(t) dans (3.3.55) et
intégrant ces inéquations sur [0, s] pour s € [0, 7], on obtient

S

0 > lim Sup/ (a(un(t), %ﬁn(t)) + 7 (fu(t), un(t), Eﬂn(t))) dt

n—oo

0
s

> lim inf / (a(un(t),%an(t))—l— j(fn(t),un(t),%ﬁn(t))) dt

n—oo

0
s s

2liminf/a(un(t),%ﬁn(t))dt+1i£g%£f/j(fn(t),un(t)’d_A

n—oo

0 0
s s

> / a(u(t), at)) dt + / JOF(E), u(t), (b)) dt = 0

0
ou nous avons utilisé (3.3.6), (3.3.13), (3.3.57), (3.3.44) et (3.3.45). On conclut

S S

lim inf / a(un (1), %an(t)) dt = / a(u(t), (1)) dt | (3.3.59)

n—00
0 0

o
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S S

d
iminf [ (A (8) ua(0) Gy de = [ 507(0), (0. i0)) de. (3.3.60)
n—o0

0 0
D’autre part, prenant v = u(t) dans (P2), et intégrant sur [0, s|, de (3.3.60), (3.3.14),

(3.3.57), Remarque 3.3.5 et (3.3.59) on a

S S

lifln_)soljp/a(un(t), %ﬂn(t))dt < nhﬁr{.lo a(u,(t),u(t)) dt
i [ 00 (0 0)) e~ timint [ G(Fu0),00(0), Gya0) de
04 s 0 (3.3.61)
=i [ B(fa(t), uat), (1)) e = / a(u(t), a(t)) dt

S

~ liminf / a(un (1), %an(o) dt

n—00
0

d’olt (3.3.58). Evidemment, de (3.3.58) et (3.3.47), on déduit

/ a(u(t), () dt = = Tim a(un(s), un(s)) — %a(u(O),u(O)) Vs € [0,7]

d’ou
lim a(un,(s), un(s)) < a(u(s),u(s)) Vse[0,T].

n—oo
Alors, grace a lellipticité de a, on en déduit la convergence forte (3.3.50). Comme (3.3.50)
implique
u, — u dans L*(0,T;V) fort,

de (3.3.40), on obtient (3.3.51). Enfin, la suite {,}, étant bornée dans W'2(0,7;V), de
(3.3.51) il résulte (3.3.52). m
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Chapitre 4
Propriétés des solutions

Dans ce chapitre on se propose d’étudier diverses propriétés des solutions d’inéquations vari-
ationnelles de premiere et deuxieme espece. Nous allons d’abord considerer une classe d’iné-
quations variationnelles de premiere espece et on met en évidence (voir [24]) une propriété
de la solution, analogue a un principe de maximum . On illustre 'application du résultat au
probleme d’écoulement d’un fluid a travers un milieux poreux et au probleme de 1’obstacle.
La Section 4.2 est dévouée a l'analyse d’une clasee d’inéquations variationnelles de
deuxieme espece. En utilisant la méthode des translations, on démontre des résultats de
régularité locale et globale pour la solution (voir [36]). Dans la Section 7.4, on va appliquer

ces résultats au probleme de Signorini.

4.1 Un pricipe de maximum pour la solution d’une classe

d’inéquations variationnelles

4.11 Le résultat général

La classe d’inéquations variationnelles a étudier dans ce paragraph est caractériseée par la

forme bilinéaire

a(u,v) = / Vu-Vvdx  Yu,v € HY(Q) (4.11.1)
Q
et par un ensemble des contraintes de type 4.11.2.

81
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On démontre I'existence et I'unicité de la solution du probleme variationnelle considéré
et on obtient ensuite une caractérisation remarquable de cette solution, propriété nommée
dans la littérature de specialité, dans le cas homogene, la propriété de “super solution”. A
I’aide de cette propriété on énonce et démontre le résultat essentiel de ce paragraph donné
par le théoreme 4.11.1. En corrollaire, on obtient un certain principe de maximum.

Soit €2 un ouvert borné de RP; de frontiere 02 réguliere. On va considérer le suivant

sous-ensemble de H'(2) qui va jouer le role d’ensemble des contraintes
K={ve H(Q);v>0p.p. dans Q et v =g p.p. sur 9N} (4.11.2)

ou g est une fonction donnée a valeurs réelles, définie sur 0€2, dont la régularité on va préciser.
Pour le moment, nous supposons que g s’annule sur un sous-ensemble régulier et ouvert I'y de
01, avec mesure strictement positive et que g > 0 sur 9€). Avec ces suppositions, on observe

que ’ensemble K peut s’écrire sous la forme
K={veV;v>0p.p. dans Q et v =g p.p. sur I';} (4.11.3)

ou
V ={ve H(Q);v=0p.p. sur [y}, (4.11.4)

[y et I'; étant des ensembles ouverts et disjoints tels que 9 = Ty U T.

Pour f donné dans L?(2), considérons la suivante inéquation variationnelle :

Trouver u € K tel que
(4.11.5)
Yv e K

a(u,v —u) > (f,v—u)

ot a : H'() x H'(Q) — R est la forme bilinéaire définie par (4.11.1) et (-, ) est le produit

scalaire usuel dans L*(Q).

Proposition 4.11.1 Dans les hypothéses ci-dessus, si g € HY2(08) alors linéquation vari-

ationnelle (4.11.5) admet une solution unique.

Démonstration. Nous démontrons que les hypotheses du théoreme 3.11.3 sont satisfaites.
On vérifie immédiatement que ’ensemble K est convexe.
Nous montrons qu’il est fermé en choisissant une suite {v,},en C K telle que v, —

v dans H'(Q) et en démontrant que v € K. Puisque v, — v dans H'(Q) il en résulte,
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évidemment, que v, — v dans L*(Q) et alors il existe une sous-suite {v, }yen de la suite
{vn}nen telle que v, converge ponctuellement p.p. dans Q vers v (voir, par exemple, [3],
pag.27). Ayant v, (r) > 0 pour presque tout x € € car v,, € K, il en résulte que la limite

ponctuelle v de la suite v,, a aussi la méme propriété, donc
v>0 p.p. dans Q. (4.11.6)

Puisque I'opérateur de traces v : H'(2) — HY2(98) (en fait, v = o du théoreme de traces
1.4 de la page 21) est continue et, de plus, H'/?2(9Q) — L*(99), alors de la convergence
v, — v dans H'(§) nous obtenons la convergence v, — yv dans L?(99Q). Mais yv, = g car

v, € K et donc

De (4.11.6) et (4.11.7) nous concluons que v € K et donc K est fermé.

Montrons maintenant que I’ensemble K est non vide. Soit § € H'(€2) une fonction ayant
la propriété vg = g. Il existe une telle extension de g puisque, conformément a ’hypothese, g €
H'Y2(09) et Popérateur de traces v : H'(Q) — HY2(09Q) est surjectif. Alors §= = sup(g,0)
est aussi dans H'(2) et, évidemment, g© > 0 p.p. dans Q. Pour prouver que §g© € K, il
faut encore vérifier que yg* = g, ce qui est facile & voir : vg* = sup(yg,0) = sup(g,0) = g
(conformément & 'hypothese g > 0 sur 992). En conclusion gt € K aézt donc K n’zgt pas vide.

Le produit scalaire (-,-); de H'(Q), défini par:

(u,v) :/uvdx—l—Z/gu a@v x  VYu,v € HY(Q),
z; Ox;

Q i=1q

induit sur V une structure d’espace de Hilbert sur lequel, de plus, la seminorme | - |; donnée

par:
_ 1
jul, = 2/ 9. Yu € H'(Q)
= a
est équivalente a la norme || - ||; induite par le produit scalaire (-, -); (cf., par exemple, [34],

pag.12 ou, en fait, on a une conséquence de l'iégalité de Poincaré-Friedrichs), c’est-a-dire:

Ja >0 tel que 1-|ul; < |lully < aluly YueV. (4.11.8)
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Pour pouvoir appliquer le théoreme 3.11.3, il faut encore démontrer que la forme af(-,-)
est bilinéaire, continue et V-elliptique. La bilinéarité est immédiate et la continuité se déduit

a 'aide de I'inégalité de Schwartz:

a(u, v) Z/@xl 8:1:Z XS

1/2 1/2

=
o))
Bl
S~—
no
o,
"
3
—
o))
g2
-
o,
"

i=1 o) ‘ =1 Q . (4.11.9)

= luly - ol < lufl - ol Vu,0eV.
Puisque
a(u, ) /Z 8@ Pdx = |u]?  VYueV, (4.11.10)

en utilisant la deuxieme inéquation de (4.11.8), nous obtenons:
1
a(u,u) > —lullf, YueV, (4.11.11)
a

donc la V-ellipticité de a(-, -).

Maintenant, nous sommes en mesure d’appliquer le théoreme 3.11.3 qui nous assure que
le probleme (4.11.5) a une solution et cette solution est unique. I

On va montré ci-apres que la solution u € K de l'inéquation variationnelle (4.11.5)
admet une caractérisation indépendante de la fonction ¢ qui intervient dans la définition
de I'ensemble K des contraintes. De facon plus précise, nous démontrons que u satisfait
I'inéquation variationnelle dont l’ensemble des contraintes est constitué par des fonctions
positives de H}(Q).

Nous désignons par K, I’ensemble suivant:
K,={we H(Q); v € K et Je € R, tels que w = e(v — u)} (4.11.12)

ou u est la solution de (4.11.5).
L’ensemble K étant convexe, non vide et fermé dans H'(2), il en résulte, sans difficulté,

que l'ensemble K, a les mémes propriétés. De plus, il est immédiat que K, C H!(Q).

Proposition 4.11.2 Soit u € K la solution d’inéquation variationnelle (4.11.5). Soit K,
lensemble défini par (4.11.12). Alors

a(u,w) > (f,w) Vw € K, . (4.11.13)
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Démonstration. Soit w € K,. Il existe alors v € K et ¢ > 0 tels que w = €(v — u). En
multipliant I'inéquation variationnelle (4.11.5), écrite pour ce v, par € et en utilisant ensuite
la linéarité de la forme a(-,-) et du produit scalaire dans L?(f2), on obtient (4.11.13). m
En conséquence, la solution v € K du probleme (4.11.5) satisfait I'inéquation (4.11.13)
pour tout w € K, ou 'ensemble K, dépend de la fonction u a laquelle il est attaché. Mais

cette dépendance est apparente comme il résultera de l'inclusion suivante
{we Hy(Q); w>0p.p. dans Q} C K, . (4.11.14)

Pour démontrer cette chose, soit w € H} () avec w > 0 p.p. dans Q. Soit v = w4 u
ou u est la solution de (4.11.5). Compte tenu de la définition (4.11.3) de l'ensemble K, il
résulte que v € K. Par conséquent, en choisissant € = 1, il existe v € K tel que w = €(v — u).
Conformément a la définition (4.11.12) de 'ensemble K, nous obtenons w € K.

De la proposition 4.11.2 et de 'inclusion (4.11.14), il vient
Proposition 4.11.3 Soit u € K la solution de l'inéquation variationnelle (4.11.5).Alors

a(u,w) > (f,w) Yw € Hy(Q) avec w > 0 p.p. dans Q. (4.11.15)
Remarque 4.11.1 Une fonction u € H'(Q) telle que

/Vu~VvdXZO Yw € Hy(Q) avec w >0 p.p. dans Q
Q

s’appelle (cf. [18], par exemple) supersolution pour 'opérateur A défini par :

0  Ou

(4.11.16)

Selon cette définition, nous observons que la proposition 4.11.3 affirme que la solution de
linéquation variationnelle (4.11.5) est, dans le cas f = 0, une supersolution pour l'opérateur

A défini comme ci-dessus.

Ayant maintenant la caractérisation désirée de la solution u, sur un ensemble des con-
traintes indépendant de la fonction donnée g , nous sommes en mesure de démontrer le résultat

essentiel suivant
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Théoréme 4.11.1 Soit u la solution de linéquation variationnelle (4.11.5). Soit h € H'(Q)

qui satisfait les conditions

a(h,w) > (f,w) Yw € HYQ) w >0 p.p. dans Q,
h>0 dans (2, (4.11.17)
h>g surdf.

Alors
u<h p.p. dans Q.

Remarque 4.11.2 Compte tenu des hypotheses faites au début du paragraphe sur g, la con-

dition (4.11.17)5 peut s’écrire sous la forme équivalante

{ h>0 surly, (4.11.18)

h>g surly.

Démonstration du théoréme 4.11.1. Soit v = min(h,u) = u— (u—h)* ot v = sup(v,0)
est la partie positive de la fonction v. Nous avons v € H'(Q). Selon les hypotheses (4.11.17),,
(4.11.17)3 sur h et les propriétés de u comme élément de I'ensemble K, il résulte v > 0 p.p.
dans et v = g sur 0f) et donc v € K. Cela nous permet de remplacer v dans (4.11.5), d’ou
I’on obtient

a(u,—(u—n)") > (f,—(u—"h)"). (4.11.19)

D’autre part, puisque la différence des deux fonctions de K est dans HJ(f2), nous
obtenons (u — h)™ = u —v € H}(Q). De méme, nous avons (u — h)* > 0 p.p. dans Q.

En prenant w = (u — h)™ dans la relation (4.11.17), nous obtenons
a(h,(u—n)*) > (f,(u—h)"). (4.11.20)
Par addition de (4.11.19) et (4.11.20) il résulte
a(u—h,(u—"h)") <0. (4.11.21)

Remarquons maintenant que la forme bilinéaire a(-,-) a la propriété : a(vt,v™) =
0, Yo e HY(Q) et donc a(v,v") = a(v™,v"), Vv € HY(Q). Cela implique, grace a la
V-ellipticité de a(-,-), que

Ja > 0 tel que afvt||} < a(v,0™) Yo e H(Q) avec vt € V. (4.11.22)
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Mais (u — h)" € H3(Q) C V et alors, de (4.11.21) et (4.11.22) nous obtenons
all(u —h)T)3 <alu—nh,(u—h)*) <0 (4.11.23)

ce qui implique (u — h)™ = 0 p.p. dans Q, c’est-a-dire u < h p.p. dans Q. Le théoréme est

ainsi démontré. ]

Quand la fonction f € L?*(2) donnée est négative, on obtient une conséquence de ce

théoreme sous la forme du principe de maximum suivant

Corollaire 4.11.1 Soitu € K la solution de l'inéquation variationnelle (4.11.5) pour f <0
p.p. dans Q. Si la fonction g € HY/?(0R) est majorée d’'une constante positive C alors u < C
p.p. dans €.

Démonstration. On applique le théoreme 4.11.1 pour h = C. ]

Remarque 4.11.3 L’hypothése “f <0 p.p. dans Q2”7 du corrolaire ci-dessus a la justification
suivante : Pour pouvoir prendre a la place de h dans le théoreme 4.11.1, la constante C' doit
vérifiér hypothése (4.11.17) qui revient a : (f,w) <0 Yw € HY(Q) avec w > 0 p.p. dans
Q.

A la suite nous étendrons les résultats obtenus en considérant ’ensemble des contraintes,

dans le probleme (4.11.5), sous la forme
K(,g9)={ve HY(Q); v>¢ pp. dans Q, v =g sur 0N} (4.11.24)

avec ¥ et g des fonctions données, régulieres, définies dans 2, respectivement sur 0f2.
Nous montrerons que de telles inéquations variationnelles admettent des solutions uniques
et que pour ces solutions on peut mettre en évidence une propriété analogue a celle donnée

par le théoreme 4.11.1 et le corollaire 4.11.1.

Proposition 4.11.4 Soit v € HY(Q) N C%Q) telle que v < 0 sur 0. Alors linéquation

variationnelle

Trowver u € K (1, g) tel que } (4.11.25)

a(u,v —u) > (f,v—u) Yve K(,qg)

admet une solution unique.
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Démonstration. Observons d’abord que 1’ensemble K (1), g) peut s’écrire sous la forme
K,g)={veV; v>1pp. dans Q,v=gsur '} (4.11.26)

ou V est 'espace de Hilbert défini par (4.11.4). On a démontré que la forme bilinéaire
a(+,+), qui intervient dans (4.11.26) et qui est défini par (4.11.1), est continue et V-elliptique.
Pour obtenir le résultat énoncé, il reste a démontrer (conformément au théoreme 3.11.3)
que 'ensemble K (1), g) est convexe, non vide et fermé dans V. La convexité de K (i, g)
est immédiate et la fermeture est une conséquence du fait que toute suite convergente dans
H'(Q) contient une sous-suite convergente ponctuellement p.p. dans €. Pour démontrer
que I'ensemble K (v, g) n’est pas vide, nous considérerons § € H'() une extension de g €
H'2(08) donnée par le théoreme de traces. En posant alors v = §* + ¢, ot §* et )" sont
les partie positives de g, respectivement de 1, nous obtenons v € K (v, g).

Il en résulte que I'inéquation variationnelle (4.11.25) a une solution et cette solution est

unique. |

Par un raisonnement analogue a celui utilisé dans le cas du probleme (4.11.5) (on peut
observer que la condition v > 9 p.p. dans € de (4.11.24) par laquelle nous avons remplacé la
condition v > 0 p.p. dans 2 de (4.11.3) ne produit aucune difficulté majeure), on obtient la
caractérisation (4.11.15) de la solution u € K (v, g) de I'inéquation variationnelle (4.11.25), le

théoréme 4.11.1 et le corollaire 4.11.1 dans les variantes suivantes :

Théoreme 4.11.2 Sous les hypothéses ci-dessus, soientw € K (1, g) la solution de l'inéquation
variationnelle (4.11.25) et h € H'(Q) une fonction qui satisfait les relations (4.11.17),,
(4.11.17)3 et

h>1v p.p. dans . (4.11.27)

Alors uw < h p.p. dans Q.

Démonstration. L’hypothése (4.11.27) sur h et 'appartenance de u a K (1, g) impliquent
v > 1 p.p. dans ot v = min(u, h). Avec cette observation, la démonstration du théoréme
4.11.2 est la méme que celle du théoreme 4.11.1, en remplagant seulement K par K (1), g).
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Corollaire 4.11.2 Soitu € K(v,g) la solution de l'inéquation variationnelle (4.11.25) pour
f e L*Q) tel que f <0 p.p. dans Q. Soit C une constante qui majore la fonction v dans

Q. Sila fonction g est majorée sur 0S) d’une constante Cy, alors u < C' p.p. dans € ou
C' = maz(Cy, Cy).

Démonstration. On choisit dans le théoreme 4.11.2 sur la place de h la constante C'. [

Remarque 4.11.4 Une condition suffisante pour lexistence de Cy est g € C(0S2). L’existence
de C, est assurée quand i € C(Q) or ¢ € H*(Q) dans le cas p = 2.

4.12 Exemples

A la suite nous examinerons, sur deux examples, 'application des résultats obtenus.
Example 1.

Considérons le probleme (voir [10], [11], [91] ou [9]) d’écoulement stationnaire d’un fluide
incompressible a travers un milieu poreux homogene qui sépare deux réservoirs de niveaux
différents H et h avec H > h > 0. Le milieu qui sépare les deux réservoirs est borné par
des parois paralleles et a une base horizontale imperméable fixe. Soit a 1’épaisseur du milieu
poreux, a > 0. Soit ¢ : [0,a] — [0, H] la fonction continue, strictement decroissante qui
décrit la frontiere libre formée dans le milieu poreux, c’est-a-dire (0) = H , p(a) > h. La
géométrie du probleme, en tenant compte que 1’écoulement est le méme pour toute section

normale dans le milieux poreux, est donnée dans la figure 1.

y
Y POH) e E(a.H)
Cw(am(a))v
C(a,h) T
A(0,0) B(a,0)

S S S S S SSS

Figure 4.1
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La région d’écoulement de ce probleme 2-dimensionnel est 'ouvert €2 défini par
Q={(v,y) eR?; O<z<a,0<y<p@)}. (4.12.1)

Le mouvement dans le milieu poreux est décrit a 'aide de la vitesse de filtration, soit

v. De I'équation de continuité et de la loi de Darcy valable pour des milieux homogenes et
isotropes, on déduit

—Au=0 dans €2, (4.12.2)

ouv=Vu
D’apres les conditions a la limite de hydrodynamique souterraine, on obtient I’ensemble

des conditions (en utilisant les notations de la fig. 1)

u=H sur [AF],
u=h sur[BC]|,
u, =0 sur [AB],
Ju

5

u(z,y) =y sur la courbe FC,,

~ (4.12.3)
0  sur la courbe FC,, ,

u(a,y) =y sur la “partie humide” [CC,],
. Ou ou

ou — =

v o

a la frontiere de € dirigé vers 'extérieur et u, dénote la dérivée partielle par rapport a y.

-I—Vya— dénote la dérivée normale et ot v = (v, 1)) est le vecteur unité normal

Le probleme (4.12.2), (4.12.3) a comme inconnue, en fait, le triplet (p, 2, u) donc il est
un probleme de frontiere libre. Baiocchi [9] a montré, cependant, qu’aprés un changement
convenable de la fonction inconnue u, ce probleme peut se réduire a une inéquation variation-
nelle de type (4.11.5). A savoir, en considérant que la solution u(z,y), dans le sens faible, du
probléme (4.12.2), (4.12.3) est un élément de I'espace H'(2) N C°(Q), Baiocchi a introduit la
fonction

w(z,y) = / (@(z,t) —t)dt  V(z,y) €D (4.12.4)
D = (0,a) x (0,H) (4.12.5)
et

_ (4.12.6)
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Evidemment, on aw = 0 dans D\ Q. Il est facile de voir que la fonction w est la solution

de I'inéquation

/ Vqu(v—w)dxdyZ—/(v—w)dxdy Yv e K (4.12.7)
D D
ol
K ={ve H(D); v=gsur dD, v >0 p.p. dans D} (4.12.8)
et
g(x,y) = w(z,y) V(z,y) € 0D. (4.12.9)

Par un calcul immédiat, de (4.12.3), (4.12.6), et (4.12.4) on obtient

¢ 2 2 _ p2
A _H ok x sur |ABJ[,
12 2a
5(H—y)’ sur [AF],
g=93 1
LI sur [BC,
0 sur 0D — ([FAJUJAB[U[BCY) .

Il est connu (voir [11] ou on peut appliquer le théoréme 3.11.3) que le probleme (4.12.7)
a une solution w unique qui, en particulier appartient & C*(D). Pour montrer 'existence et
I'unicité de la solution du probleme (4.12.2)-(4.12.3), posons
Q={(z,y); (x,y) € D; w(=z,y) > 0},
p(z) =sup{y; (z,y) €Q} O0<az<a,
0) = lim p(x a) = lim ¢p(x),
p(0) =limp(z)  p(a) = lim ()
_ R ow
U(I7y):U(l‘7y) \V/(l’,y) € ou U(Iay>: _a_y
Alors, il résulte que le triplet (¢, 2, u) est une solution du probleme (4.12.2)-(4.12.3) et
que cette solution est unique.
La fonction g a les propriétés : g est Lipschitz-continue donc g € HY2(982) [73], g > 0
sur 9D et g = 0 sur I'g =|FE]U[EC] . On obtient ainsi une inéquation variationnelle de type
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(4.11.5) avec f = —1, pour lequel I'application des résultats démontrés dans le paragraphe 1
signifie que

H2

w(z,y) < 5 dans D

Exemple 2.

Considérons le probleme de I'obstacle qui consiste a déterminer la position d’équilibre
d’une membrane élastique qui est fixée a la longue d’une courbe I' (I" étant la frontiere d’un
ouvert € de plan horizontal de coordonée (z,y)). La membrane est soumise a une force de

densité F et elle doit passer pardessus un obstacle représenté par une fonction ¢ : Q — R.

Figure 4.2: Le probleme de 'obstacle

En notant avec ¢ la tension de membrane et f = F'/t, le probléme aux conditions a la

limite qui décrit ce phénomene est le suivant

—Au > f dans )
u>1 dans €
(—Au— f)(u—1)=0 dans Q (4.12.10)

u=0 surl
0

ut = u’ sur v
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ol v est l'interface des ensembles QT = {z € Q; u(x) > ¥(x)} et Q° = {z € Q; u(z) = Y(x)}
donc v = a0 TNIN et u™ = u/QT |, u® = u/Q°. Le probleme est de trouver la frontiere libre
et la position de membrane donnée par la fonction u telles que les conditions (4.12.10) soient
vérifiées. On démontre (par exemple [53], pag.26) que la solution formale de ce probléeme
correspond, pour f € L?*(Q) donné, & la solution d'une inéquation variationnelle de type

(4.11.5) avec les données

V=H}Q),K={veV;v>1p.p. dans Q},

(4.12.11)
a(u,v) = / Vu-Vudxdy VYu,veV.
0

Si l'obstacle est décrit par une fonction ¢ € H*(Q) N C%() avec ¢ < 0 sur ' , alors
I'inéquation variationnelle (4.11.5) avec les données (4.12.11) entre dans la classe d’inéquations
variationnelles considérées dans le paragraphe 4.11, avec ¢ = 0 (on peut toujours supposer
que f <0 p.p. dans ). En appliquant le théoréeme 4.11.1 et le corollaire 4.11.1 on retrouve
les résultats démontrés dans [73] pour des inéquations variationnelles du type (4.11.5) avec
les données (4.12.11) et avec f = 0. A savoir, on obtient que la solution de cette inéquation
variationnelle est une super-solution pour l'opérateur A défini par (4.11.16) est elle a aussi la
propriété d’étre la plus petite parmi les super-solutions qui satisfont les conditions (4.11.17)s 3
et (4.11.27). En particulier, cette solution est plus petite, presque partout dans €2, que la

constante C' = sup ¢(z).
€N

4.2 Un résultat de régularité

Dans cette Section nous obtenerons des résultats de régularité pour les solutions d’une classe
d’inéquations variationnelles de deuxieme espece.

La régularité des solutions d’inéquation variationnelle pour un opérateur elliptique du
second order a été bien étudier par de nombreux auteurs parmi lesquels Lions [74] , Brézis-
Stampacchia [21], Necas [87], Duvaut [45].

Au debut de la Section nous tenons a rappeler des résultats essentiels dont nous avons
besoin par la suite.

Dans le paragraphe I1.2.2 nous formulons 'inéquation variationnelle pour laquelle nous

obtenons des résultats de régularité local et globale. La démonstration est basée sur la
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méthode des translations due a Niremberg [90] mais comme elle a été utilisé par Brézis dans
sa thése [20] pour un opérateur scalar elliptique du second ordre.
Dans Section 7.4 nous appliquerons les résultats obtenus pour la solution d’un probleme

de Signorini avec une loi de frottement non local.

4.21 Rappels et résultats préliminaires

Pour une fonction v définie sur R? on introduit la notation
v,il(x) =ov(x + he;),

ol e; est le vecteur unité (01, da;, ..., 9pi), 0;; €tant le symbol de Kronecker et h est un nombre
réel.
Nous reprenons d’abord quelques résultats (pour les démonstrations on renvoit, par

exemple, a [4]).

Proposition 4.21.1 Soient Q un ouvert de R?, v € H*(Q) et p € C*(Q). Alors vp € HY(Q)

et
0 ov Oy
o0x; (ve) = 83@90 + U&’L’i ’

ie{l,...p}.

A la suite on désignera par C' et C; les constantes positives qu’on distinguer par indice,

s’il est nécessaire.

Proposition 4.21.2 Soient Q un domain dans RP avec la propriété du segment (cf. page 19)
et v e H™(Q), m > 0 étant un nombre entier. On suppose q’il existe un indice i € {1,...,p}

et une constante C' > 0 telle que

<C, (4.21.1)

Hm(Q)

pour tout Q' C Q0 et pour tout h # 0 avec |h| assez petit. Alors

<C.

H™(Q)

ov
0@

Si (4.21.1) est vraie pour tout i € {1,...,p} alors v € H™(Q).
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Proposition 4.21.3 Soit Q) un ouvert de RP. On suppose que v € H™(Q), m > 1, et soit

Q' c Q. Alors A
v, — v
h

S ||U||Hm(Q) 5
Hmfl(Q/)

pour tout h # 0 tel que dist(Q,0) > |h|.

On va maintenant déduire, des propositions précédentes, la conséquence suivante.

Corollaire 4.21.1 Soit n € C*(S) avec suppn C SUX, ou S = (§ = (&1,...,§,) € RP;
€] < 1,6 >0} p>2et X ={eR; | <1, =0} Alors, pour tout v € (H*(S))P

nous avons

Hn(v? —v)

. < Cllvll s

(L2(9))»

pour tout h # 0 avec |h| < dist(0S\X, suppn) eti € {1,2,...,p—1}, ot supp w est le support

de w i.e. la fermeture de [’'ensemble {x;w(x) # 0}.

Démonstration. Soient S’ = {£ € S, (&) # 0}, S = {£ € R?, |¢| < 1} et &' =
SUENE) UL = (61, n6) ERY, (61,6 1,—8) € S}

Pour tout fonction w nous définissons la fonction suivante

i w(&) si, >0,
= 4.21.2
W(é) { W(fl, ceey fpfl, —fp) Si gp < O . ( )

I est immédiat que si w € (H'(S))? alors w € (H'(S))? et
W e syye = 2IW I Em(syye  pour m € {0,1}. (4.21.3)

Soient maintenant 77, v et v, avec i € {1,...,p — 1}, les fonctions définies comme dans
(4.21.2). Alors supp =S C S et

pea=m) fatso
h (L2(5)) h (L2(51)P
| (4.21.4)
_Lfsen) ey
2 h (L2 (LS
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En appliquant la proposition 4.21.3 et en utilisant les rélations (4.21.3) et (4.21.4) nous

obtenons

(L2(S))» (L2(5))P

< ClVlanegye = ClIvliansye

ce qui acheve la démonstration. [ |

4.22 Formulation du probleme

Soient €2 un ouvert borné de RP et I" un sous-ensemble ouvert de sa frontiere 0€2. Soit
o € I'. Supposons que € est C3-réguliere dans z( c’est-a-dire il existe un voisinage I de
7o tel que I'ensemble Q N I peut étre C*-homéomorphique appliqué dans S ou S = {€ €
RP; [¢] < 1, & > 0}, tel que I'ensemble 9Q N I est appliqué dans Uensemble 3 ott ¥ = {& =
(&1,..,&) € RP, €] < 1, & = 0}. Nous pouvons supposer, sans perdre la généralité, que
oanIcrl.

Soit 6 le C3-homéomorphisme de QNI dans S. De facon générale, si w est une fonction

définie sur 2N I on pose
w(E) =w(0'(§) VEeS.

Soit v € (H'(Q))P. Pour n € D(I) et h un nombre réel, nous posons

5 (z) = { v(x) + n(x) (@2(9(:{:)) - v(:c)) six e suppnn,
" v(x) six € Q\supp n,

oi € {l,...,p— 1} et ¥}, = (¥);. On note que, pour |h| assez petit, ¥} est bien défini et
vl € (HY(Q))P.

Dans la suite on va utiliser, sauf mention expresse du contraire, la convention de som-
mation sur l'indice répété.

On définit maintenant, sur (H'(2))?, la forme bilinéaire

Juy, Ov Ju ov
- Ry =i 270 phl () 22K Ry =L ki L(Q))P
b(u,v) / <aw (x) Jzs O, + b (x) oz, v+ ¢ (w>8xzuk +d (w)ukvl) dx VYu,v € (H(Q))

ott aft, vF Kl gkl € C1(Q) et aft =ak Vi gk le{l,.. p}.

15 — Yy
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Dans la forme matriciale on peut écrire

b(u,v) = / (Ajj(x)u,v,; + Bi(x)u,v + Ci(x)uv,; + D(z)uv) dx,

Q
ou
871)1 8w
w,; = ((%ci Y 6_36:)) ) Aij = (aff)k,z, B; = (bfl)k,l, C; = (Cfl)k,z, D= (dkl)k,z-
Siw C RP est un ouvert, alors on va désigner par || - |1, la norme dans I’espace produit
(H'(w))?.

On supposera qu’il existe une constante a > 0 telle que
b(v,v) > afv|ig Vo € (H*(Q))? avec suppv C QN 1. (4.22.1)

On considere la fonctionnelle J : (H'(2))? — R définie par

J(w) = / g(@)i(v(x)ds Vo € (H'(Q)),

r

ot g € HY(T) avec g > 0 p.p. sur [ et ¢ est une semi-norme sur R?.

Notons par @ un sous-ensemble convexe fermé non vide de (H*(2))? tel que

siveQalors v, €Q, Vie{l,..,p—1}, ¥pe D(I) avec 0 <7 <1, (4.22.2)
et Vh # 0 avec |h| < dist(0S\X, supp 1), o

ot 7j(§) =n(071(§)), V€ € S.
Avec ces notations préliminaires, nous considérons la suivante inéquation variationnelle

de deuxieme espece:

ueQ, } (4.22.3)
b(u,v—u)+ J(v) — J(u) > (L,v—u) YveQ

ot L € (L*(Q))P et
(L,'U) = Lﬂ)i dx VYwv e (HI(Q))p .
/

Nous pouvons maintenant établir notre résultat de régularité locale.
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Théoréme 4.22.1 On suppose qu’il existe une solution w de l'inéquation variationnelle (4.22.3).
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Alors, pour tout ensemble ouvert I' qui contient y tel que I' C I, nous avonsu € (H?*(QNI'))P

et

[ellz.0nr < Cllullvonr + lglla @wnn + [[Ellognr) - (4.22.4)

Démonstration. Soit S" = 6(2N I"). On va prouver que

@25 < C(l|wll1,s + |9l a1y + | Lllos) -

Pour prouver ¢a, il est facile de voir que si on prend dans (4.22.3) v = '&51 et, respec-

tivement, v = @' ,, [ € {1,...,p — 1}, nous obtenons, en utilisant des coordonnées locales,

ou

b, (@, — @) + / Fii(ak) do — / gip(@) do > (L, ii(a — @) (4.22.5)
(@, (@, — @) + / Gl ) do — / gi@) do > (L@, — @) (4.226)
b(,d) = / (Ao + B0 + Ciav,; + Duv) d¢,
S

et, pour simplifier I’écriture, nous n’avons pas changer les notations pour A;;, B;, C;, D et

L;.
Soit ¢ € D(I) tel que 0 < ¢ < 1 et o = 1 dans I’. Prenant maintenant 7 = ¢* dans

(4.22.5) et 7 = ¢*, dans (4.22.6) et additionnant les deux inégalités il vient, pour |h| assez

petit

0 < b(u, p*(un — ) — bu, ¢, (u — u_p)) + /9902(1/)(%) —¢(u))do

= (4.22.7)
T / 90 (W) — () do + (L, @ (6 — u_r)) — (L, P (up — u))
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(13 2

o, pour simplifier I’écriture, nous avons omis le signe et I'indice [. Alors, il résulte de

(4.22.7) que

bp(an — )l w) < bl — w). oy — )+ bl o — )
W= wea) + [ od0un) — () do+ [ (lun) - vw)ds (40

(L, ¢ (u — up)) — (L, % (up — w)).

Nous allons maintenant estimer la partie droite de l'inégalité (4.22.8). D’abord, utilisant
la proposition 4.21.1, nous avons
b(p(un — ), p(un — u)) + b(u, @ (uy, — w)) — blu, p? ), (u — u_y))
— [{Auliotun = wletun — )l + Bilolun — w)folun - w)
5
+Cilp(un — w)l[p(un — u)]; + D (un — w)(un — w) — Ayug[p?,(u —uyp)];
—Biu[p?,(u —up)] — Ciulp?,(u —up)]i — Dup?,(u —u_p)

+A w0 (wp — w)]j 4 Biw[0 (up — w)] + Coulp®(uy — u)],;
+Dup?(u;, —u)} dé = /{Aij%ﬁ@,j (up — u)(up —u)

TApp(un — w)(up — u) j + Agjpp j(up — u) (un — u)

+ A (wn — w) i (un — w) j + Bilp(un — u)] sp(up, — u)

+Cip(un — u)[p(un — w)]; — [(Ay)nun; — Ay l[0? (un — u)]

—[(Bi)nun; — Biw Jo* (upn — u) = [(Ci)hwn — Ciul[0? (un — )] ;

~(D1 = Djuun — w)h e = [ (Aupips(un - u)(un — u)
S

—[(Aij)n = Asjluni[*(un — w)] j + Bi[p(un — u) sp(w), — u)
+Cip(up — w)[p(un — u)]; — [(Bi)hun; — Biwo? (wy — u)
—[(Ci)nun — Ciu] - [pip(ur, — u) + p(p(up — u)) i

—(Dp, — D)upp®(up — u)} dE

Nous pouvons maintenant appliquer le corollaire 4.21.1 en prenant n = g et n = ;. 1l
en résulte, pour tout h # 0 tel que |h| < dist(0S\X, supp ¢), que
1

Ty — w), ol —w)) + blu, o (un — ) — bu, 925 (w — 1)) (4.22.9)

< Chllullyslle(wn —uw)|s -
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D’autre part, de la proposition 4.21.3, nous obtenons

/ 9l (un) — p(w)] do + / 9 () — Y(w) do
D b (4.22.10)
- / (9 — gn)? [ (un — $(w)] do < Calh] gl sy llp(tin — )15

et

(L, @2 (u — up)) = (L, 9% (un — w)) = —(L, ¢ (un — u) + ¢ (u_p, — u))

(4.22.11)
< Cs|h| | L|lo,s|lo(un — w1, -

D’apres (4.22.8)-(4.22.11), l'inéqualité (4.22.1) implique

n s < Ca(l|wllrs + lgllar ) + | Llo,s)

d’ou
u, —u

En conclusion, du proposition 4.21.2, nous obtenons

s < Calllulls + gl ) + [ Llo.s) - (4.22.12)

9*u

9&;0¢;

€ (L*(S")P pourie {1,...,p—1} et j€{1,...p}.

On observe que u résout le systeme

0 ou ou 0 ,
~g¢ Wiige) + Bige — 5g(Cu) +D-u =L dans 5. (4.22.13)

2

0
Il résulte, de la condition (4.22.1), que det(A,,(§)) # 0, V&€ € S’, donc a—g; peut étre
P

2

calculer de (4.22.13). Alors % € (L*(9"))? et, de (4.22.12), nous obtenons
p

lullz,sr < C(llulls + |9l ) + [Fllo,s) -

Alors, par la transformation en arriere vers les coordonnées 1, ..., z,, on obtient ’éstimation

(4.224). m
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Remarque 4.22.1 Utilisant une technique semblable a celle de la démonstration ci-dessus,
on peut obtenir la régularité (bien connu) de la solution de l'inégalité variationnelle (4.22.3)
dans un voisinage d’un point intérieur de ). En effet, pour tout point & € 2, prenant I =
{y € Q; |y — x| < R} avec R assez petit tel que I C 2, on peut répéter la démonstration du
théoreme 4.21.1 sans qu’il soit nécessaire d’utiliser des coordonnées locales mais en exigéant

que:

siv e Q alors (1—n)v+nv, € Q, Vlie{l, . p}, Vne D) } (4.22.14)

avec 0 <n <1, Vh #0 avec |h| < dist(01, supp 7).

Si Q est C3-réguliere dans = € 99, on désignera par I, le voisinage correspondant de x
et si € Q alors on désignera par I, 'ensemble {y € R?; |y — x| < R} avec R assez petit
tel que I, C €.

A partir du résultat de régularité locale, donné par le théoreme 4.22.1, et de la remar-
que ci-dessus, on peut facilement obtenir un théoreme de régularité globale pour l'inégalité
(4.22.3).

Théoréme 4.22.2 Supposons que S est C3-régquliére dans tout point € € 0 et I' = 9. En

outre on suppose que

siveEQalors ¥, €Q,Vi=1,...,p—1,¥neD() avec0 <n <1,

(4.22.15)
et Yh # 0 avec |h| < dist(0S\X, supp 1), ¥x € 09,

Ja >0 t.q. b(v,v) > aljv|iq, Yve (H'(Q) avec suppv C I, NQ, Vo € Q, (4.22.16)

et que
siveQalors(1—n)v+nvl €Q,Vi=1,...,p, Vn € D(I,) (4.22.17)
avec 0 <n <1, Vh+#0 avec |h| < dist(01, suppn), Yo € Q. T
Si Uinéquation variationnelle (4.22.3) admet une solution u alors u € (H*(Q))P et
lullze < € (lullio + llglm @) + I Lloe) - (4.22.18)

Démonstration. Pour tout & € (2, soit I’ un ensemble ouvert qui contient x tel que I, C I,.
Parceque Q) est compacte, nous pouvons extraire de {I.},cq un enveloppement ouvert fini

{1, }i=1,..n - Tout d’abord, du théoreme 4.22.1 et de la remarque précédente nous obtenons

we (H(QNTI,))P
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et

|l vont., + l9lla ) + 1 Elo.ons,) (4.22.19)

2001, < Ci ([l

pour tout 7 € {1,...,n}, C; étant une constante qui dépend de 4. Il en résulte que u € (H?*(2))?
et, par addition les relations (4.22.19) pour tout 4, nous obtenons (4.22.18). =

On note que les théoremes 4.22.1 et 4.22.2 restent valables, avec les mémes démonstrations,

dans des hypotheses moins restrictives sur 2.

Remarque 4.22.2 Dans des hypothéeses plus restrictives sur b et € et pour J = 0, des

résultats similaires de régularité sont démontrés dans Fichera [51].



Chapitre 5

Formulations duales des inéquations

quasi-variationnelles

On a déja vu qu’une inéquations variationnelle de type (3.12.2) équivaut a la minimisation

de la fonctionnelle J définie par
1 .
T(0) = 5(Av,0) +5(0) — (f.v).
La théorie de dualité associe au probleme,,,, xxxxi

inf J(v), (5.1)

veK

dit probleme primal, un probleme de maximisation, appelé dual, et étudie les relations qui
existent entre les deux problemes. De plus, le probleme dual aide a la resolution du probleme
primal.

On été développer plusieurs théories de dualité. Dans toutes les théories de dualité,
I'idée de base est qu'une fonction convexe propre semi-continue inférieurement est I’enveloppe
supérieure de ses minorantes affines continues donc on peut écrire

J(v) = sup L(v, \).
AEA

Alors le probleme primal (5.1) s’ecrit sous la forme

inf sup L(v, A), (5.2)

vEK \eA
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ou A est appellé un multiplicateur de Lagrange et L est la fonction Lagrangienne. Le probleme

dual du précédent est

sup inf L(v, \). (5.3)

AEA VEK

La plus encienne des théories de dualité est celle basée sur les théoremes de minimax
de Ky-Fan [69] et Sion [109] qui donnent des criteres d’existence de points selle (ou points de
minimax) pour la fonction Lagrangienne L.

Une autre théorie a été développé par Fenchel [49] et Rockafellar [102]. Dans cette théorie
le probleme de minimisation (5.1) est approché par une famille de problemes pérturbés et le
probleme dual est construit a l’aide des fonctions convexes conjuguées. Des détails de ces
théories se trouvent, par exemple, dans Rockafellar [104], Cea [33], Ekeland et Temam [47].

La théorie de dualité a des multiples applications dans mécanique, analyse numérique,
controle optimal ou économie mathématique ou le probleme dual aide a la résolution du
probleme primal. Notre but n’est pas de faire un exposé complet de ce sujet. Nous sommes
seulement tenté de rappeler la théorie de dualité dévellopée par Mosco, Capuzzo-Dolcetta
et Matzeu [31] qui s’applique aux inéquations quasi-variationelles ou les théories de dualité,
devenues classiques, ne peuvent pas étre appliquer parce qu’ une telle inéquation ne peut pas
étre écrite comme un probléme de minimisation d’une fonctionnelle .J. Dans sections 7.5 et
7.7, en appliquant cette théorie, on obtiendra (voir Telega [120], Capatina et Lebon [30]) des
formulations duales du probleme de Signorini avec frottement Coulomb et on démontre des
estimations d’erreur pour I'approximation par la méthode d’éléments finis équilibre (voir aussi

Johnson et Mercier [62]).

5.1 Rappels d’analyse convexe

Dans cette Section, en tenant compte que les définitions et propositions rappelées ici seront
utilisées dans la présentation de la théorie de dualité, on va désigner par V un espace de
Banach réflexif et par V* son dual, méme si presques tous les résultats restent valable pour
V et V* deux espaces vectoriels mis en dualité par une forme bilinéaire (-, -)y«xy (voir, par
exemple, [47], [84] ou [71]).

On considere une fonction f: V — R.
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Définition 5.1.1 On appelle la fonction conjuguée au sens de Fenchel (ou fonction polaire)
de f, la fonction f*:V* — R définie par
£207) = supl(0" o)y = £(0),
ve

Dans le cas V =R, f* est la fonction conjuguée de Young de f.

Lemme 5.1.1 La fonction conjuguée f* est soit une fonction convexe semi-continue inféri-

eurement de V' dans R U {+o0}, soit la fonction identiquement égale a —oo.

Lemme 5.1.2 Soit C' C V un ensemble convexe fermé tel que 0 € C. Alors
[0") = I (")

ou C* = {v* € V*; (v*,v)y«xv <0, Yo € C} est le cone polaire de C' et 14 est la fonction-

nelle indicatrice de ’ensemble A.

Lemme 5.1.3 Soit f : V — (—o00,+00| propre. Alors les deux conditions suivantes sont
équivalentes:

(1) f(u) = min f(v),

(2) 0 € 0f(u)

ot le sous-différentiel Of(u) de f en u est l'ensemble des sous-gradients de f en u (cf. [83]),

c’est-a-dire
Of(u) ={u* € V*; f(v) — f(u) > (u*,v —u)ysxv, YvoeV}.

Observation 5.1.1 Le sous-différentiel de f est donc une multi-application qui associe a

chaque v € V' le sous-ensemble Of (u) de V*.

Si f:V — R est une fonction convexe semi-continue inférieuremet qui prend la valeur
—oo alors f vaut identiquement —oo. Alors il est naturel de considérer des fonctions convexes

et semi-continues inférieurement f : V — (—o0, +00].

Lemme 5.1.4 Soit f : V — (—o00, +00] conveze semi-continue inférieurement propre. Alors
les trois conditions suivantes sont équivalentes:

(1) Flu)+ F(u) = {u, u,

(2) u € df(ur),

(3) u* € Of(u).
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Lemme 5.1.5 Soient fi, fo : V — (—00,400| deux fonctions convexes semi-continues infé-
rieurement propres. On suppose qu’il eziste ug € dom(f1) N dom(fs) tel que fi est continue

en ug. Alors

I f1+ f2)(v) = 0f1(v) + 0fz(v) Vv e V.

Définition 5.1.2 Soient fi, fo: V — R.
(1) On appelle Uinf-convolution des fonctions fi et fa, noté f1V fa, la fonction définie

par

(f1Vf2)(u)Zgg‘ff{fl(v)Jrfz(u—U)}: inf  (fi(v1) + fa(ve)) VueV.

v1+ve=u
v1,v2€V

(2) On dit que Uinf-convolution f1V fo est exacte enu s’il existe v € V tel que (f1V fo)(u) =
fi(v) + fo(u —v) ou, équivalente, il existe vy, vo € V tels que vy + ve = u et (f1V fo)(u) =
fi(v1) + fo(va).

Lemme 5.1.6 Soient f1, fo: V — R. Alors

(1) ([iVf) =i+ [3,

(2) Si fi1, fa sont propres et fiV fo est exacte dans u alors O(f1V fs) est exacte dans u, c’est-
a-dire, s’il existe ug € V tel que (f1iVfa)(u) = fi(uo) + fo(u — ug) alors O(f1V fa)(u) =
Of (up) NI fa(u — up).

(3) Si f1, fa sont convezxes, alors fiV fa est conveze.

Lemme 5.1.7 Soient fi, fo : V — (—00,+00| deuz fonctions convexres semi-continues infé-

rieurement propres.

(1) S’il existe ug € dom(f1) Ndom(fy) tel que fi est continue en ug, alors

(1) (L4 f2) = fIV S5

(73) f{V f5 est exacte dans ug

(2) S’il existe v* € V* € dom(ff) Ndom(f5) tel que ff est continue dans v*, alors f1V fy est

une fonction convere semi-continue inférieurement propre et exacte en v*.
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5.2 La théorie de dualité M-CD-M

Nous allons donner les idées principaux de la théorie de dualité M-CD-M élaborée par Mosco,
Capuzzo-Dolcetta et Matzeu [31] pour des problemes variationnels dites “implicites” comme
dans Telega [119].

Soient (V, V*, (-, Yv+xv) et (Y, Y™ (-, -)y+xy) deux espaces de Banach réflexifs avec leurs

duales et leurs produits de dualité. On considere le probleme primal sous la forme

Trouver u € V tel que } (52.1)
o(Lu,u) + g(u,u) < o(Lu,v) + g(u,v) Yo eV
ol
L:V —Y est un opérateur linéaire et continu, (5.2.2)
p:Y xV — (—00,+00] est une fonction telle que } (52.3)
Vu € V, o(Lu,-) est convexe propre semi-continue inférieurement
g:V xV — R est une fonction telle que Vu € V, g(u, ) est convexe } (5.2.4)
g(u,u) est continue
Vu € V, Tapplication v — g(u,v) a une différentielle de Gateaux Dag(u,v)
par rapport au second argument dans v = u, tel que pour tout v* € V*, (5.2.5)

I'ensemble {u € V'; Dyg(u,u) = v*} contient au moins un élément noté

(Dag)~(v").
Rappelons que la différentielle de Gateaux en v de g(u, -) par rapport au second variable est
définie par

: UaU-l—tw — U,V
<ng(u,U)?w>V*XVztl_lgir 9 t) g( )

Le probleme dual de (5.2.1) est construit a ’aide des fonctions conjuguées de Fenchel

w* et g* de ¢, respectivement g, par rapport au second argument

Y X V* = (—o0,+00], ¢*(Lu,v*) =sup ((v*,v)v+xy — @(Lu,v)),
veV

g VX V*— (—o0,+0], ¢"(u,v*) = SU‘I/D(<U*,U>V*xv —g(u,v)).
veE

On note aussi, pour tout u € V, la sous-différentiation de g(u, ) et ¢*(Lu, -) par rapport

au second argument par 0sg(u, -), respectivement do*(Lu, -), définies par

Oag(u, z) ={v* € V; g(u,v) — g(u, z) > (v, 0 — 2)y=xy, Yo € V},
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Oop™(Lu, 2z*) ={v € V; " (Lu,v*) — ¢*(Lu, z*) > (0" — 2", 0)ysxy, V0" € V']
Alors, le probleme dual de (5.2.1) s’écrit
Trouver (u,u*) € V x V* tel que

—u* € Ohg(u,u) (5.2.6)
u € Oy (Lu, u*)

ou, équivalent

Trouver (u,u*) € V x V* tel que
g(u,v) — g(u,u) > (—u*,v — u)y+xy YoeV,
©*(Lu, v*) — @*(Lu,u*) > (v* — u*, u)y+xy Yor e V*.

La relation entre le probleme primal et le probleme dual est donnée par le résultat

suivant.

Théoreme 5.2.1 On suppose que les hypohéses (5.2.2)-(5.2.4) sont satisfaites.

(1) Si u est solution du probléme (5.2.1) alors il existe u* € V* tel que (u,u*) est solution du
probléme (5.2.6).

(ii) Si (u,u*) est solution du probléme (5.2.6), alors u est solution du probléme (5.2.1).

En outre, les conditions d’optimalitées

o(Lu,u) + ¢*(Lu, u*) = (u*, u)y+xy, } (5.2.7)

g(U,U) + g*(ua _U*> = _<U*7U>V*XV7

sont vraies.

Démonstration.

(i) Soient u une solution de (5.2.1) et f(v) = p(Lu,v) + g(u,v). Il en résulte que
flu) < flv)  VoeV,
ce qui entraine, conformément Lemmes 5.1.3, 5.1.4 et 5.1.71(;),
0eif(u) <= wedf(0)=0(fVf)O0), (5.2.8)

ou f1(v) = ¢(Lu,v) et fo(v) = g(u,v).
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D’autre part, de Lemme 5.1.7, ;) il résulte que f{V f5 est exacte dans 0 donc, de Lemme

5.1.6, il résulte que O(f;V f5) est exacte dans 0, c’est-a-dire il existe u* € V* tel que
O(fiVf5)(0) = 0ff (u”) N Of5(—u”). (5:2.9)

De (5.2.8) et (5.2.9) on conclut qu’il existe u* € V* tel que u € Oa™(Lu, u*) N Oog*(u, —u’*),
soit (u,u*) est une solution de (5.2.6).

(ii) Si (u,u*) est une solution de (5.2.6) alors, de Lemme 5.1.4 on obtient
u € O™ (Lu,u”) N Oag™ (u, —u*)

et, de la premiere partie (i) de la démonstration, I’assertion résulte.

(iii) Les conditions d’optimalitées (5.2.7) résultent imédiatement du probleme (5.2.6) et
Lemme 5.1.4. m

On peut éliminer la premiére composante de la solution (u,u*) du probleme (5.2.6) en
utilisant ’hypothese (5.2.5) et la théorie de dualité M-CD-M.

Théoréme 5.2.2 (M-CD-M) Soient les hypohéses (5.2.2)-(5.2.5) satisfaites. Alors u est

solution du probleme (5.2.1) si et seulement si u* = —Dsyg(u,u) est solution du probléme

P (L(D2g)~H(—u"),v") = " (L(D2g) ™ (—u"),u*) =

(5.2.10)
(v —u*, (Dag) H(—u))vexy VU* € V*.
En outre, les conditions d’optimalitées (5.2.7) restent valides.
Démonstration. D’abord on remarque que 'hypothese (5.2.5) implique
—u* = Dag(u,u) <= u=(Dyg) "(—u"). (5.2.11)

Si u est solution de (5.2.1) alors, de Théoreme 5.2.1, on a u € Oe*(Lu, u*), ce qui avec
(5.2.11), donne

(D2g) ™' (—u”) € Do (L(Dag) ™ (—u"),u’).

La relation (5.2.10) s’obtient immédiatement en appliquant la définition de la sous-différentielle

de g par rapport au second argument.
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Réciproquement, si u* = —Dsg(u,u) est solution de (5.2.10) alors (Dag) '(—u*) €
Oo0*(L(Dag) ' (—u*),u*). On en déduit, avec (5.2.11), que

u € Opp™(Lu, u*),
—u* = DQQ(U, ’LL) = 829(u7 u)a

soit (u,u*) est solution de (5.2.6) ou, équivalent par Théoreme 5.2.1, u est solution de (5.2.1).
[

Dans Section 7.5 on va utiliser cette théorie pour obtenir la formulation duale du
probleme de Signorini avec frottement de Coulomb qui a comme inconnue le champ des

contraintes définis seulement sur le bord de contact unilatéral.



Chapitre 6

Approximations internes des

inéquations variationnelles

Ce chapitre est dévoué a ’approximation interne des inéquations quasi-variationnelles station-
naires et d’évolution implicites qui constitue, en fait, une généralization pour les inéquations
variationnelles de premiere et de deuxieme espece. On donne aussi une estimation ab-
straite de l'erreur. Nous n’allons pas faire ici une présentation complete des méthodes
d’approximations des inéquations variationnelles. On renvoie pour ces résultats a Glowin-

ski, Lions et Trémolieres [54], Glowinski [53] et la bibliographie de ces travaux.

6.1 Approximation interne du probléme stationnaire

Dans cette section on considére (voir [27]) 'approximation interne de l'inéquation quasi-
variationnelle

Probleme (P1) : Trouver u € K tel que:
(Au,v —u) + j(u,v) — jlu,u) > (f,v —u) Yv e K, (6.1.1)

ou (V,| - |I) est un espace de Banach réflexif, K un sous-ensemble non vide convexe fermé de
Vet f € V* est donné. On suppose que l'opérateur A : V. — V* est Lipschitz continu et

fortement monotone, soit

M > 0 tel que ||Au — Avll, < M|jlu—v|| Yu,veV, (6.1.2)

111
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Ja > 0 tel que (Au — Av,u —v) > allu —v||* Yu,v eV (6.1.3)

et la fonctionnelle j(-,-) : V x V — (—o00, +00] satisfaient les conditions du théoreme 3.21.3,

donc
o YuelV, j(u,):V — (—oo, +00] est une fonction (6.1.4)
convexe, propre et semi-continue inférieurement, o
o Ik <atel que [j(ur,v1) +j(uz,v2) — j(ur,v2) — j(uz,v1)] (6.1.5)
Sk”ul—UQH H’Ul—UQH Vul,u2,vl,vg € K.

Soit h un parametre qui converge vers zero. On considere une famille {V}}; de sous-
espaces de dimension finie de V' et une famille { K}, }, de sous-ensembles non vides, convexes

et fermés de V}, qui approche K dans le sens (voir [54])

(i) Vv € K, 3 € K tel que ro — v dans V fort | } (6.1.6)

(1) Yo, € K, avec v, — v dans V faible, alors v € K .

Il y a des situations dans lesquelles A, f ou j sont approcher par A, fr,, respectivement
Jjn, obtenus, d’habitude, de A, f et j par un processus d’intégration numérique. L’utilisation
des approximations A, et fj, n’apporte aucune nouveauté vis-a-vis le cas classique. La fonc-
tionnelle j(-,-) sera approchée par une famille de fonctionnelles {j}, qui, pour tout u € V,

satifaient les conditions suivantes (voir aussi [53]):

o Vh, ju(u,-): Vs — (—o0, 00| est convexe et semi-continue inférieurement,  (6.1.7)
e la famille {j;(u, )}, est uniformément propre, c’est-a-dire : (6.1.8)
IN=ANu) € V¥, Fu = u(u) € R tels que ju(u,vn) > (N, o) + i, Yo, € Vi, Vh, o
° lign i(I)lfjh(u, vp) > j(u,v) Yo, €V tel que vy, — v dans V faible,
%
(6.1.9)
o lim ju(u,mpv) = j(u,v) Yve K. (6.1.10)
h—0
De plus, on va supposer que, pour tout h, j, satisfait
o Uinuboo) + o) = (o) = Gl ) o1

< klluy, — will lop = vill - Vg, ui, vp, v € K

Alors, nous formulons le probleme discret suivant
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Probleme (P1), : Trouver u;, € K}, tel que:
(Auh, Uy — uh> + jh(uh, ’Uh) - jh(uh, uh) Z <f, Vh — uh> VUh € Kh . (6112)

Procédant comme dans la démonstration du Théoreme 3.21.3, on montre que 'application

Sh » K, — Kj, qui associe a tout élément w), € K, I'élément Spwy, € K, définit par
(A(Shwn), v — Shwn) + jn(Wh, vn) = (W, Shwn) > (f, vn — Spwn) Yo, € Ky
est contractante, soit
|Shwy — Spws|| < ql|lwy — we|| Vwi,we € Ky, (6.1.13)

k
avec ¢ = — < 1. Il en résulte qu’il existe un élément unique u;, € K}, tel que Spuy, = uyp, donc
Q

nous avons le résultat suivant:

Proposition 6.1.1 L’inéquation quasi-variationnelle discréte (6.1.12) admet une solution

unique up € Kjy.

Il est naturel d’approcher la solution u; par une suite définie a ’aide de I'application
contractante Sy,. Ainsi, soit {u)}; une suite uniformément bornée en h, telle que u) € Kj,.
On définit la suite {u}l },>1 par ull = Spu}™", soit
Probleme (P2); : Trouver uj € K, tel que:

(Aug vp — upty + gn(uf = on) — gu(ul ™t ) > (f,on —ulf) Vo, € K. (6.1.14)

Alors, de (6.1.13) nous avons
n n—1 k " 0
gy = unll = 1Shuh™ = Swunll < { — ) llup, = uall (6.1.15)

Pour montrer que la solution u;, est approximée par la suite {u}},>1, il est essentiel le

suivant résultat:

Lemme 6.1.1 La suite {up}, des solutions de l'inéquation quasi-variationnelle (6.1.12) est

uniformément bornée en h.



114CHAPITRE 6. APPROXIMATIONS INTERNES DES INEQUATIONS VARIATIONNELLES

Démonstration. Soient v € K quelconque et r,v € K}, tel que rpv — v dans V fort quand

h — 0. Prenant v, = r,v dans (6.1.12), nous obtenons

aljup, — rpv||? < (A, — A(rpv), up — rp) < (A(rpv), rpv — ug)
+(n(un, Tav) = Jn(un, un) + jn(u, un) = jn(u, rav)) (6.1.16)
—Jn(w, un) + Jn(u, rpv) = (f, mv — up) -
Parce que la suite {r,v};, est bornée, de (6.1.10) et (6.1.2), on a

|in(u, rpv)| < Ch,
[A(rpo)|l. < Cy

avec C et Cy des constantes positives, indépendentes de h. Alors, de (6.1.16), (6.1.8), et
(6.1.11) on déduit

el = e = Al = 1] < (Aun = Al = rae) )
< Collrpv — up|| + klJun — | [|[rav — unl] + Cr + || f]«||rav — uanll,
don k B
€1+ € +e€ *
(o= =222 ol < B2 o,
. Gt IF1)? €3 (6.1.18)
o —ulP + "+ O+ ] < C
2¢1 2¢€9
k —k

ou €1, €9, €3 > 0 sont choisis tels que o — k — % > 0 (par exemple, €; = agk , €9 =

5 5
6(04 —k), €3 = E(a —k)) et C' est une constante positive indépendente de h. En conséquence,

de (6.1.18) on déduit que la suite {u, — rpv}, est uniformément bornée en h donc, con-
formément au choix de {r,v};, aussi la suite {up},. =

De (6.1.15) et la proposition ci-dessus, il résulte
|lup —upl| < C¢" (6.1.19)

k s
ou g = — < 1 et C est une constante indépendente de n et h.
a
On va introduire ci-apres une autre suite de probléemes auxiliaires qui sera utile dans
I'obtention de la convergence de wy; vers u. Pour wy) € Kj, donné tel que {w)}) est uni-
formément borné, on note par w; € Kj la solution, qui existe et est unique, du probleme

suivant
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Probléme (Q1)} : Trouver w} € K}, tel que:
(Awy, vp — wi) + ja(u" vn) = Jn(@" N wh) = (fon —wy) Vo, € Ky, (6.1.20)

olt "' € K est défini par (3.21.19) de la page 50. On remarque que le probleme (6.1.20)
est 'approximation interne de 'inéquation variationnelle de deuxiéme espece (3.21.19) pour

laquelle on a le suivant résultat de convergence:

Proposition 6.1.2 La suite {wy, }, définie par (6.1.20) approche la solution u" de (3.21.19)
dans le sens

wy, = u" dans V' fort quand h — 0.

De plus, on a
i i (0
Il

Démonstration. Soit v € K quelconque. Prenant v, = r,v dans (6.1.20), il vient
(Aw why + jp(u" 1 wl) < (Awp, rpv) + gp (w1 rpe) — (f, ro — wit), (6.1.21)
d’ou, en utilisant (6.1.3), (6.1.2), (6.1.8) et (6.1.10), on obtient
aflwpll* < WA will + el + Mlfwg Hirsoll + C + [ f L (raoll + [[wpl]) < Cillwg]l + C

avec C, Cy et Cy des constantes indépendentes de h. Par conséquent, la suite {w}'}; est
uniformément bornée en h, donc on peut extraire une sous-suite {w,’}p}p telle que wy — wy
dans V faible, avec w™ € K. Alors, de (6.1.21), en utilisant (6.1.6), (6.1.9) et (6.1.10), on
déduit
(Awr, )+ (=, w?) < limind((Auf )+ ()
< (Aw™,v) + j(u"v) = (fv—w") YweK.
Mais, ¢a entraine que w"™ = u", ou u" est la solution unique de l'inéquation variationnelle
(3.21.19) et wp — u” dans V faible quand h — 0.
Finalement, de (6.1.21), on a

")) < limsup(alhwy — | 4 jn(u", w))

h—0

< }lgr(l)((AwZ,rhw + (W ) — (f,rpo — wi) — (Aw) u™y — (Au”, wi) + (Au™,u™))

= (Au™, v —u™) + () = (fiv—u") YweEK,

Jju "t um) < lim inf (a||w), — u”||2 + Jn(u
h—0

ce qui, en prenant v = u”, acheve la démonstration. m

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le résultat essentiel de ce chapitre.
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Théoréme 6.1.1 On suppose que (6.1.2)-(6.1.11) ont lieu. Soient uy, la solution de (6.1.12)
et u la solution de (6.1.1). Alors on a

up, — u dans V' fort quand h — 0. (6.1.22)
Démonstration. D’abord, on note qu’on a
lup — ul| < |lup — up|| + ||up — u™|| + |Ju™ —ul] Vn>0. (6.1.23)

Pour estimer le deuxieme terme de la partie droite de (6.1.23), on déduit d’abord de la

définitions de ujy et wj que
allup — P < (Aup — Aug,wf — up)

< Jn( ) gy wp) — (et wp) = (g )

d’ou, en utilisant (6.1.11), on obtient
luhy — wi|l < [lup™ — "7 (6.1.24)

Prenant w{) = u}, nous allons démontrer par récurrence que

lupp — "] <> flwj, — @' ¥n>0. (6.1.25)

i=0
En effet, pour n = 0 le résultat est évident. Si nous supposons que (6.1.25) est vraie

pour n — 1, alors, de (6.1.24), on a
n
i — || < gt = wpl + llwfy = ] < g™ = w4 flwfy =] < Y flwy, — o]l
i=0
Par conséquent la relation (6.1.25) est satisfaite pour tout n > 0.

D’autre part, de (6.1.19) et (3.21.20) (voir page 50) il résulte que, pour tout € > 0, il

existe N, > 0 tel que
ot = wnl) + " =l < 5 ¥n > N, (6.1.26)

En choisissant n = N, dans (6.1.23) et en tenant compte de (6.1.25) et (6.1.26), il vient

Ne
€ i i
l|up — ul < §+Z]|wh—u . (6.1.27)
=0
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Mais, de Proposition 6.1.2, il résulte que, pour tout 4, il existe H' > 0 tel que

i i € i

Ne )
En conclusion, de (6.1.27) et (6.1.28), pour € > 0 donné, il existe H, = m_1(1)’1 H! tel que
|lup —ul| <e Vh<H,,

donc up, — u dans V fort quand h — 0. m

6.2 Estimation abstraite de ’erreur d’approximation

On va donner une estimation abstraite de I’erreur pour 'approximation (6.1.12) de I'inéquation
quasi-variationnelle (6.1.1) et puis on va analyser les différents cas dérivables a partir de cet

estimation.

Théoréme 6.2.1 Soient u et uy les solutions de l'inéquation quasi-variationnelle (6.1.1),
respectivement (6.1.12).
On suppose que (6.1.2)-(6.1.11) ont lieu. De plus, on suppose qu’il existe un espace de

Hilbert (H, || - ||u) et un espace de Banach (U, || - ||v) tels que V' — H, avec injection dense,
VCU et

Au—feH, (6.2.1)

|7n(u,vp) — 7(u,v)| < Chllvp —vl|lv Yo, € Ky, Yo € K (6.2.2)

ou C7 est une constante indépendente de h.

Alors on a 'estimation

Jup —ul <C { inf (flu—vnll® + [ Au = fllzllu = vnllmr + Cillu = va]lv)
v EKp
1/2 (6.2.3)
+Inf ([[Au — fllallun = vllm + Crllun — UHU)}

ou C' est une constante indépendente de h.
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Démonstration. De (6.1.1) et (6.1.12) nous avons

(Aup, — Au,up, —u) < (Au — f,v —up + v, — u) + (Aup — Au, v, — w)

. . . . (6.2.4)
+in(un, vn) — Ju(un, up) + jlu,v) — jlu,u) Yo e K Yo, € K.
En évaluant chaque terme de la partie droite, nous obtenons
(Au—f,o—up+ o —u) < [|[Au— flla(lv —unllg + llon — ullm) (6.2.5)
(Aup, — Au, v, — u) < M||lup — ul| ||Jop, — ul| , (6.2.6)
Jn(uns vn) — Ju(un, un) + j(u,v) — j(u, u)
< |jn(un, vn) — Ju(un, un) + gn(w, un) — ju(u, vn)| + [Jn(u, o) — j(u, u)| (6.2.7)

+Hj(w, 0) = gn(w, un)| < Elfup = wl[ {lon = unll + Cr(fon = ullo + [0 = uallv)
< kllun = ul* + Ellun — wll lon = ull + Co(llon = ully + [lo = unllv).-

En introduissant (6.2.5)-(6.2.7) dans (6.2.4) et utilisant (6.1.3), on obtient

(a = B)[Jup, —ul* < (M + k) [lun — ull llop, —ul| + [[Au = flla(lv = unlla + llon — ullu)
+Cl(”vh — UHU + ||?) — uh||U) Yo € K, \V/Uh € Kh,

(6.2.8)
2P —k
d’otu, en utilisant 1'inégalité de Young : ab < % + % pour € = ;} "y

, a = ||up — ul| et

b =||vp, — ul|, on déduit

a—k 9 M+ k 9

+01(H1)h — UHU + HU — uhHU) Yo € K, V’Uh < Kh,

soit (6.2.3). m
Observation 6.2.1 Si K; C K alors le terme
inf (|[Au — fllallun = vlla + Cillun = vljo)

qui est soupgonné d’avoir le plus poids dans (6.2.3), est annulé donc, on obtient

1/2
inf ([lu—onll* + [|Au = fllallu = onlln + Crllu - vhllv)} :
h

Uh

lan — u sc{
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Observation 6.2.2 Si j(-,-) =0 alors, en prenant C; = 0, nous obtenons

1/2
o — ] < 0{ inf (|l — oall? + [ Au — £l — vnllr) + [ Au — flla in s — qu}
vp €K}, veK
c’est-a-dire le résultat d’éstimation donné par Falk [48] pour les inéquations variationnelles

de premiere espéce avec A un opérateur linéaire et continu.

Observation 6.2.3 Si j(-,,) =0 et K =V alors, en choisissant Ky, =V}, de (6.2.3) on
déduit
o~ < € infflu— v

donc lestimation de la lemme de Céa [33] pour équation opératorielle Au = f avec A un

opérateur linéaire et continu.
Il est immeédiat la forme suivante de ’estimation de ’erreuer.

Théoreme 6.2.2 On suppose que les hypoteses du Théoréeme 6.2.1 sont satisfaites avec la

condition (6.2.1) remplacée par la condition
(Au— f,v)y < Coljv|lp Yo e V. (6.2.10)
Alors nous avons [’estimation

o= ull < € { ing (=l +(C1 + Collu = o)

Uh

1/2 (6.2.11)
+<01 + CQ) fjglf; Huh — UHU}

avec C' une constante indépendente de h.

6.3 L’approximation interne du probleme quasi statique

Cette section traite (voir [28]) la discrétisation du probleme (3.3.24) de la page 67, soit
Probléme (P2) : Trouver u € W'2(0,T;V) tel que
u(0) = uo, u(t) € K(f(t)) Vtel0,T],
a(u(t),v —u(t)) + j(f(t), u(t),v) — j(f(t),u(t),u(t))
>b(f(t),u(t),v—u(t)) YveV pp. dans 0,7,

(6.3.1)

b(f(t),u(t),z—u(t)) >0 Vze K, Yte[0,T].
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ou (V, (-,-)) est un espace de Hilbert réel de norme || - ||, K C V est un cone convexe fermé
de sommet 0 et f € W'2(0,7;V) est donné. On suppose que a, j(-,-,-), b(-,-,-) et K(g)
satisfaient les hypotheses (3.3.1)-(3.3.8), (3.3.13)-(3.3.15), (3.3.17), (3.3.18) et (3.3.22) . On
rappelle que uy € K(f(0)) est la solution unique de

a(ug, w — ug) + j(f(0),up,w) — j(f(0),ug,up) >0 Vwe K. (6.3.2)

Nous allons prouver un résultat de convergence pour une méthode basée sur une ap-
proximation interne et un schéma aux différences en arriere.

D’abord, nous considérons une approximation semi-discrete de (P2). Pour un parametre
positif h qui converge vers 0, soient {V}, };, une famille de sous-espaces de dimension finie de V'
et {Kj}y, une famille de cones convexes fermés avec leurs sommets dans 0 telle que K;, C Vj,
et (K}p), est une approximation interne de K dans le sens précisé dans la section 6.1 (voir

page 112), c’est-a-dire

(Z) Vv € K, drpv € K, tel que m,v — v dans V fort | } (6.3.3)

(1) Vv, € K, avec v, — v dans V faible, alors v € K .

Pour tout g € V', soit {K}(g)}, une approximation interne de K(g) dans le sens
Kn(9) c KnnNK(g) Yh. (6.3.4)
Alors, de (3.3.2) et (3.3.4), on déduit

V(gn, vnn) € Di, tel que

gn — g dans V fort — v, € Kp(9)

Upn — vy, dans V faible > (6.3.5)

18091, vm) = B(g2, vn2)|lr < K1(llg1 — g2l + [[onr — vnzl])
V(91, V1), (92,vn2) € Dk, ,

ou DKh = {(g7vh)/g € Va Vp, € Kh(g)} CcV x Kh-
A partir des propriétés de a, j and K et procédant comme dans le cas continu, il s’en

suit que pour tout g € V, d, € K}, wy, € K(g), I'inéquation variationnelle elliptique

(6.3.6)

Trouver u;, € K}, tel que
a(up, vy — up) + (g, Wh, vn — dn) — §(g, wn, up — dp) 20 Vo, € Ky,
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a une solution qui est unique. Par conséquent nous pouvons définir ’application
Sgdh : Kn(g9) = K, par ngdh(wh) = up

et cette application est contractante (comme dans Remarque 3.3.2). Suposons que pour tout
g c Vetd, € K,
Sea, (Kn(9)) C Kn(g)- (6.3.7)

g

On désigne alors par ugy, le point fixe unique de ’application S ]}5(0) o donc

auon, wy, — uon) + J(f(0), uon, wn) — 3 (f(0), uon, uon) > 0 Vwy € K.
On remarque que, de Théoreme 6.1.1, il en résulte
uor, — uo dans V fort (6.3.9)
up étant la solution unique de (6.3.2).
Pour tout g € V, d;, € K}, nous considérons les problemes
Probléme (P), : Trouver u;, € K,(g) tel que
a<uh7 Uy — Uh) + j<g7 Up, Vp — dh) - j(QJ Up, Up — dh)
> b(g, un, v —up) Vo € Vi, (6.3.10)
b(g, un, zn —up) >0 Vz, € Kp,
et
Probleme (Q), : Trouver u, € K,(g) tel que
a(uh, Vp — uh) —|—j(g, Up, Uy — dh) — j(g,uh,uh - dh) Z 0 \V/Uh € Kh. (6311)
On va supposer que
si wy, est une solution de (Q)y, alors uy, est une solution de (P),. (6.3.12)

Remarque 6.3.1 [l est immédiat que si uy satisfies (f’)h, alors uy, satisfait (Q)h
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Considérons maintenant le probleme semi-discret suivant:
Probleme (P2), : Trouver u, € WH2(0,T;V},) tel que

uh(O) = Ugp, uh(t) € Kh(f(t)) Vte [O,TL
a(un(t), v — an(t)) + 5(f (1), un(t), vn) = 5(f (1), un(t), tn(t))

> b(f(t), un(t),vp, — ap(t)) Vo, €V, p.p. dans |0,7T],

(6.3.13)

b(f(t),uh(t),zh — uh(t)) >0 Vz,e K, Vte [O,T] .

/

La discrétisation complete du probleme (P2), s’obtient en utilisant un schéma incrémental

implicite comme dans Section 3.3 pour (P2). Pour u) = ug, et i € {0,1,...,n — 1}, nous

+

définissons u®

Probleme (P2)! : Trouver ui™ € Ki*! tel que

! comme la solution du probléme suivant:

(v, = )+ G o) = P ou)
> b(fH up o, — Oul) Yy € Vi, (6.3.14)
b(fi+17u2+17 Zh — u;;:rl) > 0 VZh c Kh,

o Kt = K, (f*h).
Il est facile de voir, d’apres (6.3.12) et Remarque 6.3.1, que le probleme (P2)§m équivaut
a I'inéquation variationnelle implicite :

Probleme (Q) : Trouver u} € K/ tel que

(™ o — )+ w0 — )

’ ' (6.3.15)
—j(fH gttt —ul) >0 Ywy, € K.
De (3.3.1), (3.3.4), (3.3.8), (3.3.18) and (6.3.7) il suit que
St KT = KT
est contractante de sorte que (Q);m a une solution unique.
Si nous définissons les fonctions
Upn (0) = tnn(0) = uon
Upn (t) = uf™! (6.3.16)

. . Vie 0,1,...,’[1,—1 Vtetl,tz
Upn (t) = uj, + (t — £;)Ouj, } t J Ji i
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alors, il est évident que les fonctions up, € L*(0,T;V4) et iy, € WH2(0,T;V,) satisfaitent
Probleme (P2)y, : Trouver uy,(t) € K(f.(t)) tel que

(1)) + 3 (0), (1), 00)

—J(fu(t), unn(t), jtuhn( t)) > b(fu(t), upn(t), vy — iﬁ,m(t)) Yo, € Vi, (6.3.17)

dt
b(fn(t), unn(t), 21 — upn(t)) >0 V2, € K.

a(tp,(t), vy —

V

et nous avons 'analogue aux Lemme 3.3.4 et Lemme 3.3.5 dans le cas de dimension finie.

Lemme 6.3.1 Supposons que les hypotheses (3.5.1)-(3.53.8), (3.3.13)-(3.53.15),(3.3.17), (3.8.18),
(3.3.22), (6.3.3), (6.3.7) et (6.3.12) ont lieu. Alors il existe une sous-suite de {upy }n, encore

notée par (upy, ), telle que
Upn(t) = up(t) dans V. Vte[0,T], (6.3.18)
Gpn — up, dans  WH0,T;V), (6.3.19)

ot u, € WH2(0,T;V3,) est la solution de (P2),.

Nous passons maintenant a trouver des estimations a priori pour les solutions de (P2),

qui sont des limites de sous-suites de {upp }n.

Lemme 6.3.2 Soit uy, la solution de (P2), donnée par Lemme 6.5.1. Alors

lun(s) — un(t)]| < o/ If (D)l dr Vs, te[0.T], s <t, (6.3.21)
unllwrzorv) < C\/T“f”c (o,r:v) T Hf”m (O,T5V) > (6.3.22)

ot C' est la constante définie par la relation (3.3.33).

Démonstration.

En utilisant le méme argument que dans la démonstration du Lemme 3.3.4, on obtient

lurn @I < Cllfleqmv) ¥Vt € [0,T],
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min{t+At, T}
lama(s) — wn(®)]] < C / 1)l dr Vs, t€[0.T], s <,

202y < CHTUFIEqomyv) + 1 IE20r) -

En combinant ces résultats avec (6.3.18) et (6.3.19) et tenant compte que la norme est
semi-continue inférieurement, les estimations (6.3.20)-(6.3.22) suivent. m

Nous sommes en mesure de prouver le résultat suivant de convergence et d’existence.

Théoréme 6.3.1 Selon les hypothéses (3.3.1)-(3.3.8), (3.3.13)-(5.5.15), (3.3.17), (3.3.18),
(3.5.22), (6.53.3), (6.5.7) et (6.3.12), il existe une sous-suite de {uy}y telle que

up(t) = u(t) dans V fort Vte[0,T], (6.3.23)
up — @ dans L*(0,T;V) faible, (6.3.24)
ouu € WH2(0,T;V) est une solution de (P2).

Démonstration.
D’apres Lemme 6.3.2 il s’ensuit qu'il existe une sous-suite de {uy} et un élément u €
Wh2(0,T;V) tel que

up(t) = u(t) dans V fort Vte[0,T], (6.3.25)

up, —u dans W'?(0,T;V) faible. (6.3.26)

D’apres (6.3.25) et (6.3.9) nous obtenons

S

liminf / a(un(t), (1)) dt > %(lil;ln vinf a(un(s), up(5)) — i a(uigr, uor)
0 . (6.3.27)
1 .
> §(a(u(s),u(s)) — a(ug,up)) = /a(u(t),u(t))dt Vse[0,T].

0

D’autre part, de (3.3.8), (3.3.4) et (6.3.22), on obtient pour tout s € [0,7T]

s

\/(j(f(t),uh(t)ﬂlh(t)) = J(f(8), u(), in(t))) dt| < Ck?HfH%Q(O,T;V)/Huh<t> — u(®)[lvdt,

0
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ce qui, avec (6.3.25), donne

S S

lim ﬂﬂmw@mm»&—/xmmwmmm dt = 0. (6.3.28)

h—0
0 0

Alors, comme l'application v — / J(f(t),u(t),v(t)ds est convexe et semi-continue

0
inférieurement dans L2(0,T : V') (voir aussi pag. 75), de (6.3.28) et (6.3.26) il résulte que

s

nmm/uumwmmmm—ﬂﬂmmmmmnh

h—0

> lim [ ((f (), un(t), an(t)) — 5 (f(2), ult), un(t))) dt
+1i§1njglf/ (@), ult), an(t)) = 5 (F(1), u(t), u(t))) dt >0,

0

donc, pour tout s € [0,7'], on a

S S

lim inf / FF), un(t), i (8)) dt > / S, ut), a()) dt (6.3.20)

h—0
0 0

A la suite nous prouvons que u satisfait (6.3.1). Pour passer & la limite dans (P2)y,
nous choisissons convenable v, dans V;,. Soit m, : L*(0,T;V) — L?(0,T;V,) 'opérateur
de projection défini par a(myv,wy,) = a(v,wy) Yo € L*(0,T;V), Yw, € Vj. Evidemment
l'opérateur 7, est bien défini et on a mpv(t) — v(t) dans V p.p. sur [0,T], ce qui, avec
(3.3.11) et (3.3.14), implique

S S

lim j(f(t),uh(t),whv(t))dt:/j(f(t),u(t),v(t))dt Vse[0,T], YoeL*0,T;V)

h—0
0 0

et
S S

lim b(f(t),uh(t),ﬂhv(t))dt:/b(f(t),u(t),v(t))dt Vse[0,T], YoeL*0,T;V).

h—0
0 0
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Puisque b(f(t), un(t), wn(t)) =0 p.p. sur [0,7'], en intégrant (P2), sur [0, s]| pour v, = m,u

et passant a la limite, nous obtenons que u satisfait la premiere inéquation de (6.3.1).
Maintenant nous prouvons la convergence forte (6.3.23). En utilisant le méme argument

que dans la démonstration de Théoreme 3.3.1, prenant v = 0, v = 24 dans (6.3.1), v, = 0,

vp, = 24, (t) in (P2), et utilisant (6.3.27), (6.3.29), nous avons pour tout s € [0, 7]

S S

limnf / a(un (), i (1)) dt = / a(u(t), a(t)) dt. (6.3.30)
1i§lﬂ_>i(1)flf/3'(f(t)»uh(t)aﬂh(t))dt = /j(f(t)»u(t)aﬂ(t))dt' (6.3.31)

et, prenant v, = m,u(t) dans (P2),, il vient

S S

limsup/a(uh(t),uh(t))dt < /a(u(t),u(t))dt Vse[0,T]. (6.3.32)

h—0
0 0

De (6.3.30) and (6.3.32) on obtient

S S

lim [ a(upn(t), an(t)) dt = / a(u(t), a(t)) dt,

h—0
0 0

ou

lim (a(us(5), un(s)) — a(un(0), un(0))) = a(u(s), u(s)) — aluo, uo)

h—0
Comme uy,(0) = ugp, et upp, — ug dans V' fort, on en déduit

lim a(up(s), up(s)) = a(u(s),u(s)) Vs e [0,T].

h—0

ce qui entraine, grace a l'élipticité de a, la convergence fort (6.3.23).
Enfin nous prouvons que u satisfait la deuxieme inéquation de (6.3.1). De (P2),, en
raisonnant comme dans la démonstration du Théoreme 3.3.1, on déduit que, pour tout t €

[0,7], on a

a(uh(t),vh — Uh(t)) —|—j(f(t), uh(t),vh — Uh(t)) 2 0 Vvh c Kh. (6333)



6.3. L’APPROXIMATION INTERNE DU PROBLEME QUASI STATIQUE 127

Soit v € K. Alors, de (6.3.3) il existe r,v € K}, tel que 7,v — v in V. En passant a la limite
dans (6.3.33) pour v = v et utilisant (6.3.23) on obtient que u satisfait

a(u(t),v —u(t)) + j(f(t),u(t),v —u(t)) >0 Yve K

ce qui, grace a ’hypothese (3.3.22), équivaut a (6.3.1)s. De (6.3.6) il résulte que u € K(f) et
le théoreme est prouvé. m
Utilisant Lemme 6.3.1 et Théoreme 6.3.1, nous obtenons le suivant résultat principal

d’approximation.

Théoreme 6.3.2 On suppose que les hypothéses du Théoreme 6.3.1 ont lieu. Alors il existe

une sous-suite de (Upp)nn telle que
Upn(t) = u(t) dans V fort YVt e [0,T], (6.3.34)

Upn — @ dans  L*(0,T;V) faible, (6.3.35)

ovu € WH2(0,T;V) est une solution de (P2).
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Partie 111

Le probleme de Signorini avec

frottement de Coulomb non local

129






Chapitre 7

Le probleme statique

7.1 Enoncé du probleme statique

On s’intéresse ici d’un probleme statique de contact unilatéral avec frottement non local en
¢élasticité linéaire.

Soit 2 C RP, p = 2,3, un ouvert, supposé borné et de frontiere I" assez réguliere, occupé
par un corps €élastique dans son forme initiale, non-déformé. On décompose la frontiere I' en
trois parties I'y, Ty, I'y ouvertes et disjointes telles que I' = [y UT; UT's. Le corps est soumis
a une densité de forces volumique f donnée dans €) et a une densité de forces surfacique ¢
donnée sur I';. On impose les déplacements sur I'g. Par des raisons des simplicités, nous
pouvons supposer que le corps est fixé sur I'y et, par conséquent, le champ des déplacements
s’annule ici (en fait, par une translation). Sur I'y le corps est en contact unilatéral contre un
support rigide.

On note par w, €, o, le champ vectoriel des déplacements, le champ tensoriel des
déformations, respectivement, le champ tensoriel des contraintes. Nous nous plagons dans
I’hypothese des petits déformations en élasticité linéaire:

1, 0u; Ouy
Em(u)=:§(awj oz,

1<4,7<p

donc la loi de comportement exprime une relation linéaire, la loi de Hooke généralisée, entre

le tenseur des contraintes et le tenseur des déformations linéarisé
Oij = aijkhﬁkh(u) )

131
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I'y

t
////

Figure 7.1: Le contact avec un support rigide

avec la convention usuelle de sommation et 1 <, j,k, A < p. On suppose que les coefficients
d’élasticité a,jxp, indépendants du tensor des déformations, vérifient les conditions usuelles de
symétrie
Qijkh = Qjink = Qkhij (7~1~1)
et d’ellipticité
Ja > 0 tel que agpnéii&en > al€]?, V€ = (&) € R . (7.1.2)
On utilise une décomposition classique en composantes normales et tangentielles du

vecteur déplacement et du vecteur contrainte sur I':
Uy, = WV , U, = U — UV
Oy = OyjViVi , Or = O04V5 — Oyl

ou v est la normale unitaire extérieure a I.

Sur Ty le contact unilatéral est décrit par la loi de Signorini [108]

u, <0, 0,<0, wu,0,=0 surly. (7.1.3)

On y voit que, dans le contact unilatéral, la condition de non-pénétration (u, < 0), de
la zone de contact sur le support, est mis en compte. Cette loi exprime aussi qu’il y a deux
situations possibles: sans contact ou u, < 0 et o, = 0 et avec contact ou u, = 0 et o, < 0.

Mais ces conditions ne sont pas régulieres parceque o, est une application multivalente de u,,.

0 1u, <0,
al,(ul,):{ sl u

En fait, nous avons

€ (—00,0] siu,=0.
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On peut régulariser ces conditions de Signorini en utilisant le modele de compliance
normale de [92], [80] qui proposent que o, est une fonction nonlinéaire de w,. En fait, la
condition de non pénétration, u, < 0, est relaxée autorisant une petite pénétration du corps
a l'intérieur du support. Quoique ce modele a 'avantage d’étre plus simple de point de
vue mathematique et d’avoir un raison mécanique, il ne convient pas dans les problemes ou
la pénétration dans l'obstacle est petite: dans ce cas o, est une fonction tres dense de u,,

c’est-a-dire o, devient presque une apllication multivalente de w, (voir [100]).

On suppose que le contact sur I'y est avec frottement qui est modelé par la loi de
Coulomb. Esquisssé initialement par Amontons [5], cette loi, devenue célebre, a été présenté,
devant I’Académie des Sciences de Paris en 1785, par I'ingenieur Coulomb [39] sous la forme
suivante: le glissement rélatif entre deux corps en contact a la longue d’une surface plane, peut
apparaitre quand le module de la force paralélle avec le plan atteint une valeur critique qui est
proportionnelle a ’amplitude de la force normale qui agit entre les deux corps. La constante de
proportionalité est appellé coefficient de frottement. Il faut mentioner qu’au moment quand
Coulomb a formulé sa loi, le concept de contrainte et les équations générales de 1’élasticité
linéaire n’avaient pas aparaitre. La loi avait comme but de décrire les effets de frottement
entre deux corps rigides et le glissement brut d’un corps rélatif a 'autre. Les développements
ultérieures de cette loi sont écrites en terme de vitesse de déplacement : “la force de frottement
nécessaire a initier le glissement et a le maintenir est proportionnelle a I'amplitude de la
force normale de contact et la vitesse de déplacement tangentielle est colinéaire avec la force
tangentielle”. Mais le cas statique, que nous considérons dans ce chapitre, est tres convenable
pour les probléemes qui, méme si leur solution ne dépend pas de I’évolution antérieure du
system, decrivent des chargements monotones. En outre, le cas statique est tres utile pour
I’étude des problemes en vitesse, grace aux formulations incrémentales (comme on va voir

dans la Section 8.1). Ainsi la loi de Coulomb est donnée par les conditions:

o < plo, = u=0
0] < o] et 4 177! < Hlo on Ty, (7.1.4)
lo:| = ploy] = u, = —X\o-

ou u est le coefficient de frottement et la notation |-| désigne la valeur absolue si elle s’applique

a un scalaire ou, la norme euclidian, si elle s’applique a un élément de RP.
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Evidemment, cette loi implique que o, est une application multivalente de w., :

— o, stu, <0,
o-(u;) =4 € (uo,, —po,) siu, =0,
oy, siu, > 0.

Aussi comme dans le cas de contact unilatéral de Signorini, on peut régulariser cette loi
par une loi de compliance normale (voir [66], [67], [6]).

Finalement, la formulation classique de ce probleme statique de contact unilatéral avec
frottement est donnée par I’équation d’équilibre, I’équation constitutive (élasticité), la rela-
tion cinématique (dans ’hypothese des petits déformations), les conditions sur I'y et 'y, les
conditions unilatérales de Signorini et la loi de frottement de Coulomb :

Trouver un champ des déplacement u = u(x) tel que

—dive = f dans (),

o = Ae, e:%(Vu—l—VuT) dans Q,
u=0 surlly,

o-v=t surly, (7.1.5)
u, <0, 0,<0, wu,0,=0 surly,

lo| < ploy] = u, =0
sur I'5.

lo-| < ploy] et
lo-| = ploy] = IN>0, u, =)o,

Vs
Mais I'application ponctuelle de la loi de Coulomb produit grandes difficultés mathéma-
tiques. En effet, la formulation variationnelle de ce probléme, comme on va voir plus tard,

est une inéquation quasi-variationnelle qui contient le terme plo,(u)||v,|ds. Donc, si
I
U € Uy ={v e (H(N)>; v =0p.p. sur [y} alors o,(u) n'est pas défini sur I'y. De plus,

méme si w € (H'(Q2))? vérifie léquation (7.1.5); pour f € (L*(Q))? alors |0, (u)| n’a pas un
sens mathématique. En effet, il est connu (voir, par exemple [46]) que

o (u) € HVAI), Yue H. (Q) ={ve (H'(Q); divo(v) e (L*(Q))?}

oi;v; ¢tant défini par la formule de Green généralisé

<0ij(u)Vj7’Y(Ui)>1/2,F: Uij(u)fij(v)dX+ Uij,j(u)vidx
Q/ Q/ (7.1.6)

Vue HY () VYove (H(Q)),
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ol (-, -)1/or désigne le produit de dualité entre les éspaces (H~1/2(I"))P et (H/(T"))?, (H~Y/*(T))?
étant le dual de (H'/2(I))P.

Evidemment, pour u réguliere, on a la formule de Green

/Faij(u)yj v ds = Q/O'ij(u)eij(’v) dXJFﬂ/UW(u)Ui x (7.1.7)

Vu réguliere , Yo € (H'(Q2))P.

En conséquence, si u € (H'(Q))? vérifie 'équation (7.1.5); pour f € (L*(Q))? alors
—0ij; = fi € L*(Q) d’'on 0,(v) € HY2(T) et |o,(u)| n’a pas un sens mathématique. On
peut surmonter cette difficulté en utilisant une variante non locale de la loi de Coulomb,
proposé par Duvaut [45]. Cette loi stipule que la motion dans un point de contact entre deux
corps élastiques, se produit lorsque le modul de la contrainte dans ce point atteint une valeur
proportionnelle a une moyenne de la contrainte normale dans un voisinage de ce point. Le
caractere du voisinage locale effective et la maniere dont les contraintes voisines contribuent
a la condition de glissement, dépendent de la microstructure des matériaux en contact. Le
caractere non local de la loi est donné de la régularisation de la contrainte normale o, qui
peut étre défini (voir [45], [93], [40], [94]) en tout point comme une convolution autour de ce

point, donc les interactions locales entre aspérités sont mise en compte :
)@ = [ wlle = u(=a () d
2

ou

0

w,(z) = Ce®’ =P §i0< lz| < p,

0 si |z > p,

e

avec C' une constante telle que / wy(x)dx = 1.

—e

Ainsi, a la suite, on va considérer le probleme suivant:
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Probléeme (P;) : Trouver un champ des déplacements u :  — RP tel que

dive = —f dans (Q,

o = Ae, e:%(Vu—l—VuT) dans Q,
u=0 surlly,

oc-v=t surly,

u, <0, 0,<0, wu,0,=0 surly,

lo-| < p|Ro,| = u, =0
sur I'5.

lo-| < plRoy| et
lo-| = p|Ro,| = IN>0, u, = —Xo,

ou Ro, represente une régularisation de o, qui sera précisée ultérieurement.

7.2 Formulation variationnelle en déplacements

(7.1.8)

A la suite de ce livre on va supposer que les coefficients d’élasticité a;j, vérifient les conditions

usuelles de symétrie (7.1.1) et d’ellipticité (7.1.2).

Pour obtenir la formulation variationnelle de ce probleme, on fait les hypotheses de

régularité:
fe (L), te (L)),
aijkl € LOO(Q)a i7j7 kal = 17 D

pe LX), p>0p.p. sur Iy

R : H7Y/2(I'y) — L?(Ty) est un opérateur linéaire et compact )

ott H=Y/2(T'3) est le dual de I'espace HY/?(I'y) = {v € H/?(T'); v =0 p.p. sur ['\T'y}.

On introduit le sous-espace linéaire

V ={ve[H(Q);v=0Dpp. sur [t}

(7.2.1)

(7.2.2)

de Despace de Hilbert (H'(2))? et l'’ensemble des champs des déplacements statiquement

admissibles définie par
K={veV;v, <0p.p. sur I'p}.

(7.2.3)
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On utilise aussi les notations :

a(u,v) = /a(u)e(’u) dx Vu,v eV,
0
(F,v) = (f,v)—{—/t-vds:/f-vdx—l—/t-vds YveV (7.2.4)
I Q I
Jf(u,v) = //L|RO’,,<Pf’U,)’ v |ds Yue H, (Q) YveV
T2

ou Py : V — Cy est 'opérateur de projection sur I’ensemble convexe et fermé

Cr={veV;av.e) =(fp) Vee (DY}

La formulation variationnelle, en termes de déplacements, est la suivante:

Probleme (P;) : Trouver un champ des déplacements u : Q@ — RP tel que

uec K

7.2.5
a(u,v —u) +jr(u,v) — je(u,u) > (F,o—u) Yve K. } ( )

Observation 7.2.1 La condition de non-pénétration se traduit par l’appartenance des dé-

placements au cone K de l’éspace Hilbert V.

Observation 7.2.2 Siw est une solution du probleme (Py) alors w € Cy, donc Pru = .

De plus:
jr(w,v) =j(w,v) YVweCy, YveV

ou
j(w,v):/u|720y(w)Hvt|ds VweCy, YveV.

I

Observation 7.2.3 Pour tout v € Cy nous avons
low ()ll-120 < C(lwI1F + 1 £113)" (7.2.6)

ot || |=1j2rs ||+l et || 1lo désignent les normes dans H=Y/2(T), (H'())? et, respectivement,

dans (L*(Q))P.
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Observation 7.2.4 Pour tout w,v € V on a
||0V(Pfu) — O'V(Pf’v)”_l/zr S OH’U, — 'U||1 . (727)

En effet, si w,v € V alors Ppu — Pjv € Co = {v € V; a(v,) =0, Vp € (D(Q))"}.
De la relation (7.2.6), en utilisant la lindrité de o, et la non-expansivité de l'opérateur de

projection, on obtient
lov(Psu) — 0, (Pyv)|[ 120 < Cf[Pru — Prolly < Cllu — ]|y

Théoréme 7.2.1 Le probleme (Ps) équivaut au probleme (Ps) dans le sens suivant :

i) Si w est une fonction réguliere qui vérifie (Ps) alors w est solution de l'inéquation
variationnelle (Py) .

i) Si uw est une solution de l'inéquation variationnelle (Py) alors w satisfait (Ps) en

un sens généralisé.

Démonstration.
i) Comme d’habitude dans la premiere partie des formulations variationnelles, on sup-
pose toutes les fonctions régulieres de facon que toutes les intégrations par parties soient

légitimes. De (Ps); on obtient immédiatement que u € Cy donc Pru = u et

ip(u,v) = /Mmay(u)\ o ds Vo eV

T's
Multipliant I’équation (Ps); par v — u avec v € K et intégrant par parties on déduit la

formule de Green

(f,v—u)=a(lu,v—u) — /aij(u)yj(vi —u;)ds. (7.2.8)
T
Mais, en utilisant les conditions (Ps)3-(Ps)s et en tenant compte de apartenance de u, v a
K, il vient

/Uz‘j(u)%‘(% —u;)ds = /Uij(u)’/j(vi —u;)ds + /Uz'j(u)’/j(vi —u;)ds

r To '

+ /(0'7- : ('vr - ur) + O'V(U,, - ul/)) ds = /t . (’U B u) ds (7'2'9)

T2 ry

+/(ayvy+m-(vT—uT))dsz/t-(v—u)ds+/af-<v7—u7>ds'

I’ I I'y
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En combinant les relations (7.2.8) et(7.2.9), on obtient

a(u,v —u) +jr(u,v) — je(u,u) — (F,v —u)
> [iRauw(for] = Jurl) + .- (0 — )] ds. (7.2.10)

1)

On va montrer maintenant que les conditions (Ps)g entraine
E = u|Ro,(uw)|(|v,| — |us|) + o+ - (v, —u;) >0 Vo réguliere. (7.2.11)
En effet, si || < g|Ro,(u)| alors u, = 0 et par conséquant

E = p|Ro,(w)| [v,] + o -, > (4R, (w)| - o )]o,| > 0

Si lo,| = p|Roy,(u)| alors u, = —Ao,, d'on

E = pRo, ()| v, ] = MilRo, (w)| o, + 01 - v, + Ao, |

= o/ [v-| + 0., > 0.

D’apres (7.2.10) et (7.2.11) on conclut
a(u,v —u) + jg(u,v) — jr(u,u) — (F,o—u) >0 Yve K.

ii) Si w est solution du probléme variationnelle (Pg) alors, en choisissant v = u + ¢
avec ¢ € (D(€2))?, on obtient

a(u,p) = (f.¢), Ve e (D))"

D’autre part, de la formule de Green (7.1.7) on a

a(u, p) = —/diva-godx,
Q

ce qui donne (Ps); en un sens distributionnelle.
Prenant maintenent le produit scalaire de (Ps); avec v — u pour v € K, et intégrant

par parties, il vient

a(u,v—u)—(f,v—u):/(a-u)-(v—u)ds

r
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ce qui, grace a 'inéquation variationnelle (Py) , donne

j(u,v)—j(u,u)—/t'(v—u)ds—i—/(a-u)~(v—u)dsZO Vv e K, (7.2.12)

I't r

ol nous avons tenu compte d’observation 7.2.2, donc jf(u,v) = j(u,v), Vv € V.

En choisissant v = u + ¢ avec ¢ € (H'/?(T"))? et supp ¢ C I';, on déduit

/(G-V—t)-sods=0

Iy

d’out (Ps)4. Alors, revenant a 'inéquation (7.2.12), on a

Jj(u,v) — jlu,u) + /[UV(UV —u,)+o, (v, —u,)]ds>0 Yve K. (7.2.13)

'

Choisissant v = ¢, + u,v ot ¢ € (HY?(I"))? avec supp ¢ C I'y et en tenant comptes

que v, = u,, v, = @, et o, = 0., on déduit

/ HR@| (02| — ur]) + 0 - 0] ds > / o, ds

1) o

ou, en utilisant que |¢| > |¢,|, on a

/(M\R(Gu)! pl+orp) ds_/(u!R(UuH url+o-us)ds >0 Ve € (H'(I))" avec supp ¢ C I'y.

Ta T2

En prenant ¢ = Ap avec A > 0 nous obtenons
)\Tl_TQZO YA>0

ou
1= [WiRE ¢l + o, o) s
I
1= [lRG) ] + o) ds.
I

Par conséquent on a :
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(Ca entraine, en prenant ¢ = +¢,

[1o-llelds < [@lRG)l1glds ¥ € (HAT)) avec supp o € T,

FQ 1—\2

soit |o,| < p|R(0,)|. Comme Ty <0, il en suit que T, = 0 donc
| R(o,)| |ur| + 0 -u =0 p.p. sur 'y, (7.2.14)

ce qui implique (Ps)g. En effet, si o, < u|R(0,)| alors, en supposant w, # 0, de (7.2.14) on

obtient o, - u, = —u|R(0,)| |u-| < —|o ;| |u,| d’onr, nécessairement, il faut avoir u, = 0. Si
o, = u|R(o,)| alors, de (7.2.14), il vient o, - u, = —|o .| |u,| donc il existe A > 0 tel que
U, = — Mo ;.

Pour obtenir les conditions de Signorini (Ps)s, on retourne a (7.2.13) en prenant v =

o,V +u, ou ¢ € (HYT))P avec supp ¢ C I'y et ¢, < 0 p.p. sur I'y. On obtient

/a,,gol, ds — /al,u,, ds >0 Ve e (H(T))? avec supp ¢ C I'y et ¢, <0 p.p. sur I'y,
FQ F2

ce qui donne, en prenant, comme nous avons fait dans le cas des conditions (Ps)s, ¢ = Ap
avec A > 0, les conditions (Ps)s. Certainement, la condition u, < 0 est satisfaite parceque
uec K.

7.3 Un résultat d’existence et d’unicité

Dans cette section on va montrer ’existence et, dans le cas des coefficients de frottements assez
petits, I'unicité de la solution pour le probleme statique de contact unilatéral avec frottement
de Coulomb non local (Py).

Le commencement de la théorie générale des problemes de contact peut étre atribué a
Duvaut et Lions [46] qui ont donné les formulations variationnelles des problemes de contact
et ont prouvé l'existence et l'unicité de la solution pour le probleme de contact bilatéral
(le contact est maintenu quelle que soit la direction des efforts) avec frottement donné (cas
nommé, avec frottement de Tresca). Le premier résultat d’existence pour le probleme statique
de contact unilatéral avec frottement de Coulomb local ont été obtenus par Necas, Jarusek

et Haslinger [88] et puis étendu par Jarusek [61]. En ce qui concerne le probleme statique ot
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le contact est décrit par une loi de compliance normale on rappelle les résultats de Oden et
Martins [92], Klarbring, Mikeli¢ et Shillor [66], [67] et pour le probleme de contact unilatéral
avec frottement de Coulomb non local (cf. [45]) les résultats de Demkowicz et Oden [40],
Oden et Pires [94] et Cocu [35].

Nous allons montrer dans un premier temps le suivant résultat d’existence.

Théoréme 7.3.1 On se place dans les hypotheses (7.2.1). On suppose que 'une des deuz

conditions est satisfaites :
mes (I'y) >0, (7.3.1)

Ty=0 et RNK = {0}, (7.3.2)

ot R ={v;v(r)=a+bAx avec a,b € R*} est l'ensemble des déplacements rigides.
Alors l’ensemble des solutions de l'inéquation quasi-variationnelle (Ps) est non-vide et

faiblement compact dans K.

Démonstration. Nous montrerons que les hypothéses (3.21.2)-(3.21.5) et (3.21.7) de Théoreme
3.21.1 sont satisfaites. D’abord on note que 'opérateur A associé a la forme bilinéaire af(-,-)

par

(Au,v) = a(u,v) Yu,veV,

est linéaire et continu. On va montrer que, de I'hypothese (7.3.1) ou (7.3.2), on déduit

I’'existence d’une constante C' > 0 telle que
(Av,v) > C|lv|} VYwe K, (7.3.3)

soit I'opérateur A est fortement monotone.

Si mes (I'y) > 0 alors RNV = {0} d’ou, en tenant compte de la caractérisation :
a(v,v) =0 veV<=veR

et de la symétrie (7.1.1), il suit que y/a(v, v) est une norme sur V. De plus, \/a(v, v) est une
norme équivalente a la norme ||v||;. En effet, raisonnant par ’absurde et utilisant 1'inégalité
de Korn (voir [52]) :

/eij(v)eij('v) dx + /vivi dx > Cllv|; Vv e (H'(Q))? (7.3.4)
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on montre (voir aussi [46], pag. 116) que:

/Eij(’U)Eij(’U) dx > CH’UH(Q) YveV.
Q

Alors, de la condition d’ellipticité (7.1.2), il résulte qu'’il existe une constante C' =
C(a, 2, Tg) > 0 telle que
a(v,v) = Cllvflf YweV,

ou « est la constante d’ellipticité de la relation (7.1.2).
SiTo=0 et RNK = {0}, en décomposant V =R & R> ott R" est le complément

ortohonal de R et tenant compte que l'inégalité de Korn reste valable dans R*, i.e.
a(w,w) > Clwllf Ywe R,

alors il résulte que
a(v,v) > C|v|; Ywe K.

En conclusion, la condition (7.3.1) ou (7.3.2) assure que 'opérateur A associé a la forme
bilinéaire a(-,-) vérifie (7.3.3). En conséquence, en utilisant la positivité de la fonction j, il
résulte, en prenant vy = 0, que la condition (3.21.7) est satisfaite.

Il est facile a vérifier que, pour tout w € V', l'application v — j(u,v) est convexe,
propre et continu.

Maintenant on va montrer que, pour tout v € V' les application u — j(u,v) et
u — j(u,u) sont faiblement continues. Soient {u;}, C K une suite qui converge faible
vers un ¢élément w € K. Considérons un élément u* € C arbitraire. Il est immédiat que

Cs=u"+ Cjp. Alors on
Pirv=u"+F(v—u") YveV, (7.3.5)

ou Py : V. — Cj est I'opérateur de projection sur le sous-espace linéaire Cy de V. En effet,

pour v € V, notant v = u* + FPo(v —u*) onav € Cy et
—v,w—0)=(Fv-—u)—(v—u),z—Fv—-—u")) >0 Ywe Ky

ou z € Cy tel que w = u* + z. La relation (7.3.5) découle de I'unicité de la projection.
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Cette relation implique, Py étant linéaire et continue, Pru, — Pru dans V faible. De
plus, o, est faiblement continu, 'opérateur de traces de V' dans H'/?(I') est compact et aussi
R. Il en résulte que les applications u — j(u,v) et u — j(u, u) sont faiblement continues.

Donc on peut appliquer Théoreme 3.21.1 pour achever la démostration. m

Observation 7.3.1 L’existence d’une solution de (Ps) dans l'hypothése (7.3.1) ou (7.3.2)
ouly=0 et (F,v) <0, VveRNK\{0} a été obtenu dans [35] en utilisant 'inégalité de
mini-maz de Ky-Fan (voir [86], [117], [91]).

L’unicité de la solution du probleme (P,) est obtenu dans le cas d'un coefficient de

frottement assez petit.

Théoreme 7.3.2 Supposons que les conditions (7.2.1) sont satisfaites et mes (I'g) > 0. Alors
il existe py > 0 tel que pour tout 1 > 0 avec ||t o,y < i, le probléme (Ps) a une solution

et cette solution est unique.

Démonstration. On va prouver que la fonction jg(-,-) satisfait la relation (3.21.12). De
I'inégalité de Schwartz dans L?(T'y) et tenant compte que 'opérateur R est linéaire et continu,
on obtient
(w1, v2) + Jp(u2,v1) — jp(ur, v1) — jg(us, v2))|
= / u(|R(o (Prur))| — [R(0w(Prus))|)(|var| — |vi]) ds
I'o

<|[ ulRGAPrus = Prus))| oz — vc] s (7:3.6)
Ty
< Nl oo (IR (00 (Prun = Prus))l| 120 01 = 2| 2ry)
< Cl||M||Loo(F2)||Uu(PfU1 - Pfu2)||—1/2,1“2||'01 - ’02||L2(F2) Vuy, ug, v1, v2 € V.
De (7.2.7), (7.3.6) et la continuité de 'opérateur de traces, on déduit
|77 (w1, v2) + jp (w2, v1) — jp(wr, v1) — jr(uz, v2)| (7.3.7)
< Cz||M||Loo(F2)||U1 — Usll1]|vr — w2l Vg, ug, v1, V2 €V,
soit j¢ (-, -) satisfait (3.21.12) avec k = Cs||| o (r,). Prenant
0< < — (7.3.8)

Cy
il résulte que pour tout 1 > 0 avec ||p||Lr,) < g1 on a k < a. Alors on peut appliquer le

Théoreme 3.21.3 pour achever la démonstration. m
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7.4 Un résultat de régularité

La solution de I'inéquation variationnelle (P;) n’est pas, en général, suffisamment lisse et
donc, conformément au théoreme 7.2.1, cette solution ne satisfait pas le probleme original
(Ps). Clest pour ¢a qu’elle est appellée solution faible. Il y a alors un grand intérét d’étudier
les conditions qui assurent la régularité des solutions de l'inéquation variationnelle (Pj).
Dans cette section on va donner (voir aussi [36]) un résultat de régularité local pour

la solution du probleme (P) obtenu dans des hypotheses plus restrictives sur les donnés, a

savolr
mes (I'y) >0, (7.4.1)
agm € CH(Q) (7.4.2)
p € CHTy) , p>0sur Iy, (7.4.3)
R : HV*(I'y) — CY(T,) linéaire et compact tel que RE < 0, VO € H V/2(I,) (7.4.4)
Fe(L*(Q)P, te (L*T))P. (7.4.5)

On remarque alors que la fonctionnelle jz(-, ) définie par (7.2.4)3, peut se réécrire

Jjf(u,v) = —/uR(ay(Pfu)) lv|ds Yu e HL, (Q), VveV.
I
Théoréme 7.4.1 Soit w une solution du probléme (Ps). Supposons que les hypotheéses
(7.4.1)-(7.4.5) sont satisfaites et que S est de classe C® dans tout & € Ty. Alors, pour

tout ensemble ouvert U tel que U C QUTy, nous avons
u € (H*(U))P.

Démonstration. Le résultat sera obtenu en appliquant le Théoreme 4.22.1.

Soient x € T'y et I le voisinage correspondant de  de la définition de C3-régularité de
2 dans «. Nous pouvons supposer que QN1 C I's.

On observe que si w est une solution du probleme (P;), alors w vérifie la suivante

inéquation variationnelle

/aijkl%(u)m(’v)dXJr/ gl’vtlds—/ gluy| ds
anr rent rent (7.4.6)

2 fl(vl—ul) dx Yo c Ku,
QNI
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ot g(s) = —pu(s)R(o,(u))(s), Vs € 'y et
K,={wec (H'QND)?; w=mudans QNII, w, <0 sur [yN T}

En effet, pour tout w € K, nous avons w’ € K ou

, w dans QN 17,
w =
u dans Q\T .

Alors, prenand v = w’ dans (Py) nous obtenons (7.4.6).

Pour pouvoir appliquer le Théoreme 4.22.1, nous utiliserons un argument die a Fichera
[51]. La régularité C® de Q dans  implique que, dans tout y € QN I il existe un systeme
orthogonal de vecteurs unitaires w!(y), ..., w?(y) tel que w’ € (C*(QNI))P, i=1,...,pet
wP(y) = v(y) pour y € [y N I. En conséquence, pour tout v € (HY(Q2 N I))P, nous avons

v(y) =uy)w'(y) VYyeanl.
Soient © = (01, -+ ,9,) et X le suivant ensemble convexe et fermé de (H'(Q N 1))?
X={veHQNI)?; v=udans QNI et v, <Osur [,NTI}.

Alors, il est immédiat que v € K, si et seulement si v € X.

Nous allons définir les formes suivantes :

o oy, 0] Oy, ov) _
b(v,v') = / akl(y)=— L + b v+ M y) =

+d" (y)vpv)) dy V0,0 € X,

J(v) = / g(v)ds Vo eX (7.4.8)
IonI
(L,'i)) = / Lj@j dy Yo € X, (749)
QNI
ol 4} = agjgrwiwh, B = aggwl(wl);, ' = aye(wh) jwl, d* = age(wh)(wh) 5, (o) =

[(01, -+, Up1,0)] et Ly = fiwg-
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De facon évidente, on a

b(v,v") = /aijklfij(v>€kl(vl)dxa

(%) = j(u,v), (7.4.10)
(L,v) = (f,v).

Avec ces notations, l'inéquation (7.4.6) devient
b(w,v —u)+ J(v) — J(u) > (L,v—u) YoveX. (7.4.11)

Il est facile a vérifier que J, L et X ainsi définis satifaitent les hypotheses du Théoreme
4.22.1 avec ) remplacé par 2 N I. De plus, de l'inégalité de Korn, il suit que b satisfait
la relation (4.22.1) pour tout v € (HY(Q N 1))? avec supp ® C QN I. Par conséquent,
ue (H*(QNIL)P, VI, >x avec I, C I.

En raisonnant comme dans la démonstration du Théoreme 4.22.1, nous concluons que

we (H2U)P. m

7.5 Formulations duales pour le probleme de contact

frottant (P,)

La formulation variationnelle (Py) (voir page 137) du probleme de Signorini avec frottement
non local Coulomb (P;) (voir page 136) est appelée primale et elle a comme inconnue le
champs des déplacements. Dans cette formulation les équations de compatibilité sont vérifiées
de maniere forte et les équations d’équilibre local de maniere faible. Maintenant, on va
considérer des formulations duales de (P) ou l'inconnue est le champ des contraintes. La
premiére formulation (Q) s’obtient a partir du probleme (Ps) d’une maniére analogue comme
dans le cas de la formulation en déplacement et elle est duale dans le sens que 'inconnue est
le champ des contraintes au lieu de champs des déplacements. A l'inverse de la formulation
primale (Py) , la formulation duale (Q) vérifie les équations de compatibilité de maniere
faible et les équations d’équilibre local de maniere forte.

La deuxiéme formulation s’obtient a partir de la formulation primale (Py) en utilisant la
théorie de dualité M-CD-M (voir page 107) et elle a comme inconnue le champ des contraintes

définis seulement sur le bord de contact I'y. C’est pour ¢a qu’elle est appelée duale condensée.
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On se place dans les hypotheses (7.2.1).
On va considérer, dans la suite de ce livre, que mes I'y > 0. Alors, de I'inégalité de

Korn, il résulte qu’il existe une constante C' = C(£2, T'y) telle que
le()||lg > C|lv]y YveV, (7.5.1)
ou H est 'espace de Hilbert
H={r=(ry); 7y =1 € L*(Q), 1 <i,j <p},
muni par le produit scalaire

(o, 7Yy = /Jij(az)nj(a:) dx Vo, 7€ H
Q

et la norme associé || - ||g. Il en résulte que V' muni par le produit scalaire (-, -)y défini par
(u,v)y = (e(u),e(v))g Yu,v eV,
est un espace de Hilbert et
V|| (m1 () est équivalente & |lv|ly Vv € V.
On introduit maintenant ’espace de Hilbert
W = {1 € H; divT € (L*(Q))"},
muni par le produit scalaire
(o, 7)w = (o, 7)g + (div o, div 7))

et la norme associée || - ||y . Ci-dessus, (-, -)o désigne le produit scalaire dans (L?(Q))?.

On définit 'ensemble des champs des contraintes statiquement admissibles par
Y(g)={r e H; (t.e(v)n +j(gv) = (F,v) YveK},

ou

i(gv) = - / WR(g,)vs|ds (g, v) € W x V.
s
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Cette définition implique que, pour tout g € W, ’ensemble ¥(g) est non-vide. En effet,

soit F I’élément de V' donné par
(F,v)y =(F,v) YveV.

Alors on a

(e(F),e(v))m = (F,v)y YveV

et

jlg,v) >0 V(g,v)e W xV,

soit €(F') € 3(g), Vg € W.
On considere la suivante formulation du probleme (Pj) en termes de contraintes:

Probléme (Q) : Trouver un champ des contraintes o : 2 — S, tel que

o &€ X(0) } (7.5.2)

blo,7—0) >0 V7 eXo)

ou S, est I'espace des tenseurs symétriques du second ordre sur R” et

b(o,T) :/ga'-de Vo,e ¢ W,
Q

G = A™! étant le tenseur de souplesse.
La relation entre le probleme primale (Py) et le probleme dual (Q) est donnée par le

résultat suivant.

Théoréme 7.5.1 (i) Si uw est une solution du probleme (Py) alors o défini par o = Ae(u)
est une solution du probléeme (Q).
(ii) Réciproquement, soit o* une solution du probléme (Q). Alors il existe une fonction

unique u € 'V telle que o* = Ae(u) = a(u). De plus, u est une solution du probleme (Py) .

Démonstration.
(i) Si w est solution du (Py) , alors en prenant v = u + ¢ avec ¢ € (D(2))? on déduit
que —oy;; = f; p.p. dans Q@ d'ou o € W.
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De plus, en prenant v = 0 et v = 2u dans (Pg) on obtient la suivante formulation

équivalente de (Py)
(7.5.3)

d'ou o € X(0o).
On va montrer que o vérifie (Q). De la définition de I'ensemble ¥(o) et de (7.5.3),

nous obtenons

bo,7—0o)=(e(u), T —0)g = (1,€(u)g — (o,€(u)) g
> (F,u) — j(o,u) — (o,e(u)g =0 V7 eX(o),

donc o est une solution de (Q).

Remarque 7.5.1 Si la condition uw = 0 sur I'y est remplacée par uw = ug avec ug donné,

alors la formulation variationnelle en contrainte de (Pg) devient

ocX(o)
blo,7T—0o) > L(t—0) V1 e 3X(o)

o

L(‘r):/uOT-nds.

To

(ii) Soient o* une solution de (Q) et p = Go*. Alors on a
(p,7T—0")g >0 V1reX(o). (7.5.4)

On note par (e(V))* le complément orthogonal dans H de sous-espace fermé (V') =

{e(v); v € V} et soit p € (e(V))*, c'est-a-dire
(p,e(v))g=0 YveV.
Alors, de la définition de X(o*), on a

(c*+p,e(v))g +j(o*,v)= (" €(v))g+j(o",v) > (F,v) YveK,
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donc o* + p € ¥(o*). Prenant dans (7.5.4) 7 = o* £ p on obtient (p,p)g = 0 d’ou
p € ((e(V)1H)t = €(V). 1l en résulte qu'il existe u € V tel que p = €(u) et, de la
conséquence (7.5.1) de l'inégalité de Korn, on déduit I'unicité de u. Alors o* = Ae(u) = o(u)

et la relation (7.5.4) s’ecrit
(e(u), r—o)g >0, VrTeio). (7.5.5)

Maintenant on va montrer, par contradiction, que u € K. Pour cette raison on considere

sur V' le produit scalaire

(u,v)4 = a(u,v) = (o(u),e(v))g = (Ae(u), €(v))g Yu,v eV (7.5.6)
et on désigne par || - |4 la norme associée qui est, grace aux propriétés de la forme af(-,-),
équivalente a la norme || - ||y. Par conséquent (V|| - ||a) est un espace de Hilbert.

Supposons que u ¢ K. Soit Px : V — K lopérateur de projection sur I’ensemble

non-vide, convexe et fermé K de V. Alors
(Pku —u,v)s > (Pku —u, Pku)s > (Pku—u,u)y Yv e K
donc, il existe o € R tel que
(Pku —u,v)s >a> (Pku—u,u)y YveK.
Pour 6 = o(Pxu — u) = Ae(Pxu — u) € H, on déduit

(6,€(v))u = (0(Pxu—u), e(v)n

= (Pxu—u,v)4 >a> (Pku—u,u)s = (6,eu))yg YwekK. (7:5.7)
En prenant v = 0, nous obtenons
(,e(u))g <a<0. (7.5.8)
On va montrer que
(6,e(v)) g >0 Yve K. (7.5.9)

En effet, supposant qu’il existe vy € K tel que

(6,€(vo))m < 0. (7.5.10)
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Comme \vy € K, VA > 0, alors, de (7.5.7), on obtient
Mo, e(vo))m >a, YA>0.

En passant a la limite avec A\ — 400, de (7.5.10), on déduit @ < —oo ce qui est en
contradiction avec I'hypothese a € R. Ainsi, la relation (7.5.9) est prouvée et, parce que

o € X(0o), ca entraine
(0+0,e)g+j(o,v)=(0,ev))g+jlo,v)+(0,ev)g > (F,v) YveK,
d'ott o + & € X(0o). Alors, choisissant 7 = o + & dans (7.5.5), on obtient
(6,€(u))g > 0. (7.5.11)

Mais les relations (7.5.8) et (7.5.11) sont en contradiction. Par conséquent on a u € K.

On verra dans la suite que u vérifie (P,). D’abord, de o € X(o), on a
(o,e(v))g +jlo,v) > (F,v) VveK, (7.5.12)
et donc, on a aussi
(o, e(w)g +j(o,u) > (F,u). (7.5.13)

Posant
Jo(v) = { j(o,v) sive K,

400 sinon,

on déduit que la fonction J, : V. — R est sous-différentiable et donc il existe oy € H tel
que
(o1, e(v—u)g+j(o,v)—jlo,u) > (F,v—u) YveK.

En prenant v = 2u et v = 0, on déduit
(o1, €(u)) g+ j(o,u) = (F,u), (7.5.14)
(o1,6(v))g + j(o,v) > (F,v)y YveK. (7.5.15)

La derniere relation donne oy € ¥(o). Alors on peut prendre dans (7.5.5), 7 = o1 d’ou

(1, €(u)yg > (o, €(u))m. (7.5.16)
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D’apres (7.5.14) et (7.5.16) on a

(F7u> - j(O’,u) 2 <U> €<U)>H7
ce qui, joint a (7.5.13), donne
(o, e(w))g +jlo,u)=(F,u). (7.5.17)

La démonstration est achevée en tenant compte de (7.5.12), (7.5.17) et (7.5.6). m

On a le suivant résultat d’existence et d’unicité:

Théoreme 7.5.2 I existe une constante py > 0, dépendente seulement de €2, telle que, pour
tout ||t oo(ry) < i, il existe une unique solution o de probleme (Q). De plus, cette solution

est o(u) ot u est la solution unique de probleme (Py).

Démonstration. D’apres les théoremes 7.3.2 et 7.5.1 le résultat est immédiat. Pourtant,
nous donnerons une démonstration qui met en évidence des applications utilles dans les ap-
proches des problemes (Py) et (Q).

Soient les applications 7' : W — W et S : W — W définies par T(g) = o(ug) =
Ae(ug) et S(g) = o ol ug est la solution unique du probleme (Pg) défini par

Probleme (Pg) : Trouver uy € K tel que

a(ug’v - ’U,g) +]<gav) _](gaug) = (F,’U - ug) Vv e K (7518)

et o4 est la solution unique du probleme (Qyg) :

Probleme (Qg): Trouver o, € X(g) tel que
blog, T—0g) >0 V7€ X(g). (7.5.19)

On note que l'existence et l'unicité de ug, respectivement de og est assuré par les
théoremes 3.21.3 et 3.11.3.

D’abord, comme o, € 3(g), on a
(g, €(v))u + j(g,v) > (F,v) Ywe K

d’oll, en prenant v = ¢ € (D(2))?, on obtient —div oy = f donc o5y € W et I'application
S est bien définie.
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D’autre part, de (Pg), en prenant v = 2ug et v = 0 on obtient

(o (). €(tg)) 1 + (8 ug) = (Fug). } (7.5.20)

<U(ug)’€(’v)>H +j(g7v) > (F,’U) Vo € K7

d’olt o(ug) € 3(g) et, comme une conséquence, o(ug) € W, soit l'application 7" est bien
définie.

On va montrer que S(g) =71(g) , Vg € W. Soient w € W et T € 3(g), donc
(T, €(v))m +j(g,v) > (F,v) YweK.

En prenant v = ug, nous obtenons

(1, €(ug))m + (8, ug) > (F,ug).

La derniere relation et (7.5.20); donnent

(1 — o (ug), €(ug))m > 0

ou

blo(ug), T —o(ug)) >0 V7 e X(g). (7.5.21)

Comme o (ug) € 3(g), de (7.5.21) on déduit que o (ug) est une solution du probléme
(Qg). D’apres I'unicité de la solution de (Qg), nous concluons que o(ug) = g, soit S(g) =
T(g).

L’application T" est contractante. En effet, si g1, go € W, alors de (Pg,), i € {1,2}, on

a —div o(ug,) = —div o(ug,) =f et

IT(g1) = T(g2)llw = llo(ug,) = o(ug,)llw = [lo(ug, — ug,)lln

(7.5.22)
< Chlle(ug, — ug,)|[m = Cillug, — ug,|lv < Cllug, — ug,|: .

Mais, par addition des problemes (Pg,), ¢ € {1,2}, pour v = us_;, on obtient

O‘Hugl - ug2||% < a(u; — Uz, Uy — up) < |j(917u2) — (g1, u2) +5(glvu2) - j(gluu2>|
< ’/ PR(1y — 8av)|Uir — uar| ds| < Ol pf|Lory)llg1 — Gallw llug, — ug,llr
Ty
d’ou

IT(g1) — T(g2)llw < Cllpllera llgr — gallwll -
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Alors, pour 1 assez petit, on obtient que 'application T est contractante. Par conséquent
il existe un élément unique g* tel que 7(g*) = g*. En tenant compte que les points fixes des
application T" et S sont les solutions de (Py) , respectivement (Q), on obtient l'existence et

I'unicité de la solution u* de (Py) , respectivement o* de (Q) et o* = o(u*). I

A la suite nous obtenerons (voir, aussi [119], [120]), en appliquant la théorie M-CD-M
présentée dans la section 5.2, la formulation duale, appelée aussi duale condensée, du probleme

(Ps) .

Pour cette raison, on prend

g(u,v) =a(u,v —u)— (F,v—u) Yu,veV,

L:V —Y=H"'YTy), Lv=o0,(v) YweV,

o(Lu,v) = j(Lu,v) + Ig(v) = —/;ﬂ%(a,,(u)) lv,|ds+ Ig(v) Yu,v eV, (7.5.23)
1)

Clg) ={r e (H2(I)P; (r"v;) < j(g.v), VWEV} VgeW

K,={z€ H'Y?(Ty); z=~%/Ty avec 2 € H'(Q), z=0sur Iy, z < 0},

ot (-,-) désigne le produit de dualité entre (H~1/2(Ty))? et (HY2(T3))?, ou H%(Ty) et
H'2(T'y), et I est la fonction indicatrice de I’ensemble K.
Alors, pour la fonction conjuguée au sens de Fenchel de ¢ par rapport au second variable,

on obtient la forme

QO*(LU,’U*) = sup [<’U*,’U> —j(L’U,,’U) - IK(,U)]
ve(HY/2(T2))P
= sup (v, w) = Ix, () + (V7 vr) = j(Lu, )]
ve(H/2(Dg))P

= I, (v)) + Ioww (V) = Ik: (V) + Lo, @) (V))

oil nous avons regarder la fonction *(Lu, -) comme définie sur (H~1/2(I'y))? et K* est le cone

polaire de I’'ensemble K, donc
K; ={z" e H'*(y); (,2) <0, Vz € K, },

De la définition de '’ensemble C(o,(u)) et en tenant compte que R(o,(u)) € L*(Ts),
on obtient
0 sivi e K, vieC(L(u)),

. (7.5.24)
+00 sinon.

¢*(Lu,v") = {
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Maintenant on va calculer la fonction conjuguée de g :
g (u,v*) = sug((v*,v)v*xv —a(u,v —u)+ (F,v —u))
ve
=a(u,u) — (F,u) + sup [(v",v)v:xv — a(u,v) + (F,v)]

veVv

=a(u,u) — (F,u) +sup(v" — Au+ F,v)y v (7.5.25)
veV

0 i v* = Au — F
:a(u,u)—(F,u)+{ SLY v ’

400 sinon

ou A € L(V, V™) est Popérateur associé a la forme a

(Au,v)y+wy = a(u,v) Yu,v e V.

On vérifie aisément que, pour tout u € V, la fonction v — g(u,v) est Gateaux-

différentiable en u et
Dog(u,u) = Au— F ou Au = F + Dyg(u,u).

Comme A € L(V,V?*), il en résulte qu'il existe G = A™! € L(V*, V) 'opérateure de Green
pour le probleme avec les conditions a la frontiere de 1'élasticité linéaire. Alors u = G(F') +
G(Dy(u,u)) et, si on note u* = —Dog(u,u), il en résulte u = (Dog) ' (—u*) = g + G(—u*)
ou g =G(F).

Le probleme dual de (Py) s’ecrit

(v"—u*u) <0 Yo' = (v),v:) e K xC(o,).

Prenant o* = —u* et 7* = —v* on obtient la formulation duale du probleme (P;) sous la

forme
Probléeme (P¥) : Trouver o* = (0,,0,) € (—K}) x C(0,) tel que

(" —0",G(o")+g) >0 V7" =(1n,7,) € (—K,) x C(0,). (7.5.26)
Les conditions d’optimalitées (5.2.7) deviennent

a(u,u) — (F,u) = (0,,u,) + (o, u,),
j(u,u) = —(o-, u.), (7.5.27)
(o), u,) =0.
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Parce que le probleme (P%) est défini seulement sur I's, ce probléme peut étre regarder
comme la version condensée de la formulation duale (Q).

Il faut remarquer que le probleme (P?) ne peut pas étre découpler en deux inéquations
pour déterminer séparement la contrainte normale o, et la contrainte tangentielle o, sur I'y,
le couplage étant imposé par 'appartenance de o, a 'ensemble C'(a,).

Le probleme (P?) est utilisé pour déterminer la pression de contact et la contrainte
tangentielle provoquée par le frottement, en supposant que l'opérateur de Green G est connu
(voir [17], [18].

Finalement, nous voulons remarquer que la théorie de dualité M-CD-M peut étre ap-
pliquer aux plusieurs problemes de contact avec frottement qui impliquent des conditions de
Signorini parmi lesquels on mentionne des problemes de contact quasi-static et dynamique
entre deux corps linéaires élastiques (voir [111]) ou des problemes de contact avec frotte-
ment pour des solids visco-elastiques sous l'effet du fluage dans la présence des conditions de

Signorini.

7.6 Approximation du probléeme en déplacements (P,)

Dans cette section nous étudions 'approximation, par la méthode des éléments finis, du
probleme primal (P;) (voir aussi [27]). Souhaitant obtenir une estimation de Ierreur, nous

limitons I’étude au cas ou la solution est unique. Donc nous supposons que

mes (I'y) >0,

(7.6.1)
1l oo (ryy < pia

avec f1; choisi comme dans (7.3.8) de la démonstration du Théoreme 7.3.2.
Soit 7;, une triangulation du domain €2 ou h représente la finesse de maillage telle que
o=
TETh
On suppose que la triangulation est réguliere dans le sens que pour tout h, les angles
des triangles sont bornés inférieurement par un nombre strictement positif indépendant de h.

Soient {V';}5~0 une famille des sous-espaces de dimension finie de V' et {K}},~0 une

famille des sous-ensembles non vides, convexes et fermés de V', qui approche K dans le sens
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de 'approximation interne définie dans Section 6.1, soit les conditions (6.1.6) de la page 112
sont satisfaites. On peut considérer aussi une famille {js}, qui satisfait (6.1.7)-(6.1.11).

Alors, en appliquant la proposition 6.1.1 et le théoréeme 6.1.1 on obtient le résultat suivant :
Proposition 7.6.1 L inéquation quasi-variationnelle discrete
a(un, v, — up) + Jen(wn, vp) — Jea(un, up) > (Foop —uy) Yo, € Ky,
admet une solution unique wy, € K. De plus, nous avons
up, — u dans 'V fort |

u étant la solution unique du probléme (Py).

Supposons qu’il existe un opérateur Il : V.— V, tel que

IThv — |y < Chljv|l, Vv € (H*(Q)’ NV, (7.6.2)
ITyv — vllor, < CH*?|lv]ly Vo € (H*(Q)P NV, (7.6.3)
ot || - [lor, et || - ||2 désignent les normes dans (L*(T'2))?, respectivement dans (H%(Q))P.

Observation 7.6.1 [l est connu (voir, par exemple [34], [8]) que les conditions (7.6.2)-
(7.6.3) sont satisfaites si 2 est un polygone convexe, V'}, est défini par

Vi,={veVn(CQ)P; v/Te(P), VT eT},

ot Py est l’espace des polynomes de degrée moins que k dans les variables x1,--- , x, avec
k> 1 et II,v désigne, comme d’habitude, ['opérateur d’interpolation dans V', d’une fonction
veV.

Par souci de simplification, on va supposer que ) est un polygone convexe. On va

supposer aussi que
K, CK, (7.6.4)

Mu e K, (7.6.5)

ou u est la solution unique du probleme (P) .
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Observation 7.6.2 Les conditions (7.6.4), (7.6.5) sont vérifiées si, par exemple, on prend
p=2,k=1cet

Kh:{lvhevh; Uhu<a/i) SO Sléai#Aj7 ijlj... ’N et
(vnivy + vnavy )(a;) > 0, (vpavy + vpevy ) (a;) > 0 sl existe j=1,-++ | N
tel que a; = A;, i=1,---,M}

ou ay,- -+ ,ay sont les noeuds de la triangulation T, qui restent sur I's, Ay, -+, An sont les
sommets de Q et v~ = (v ,vy ), vt = (v, 1)) sont les vecteurs normauz unitaires vers

Veatérieur sur les deuz bords adjacents (voir [58]).

A la suite, on va considérer la suivante approximation d’élément finis du probleme (Py)

Probleme (P},) : Trouver u;, € K, tel que
CL(’U,h, Up — ’U,h) —I—jf(uh,'vh) — jf((uh, ’U,h) Z (F, Uy — 'u,h) V’Uh € Kh . (766)

Il est facile a vérifier que j¢, = j satisfait les hypothses (6.1.7)-(6.1.11) et, par conséquent,
le résultat établi dans la proposition 7.6.1 reste valable. De plus, on a la suivante estimation

de Derreur:

Théoreme 7.6.1 Supposons que les conditions (7.6.1)-(7.6.5) et (6.1.6) sont satisfaites.
Alors, si la solution u du probléme (P,) appartient a (H*(Q))? N K, on a la suivante es-

timation de ’erreur

g, = ufly < CHY* a2 (7.6.7)
ot uy, est la solution unique du probléeme (Py) et C' est une constante indépendente de h.
Démonstration. Prenand v = w; dans (Py) et v, = IIpu dans (Py) , par addition on
obtient

allu, —ul]? <alu —up,uw—up) < aluy —u, Mu —u) + (a(u, Tu —u)
—(F Ipu —w) + (g (w, wp) + Jg(wn, ) — j(un, un) — jg(u, Dyu)) (7.6.8)
0 (w, ) = jg(u, u)).
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De maniere a exprimer une norme de l'erreur, on évalue les termes de la partie droite

de I'inégalité (7.6.8). Premierement, en tenant compte que u € (H?*(2))?, on déduit

a(u, [lu —u) — (F, 1l u—u)y = /aij(u)uj(ﬂhu —u);ds 769)

< lo - vlor[Thu = wulor, < Cifluf2]Thw = wulor,

ou nous avons utilisé la formule de Green et le théoréme de traces.

D’autre part, nous avons

Jr(u, Tyu) = jp(u, u) < Gy R0y (w)) o, [Thw = wllor,

) (7.6.10)
< C3llov(u)

-3 o [Hne = ullor, < Coffull2][Thu —ullor, -

En substituant (7.6.9)-(7.6.10) et (7.3.7) dans (7.6.8) et en utilisant la continuité de la

forme a(-, ), nous obtenons
(0 — k)fup — wll} < (M + Bl — wly [ — wlly + Cyllula M — ulor,,  (76.10)

d’otu, en utilisant 1'inégalité de Young

a> b

€
p< L0
W=t

Ve >0, Va,b € R

2(a — k)

Mk on déduit

M+ k M+ k
(o= H55) = wl? < 257 M wl + Calfulaln = wlor, - (76.12)

De (7.6.2), (7.6.3) et (7.6.12) on obtient Iestimation (7.6.7). m

Observation 7.6.3 L’estimation (7.6.7) peut étre obtenue aussi du Théoréme 6.2.2. En
effet, prenant U = (L*(T'y))? et procédant comme dans (7.6.9) et (7.6.10), nous avons
(Au — F,v) < Cy|julz||v]or, Vv eV,
[7pn(w, on) = dp(w, v)| = [(w,vn) = j(u,v)| < Coflulz]lvn —ullor, Yon € Ky, Vo eV,
Alors, en appliquant le Théoréme 6.2.2 et prenant v, = lu et v = uy, dans (6.2.11),
on déduit (7.6.7).
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On verra, dans la suite, qu'un ordre plus élevé d’approximation dans (7.6.7) peut étre
obtenue en choisissant convenable 'opérateur de régularisation R.

On rappelle que, u étant la solution du probleme (Pj), on a u € C¢ donc
Jjf(u,v) =j(u,v) YwveV.
Soit I'application R donnée par le produit de convolution
Rlp)=wxep  Voe H YT (7.6.13)
ol w € D(—6,0) avec 6 € R, § > 0 tel que /Zw(t) dt =1 (voir, par exemple, [93]).

Alors, comme la solution u de (Py) est szlpposée dans H?(Q2))?, il résulte que R (o, (u)) €
H'Y2(T) d’on

J(w, M) — j(uw, w) < Cyl[R(ow(w) || gzl Haw = wl || g-12r) - (7.6.14)
Mais, de la définition de la norme dans H'/?(T'), on a
[l g2y = inf{]Jv]l; v € HN(Q), ¥ =0},

ot v: HY(Q) — HY?(T) est I'opérateur de traces. On déduit alors

2

IR @) oy < s @l = [ | [wle = yhie))dy | ax
QA (7.6.15)

+Z/ / ai“’<'m—yl><au<u>><y>dy dx < Csllo, ()2,
i=1¢g e

D’autre part on a

a(u, lu —u) — (F,1lju —u) = /aij(u)nj(ﬂhu —u);ds — /ti(Hhu —u);ds

, : = (7.6.16)
< G (llo - nll gaay + [l azm)) 1Thw = wll g2y

< Co|lullo[Thwe — wl|r-1/2r))

ou nous avons utilisé la relation

HtHHl/Q(F) S HU . nHHl/2(F) .
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Il est facile a vérifier que
Iz ey < Nzlmee V2 € HYAT),

donc

(o], 2)or| (1], 1z])or

ol lzz-172y = sup Vv e (HYAI)P. (7.6.17)

z€H/2(T) ||Z||H1/2(r) 2z€H/2(T) 12 ||H1/2(r)

D’autre part, on a
vV, Z)or vl,]z])or
” |'U‘ ||H—1/2(1") Z sup M — M
2€H/2(I) ||Z||H1/2(r) Z€H/2(T) IRE ||H1/2(r)

2>0

De (7.6.17) et (7.6.18) nous obtenons

Yo € (HYA))P. (7.6.18)

v|, |z
ol vy = sup WDy ¢ iz, (7.6.19)
z€H/2(I) [REA ||H1/2(r)
d’ou
[l sy < Bl vy V0 € (VAT (7.6.20)

Enfin, de (7.6.8), (7.3.7), (7.6.14)-(7.6.16) et (7.6.20) nous obtenons la suivante estima-

tion de 'erreur :

Théoréme 7.6.2 On suppose que les hypothéses (7.6.1)-(7.6.5) et (6.1.6) ont lieu. De plus,
on suppose that the application R est donnée par (7.6.13) et que

| TT4v — v || g-1/20) < CR?[Jv]l2 Vv € (H*(Q)PNV . (7.6.21)
Alors, siu € (H*(Q))? N K, on a l'estimation

|, — ully < Chluls. (7.6.22)

7.7 L’approximation du probleme dual par la méthode
d’éléments finis équilibre

Dans cette Section nous considérerons la discrétization de la formulation duale en contrainte
(Q) et de la formulation duale condensée (PZ) en utilisant la méthode d’éléments finis

équilibre.
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On va supposer les conditions (7.6.1) satisfaites.
Nous allons utiliser les suivantes notations : || - || et |- |s pour la norme et la semi-norme

dans (H*(Q2))* avec « et s entiers et
W = H(div; Q) ={r € H; divt € (L*(Q))"}. (7.7.1)
On dénote par | - ||w la norme de W, donc
Il = 15 + lldiv T[5) 2.

Soit T, une triangulation du domain €2 ou h représente la finesse de maillage telle que

On suppose que la triangulation est réguliere dans le sens que pour tout h, les angles
des triangles sont bornés inférieurement par un nombre strictement positif indépendant de h.
Dans la méthode d’éléments finis équilibre, la construction des espaces finis dimension-
nelles V', et W, qui approchent l'espace V' des déplacements, respectivement ’espace W

des contraintes avec la divergence en L?*(£2), doit satisfaire la condition suivante :

T € W), tel que
/(div Topdx=0 Yo, eV, ( divT = 0 dans €. (7.7.2)

Q

En outre, il faut construire un opérateur d’interpolation I, : W — W, tel que

/dz’v (Ilp7) vy dx = /(dz’v T)v,dx Vv, €V, VT e W. (7.7.3)
Q Q

Johnson et Mercier [62] ont construit deux différents pairs d’espaces (W, V) qui
satisfaitent les conditions (7.7.2), (7.7.3) en utilisant des polynémes de petit degré. Dans les
deux cas ils ont utilisé des éléments finis composites (cf. fig. 7.2) linéaires par morceaux pour
les contraintes et linéaires par morceaux et discontinus pour les déplacements.

Nous rappelons brievement I'une de ces constructions. On considere un triangle com-

posite T'; c’est-a-dire qui est subdivisé en trois sous-triangles 17, T, T5.
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Figure 7.2: Triangle composite T’
On définit I'espace de dimension finie de tenseurs des contraintes linéaires par morceaux
par

Wr={1¢€ WT; T - v est continu a travers les frontieres des sous-triangles
1-4,2-4,3—4} C H(div;T),

ou
Wy ={T=(r); my=15 € L*(T), 4,5 = 1,2, 7/T; € (P(T},))", k = 1,2,3}.
Alors I'espace W, qui approche W est défini par
W, ={reW,; divr € (L*(Q))*} c W,

avec

W,={reH;: /T e Wy, VT €T}
L’espace des déplacements V' est approché par ’espace
Vi={veV;v/Tc(P((T)* VT €T}
L’opérateur d’interpolation II;, : W — W, est défini par les conditions

/v ((r=T7)-v)ds=0 VYwv e (P(9))?, V1 e (H'(Q))*, (7.7.4)
S

pour n’importe quel coté S de T, v étant la normale a S et

/(T —Iym)dx=0 VT €T, (7.7.5)

T
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Ainsi défini, 'opérateur d’interpolation satisfait la condition (7.7.3) et, de plus, on a les

estimations

|divI,7lo < C||divT|e YT e W N (HY(Q))*
|7 =70 < CR3|T], 7€ W N (H*Q))Y,

d’ou, en utilisant la méme technique de [62] ou [34], on obtient
l7 — p7llw < ChlTly Y1 e W (H?(Q)" (7.7.6)

A la suite on va donner des estimations d’erreur qui s’obtiennent en utilisant les espaces
d’éléments finis équilibre W, et V', pour 'approximation des problemes duales (Q) et (P¥).
D’abord, pour I'approximation interne, n'importe pas quelle, d'une inéquation variationnelle

abstraite de premiere espece de la forme

{JGECW’ 77

bo,7T—0o)>L(t—0), VT €X,
ou X est ’ensemble des restrictions de ce probleme, on rappelle I’estimation a-priori d’eereur
(voir observation 6.2.2, page 119 ou [34], page 292)
1/2

o = aullw <€ _ing (o = mulfy +allo = rulw) + @ nt o~ 7lw ) (729
ou C' est une constante indépendante de h, 3, est I’ensemble discret associé a I’ensemble ¥
et a = ||[Bo — L],y avec W un espace de Hilbert tel que W C W et Bo — L € W, B étant
I'opérateur linéaire et continu associé a la forme b.

La difficulté dans l'obtention d’une estimation d’erreur, évidemment en utilisant les
propriétés de I'opérateur d’interpolation II;, est de construire une approximation 3, de X
telle que 11,0 € 3j,. On note aussi que le troisieme terme dans I'estimation a-priori (7.7.8), qui
est soupgonné d’avoir le poids le plus élevé, s’annule si ), C 3 (par exemple, si ¥, = INW,).

Comme d’habitude, on va supposer que la solution de notre probléeme est réguliere.

On va considérer deux cas particuliers (voir [30]): le probléme sans contact et sans
frottement, donc élasticité linéaire et le probleme avec frottement donné. Pour le cas général,
on va seulement obtenir la convergence de I'approximation.

(a) Elasticité linéaire

Dans ce cas, le probleme (Q) s’ecrit sous la forme (7.7.7) avec

Y={reW; —divr=fpp dansQ, 7-n=t¢tp.p. sur ['1}, (7.7.9)
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donc aw = 0. En appliquant I'estimation (7.7.8) on obtient
||0’ - o'hHW S C inf HO‘ — ThHW. (7710)
THEX

Un choix naturel pour I'approximation de X est de prendre I'ensemble qui satisfait les

conditions de X seulement dans les noeuds de la triangulation, soit

Xp={mn e Wy; —divtp(x;) = f(x;), Va; € N(Q) et
(7-n0)(yi) = t(yi), Yy € N(I')}

ou par N(Q) et M (I'1) noua avons noté I'ensemble des noeuds de la triangulation T;, qui

(7.7.11)

appartient a (), respectivement a I';.

Alors, on a le résultat suivant

Théoreme 7.7.1 Dans les hypotheses ci-dessus, soit o une solution suffisamment réguliere

du probleme (Q). Alors, il existe une constante C' indépendante de h tele que
|lo — onllw < Chlo|s. (7.7.12)

Démonstration. De (7.7.10) et (7.7.6), il résulte qu'il reste seulement prouver que Il,o €

3. Mais, dans ce cas, on a de plus,
e, VreX.

En effet, si 7 € 3, alors de la définition (7.7.9), en utilisant (7.7.3) et (7.7.4) et en choisissant

convenable vy, nous obtenons, de la définition (7.7.11), II,7 € 3;,. N

Proposition 7.7.1 Si on prend la force volumique f constante et la force surfacique t linéaire
alors 3, = XN Wy,

Démonstration. La démonstration est immédiate en tenant compte que l’approximation
de I'espace des contraintes W, est construit avec des éléments finis linéaires par morceaux
et, par conséquent, si une telle contrainte satisfait les conditions de ¥ dans les noeuds du
maillage alors elle satisfait ces relations dans tout €2, respectivement sur tout I'y. ®

(b) Le probléeme de Signorini avec frotement donné

Dans ce cas, comme dans le cas précédant, le probleme (Q) s’ecrit sous la forme (7.7.7)
avec

S={reW; (1.€v))u + Jy(v) > (F,v), Vve K}, (7.7.13)
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ou g est le frottement donné (le probleme de Tresca) et

Jo(v) = —/F [ glvr|ds.
Considérons 'approximation de ¥ définie par
Sp={mn e Wy (Th,€(vp)) g + J,(vs) > (F,vp), Yo, € Ky} (7.7.14)
Alors on a le résultat

Théoreme 7.7.2 On suppose que f est constante, t linéaire et g concave ou linéaire par

morceauz. Alors il existe des constantes C', indépendantes de h, telles que

lo —onllw < Ch'?|o]s, (7.7.15)
low = (eu)nll-1/2r, < Ch1/2’01/’27 (7.7.16)
lor = (e)nll-1/2r, < Ch?|ols, (7.7.17)

ot o une solution assez réquliére du probléme duale (Q) et o* = (0,,0,) est une solution

assez réquliére du probléme dual condensé (P¥).

Démonstration. En utilisant les mémes arguments comme dans la démonstration du Propo-
sition 7.7.1, on obtient ¥, = ¥ N W/,. Prenant alors dans (7.7.8), 7 = o, et 7, = II;0, on
déduit l'estimation (7.7.15).

Finalement, dans le probleme dual condensé (P?*), 'inconnue 6* = (0, 0,) est cherché

dans 'ensemble (—K7) x C,; ou
Cy={r" € (H*y))"; (t*,v.)r, < Jy(v), Vw € V}.

Donc, dans ce cas avec frottement donné, on peut découpler I'inéquation (P¥) en deux
inéquations pour obtenir séparement o, et o,. Alors de (7.7.10), le théoreme de traces
de W dans H~1/2(T'y) et, en notant par || - |1 /2r, la norme sur (H~1/2(I';))® avec a entier,
la démostration découle. B

(c) Le probleme de Signorini avec frottement non-lcal Coulomb
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En ce qui concerne le cas général, pour obtenir une estimation d’erreur de I’approximation
par éléments finis équilibre du probleme (Q), nous avons besoin d’avoir satisfaites les condi-

tions

(7.7.18)

HhO' € Eh(O'h),
o, € X(o),

ce qui est le cas ou, par exemple, la solution o est concave donc une condition qui ne peut
pas étre controler. La méme conclusion se déduit pour la formulation duale condensée (P¥).
Par conséquent, dans le cas général, le probleme d’estimation d’erreur reste ouvert si la
construction des approximations ne conduit pas a la réalisation des conditions (7.7.18).

Pourtant, dans le cas général, on peut obtenir la convergence de I'approximation. Avant
de détalier les approches faites pour cette convergence, il faut remarquer qu’en ce qui con-
cerne l'approximation du probleme duale condensée (P?), on peut procéder en deux manieres
différentes :

(i) on peut utiliser une approximation interne pour le probleme primal (P) et puis
appliquer la théorie de dualité M-CD-M pour obtenir la formulation duale approchée;

(ii) d’abord on obtient, par la théorie M-CD-M, la formulation duale et puis on approche
cette formulation duale par la méthode d’éléments finis équilibre sur une surface plane.

On va faire, a la fin de ce chapitre, I’analyse des comparaisons entre les deux procédées.

Pour debut on considére I'approximation par éléments finis équilibre du probleme (Q)
définie par

Probleme (Qp) : Trouver o, € ¥, (0}) tel que

blon,Th—op) >0 V1, € X,(op)

Tn(g) = {Th € Wi (Th,€(vp))m + (g, va) = (F,v1), Yon € K} (7.7.19)

Notre bt est d’étudier le comportement de la solution discrete oy, lorsque h — 0. La
démonstration du Théoreme 7.5.2 suggere I'approche qu’on va faire a la suite.

Pour u° € K et 0 € W donnés, on consideére les suites u” et o™ définies par :

u" € K, (P")
a(u™, v —u") + jplu"v) — jplunhut) > (F,o—u”) Ywve K,
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o" € Yo", "
b
b(o", T —0o") >0 VT eX(o" ")
c’est-a-dire, u", respectivement o, est la solution unique, quelque soit le coefficient de frot-
tement, du probleme avec frottement donné (P™), respectivement (Q").

Prenant v = u dans (P") et v = u™ dans (Py) , par addition et en utilisant (7.3.7) on
obtient :

allu —u"] < alw —uu —u") < jp(u,u”) +jp(u ™ w) = jp(u,u) — jp(u u?)

< Collpll oo (ryyllue — w i [w — w™|y

donc

I — u™ |y < Kflw — w7

avec k < 1 pour u choisi comme dans (7.6.1) et (7.3.8). Il en résulte
|u— |y < E"||lu—u’|;. (7.7.20)
La relation entre les deux probléemes est donnée par la proposition qui suit.

Proposition 7.7.2 Soient u® € Cy et 6° = o(u’) € W. Alors on a

o"=o(u"), Vn e N (7.7.21)
lim ||o" —o|w =0 (7.7.22)
n——~oo

Démonstration. D’abord on remarque que la condition o (u’) € W n’est pas de tout

restrictive. Un choix naturel est de prendre u° € K la solution unique de
a(u’, v —u’) > (F,v—u’) YwekK.

Démontrons par récurrence la relation (7.7.21). Supposons que 6"~ ! = a(u™!). Alors,

prenant v = 2u” et v = 0 dans (P"), nous obtenons

(o(u™), e(u™)) g +j(e™ L u") = (F,u"), (7.7.23)

(o(u™),e(v))g +j(e" tv) > (F,v) YwekK. (7.7.24)

La relation (7.7.24) donne
o(u”) € Z(a™ ). (7.7.25)
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D’autre part, pour tout 7 € X(a" 1), on a
(T, e(u)) g + j(a" 1 u™) > (F,u"). (7.7.26)

D’apres (7.7.23) et (7.7.26), nous obtenons
bo(u"), T —o(u") >0 VreX(e"). (7.7.27)

Les relations (7.7.25) et (7.7.27) entrainent, grace a l'unicité de la solution de (Q"),
'assertion (7.7.21).

Enfin, en tenant compte que div o™ = div o0 = —f p.p. dans €2, et utilisant les relations
(7.5.22) et (7.7.20), on obtient

lo" — ollw = llo(u" — w)a < Cllu” - ul < CK", (7.7.28)

avec C une constante indépendente de n et £ < 1. Alors la relation 7.7.22 découle. m

De la méme maniere, on approche les problemes discrets (P) et (Q) par les suites
{Ph}nz1 et {Qf}n>1 définies par
Probléeme (P}) : Trouver u} € K, tel que

a(u), vy, —ujl) + j(uy " on) — j(up ) > (F,v, —u}) Vo, € Ky,
Probleme (Q}) : Trouver o2 € X(o} ") tel que
bo),Th—0o})>0 Vr,eX(o) ).

avec ul) € K, et o) € W, donnés.
On remarque que, pour tout n € N, le probleme (P}), respectivement (Q)), a une
solution unique. Comme dans le cas continue, dans le cas discret on trouve que la suite

{Q} }nen approche le probleme (Qp) dans le sens donné par la proposition qui suit.
Proposition 7.7.3 On suppose que f est linéaire et 09 = o(u)). Alors on a
oy, =0(u;) VneN (7.7.29)

et

nh_r)noo lor —onllw =0 (7.7.30)
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Démonstration. L’hypothese faite sur f et la définition de V', et W, impliquent o), =
o(u}) = —f dans Q. Alors la démonstration est analoque a la démonstration de la Proposi-
tion 7.7.2. m

On peut maintenant formuler le résultat principal de cette section.

Théoreme 7.7.3 Supposons f linéaire. Alors
oy, — o fortement dans W . (7.7.31)
Démonstration. Pour prouver la convergence, on ecrit
lon —ollw < |lon —ohllw + [loy — o"[lw + |l6" —allw Vn=0. (7.7.32)

D’apres Propositions 7.7.2 et 7.7.3 il résulte que, pour tout € > 0, il existe N, > 0 tel
que
€
lon —orllw + ||lo" —o|lw < 3 Vn > N.. (7.7.33)

Pour estimer le deuxieéme terme de (7.7.32) on rappelle que la construction des espaces

Vet W, est faite a I'aide des polynomes de degré un et que f est linéaire, donc on obtient

loy, = o"llw = llo(u;) — o(u")|lw = [lo(uy) - o(u")|u

n ) . 7.7.34
< Cllup —wy <€ Iwh—wills Vo >0, (7.7:34)

=0

ol dans la derniére inégalité nous avons utilisé la relation (6.1.25), wi étant la solution unique

de probleme (Q1); défini par la relation (6.1.20).
Finalement, de (7.7.33), (7.7.34) et Proposition 6.1.2, en prenant n = N, dans (7.7.32),
on déduit que, pour € > 0 donné, il existe H, > 0 tel que

lon —ollw <e¢ Vh<H,, (7.7.35)

ce qui acheve la démonstration. m

7.8 Un probleme de controle optimal

Les problemes qui sont d’intérét dans la théorie générale du controle optimal regardent

I’existence et, si possible, I'unicité, d'un controle optimal et aussi 'obtention des conditions
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nécessaires, ou nécessaires et suffisantes dans les cas favorables, d’optimalités. Il s’agit, dans
cette étape, de trouver une équation ou une inéquation qui caractérise le controle optimal.
Remarquant qu’alors quand la relation controle-état est linéaire, la fonctionnelle a minimisée
est convexe et différentiable et alors les conditions d’optimalitées sont facile a obtenir.

Pour mieux comprendre les idées principales de la théorie du controle optimal (voir, par
exemple [75], [76]), nous les rappellons & bref dans le plus simple cas, c’est-a-dire dans le cas
d’un systeme gouverné par un opérateur linéaire et continu.

On considere deux espaces de Hilbert: I'espace des états V' et I'espace des controles U.
Soient deux opérateurs A € L(V,V*), B € L(U,V*) et f € V* donné. Alors, pour tout
v € U donné, nommé controle, on appelle I’état du systeme, la solution v € V', qui dépend

évidemment de v, de suivant systéme (mécanique, physique, etc) gouverné par I'opérateur A:
Au= f+ Bv.

On suppose qu’on a un autre espace de Hilbert ¥ ol on peut obtenir, apres observations,
des estimations pour la solution u = u(v), ¢’est-a-dire on a w(v) = C(u(v)) ot C' € L(V,W).
C’est naturel de nommé W 1'espace des observations.

Alors, a tout contréle v, on associe le cout ou la fonctionnelle cott définie par
J(v) = [|C(u(v)) = wallfy + Jo(v)

ou wy € W est une observation donnée. Le terme supplimentaire Jy(v) est d’habitude in-
troduire pour enricher les propriétés de la fonctionnelle J. Par exemple, pour avoir une
fonctionnelle coercive, on demande que la fonctionnelle Jy soit coercive ou l’ensemble des
contraintes soit borné.

Le probleme de controle est alors le probleme suivant de minimization

A7)

ou 'ensemble U4, nommé I'’ensemble des controles admissibles, est convexe fermé dans U.

On appelle controle optimal une solution v* du probleme de controle optimal, soit

J(v*) = vleI214£d J(v)
Il est évident de cet exemple qu'une infinité des variantes sont possible a obtenir en

considérant la complexité des systemes a controler ou en changeant les conditions aux limites,
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la nature du controle (distribué ou frontiere) soit la nature de 1’observation (distribué ou
frontiere).

L’ouvrage de Lions [75] sur le controle optimale des systémes régis par des équations
aux dérivées partielles constitue la base de la théorie. Le sujet a été beaucoup enrichi par les
résultats obtenus par [115], [89] et, pour le contrdle optimal des inéquations, nous renvoyons a
[81], [13], [82], [14]. De nombreuses applications de la théorie de controle optimal en mécanique
ont été étudiées dans [1], [2], [29], [16], [114], pour citer quelques références.

Dans cette section on va étudier un probleme de controle optimal (voir [26]) pour le
probleme (P;) . Notre objectif est de caractériser le coefficient de frottement qui nous mene
a un champ désiré du déplacement sur la partie I'y de la frontiere qui est en contact unilatéral
contre le support rigide. La formulation mathématique de ce probleme est un probleme
de controle optimal régie par I'inéquation quasi-variationnelle (7.2.5). Mais, dans une telle
approche, une rencontre des problemes mathématiques et des méthodes standardes (voir [76]
ou [13], [81] pour le controle optimal des inéquations variationnelles) ne sont pas applicables
ici. Les difficultés liées de ce probleme viennent de fait que I’état est solution d’une inéquation
quasi-variationnelle, le controle est un coefficient défini seulement sur une partie de la frontiere
et la relation controle-état est non réguliere et non convexe. Pour surmonter ces difficultés,
I’idée est de rapprocher le probleme a étudier par une famille de problemes pénalisés gouvernée
par une inéquation variationnelle, puis de rapprocher chaque probleme de cette famille par
une famille de problemes régularisés de controle optimal gouvernée par une équation.

La formulation mathématique de notre probleme de controle optimal est

Probléme (PC) ’Elélj\l}[ J(p)
(7.8.1)
ou
M = {p € L*(Ta); |lpllc2qs) <} (7.8.2)
et
K =5 [ (s =i (7.8.3)
T

avec 11 assez petit tel que, pour tout ;o € M, le probleme (P,) ait une solution unique u,,.

Dans (7.8.3), ug € L*(2) est donné et représente le déplacement désiré du corps sur I's.
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A la suite on va renforcer les hypothéses (7.2.1) en exigeant que

a'ijk:lecl(Q) ivjvkalzla"-ap

_ (7.8.4)
R:HV2(Dy) » CTy) , R(o,(w) <0 YweW

ot W ={w e V; divo(w) € (L*(Q))?}.
Aussi, pour mieux mettre en évidence la dépendence de la solution u,, de coefficient de

frottement w, nous faisons la notation

Jj(p, w,v) = — /,uR(al,(w))\vT] ds Vvwe W YvoeV (7.8.5)
I
et alors le probleme satisfait par u, s’ecrit:
Probleme (PV), : Trouver u € K tel que

a(u,v —u) + j(p,u,v) — jp,u,u) > (F,o—u) Yve K (7.8.6)
Le premiere chose a étudier est I'existence d'une solution du probleme de controle (7.8.1).
Théoreme 7.8.1 Le probleme de contréle optimal (PC) admet au moins une solution.

Démonstration. L’ensemble M est borné convexe et fermé dans I'espace de Banach réflexif
L*(T'y) donc il est borné et faiblemnt fermé. La fonctionnelle J étant faiblement semi-continue
inférieurement sur M, D'affirmation du théoreme suit en appliquant un théoreme de Weier-
strass (voir le cas (2) de la démonstration du théoreme 3.11.3 de la page 38 ou [33], Thl.1,
page 62 ou [91], page 1181). m

Parceque I’état u, est la solution d'une inéquation quasi-variationnelle et le controle
i est un coefficient frontiere qui intervient dans le terme de frottement sur I's, on a peu
d’information sur la relation état-controle. Par conséquent, on ne peut pas utilisé la diffé-
rentiabilité de la fonctionnelle J pour obtenir une caractérisation d’un controle optimal. Pour
cette raison on approche le probleme (7.8.1) par deux familles de problemes associées a une
inéquation, respectivement a une équation.

Plus précisement, fixons une solution u° du probleme (PC). Pour tout ¢ > 0 nous

définissons la fonctionnelle

I w) = 5 [ (s w) = wa)? ds + s w) — wlfy
I (7.8.7)

1
+§||N — 12w, YHEM, Ywe W
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ou l'etat u(p, w), cette fois ci, est la solution unique de I'inéquation variationnelle de deuxiéme
espece:

Probleme (PV), ,, : Trouver u € K tel que
a(lu, v —u) + j(p,w,v) — j(p,w,u) > (F,v—u) Yve K. (7.8.8)

Alors nous considérons le suivant probléeme approché
Probléme (PC). : Trouver (uf,w!) € M x W tel que

J(uf, w*) = i J. (1, w). 7.8.9
(ps, wy) - (1, w) (7.8.9)

On y voit que nous avons deux quantités comme controle et que les possibles valeurs
minimales (pf, w}) pour J, forcent la solution correspondante u; d’étre tres proche de w! en

méme temps que u s’approche de p°, u° étant un controle optimal du probleme initial (PC).

Remarque 7.8.1 Afin de rapprocher le probleme (PC) il suffit de considérer la contrainte
w €W ala place de w € K NW. En outre, cette approche conduira a une équation dans

le systeme d’optimalité (évidemment, la contrainte w € K générerait une inéquation).

Le premier résultat pour la famille (PC), est I'un d’existence.

Proposition 7.8.1 Pour tout € > 0 il existe au moins une solution (p., we) du probléme de

minimisation (PC,).

Démonstration. Chaque suite minimisante pour la fonctionnelle J, est bornée. En

effet, soit {(u”, w?)}, une suite minimisante pour J. sur M x W donc

lm J(u",w?) =  inf  J(uw).
Tim S (e, we) L - (1, w)

Siul = u(p!, w?), alors, de la positivité de j et du probleme (PV)n ,n écrit pour v = 0 et

v = 2u, on obtient
a(uf, u;) < a(ul, ul) + j(pd, we,ul) = (F,ug). (7.8.10)

En utilisant la coercivité de a, il en résulte que la suite {u!'}, est bornée dans V. En

tenant compte que divo(u?) = —f, il résulte que {u},, est aussi bornée dans W. De fagon



176 CHAPITRE 7. LE PROBLEME STATIQUE

évidente, la suite {u"}, est bornée dans L*(T'y) ce qui implique, en tenant compte que la
fonctionnelle J, est propre, que la suite {w”}, est bornée dans W.

Maintenant nous allons montrer que la fonctionnelle J, est faiblement semi-continue
inférieurement. Soit {(u, w?)}, C M x W une suite qui converge faiblement vers un élément
(e, we) € M x W. De (7.8.10) il vient que la suite {u}, est bornée dans V ou u! =
u(p”, w’). Donc on peut trouver une sous-suite, notée de la méme maniere, qui converge
faiblement dans V' vers un certain élément u, € K.

Par passage a la limite dans (PV),n»», compte tenu de l'unicité de la solution de
(PV) . ., il vient u, = w(pe, w,).

En outre, grace a la faible semi-continuité inférieur de la norme, on a
C n n||2 2
liminf ||[u] — Wiy > ||ue — w3y, (7.8.11)
n—oQ
ce qui, joint & la convergence forte u” — u, dans L*(T"), donne

liminf J.(pl, wl) > Je(pte, we) . (7.8.12)

n—o0

De plus, I'ensemble M x K étant borné et faiblement fermé, le théoreme découle d’apres
un théoreme de Weierstrass. m

Le résultat suivant établit la relation entre la famille des problemes pénalisés (PC), et
le probleme de controle (PC).

Proposition 7.8.2 Pour tout e > 0, soit (u:, wr) € M xW une solution du probléme (PC)..
Alors
wi — p®  dans L*(Ty) fort,
wr = u’  dans W fort, (7.8.13)
u* —u’  dans W fort

0

quand € — 0, ot u® = u(u°) et u* = u(pu, w?). De plus, on a

1
lim = [|u’ — w|w =0, (7.8.14)
e—0 €
et
lim J. (p, w?) = J(u°) = min J(p) . (7.8.15)
e—0 pneM
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Démonstration. Pour tout € > 0, soient (u),w!) € M x W une solution du probleme
(PC). et u! = u(p!,w}). Parceque {u;}c C M et u! est une solution de (PV),z =, il suit
que les suites {u; }e et {u}e sont bornées. Alors ils existe les sous-suites {u? }, et {u; },, et

les éléments p* € M, u € K tels que

pi, — p* dans L*(Ty) faible, (7.8.16)
u; —u dans V faible
quand p — oo. Parce que u; est une solution de (PV) s 4:, on en déduit
u; —wu dans W faible. (7.8.17)

€p

La suite {w}. est aussi bornée. En fait, comme u” est aussi une solution de (PV) 0 4,0

0

c’est-a-dire u’ = u(u°) = u(u°, u°), nous avons

sz —w? [y < 26,4t w7) < 26, (10, u0) = 26T (1) (7.8.18)
D’apres (7.8.17) et (7.8.18) nous concluons que

w: —u dans W faible . (7.8.19)

€p

Alors on peut passer a la limite dans (PV) uz,wz, €t on obtient que w satisfait (PV),
soit u = u* ou u* = u(p*).

En outre, parceque p° est une solution de (PC), nous obtenons

Iw) =5 [ —wtas <5 [ = waldst gl — i,
2z 2 (7.8.20)

<liminf J., (pf ,w? ) <liminf J. (u°,u’) = J(p°) < J(p*)
ep—0 p P ep—0

ce qui implique p* = p°, u* = u®. Alors la suite {(u}, w?, ul)}. converge dans L*(T'y) x W x
W faible vers (u°, u®, u?).

D’autre part de (7.8.18) nous avons

1 * * 1 * * *
—luf — wilGy + sl — 122y = Je(us, wy)
2¢ 1 2

-3 /(u: —uq)?ds < J(p°) — %/(u: — uy)*ds (7.8.21)

2
FQ FQ
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d’ou

1 1 1
lim sup( 5 [|u; - wilw + 5l = 1 15a ) < (W) = 5 1iggiglf/(u2‘ —uy)*ds <0
I

ce qui entraine

: 1 * * 1 * 0 _
i o} — w0l = i 1 — ] 2y = 0 (7822)

soit les relations (7.8.13); et (7.8.14).

Maintenant, choisissant v = u? dans (PV),0 et v = u’ dans (PV) s .+ par addition
nous obtenons

alimsup |uf —u’|)? < a(uf — v’ u — u°)

0 | | | (7.8.23)
< lim (5 (pg, we, w?) — g, wiwg) + 5 (0w’ wg) — j(uf, u’,u?) =0

d’ou (7.8.13)3 et, d’apres (7.8.18), on obtient (7.8.13),. Remarquons qu’on a toujours utiliser

*
€

que u! = u(pt, wr) et u® = u(p’) done |Juf — ulllw = ||uf — u°|| (rappelons que || - || est
une norme sur V).

Finalement, d’apres les définitions (7.8.7) de J. et (7.8.3) de J, en utilisant (7.8.13); 3
et (7.8.22) on obtient (7.8.15). m

Jusqu-a présent nous avons réduit les restrictions de notre probleme de controle optimal a
une inéquation variationnelle de deuxieéme espece. Malheureusment, le probleme (PC)., méme
si elle est plus simple que le probleme initial, il ne nous permet pas d’obtenir les conditions
d’optimalité pour un controle optimal puisque la fonctionnelle .J. n’est pas différentiable.
Afin d’éviter cette difficulté, nous considérons, pour tout ¢ > 0, une famille de problemes
régularisés :
Probleme (PC)? : Trouver (uf,, w}!,) € M x W tel que

Pt w* ) = i p 8.24
JE (i, wy,) (“’wr)rellj@lxw(]e(uyw) (7.8.24)

ou {J’}, est une famille de fonctionnelles définies par

1 1
I w) =5 [ (i, p) — sl ds + ot w,p) = wly
Iy (7.8.25)

1
+§||M — 2w,y YHEM, YweW
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ou u(u, w, p), cette fois ci, est la solution unique de ’équation variationnelle

ucV

PV .
" a(u,v) + (leiw(u), V)viy + (87(u),v)yy = (F,v) YveV

} (7.8.26)
BP : V. — V' étant Papproximation de Yoshida (voir, par exemple, [103], [121]) de la sous-
différentielle 8 = 0lk, Ik étant la fonction indicatrice de K et {jf ,,}, étant une famille de
fonctionnelles convexes jf,, : V' — R qui sont de classe C? faible soit Vihw:V — V' et
V2

fw V=LV, V') sont faiblement continus et satisfaitent les conditions suivantes

(1, w) — jh ., est linéaire (7.8.27)

lim 77, 1, (0) = {11, 0,0)

(7.8.28)
V(pp, w,) = (u,w) dans L*(I'y) x W faible
i inf 7# S
im in I, (V) = 5 (1, w,v) (7.8.29)
V(pp, wpy,v,) = (u,w,v) dans L*(Ty) x W x V faible
lim 37 v,) = Jh (v
n%oo]lm’w”( ) z ( ) (7830)

V (i, Wy, v,) = (1, w,v) dans L?(Ty) x W x V faible

Remarque 7.8.2 Nous pouvons choisir

3 () = w, " (0,)) = — / HR (o, (w)) o (v,) ds

ou la fonction @f : (L*(Ty))P — L*(Ty) est une approzimation (voir [92]) de la fonction
|- | (LA(T2))P — L*(T2) qui est définie, pour p > 0, v € (L*(T'y))P et presque tous x € Ty,

selon ,
v v .
PR w < o,
)= 7 P
L g @) 2
_—— = S1 T .
Lt > p

Dans ce cas, il est facile a vérifier que

Vif(v)-p= _/MR(Uu(w)) (") (v-) - p,ds Vo,peV,

I
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oty (¢?) :+ (L*(T3))P — (L*(T'y))? est donné par
T v
COCOEE TN

lv-p

()" (v -p) =14 " . p ol
! P si (@) > p.

v) s fo(z)[ <p,

s
Nous allons prouver que chaque probleme (PC)? admet au moins une solution et qu’ils

forment une famille se rapprochant de (PC). dans un sens que nous préciserons.

Proposition 7.8.3 Pour tout p > 0 il existe au moins une solution (u;,,w?)) € M x W du

probléme (PC)?. En outre, il existe les éléments (uf, wk,ul) € M x W x K tels que

pi, = pi dans L*(T'y) faible
w;, = w! dans W faible, (7.8.31)

u;, > u; dans 'V fort,
quand p — 0, ou u;, = u(u;,, w;,, p). De plus, nous avons
w? = u(yi, w)) (7.8.32)

et

: p * * — * * — :
tim JE (e, we,) = Je(pc, we) (H,w?éﬁije(”’w)‘ (7.8.33)

Démonstration. La fonctionnelle J? a la méme forme que J. avec u satisfaisant une con-
trainte plus simple et régularisée. Ainsi, en faisant valeur que dans la démonstration du
Proposition 7.8.1, on obtient I'existence d’un contréle optimal pour (PC)?. On remarque que
existence et I'unicité de la solution w(u, w, p) de (PV): ,, est facilement obtenu en appli-

quant le théoreme de surjectivité de Browder (voir, par exemple [22], [56], [19]) Popérateur
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A+Vjl,+80:V = V' étant fortement monotone, hémicontinu et coercif sur V' (un espace
de Banach réflexif réel), donc bijectif.

Prouvons la deuxieme partie de la proposition. Soit (17, w?,) € M x W une solution
de (PC)?. Parceque u}, = u(yu;,, w, p) € W et {y;,}, C M, il suit que les suites {u;,}, et
{u%,}, sont bornées donc il existe les éléments uf € M et u. € W tels que, sur des sous-suites,

on a

pi,, — pi  dans L*(Ty) faible | } (7.8.34)

u;, —u. dans W faible

quand p — +o0.
Par souci de simplicité nous omettrons l'indice p a partir de maintenant.
D’autre part, parceque j(u,0,v) = 0, V(u,v) € L*(Ty) x V, il résult u(u’,0,p) =

u(p,0) donc nous avons
leg, — wi [ < 2eJ2 (g, wi,) < 2eJ2(pf, 0) = 2¢Jc(pif, 0)

soit la suite {w? }, est bornée d’oti il résulte qu'il existe w} € W tel que sur une sous-suite,

encore notée w*

o Oon a

w;, =~ w, dans W faible .

quand p — 0.
Alors, en passant a la limite dans (PV)Zzww:p quand p — 0, nous obtenons que u, =
u! € K ot u = u(u’, w).
En outre, de (PV) s - €t (PV)ZmeZp’ (7.8.28), (7.8.29) et tenand compte que j(u, w,-)
est faiblement continu, nous obtenons
. * _ px||2 . -0 *\ g * * *
ahr;ljélp e, — arclly < Wi g o, (we) — g (hic, we, )
1 . -p * : Sk * *
lllgl_gélf]uzwwzp (uﬁp) + llgr(l)j(ue, we,uep) <0
soit la relation (7.8.31).

Afin de prouver (7.8.33), soient (ul,w’) € M x W une solution de (PC)., u? =
wu(pd, w?) et u), = uw(p), w?,p). La suite {uf,}, étant bornée dans W, de l'unicité de la
solution de (PV),0 .0 et des propriétés (7.8.28)-(7.8.30) de jf ,,, on déduit que w), — u? dans

W fort quand p — 0. Donc

lim sup Hugp —wl|lw < [Jul — wl||w .
p—0
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Par suite
Je(pg, wy) < liminf J2(p7,, w?,) < limsup J?(u7,, w;,)
p—0 p—0
1 1
<1 JP(pl, w?) < < i 0 —ug)ds + — i 0 — w3
> Hzlj(l)lp € (:ueawe> ) pl_l;%r (uep u’d) S+ %% H;ljélp Huep w, ”W
2

1 * *
ol = 1 haryy < Jelpdswl) < T (g, wy)

d’ou (7.8.33) ce qui achéve la démonstration de Proposition 7.8.3. m
Utilisant toutes les convergences précédentes, on obtient finalement que p7, est un sous-

optimal pour probleme (PC) :

Proposition 7.8.4 Soit (u!,, w;,) € M x W une solution du probléne de contréle optimal
(PC)~. Alors
lim J(pl,) = J(u°). (7.8.35)

€, p—0

Démonstration. Soient ., = u(y;,) et u’ = u(u’). Choisissant v = u® dans (PV),; et

v = U, dans (PV) 0, par addition et utilisant les propriétés de a et j, il vient

al|t, — u0H2 < a(te, — u, Uep — uo) < ’j(/i:p’ Uep, u0> - j(ﬂ:pa Uep, Uep)
+i (10w, tg,) — § (i, )| < (G (00wl ) — 5(1%, u, uf)

+j(ﬂov Uep, uo) - j(ﬂov Uep, '&'ep))| + |(j(/‘L:p7 Ueyp, u()) - j(uov’&’epy UO))
—((Heps Bep, Tep) — F(1°, Thep, Tep))| < K[| 10| 220, 1 Bep — w3,

+kH'u:P o MOHLQ(H)H’&H)H H’aep - UOH .

. ~ , , « N . .
La suite {@,}, étant bornée, prenant 11 < T ( la méme condition comme dans Section

7.3, Théoreme 7.3.2 page 144, pour 'unicité de la solution de (PV),, il vient
e, — u’l] < Clll, — 10l 2

avec C une constante indépendente de € et p.
Par conséquent, les convergences (7.8.31) et (7.8.13), permettrent d’obtenir (7.8.35).
[

Pour obtenir les conditions d’optimalitées pour une solution du probleme (PV)?, le

premier résultat que nous montrons est la G-différentiabilité de J*.
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Lemme 7.8.1 La fonctionnelle J? est G-différentiable et pour tout (u*, w*) € M x W nous

avons
5, Whw) - (n—ph) = |z, (u’ —ug)ds
b r, (7.8.36)
+(Zow —w)w A+ (=t = 1)) YpE M
et

0J?
€ * *\ _ h* * d
aw (:u , W ) w /1“2 w(u ud) S

1
+-(h,, —w,u" —w )y YweW
€

(7.8.37)

ot u* = u(p*, w*, p) est la solution unique de (PV)Z:p,wzp et z},, h,, € W sont les solutions
uniques des problemes
CL(Z;, ’U) + <v2jz*,w* (’U,*) ’ z;ku v>V’><V + (Vﬁp(u*) ' z;ku v>V’><V
= (Vi (W), V) vy YO EV
respectivement,
(P ©) + (V2] e (W) - B, O)vrsey + (VB (0) - by, )y
= (Vi w(W), v)yxvy VO EV
Démonstration. Soit (u*, w*) € M x W.

(7.8.38)

(7.8.39)

Pour tout t € (0,1) et u € M, soient puy = p* + t(p — p*), uy = w(y, w*, p). De

(PV)?, .+, en utilisant la positivité de Vj;, .- et 37, on obtient
Jwl| < C (7.8.40)

avec C' une constant indépendente de t.
u;, —u*

Posons z; = ot w* = u(p*, w*, p). Evidemment z, € W et de (PV)f. e et

(PV)}, o+ il résulte que z; satisfait

a(z¢,v) + Vi r " 1) —thZ*7w*(u*), T (7.8.41)
AN 8.
AP 120 S (e ) o)y eV

Prenand dans (7.8.41) v = u, — u*, grace a la monotonie de Vj/. . et de I'opérateur

[P, nous obtenons

allu, — u*H2 <a(u; —u',u —u") < alu, —u U —u’)
+<VJZ*,w*<Ut) - VJZ*,w*(U*)7 w, —u )y + (B (uy) — BP(u"), u — u') vy (7.8.42)

=tV o (), e — ") yrey < Oty — w”f| o]
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ce qui, joint a (7.8.40), donne
2| < C. (7.8.43)

On peut extraire alors une sous-suite {z;, } telle que z;, — z;‘; dans V faible. Alors, de
facon évidente, u;, — u* dans V faible. En passant a la limite dans (7.8.41) avec t — 0 et en
tenand compte que 'opérateur ij*_ uw+ €t hémicontinu, il vient que z}, satisfait (7.8.38).

L’unicité de la solution de (7.8.38) est immédiat. Ainsi, grace aux propriétés de V2 Jh

et V3? on a

a(z1 — 29,21 — 22) = —(V2§h e (U*) - (21 — 22), 21 — Z2)yixy
—(VpP(u*) - (21 — 22),21 — 22)vixy <0 Vzq, 20 € W.

Nous allons maintenant calculer la différentielle au sens de Gateaux de J?.

aJe . . o1 u — ug)? — (U — ug)?

5 (u,w)-(u—u)z—hm(/(t ds
s h2 0|2 ! «_ 02
1w — w}y — lu* — w}y . e = 1012y — 07— 1 ||L2(F2))
€ t ; 1 t ;

R * e 2 - * * - 2

_1%(/“@ ud)ztds+2/r2zt ds + 6(u w ,zt)W+2€||zt||W

* * t * * *
+(pt = —p )L2<r2>+§|!u—u Hiz(m):/r z,(u" —ug)ds
2
1 * * * * *
-z ut —ww o+ (e — 102, YuEM

soit (7.8.36).

Maintenant, pour tout ¢ € (0,1) et w € W, posons w; = w* + tw et soient w; =

U —u* e
: . Il est facile a montrer que h; satisfait

u(p*, wy, p) et hy =
V'p* * *+th _v'p* * ’U,* ,’U /
a(ht,lv) —I— < j/./, , W (u t) t j,u, ,w ( ) >V xV

P(u* 4 thy) — 5 (u* /
I th) = ULV (e 4 the) vy Yo €V

d’otl1, en procédant comme dans la premiere partie de la démontration, on montre (7.8.37)
avec hy, la limite faible dans W de la suite {h;};. ®
Le résultat principal de ce chapitre et le théoreme suivant qui donne les conditions

nécessaires d’optimalité pour chaque probleme (PC)?.
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Théoréeme 7.8.2 Soit (u},, w;,) € M x W une solution du probleme de contréle (PC)?.

Alors il existe les éléments uniques (u?,, pl,) € W x W tels que

a1y, 0) + (Yl e () V) vy + (B(0,) 0y = (FLv) Yo eV (T.844)

€p?

a(p:p’v) + <V2jz;‘p wzp(’u’:p) ’ pep’ >W,><W + <v],u 'u( ) pep7 >W’><W

HVB(us,) Py V)wixw = — /(’u,:p —ug)vds Yve W, (7.8.45)
T's
(Vi s, (W) Pl )y + (1= 1 iy = 1) r2mp) 2 0 Ve M (7.8.46)

Démonstration. Soit u, la solution de (7.8.44) a savoir u;, = u(u;,, w;,, p). Prenons p}, la
solution unique (on remarque que V?j#  (u)+V3°(u) € LW, W') est un opérateur positif)
du probleme suivant
QD 0) + (V270 e (U2) Do O)wrsow + (T (U) - By 0w
=— /(u:p — ug)vds — %(u:p w,,v)w YveEW. (7.8.47)
Iy

Puisque (u,, u},) est une solution de (PC)?, il suit

o e Wep) - (1= p1ey) 20 V€ M,
aJ? .
S <(pi,,wl) w=0 YweW.
Alors de (7.8.36) et utilisant (7.8.47) pour v = 2, et (7.8.38) pour v = p;,, on obtient
a,u (:uem wep) ’ (:U’ - :uep) = /F Z;L(ue - ud) ds + Z(z,u,a uep - wep)W
(1 = iy 118y — 1O r2my) = =Pl 27) = (V2 e, (Ue,) - Pl Zudwrscw (7.8.48)

—(VB*(u; ) pep’ Z)wixw + (1 — Mep? Mep MO)L2(1“2)
= (Vi iz oz, (WE)s P ) wrscw + (W — 11, i, — 1) 2y 20 Vi€ M
soit (7.8.46).
Finalement, de (7.8.37), prenant v = h,, dans (7.8.47) et v = p;, dans (7.8.39), il vient
o) w = [ B, = ) s+ (B — ., = w0

= _a(ps,m h, ) - <v2j£§p,w:p(u:p) ’ pep’ hw>W’><W

*

<Vﬁp( ) pep’ h'w>W'><W - _(w’ ’U,:p - wep)W
€

(7.8.49)

1 * *
<V]y, ’w( ) pgp)W/XW - —(’l_U,’Ulep - pr)W =0 YweW
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d’ou, en utilisant (7.8.47), on obtient (7.8.45). W

En prenant en compte les convergences données par Propositions 7.8.2 et 7.8.3, le

théoréme 7.8.2 représent une caractérisation approximative pour un controle optimal p° du

probleme (PC).



Chapitre 8
Le probleme quasi statique

Nous abordons dans ce chapitre le probleme quasi statique (les termes d’accélération sont
négligés) de Signorini avec frottement non local de Coulomb.

La formulation variationnelle de ce probleme contient deux inéquations qui expriment
une, la condition de frottement avec le champ des vitesses comme fonction test et l'autre,
la condition de contact unilateral avec le champ des déplacements comme fonction test. La
présence simultanée du champ des vitesses et du champ des déplacements représente la prin-
cipale difficulté dans 1'établissement de la formulation variationnelle du probleme (voir [6],
[37]). On va montrer que la formulation variationnelle de ce probleme est de type 3.3.24 et
'existence d’une solution sera ici obtenir en appliquant le Théoreme 3.3.1 de la page 76 (voir
[28]).

8.1 Formulations classique et variationnelle

On va supposer que les champs des forces volumique f = f(a,t) et des forces surfacique
t = t(x,t) sont appliquées si lentement que les forces d’inertie peuvent étre négligées.

Avec les notations de Section 7.1, la formulation classique du probleme quasi statique
est donnée par 1'équation d’équilibre, I’équation constitutive (élasticité linéaire), la relation
kinématique (sous ’hypothese des petits déformations), les conditions imposées sur I'y et 'y,
les conditions unilatéreaux, la loi de frottement de Coulomb et la condition initiale:

Probleme (P,) : Trouver un champ des déplacements u = u(x,t) : 2 x [0,7] — RP tel

187
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que
dive(u)=—f dans Q x (0,7), (8.1.1)
o =o(u) = Ae, €= %(V'u, +Vu') dans Q x (0,7), (8.1.2)
w=0 surTyx(0,T), (8.1.3)
oc-v=t surly x(0,7), (8.1.4)
u, <0, 0,<0, wu,0,=0 surlyx(0,7), (8.1.5)

lo-| < u|Ro,| = 4, =0

lo-| < ploy| et { sur 'y x (0,7, (8.1.6)

lo-| = u|Ro,| = IN>0, u, =)o,

u(0) =ug dans ). (8.1.7)

Pour étudier le probleme (8.1.1)-(8.1.7), on suppose que les données satisfaitent
f e Wh(0,T; (LX(Q)), t € WH(0,T; (L*(I'2))P) (8.1.8)

et on garde les autres hypotheses (7.2.1) et les notations (7.2.2)-(7.2.4) de la page 136 de
Section 7.2.

Comme nous avons précisé dans Section 7.1, on a

(o (w)v, V)1 ar, = / o (w)e(®) dx + / div o(w)sdx Y € HY, (Q), Yo € (HV(Ty))
0 0
olt (-, )12, désigne le produit de dualité entre (H~1/2(Ty))P et (H/?(T'3))P et © € V satisfait
v, = v presque partout sur I's.

Alors on définit la composante normal du vecteur contrainte o, (w) € H~'/2(T';y) par

(o, (w),v) = /a’(w)e(@) dx + /div o(w)vdx Ywe HL (Q), Yoe HY*Iy)

Q Q

ou v € V satisfait v, = 0 et v, = v presque partout sur I's, (-,,-) désignant le produit de
dualité entre H~Y/2(T) et HY/?(T).

Il est facile & vérifier que, pour tout w € HY,, (), les définitions de o (w)v et o, (w) ne
dépendent pas sur les choix de la fonction v ayant les propriétés ci-dessus, respectivement.

On va considérer la suivante formulation faible du probleme (Ps):
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Probleme (P,) : Trouver u € WH?(0,T; V) tel que
u(0) =uy, wu(t)e K Vte|0,T]
v —a(t)) + jrw (u(t), v) — jre(ult), ul(t))
> (F(t),v—u(t) + (o,(u(t)),v, —u,(t)) YveV p.p. dans (0,7])
(o, (u(t)),z —u,(t))y >0 Vze K, Vte (0,T].

(8.1.9)

On suppose que le déplacement initial uy € K satisfait la condition de compatibilité
suivante
a(uo, v — wo) + Jro) (o, v —ug) > (F(0),v —uy) Vve K. (8.1.10)

Pour démontrer I’équivalence entre la formulation classique et la formulation variation-
nelle, on va prouver d’abord un résultat qui sera utile a la suite.

Remarquont que toutes les équivalences qui seront démontrées sont formelles. On sup-
pose toujours que la solution variationnnelle est suffisamment réguliere, ce qui n’est pas, en
général, vrai. Ce fait justifie d’appeler une telle fonction u, solution faible du probleme

mécanique.
Lemme 8.1.1 Soit w € K N H}, (Q). Alors les conditions de contact unilatéral
u, <0, o,(u) <0, a,0,(a) =0 surly (8.1.11)

équivaut a
(o,(w),2, —1u,) >0 Vze K. (8.1.12)

Démonstration. Si les conditions (8.1.11) sont satisfaites, alors on a
(o,(1), 2, — Uy,) = (o,(0),2,) — (o,(0),0,) = (o,(1),z,) >0 Vze K.
Inversement, si (8.1.12) a lieu, alors en prenant z = 0 et z = 2u, on obtient
(0,(@), i) = 0 (8.1.13)
ce qui, avec I'inéquation (8.1.12), donne
(o,(@),2,) >0 Vze K. (8.1.14)

Les relations (8.1.13), (8.1.14) et la définition de K entrainent (8.1.11) qui acheve la
démonstration de lemme. m

Nous sommes maintenant en position de prouver I’équivalence annoncée.
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Théoréme 8.1.1 Le probléme mécanique (Pys) est formellement équivalent au probléme
variationnel (Pgs) dans le sens:

i) Si w est une fonction régquliére qui vérifie (8.1.1)-(8.1.7) alors w est une solution de
(8.1.9).

i) Siw est une solution de (8.1.9) alors w vérifie (8.1.1)-(8.1.7) en un sens généralisé.

Démonstration. Pour simplifier I’écriture, nous omettrons la variable ¢.

i) Multipliant ’équation (8.1.1) par v —w avec v € V et intégrant par parties on obtient
a(u,v—u)—/a’-u('v—u)ds:/f('v—u)dx YveV
T Q
d’ou, en utilisant (8.1.3), (8.1.4)
a(u,v —u) — /(UV(UZ, —U,) + o (v, —u,))ds=(F,v—u) YveV. (8.1.15)
T2

Le loi de Coulomb (8.1.6) implique

Jr(u,v) — jg(u, ) +/ o.(v, —u,;)ds >0 Vo fonction régulire. (8.1.16)
Iy

En effet, notons £ = pu|Ro,|(|v,| — |i,|) + o (v — ;).
Si |o;| < p|Ro,| alors on a @, = 0 donc

E> —|o.||v:] + p|Roy||vs[ = 0.
Si lo;| = p|Ro,| alors on a @, = =)Ao, donc

E=0,v,+|o,||v:]|>0.

De (8.1.15) et (8.1.16) nous obtenons que w vérifie la premiere inéquation de (8.1.9).

La deuxiéme inéquation de (8.1.9) résulte de (8.1.5) et Lemme 8.1.1 pour & = wu.

ii) Prenant dans (8.1.9)s, v = @ + ¢ avec ¢ € (D(2))? et en utilisant la formule de
Green (7.1.7), on déduit (8.1.1) en un sens distibutionnelle.

D’apres Lemme 8.1.1, les conditions de contact de Signorini (8.1.5) sont vérifiées.



8.1. FORMULATIONS CLASSIQUE ET VARIATIONNELLE 191

Pour obtenir (8.1.4) on multiplie la relation (8.1.1) par v — @ avec v € V, d'ou en

intégrant par parties et en utilisant I'inéquation (8.1.9); on obtient
j('u,,'v)—j(u,'u)—l—/(o"u)(v—u) ds—/t(v—'u) ds > (o, (u),v, —u,) YveV. (8.1.17)
r IN]
En choisissant v = 4 £ ¢ avec ¢ € (C*(Q))? avec supp ¢ C I'1, on déduit
/(0' V)pds =0
I

donc la relation (8.1.4). La relation (8.1.17) devient alors

Jr(u,v) — je(u, ) +/ o-(v;—u;)ds>0 YveV. (8.1.18)

I

En prenant v € V tel que v, = fay avec o € Ry, ¢ € (C®(Q))? et supp ¢ C ['y et

tenant compte que o,v, = 0., = 0., on obtient

a/ (u|Ro,| || £ o) ds — / (u|Roy| U, | + o) ds >0 Va >0
T2

I
donc
[ o+ niRa e ds 20
1)
/(a’T’aT + p|Roy| |u,|)ds <0
Iy
ou
lo-| < pu|Ro,| (8.1.19)
et
o U, + pu|Roy,| || <0. (8.1.20)

Il est facile a voir que la relation (8.1.20), grace au relation (8.1.19), donne
o U, + pu|Roy,| || =0. (8.1.21)

Si lo,| < p|Ro,| alors, de (8.1.21), on obtient 0 > o4, + |o,| |%,| > 0 donc @, = 0.
Si |o;| = p|Ro,| alors on déduit 0 = o, @, + |o,| |u,| et, par conséquent, il existe A > 0

tel que w, = —Ao . Les conditions de frottement (8.1.6) sont ainsi prouvées.
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La démostration est achevée en tenant compte que u(0) = ug et u(t) € K pour tout
te€l0,7]. m

On remarque que toute solution de probleme (P,s) ou (P,s) satisfait, pour tout ¢t €
[0, 7], u(t) € K(f(t)) ou K(g) ={v e K; a(v,¢) = (g,¢), Ve € (D(Q))"}.

Utilisant une schéma aux différences en arriere (comme dans Section 3.3, page 68), on
obtient la suivante suite de probléemes incrémentals {Piq,n}izo,l 77777 nel-

Probléme P! : Trouver u't! € K™ tel que

a(ut v — 0u') + jpin (W 0) = jpn (u Ou’)
> (F* v —ou') + (o, (ut),v, —0ul) Vv eV, (8.1.22)
(o,(u™), z, —utY >0 Vze K

on K™™' = K(f*") et u® = uy. En faisant le changement de variable w = vAt + u’, on
obtient que le probleme (Pi, ) équivaut au probleme (P%) suivant:

Probleme P?: Trouver u/t! € K™t tel que

a(u™ w —utt) + jfm(u”l, w—u') — jfm(u”l, utl — ut)
> (F w —u™*h) + (o, (u™),w, —uit!) YweV, (8.1.23)
(o, (w™), 2, —u)y >0 Vze K.

Théoréme 8.1.2 Pout touti € {0,...,n—1} le probleme ].5; est équivalent au probleme QZ
sutvant:

Probleme Q',: Trowver u™ € K™ tel que

a(u™ w —u ) 4 jein (u T w — ut) = jen (Wt u T — )

, : 8.1.24
> (F* w—ut) YVwe K. ( )

La démonstration de théoréme sera faite en deux étapes (propositions 8.1.1 et 8.1.2
ci-dessous) en passant par le probleme mécanique suivant:

Probléme P’ : Trouver un champ des déplacements u*! : Q — R? tel que

div o(u™) = — ' dans Q, (8.1.25)
u™ =0 sur Ty, (8.1.26)
ou™) . v=t" surly, (8.1.27)
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ut <0, o, <0, wo,(ut)=0 surly,

o= (u™ )] < ploy (u)] et

lo, (u™)] < p|Ro, (u™)] = ulf! =l sur I's .

lo,(u)] = p|Ro, (u™)] = IAN>0, vt —ul = —No, (u'h)

Lemme 8.1.2 Pour g € V etd € K donnés, soit u € K(g) tel que
Jg(t,w —d) — jg(u,u —d) + /UT(ﬁ)(wT —u,)ds>0 Ywe K.
Iy
Alors uw vérifie
o7 (a)| < p[Roy(a)] et

lo-(u)| < pu|Ro, ()| = u,=d; sur T'y.
o, (@) = p|Ro,(w)] = IAN>0, 4, —d, = —)o,(0)
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(8.1.28)

(8.1.29)

(8.1.30)

(8.1.31)

Démonstration. Prenant dans (8.1.30) w = d + ap,. avec ¢ € (C>(Q))P, supp ¢ C I'y et

a > 0, on obtient

[ R @) (0. - | [, - d]) + o (@) (w, — a,)ds

T2

—a / (UIR(0,(@))| [,] + 0+ (@)p) ds

- [ R @2 - .|+ o, (@)(@ ~ ) ds 20 Va >0,

Iy

qui donne, en tenant compte que || > ||,

/ (UIR (0, (@) || + o2 (@)) ds > 0 Vip € (CX(Q))?, supp @ C T,
et
/ (UR (0 (@) i — dy| + oo () (i, — d,))ds < 0.

Prenant ¢ = +¢ dans (8.1.32), il résulte

/ o1 (8)] |ip] ds < / WR (0, (@)lplds Ve € (C(Q), supp o C T,

FQ FQ

(8.1.32)

(8.1.33)
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soit
o1 (@)] < R0, (@))]. (8.1.34)
Alors (8.1.33) implique
0> p[R(oy(@))]|a; — d;| + o7 (@) (4, —d;) = (uIR(0, (@) — |o-(@)]) |@; — dr| =0
soit
pR(oy(w)] e —d;| + or(w)(w, —d;) =0. (8.1.35)
Si o ()] < p|R(o,(@))|, alors, en supposant &, # d,, (8.1.35) donne
0= plR(ov(@))| |t — d:| + o (w)(a: — d;) > |o-(w)] @ — d;| + o (w)(u- —d;) > 0.
Il reste que u, = d,
Si |o,(u)| = p|R(o,(@))| alors (8.1.35) entraine
o (@) [ — d-| + o (a)(t, —d;) =0
donc il existe A > 0 tel que w, —d, = —\o.(u). =
Lemme 8.1.3 Soient g € V,d € K et u € K(g) qui vérifient (8.1.31). Alors
Jjg(w,w—d) — jg(u,u —d) + /0'7('&,)(107 —u,)ds >0 Yw réguliére. (8.1.36)
Iy

Démonstration. Soit w une fonction réguliere.

Si o, (u)| < p|R(o,(w))| alors @, = d;, et on a

jg(ﬂ’aw_d)_jg(ﬂ’aﬁ’_d)+/07(ﬁ>(w7_d7)ds

s

~ [ @R @) [0, — d-| + @), — do))ds
> [WIR(,(@)] o (@) - — do]ds >0

Si o, (u)| = p|R(o,(w))| alors @, — d, = —Ao (@) et on obtient

ol w = )~ (i d)+ [ @), @) ds

~ [lo-@|fw, - | + o (@), — d.)ds > 0
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Proposition 8.1.1 Le probleme 13; équivaut au probleme mécanique ’Pfl au sens suivant:

(i) Si u™ est une solution régulicre de P,,, alors w vérifie P., en un sens généralisé.

n’

(ii) Si w™ est une fonction suffisament réguliére (pour que les calculs ci-dessous sont valables)

. ;. ] . ~17
qui vérifie P,,, alors u est une solution de P,,.

Démonstration.

(i) Choisissant w = u*™! 4 ¢ dans (f’;)l avec ¢ € (D(Q))? et uilisant la formule de
Green, on obtient (8.1.25).

De (P1), et Lemme 8.1.1 pour @ = u'™! on déduit (8.1.28).

Multipliant (8.1.25) avec w — u't! pour w € V| intégrant par parties, utilisant encore

la formule de Green et (P?);, on a

Jpre(ahw =) = o (uh U™ —ul) 4 / o+ (uth) (w, — uit) ds

4 4 , h2 (8.1.37)
+/(0'(ul+1) n—t"(w—-uds>0 YVweV,

I

d’ott, prenant w = u'™! + ¢ avec p € (C=(Q))? et supp ¢ C I'1, on obtient (8.1.27). Alors,
la relation (8.1.37) donne

jfi+1<ui+1’ w—u') — jfi+1(ui+1, 't — )
+/0T(ui“)(w7 —ut)ds>0 YweV. (8.1.38)

1)

De (8.1.38), en appliquant Lemme 8.1.2 pour g = £, d = v’ et & = u'*! € K(f*),
il résulte que les conditions (8.1.29) sont satisfaites. La démostration est achevée en tenant
compte que (8.1.26) est vérifié parceque u'™ € K C V.

(ii) Inversement, si u’*! est une solution du probléme mécanique PY, alors, en appliquant
Lemme 8.1.1 pour @ = u'™!, il résulte que u'™! satisfait la deuxieme inéquation de (8.1.23).

Puis, de Lemme 8.1.3 pour g = ™', d = v’ et @ = u™*" et (8.1.29) on obtient

Jpn(u™ w —u') — jpn (wt ut — ') + /Uf(u”l)(wT —uM)ds>0 VweV.
I

(8.1.39)



196 CHAPITRE 8. LE PROBLEME QUASI STATIQUE

D’autre part, multipliant (8.1.25) par w — u'™! avec w € V, intégrant par parties et

utilisant la formule de Green et (8.1.27), on déduit

a(u™ w — utt) = (F™ w — uth) + /O'T(u”l)('wT —u) ds
i (8.1.40)
+(o, (u ), w, —ultt) VweV.
Alors, de (8.1.39) et (8.1.40), on obtient la premiere inéquation de (8.1.23). m

. . \ ~i 7 . \ e . ) N
Proposition 8.1.2 Le probléeme Q,, équivaut au probléme mécanique P, au sens suivant:
oo . TS =i - j PN TR
(i) Si u™™t est une solution régulicre de Q,, alors w vérifie P!, en un sens généralisé.
(ii) Si w't' est une fonction suffisamment réguliére (pour que les calculs ci-dessous sont

valables) qui vérifie PL, alors u est une solution de Q;

Démonstration.

i) Procedant comme dans la premiére partie de la démonstration de Proposition 8.1.1,
on obtient (8.1.25). Alors de (8.1.25) et (8.1.24) on déduit

Jpa (™ w —u') — je (wt Wt — ) + /a(u”l) v(w—u)ds

. . , b2 (8.1.41)
+/(a’(ul+1) vt (w—-u)ds >0 VYweK,
Iy

d’ot, prenant w = u! £ ¢ avec ¢ € (C™(Q))? et supp ¢ C I'y, on obtient (8.1.27). Alors,
la relation (8.1.41) devient

i+1 i+1

Tw — ') = (ut u ™t — )

Jpirr(u
+ /(ay(u”l)(w,, —u + o (u ) (w, —uttt))ds >0 Vw e K. (8.1.42)
Ty
Choisissant w = ap,v + u! avec ¢ € (C™(Q))?, p, < 0 sur 'y et a > 0, il vient
a/a,,(u”l) ©, ds > /ay(ui“) u'tlds Vo >0
Iy Iy

/a,,(u”l) 0, ds >0 VpeV, o, <0surly

h2 o (8.1.43)
/al,(u”l) usds <0

I'>
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Comme u't € K, les relations (8.1.43) entraine (8.1.28).

Enfin, choisissant dans (8.1.42), w = u’"'v + v avec v € K quelconque, on obtient:

Jp (Wt v —u') — jn (Wt wt —u) + /O'T(UH—I)(’UT —uM)ds>0 YWweK

I

qui donne, avec Lemme 8.1.2, pour g = ™, d = u’ et @ — u'*! |, les conditions (8.1.29).

ii) De Lemmes 8.1.3 et 8.1.1 on obtient

jfi+1(ui+1,'w—ui)—jfm(u”l,ui+1—ui)+/a'T(u”l)(wT—ui“) ds>0 Vwe K (8.1.44)

I

et

/ay(ui“)(wy —uM)ds>0 Vwe K. (8.1.45)

I

Ensuite la démostration est analoque avec la démonstration de Proposition 8.1.1. m
Voyons maintenant 'utilisation des notations analoques a (3.3.35) de la page 71. Alors
u, € L?(0,T;V) et @, € W12(0,T; V) satisfaient le probléme incrémentiel suivant :

Probleme P, : Trouver u, tel que

S (t)) + 7, 0 (1) ) d

g unD), (1)) > (Fult) 0 — Sin(0)

oy (un(t)), vy — %am(t» Vv eV, vtel[o,T],

(o, (un(t)), 2 —un(t)) >0 Vze K,Vte|[0,T].

a(u,(t),v —

(8.1.46)

Vs

En faisant la notation

j(g,v,'w):jg('v,'w)—/g(v—w)dx—/t(v—w)ds VgeV YveK(g), VweV

Q IR}

il reésulte que 'application j a la propriété suivante: il existe les constantes C7, Cy > 0 telles
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que
17(g1, v1, w2) + j(gy, V2, w1) — j(gy, V1, w1) — j(Gq, V2, w2)|

_ / H(|Ray (01)] = [Ra, (v2)|)(Jwir] — |wo ) ds

I

< Cullill e / Ro(v1) — Ro (v2)] s — o] ds

I
< Col|pl| oo ro) (lg1 = Goll + lvr — w2} [y — wo]
Vg, eV, VY, € K(g,), Vw, e V,i=1,2.

Nous avons le résultat suivant d’existence et d’approximation.

(8.1.47)

a
Théoréme 8.1.3 Supposons que ||jt|| o,y < = Alors il existe une sous-suite {u,,}, de

Co
{uw,}n telle que

Uy, (t) = u(t) dans V fort ¥t e [0,T],
Uy, — u dans L*(0,T; V) fort,

d
E&np — w dans L*(0,T; V) faible
lorsque p — 00, ot w est une solution du probléeme (P ).
Démonstration.
Posons:

b(g,v,w) = (o,(v),w) VgeV 6 YveK(g), VweV
B(g,v) = pRoy(v)] VgeV, Vv e K(g)

on remarque que le probleme f”n s’ecrit sous la forme (3.3.20) de la page 66 et I'hypothese
(3.3.22) est satisfait grace au Théoréme 8.1.2. Les autres hypotheses du Théoreme 3.3.1 sont

faciles a vérifier et on obtient ainsi le résultat énoncé. =

8.2 L’approximation du probleme quasi statique

Soit T, = (1})jey, une famille de décompositions régulieres de domain € telle que

0= 1,
J€In
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Introduissons les ensembles suivants

V5, ={v, € (C°(Q)?; v,/T; € (P(T}))P, Vj € Tn, vy =0sur I'v},
K; = {’Uh eVy; v, <0sur Fg}
Sh = {Th € LQ(FQ); Th/rgyj € PO(F2J‘> VJ - jh tel que FQJ 7é @}

oll Py(w) est I'espace des polynomes de degrée moins que k sur w et I'; ; =T’y N T]
On rappelle de Section 6.3, page 123, que la formulation variationnelle semi-discrete
s’écrit

Probléme (P,), : Trouver u, € WhH(0,7; V) tel que
up(0) = won, un(t) € Ki(f(t)) Vte[0,T],

a(uh(t)a Vp — uh(t)) + ](f(t% uh<t)7 vh) - ](f(t% uh<t>7 uh(t))

(8.2.1)
> b(f(t),un(t),v, —an(t)) Yo, €V, p.p. dans |0,T],
b(f(t),uh(t),zh—uh(t)) >0 Vz,e K;,, Vte [O,T] )
et la discretisation complete est donné par 'inéquation variationnelle implicite
Probleme (Q), : Trouver u,™ € Kt tel que
a(up™ wn — ™)+ (F wpt wy — up)
(8.2.2)

—(f T u utt —ul) >0 Vw, € Ky,
Nous supposons que u) = ugy, satisfait la condition de compatibilité

o, € Ku(£(0)), }
a(uon, v — uop) + J(F(0), won, v) — 5(F£(0), won, wor) >0 Vv € K.

Alors nous avons les résultats d’existence et d’approximation donnés par Théoremes
6.3.1 (page 124) et 6.3.2 (page 127).

Pour la résolution du probleme (Q¢,)s, nous supposons que j est constant et nous choi-
sissons comme R la projection sur 'espace de dimension finie S;,. Ainsi, dans la formulation
des éléments finis, la régularisation peut étre considérée comme une conséquence naturelle de
la discrétisation. On introduit alors , a chaque pas de temps i € {0,...,n — 1}, la méthode

de point fixe sur le seuil de glissement:
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Probléeme (P},

) : Trouver le point fixe g de I'application T : S, — Sj définie par

T(g9) = —pRo,(uy") Vg e S, (8.2.3)

g

olt ujt! est la solution du probleme

Probleme (P?) : Pour g € Sy, trouver ul™ € K tel que

wmc

a(ul™ wy, —ulth) + Jg(wy — ul)

! ! (8.2.4)
—Jg(ui™t —ul) > (F* wy, —ulf') Vw, € K.
ou
Jg(wy) = /g\wT\ds YVw e V.
Lo
Maintenant, le probleme (P2, ) est équivalent au suivant probléme de minimisation avec
contraintes

Probleme (P,,) : Pour g € S), trouver uj™ € K™ tel que

Fulh) = min F(wy,) (8.2.5)

g wreEK ),

avec
1 . )
F(w) = §a(w,w) + Jg(w —ul) — (F™ w) YweV.

Ce probleme est tres similaire au probleme statique en dehors du fait que la solution
connue de ’étape précédente est maintenant présent dans le terme de frottement. L’influence
de I'histoire de chargement, en raison de la formulation de la condition de frottement en
vitesse, est caractérisée par ce terme supplémentaire. L’ensemble convexe K, reste inchangée
d’une étape a l'autre.

Le probleme (P,,) peut étre résolu par une méthode de Gauss-Seidel avec projection.
Cette méthode est robuste et trés facile a mettre en oeuvre lorsqu’il s’agit de la partie non
dérivable donné par le terme de frottement. Des détails et la convergence de I'algorithme en
utilisant une procédure d’accélération de Aitken sont donnés dans [28]. D’autres méthodes

peuvent étre trouvés dans [98].
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