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Prefata

Simetria geometrica, perceputa ca manifestare a armoniei universale, a con-
stituit baza primelor principii explicative din fizica gi astronomie. Astfel, forma
circulara a orbitelor planetare era justificata in antichitate prin perfectiunea cer-
cului ca figura geometrica. Mai tarziu, Kepler va incerca sa stabileasca raportul
dimensiunilor acestor orbite prin asociere cu cele cinci solide perfecte.

In mecanica newtoniand descrierea bazata pe simetrie este inlocuita cu principi-
ile dinamicii. Totusi, se observa ca fortele fundamentale au expresii matematice
simple, cu proprietati speciale de simetrie care limiteaza varietatea miscarilor posi-
bile prin legi de conservare. Deasemenea, starea de vacuum sau de particula libera
este specificata practic numai de proprietati de simetrie. Apare astfel notiunea
de simetrie dinamica, a fortelor dintre particule, exprimata prin invarianta formei
ecuatiilor de migcare la actiunea unor grupuri de transformari asupra sistemului
fizic, sau asupra sistemului de coordonate al observatorului.

Aceasta lucrare urmareste prezentarea cadrului matematic general folosit pen-
tru descrierea simetriilor dinamice la sisteme hamiltoniene clasice si cuantice, cu
aplicatii la probleme actuale de interes in fizica. Capitolul I are la baza notele
seminarului “Simetrii dinamice si variabile colective” prezentat in 1989 in Sectia
de Fizica Teoretica a Institutului de Fizica Atomica din Bucuresti, completate in
Capitolul II cu rezultate mai recente privind solutiile coerente ale ecuatiilor de
transport utilizate in fizica statistica, si cu aplicatii la descrierea dinamicii rela-
tiviste sau a proprietatilor particulelor elementare, in Capitolul III.

Pentru interesul gi sprijinul acordat realizarii acestui proiect doresc sa multumesc
Dr. Radu Purice (IMAR) si programului POSDRU in cadrul caruia s-a desfasurat
activitatea de selectare, actualizare si redactare a materialului prezentat.

M. Grigorescu

Bucuresti, 24 Martie 2013



I. Sisteme dinamice cu simetrie

1 Dinamica hamiltoniana

Modelul matematic al unui sistem hamiltonian cu n grade de libertate este reprezen-
tat geometric de un cuplu (M, w) format din varietatea neteda 2n-dimensionala M,
pe care este definita global forma biliniara, antisimetrica, inchisa si nedegenerata
w [1]. Varietatea M este denumita spatiul fazelor, iar punctele sale corespund
starilor sistemului clasic. In mecanica clasici observabilele sunt reprezentate de
elementele multimii functiilor netede cu valori reale definite pe M, notata F(M).

Fie X; campul vectorial determinat de ix,w = df, unde ix,w reprezinta pro-
dusul interior dintre Xy si w. Atunci F(M) devine algebra Lie In raport cu paran-
teza Poisson {x,*}, {f, g} = (df, Xy) = w(X}, Xy) = ~Lx,9, f,g € F(M), n
care Ly este derivata Lie in raport cu X.

La sistemele conservative dinamica este un difeomorfism simplectic F; pe (M, w)
generat de functia Hamilton H € F(M). Existenta unei functii generatoare
asigura o descriere globala a acestui difeomorfism cu un singur parametru real
t € R, identificat in aplicatii cu timpul fizic.

Forma simplectica w exprima global si independent de alegerea coordonatelor
relatia dintre functia Hamilton H si campul vectorial Xy asociat curentului starilor

clasice
iXHw =dH . (1)

Pentru o functie f € F(M) care nu depinde explicit de timp, c¢i numai de starea
sistemului (de variabilele dinamice),

9 (foR)={foF. H)

dt
sau
f=df(Xu) = Lx, f = w(X;, Xir) = {f, H} . (2)
In sistemul local de coordonate in care w are forma canonici w = Y rey dai N dpy,

3

B of 0g  0g Of
{f.9}= Z 5 om ey 0 DIEFON (3)

iar (1) conduce la sistemul de ecuatii

OH OH
= n=———, k=1 4
apk y Pk ) o, ( )
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unde prin f am notat derivata in raport cu timpul a variabilei f = q, pr.. Curentul
hamiltonian rezultat din aceste ecuatii corespunde actiunii unui grup Lie unipara-
metric de difeomorfisme ale varietatii M care pastreaza elementul de volum

Q=uw"= H dgrdpy (5)
k=1

definit de w (teorema Liouville).

Daca M = T*Q, functia Hamilton H are de regula structura newtoniana,
separabila in termenul de energie cinetica dependent numai de variabilele impuls p
si un termen de energie potentiala V' dependent numai de coordonatele ¢ pe spatiul
de configuratii (). Exista insa si cazuri in care separarea nu este posibila, iar H
are structura corespunzatoare miscarii geodezice. Aceste situatii sunt ilustrate
prin exemplele ce urmeaza.

1.1 Dinamica newtoniana

Dinamica unei particule nerelativiste avand masa m constanta, aflata intr-un camp
de forte care deriva din termenul de energie potentiala V(r), este determinata de
functia Hamilton
2
P
Hy(p,r) = — +V(r 6
o(B1) = 2+ V() ©

si forma simplectica wy = 22:1 dq N dpy. Aici prin
r = ¢i€1 + ¢2€2 + g3€3 (7)

am notat vectorul de pozitie al particulei in spatiul fizic tridimensional @ = R3
specificat de coordonatele carteziene (q1,q2,q3) = (x,y,z), iar p este vectorul
impulsului cu componentele (py, pa, p3). In coordonate sferice (Anexa 1)

P
? e, |

Do
= pr€r + —€g + 3
P=p r o rsind *

unde p, = m7, pg = mr20, Py = mr? sin? 0, iar wy = dr Ndp, +df Adpe+dep Ndp,.

1.2 Dinamica geodezica

Daca parametrul inertial este anizotrop si depinde de pozitie functia Hamilton are
forma generala

Hp,r) = 3 3 0o + V) ®)

2,j=1



iar ecuatiile de misgcare devin

. ) 1
= Mipi , P = —5 > Vingpip; — ViV o, k=123, (9)

7 1,7

unde Vy = 9/0q. Daca folosim notatia matriceald ¢ = np, atuncip = gq, g = nt,
iar p = g4+ (¢ - Vg)q. Inlocuind aici p din (9) obtinem

g@+@-qu=—%MVmp—‘”/~ (10)

Deoarece V(ng) = 0 rezulta Vip = —n(Vg)n, si p(Vn)p = —4(Vg)q, iar (10) capata
forma

. .1, :
9i+(d-Vg)i=5i(Vg)i—VV (11)
sau pe componente

. 1 .
Zgij%’ = - Z(ak:gil - 5@‘%1)%% - oV .
J

kl

Astfel, acceleratia particulei q are componentele
Gj ==Y Thad — Y _ g0V
kl i

unde .

I = Z JT(akgil + Oigir. — Oignr) (12)

sunt simbolurile Christoffel (Anexa 1).

In cazul singular reprezentat de hamiltonianul pentru fotonii luminsi, H fla,p) =
clp|/n.(q), unde c este viteza luminii in vid si n,(q) este indicele de refractie ab-
solut al mediului, iar ecuatiile de migcare pe razele de lumina capata forma

¢ p

——— , p=-VH;=H;Vian, . 13
na|p| f f ( )

q=

1.3 Grupul SO(3) si solidul rigid

AT A
Grupul O(3,R) este format din matricile reale 3 x 3 ortogonale, {R R = I}, si are
doua componente conexe, grupul rotatiilor

SO(3,R) ={R; R"TR =1 detR =1} (14)



si I_SO(3,R), unde I_ = diag[—1, —1, —1] este matricea de inversie ((...)” este
operatia de transpunere). Componenta identitatii SO(3,R) este o varietate com-
pacta, ale carei elemente se pot asocia punctelor sferei pline de razd 27 din R3,
la care centrul si suprafata se identifici. Astfel, orice rotatie R este specificat
complet de versorul n al directiei axei de rotatie, si de unghiul a de rotatie in jurul
acestei axe, deci de vectorul an € R® | |n| =1, a € [0, 27]. Echivalent, R poate fi
specificata de unghiurile Euler ¢, 6, 1. Este important de remarcat faptul ca acesti
parametri sunt variabile continue, iar SO(3,R) nu este limita unui sir de grupuri
discrete. Cel mai mare subgrup discret care acopera uniform SO(3,R) este grupul
icosaedrului, cu 60 de elemente [2].

La actiunea grupului SO(3,R) in R3 prin rotatii ale versorilor axelor de coor-
donate e, =), Reyie:, vectorul de pozitie (7) al unui punct fix din spatiu ramane
invariant, iar componentele sale se transforma' potrivit relatiei ¢, = ., §qkiqi,
unde RY = (R®)”. Cu parametrizarea Euler cele dous matrici capata forma

Re — e¢§369fl ewés : Ra — ewésewlew@ 7 (15)

;0 = 1,2,3 sunt 3 matrici 3 X 3 antisimetrice independente, cu
= —€;;k (€55 este simbolul Levi-Civita) si relatiile de comutare

[é@'aéj] = Eijkék s [éz,lz] = _Gijkgk . (16)

Pentru descrierea solidului rigid sistemul “laboratorului” cu versorii e, es, e3 se
considera fix, iar sistmul rotit €], €), e} este atagat “intrinsec” fiecarei orientari
in R? a solidului, asfel incat spatiul configuratiilor se identifica natural cu grupul
SO(3). Daca (¢, 0,1) depind de timp, atunci relatia

§e = Zwiéﬁe =R° ngé}

defineste componentele vitezei unghiulare w;, w.

unde éz :A—&-
elemente (&;) ;i

/o Dq ~ .
P (w, = >_,Rlw; ) in sistemul
laboratorului, respectiv in sistemul intrinsec. Explicit,

W] = 0 cos 1) + psin O sin ¢
wh = —0sin1) + psin 0 cos
wh =)+ pcosf

Pentru solidul rigid energia cinetica este

= Z Ty /2 = Zféwiwj/Z LI = Z qui;lRqu_qupq ’ (17)
Pq ij Pq

IMarimile care se transforma ca si vectorii bazei e; se numesc covariante, iar cele care se
transforma ca gi coordonatele ¢; (notate si ¢*) se numesc contravariante.

7



unde I este tensorul momentului de inertie intrinsec (constant). Componentele
momentului cinetic sunt Ly = 0T /0wy, ( L), = 0T /0w,.), iar cu relatia

> 3
dlf . .
o L L
T E €irwily; + €juwily
k=1

legea de conservare L = 0, £k =1,2,3, conduce la ecuatiile Euler

L'=L xu , (18)
sau I'd =L x &. In particular, daca solidul are simetrie sferica qu = 10y,
I . . .
T:§(¢2+92+w2+2(3089 o) (19)

iar L' = I’ este constant. O descriere a ecuatiilor Euler ca sistem hamiltonian pe
spatiul fazic T*SO(3) va fi prezentata in Sect. 1.6.

1.4  Spatiul fazic extins si dinamica relativista

Spatiul fazic M al unui sistem clasic poate fi extins la un spatiu fazic (M€, w®), care
include energia si timpul ca variabile conjugate [3]. Setul coordonatelor canonice
pe M€ pentru care w® = —db°,

0° = sz‘d(h’ + podqo (20)
i=1
este format din coordonatele canonice pe M, {g;,p;,i = 1,n}, si (qo,po), definite
ca functii liniare de timp si energie, gy = ct, respectiv py = —E/c, unde ¢ este o
constanta dimensionald, identificata cu viteza luminii in vid [4].
Fie u parametrul denumit ”timp universal” de-a lungul traiectoriilor pe M€,
d, = d/du derivata in raport cu u, si
Lie = Y (dugi)0yi + (dupi)Opi + (dut)0; + (duE) O (21)
i=1
derivata Lie Lgef = —{H®, f}°. Aici {x, *}:e si H¢ reprezinta paranteza Poisson,
respectiv functia Hamilton extinsa pe M€. In cazul unui sistem nerelativist H¢ se
poate alege de forma [4]
Hy =H+cpy (22)
unde H este functia Hamilton uzuala pe M (de exemplu (6)). Cu aceasta expresie
ecuatiile de migcare pe spatiul fazic extins sunt

OH oOH

— dupi=— 2

duQi =



oH
dit=1, dF=—— . 24

Primul grup de ecuatii reproduce ecuatiile Hamilton uzuale M. Al doilea grup
arata ca alegerea lui HY corespunde la u = t, si asigura conservarea energiei cand
H este independent de timp.

In spatiul fazic extins, trecerea de la mecanica newtoniana la cea relativista se
realizeaza prin schimbarea hamiltonianului. O particuld relativista libera? avand
¢° = (q0,q) si p° = (po, p) drept variabile canonice pe M¢ = R®, poate fi descrisa

de [5, 6, 7]
H§ = —c\/p§ —P? . (25)

Cand p2 ~ m2c? > p? acest hamiltonian extins se reduce la expresia nerelativista
H$,y = p?/2mg + cpo, iar in general conduce la ecuatiile de miscare

Po

duto = —c— | dupo =0 (26)
Po—P
d,q = c% , dyp=0 . (27)
VP — P

In raport cu un sistem inertial particular, viteza uzuald® v = dq/dt este raportul

v = cdyq/dugo = —cp/po-
Pentru o particula relativista cu energie negativa (Sect. III.1) vom considera

H¢ = cy/pt + p?, astfel incat expresia HE = —acy/ps — ap?, cu a = +1 include
ambele cazuri. Parameterii inertiali I, pentru Hg, definiti de

. 1=0,1,2,3 (28)

au valorile .
HO o

11212:[3:—0410:—042—7710, (29)
C

specificate de valoarea invariantd —amgc? a lui Hg.

Cuplajul unei particule relativiste aflate in vid avand sarcina electrica ¢, si
sarcina magnetica® ¢, cu campul electromagnetic se poate introduce prin modifi-
carea formei simplectice w®, care devine [7]

Wi = W+ qewy + W}

ZPentru a include un potential extern V(q) se considersa H® = —cv/(po + V/c)2 — p2.

3Lagrangeanul standard pe R? al particulei relativiste libere se gaseste in [1].

4Particule elementare libere cu sarcinid magneticd (monopoli) sau culoare (Sect. I11.4) nu au
fost observate.



Aici wy si wy sunt 2-forme de camp duale definite pe varietatea spatiu-timp R*
prin wy = —dfy, 0y = A - dq + Aydqo,

wg=—-B-dS+E-dgANdq , (30)

respectiv
wi=E-dS+B-dgANdq ,

unde E (B), reprezinta intensitata campului electric (inductia campului magnetic),
iar dS; = dgs N dqz, dSy = —dg; A dqs, dS3 = dg; A dgs. Observam ca ecuatiile
Maxwell in vid capata forma dwy = dw} = 0 (sau [wf]sr = 0), iar pentru campul
unei unde electromagnetice coerente cu faza ¢ avem wy = —d,A - dp A dq [7].

2 Polarizari reale si teoria Hamilton-Jacobi

O polarizare reala a varietatii simplectice (M, w) este o foliere a lui M prin subva-
rietati lagrangeene (izotrope maximale). Daca M = T*Q, iar w = Y _,_, dgx A dpy,
este 2-forma canonica, atunci folierea verticala P este o polarizare reala, iar foile
lui P sunt suprafetele ¢, =constant, k = 1, n.

Fie P o polarizare reala a varietatii simplectice (M,w). Atunci, pe o vecinatate
a oricarui punct m din M se pot gasi coordonate canonice (z,y) = (zk, Y )k=1n
astfel incat foile lui P sa coincida local cu suprafetele x = const. sau y = const..
Coordonatele canonice avand aceasta properietate se numesc ”adaptate la P”.

Fie A C M o subvarietate lagrangeana si U C M continand A astfel incat
wly = —df. Deoarece w|y = 0 atunci df|y = 0, si local exista o functie p pe A,
numita ”functie de faza locala 7, p : A — R, astfel incat 0|, = dp.

Cand M = T*Q, A este transversala la polarizarea verticala P daca restrictia
la A a proiectiei

AC M
Tl
Q@

este un difeomorfism. In acest caz S € FW), 7S = g, pe n(A) = W C Q,
se numeste ”functie generatoare de prima speta 7 a lui A. Mai mult, A N T*Q
determina o 1-forma pe W cu coordonatele locale

(p,q) = (%, q)

Astfel, o foliere a spatiului fazic M = T*(Q prin subvarietati lagrangeene core-
spunde unei familii de functii generatoare S(q,v), y = {yx, k = 1,n}, parametrizate

10



de variabilele y. Acest tip de foliere apare natural in mecanica clasica prin ecuatia
Hamilton-Jacobi stationara,

H(0,S,q) = constant (31)

care reprezinta conditia H|, = constant pentru subvarietatea lagrangeana Ag din
T*() generata de S.
Propozitia 1. Fie A C M o subvarietate lagrangeand conezd a spatiului fazic (M, w)
si He F(M). Atunci H este o constantd pe A daca si numai daca Xy € x(M)
este tangent la A.

Daca notam x = {zy = 05/0yx, k = 1,n}, atunci (z,y) este un sistem local
de cordonate pe T*Q adaptat la polarizarea Ag determinata de S(q,y). In acest
sistem H este o functie numai de y, iar ecuatiile de miscare devin

y =0 , & = constant.

In particular, cand Q ~ R™ si Ag C T™ = R™/Z™ face parte dintr-un tor invariant,
atunci y-x sunt coordomatele ”actiune-unghi”.
Fie D(M) grupul difeomorfismelor varietatii M si

D(M,w)={peDM),p'w=uw}

subgrupul difeomorfismelor simplectice, care actioneaza prin transformari canon-
ice. Acest subgrup contine subgrupul difeomorfismelor hamiltoniene Ham (M, w),
iar daca M este simplu conexa sau T'M = [T'M,T M], atunci D(M, w) = Ham(M, w).
In teoria Hamilton-Jacobi o reprezentare locala a difeomorfismelor simplectice
dependente de timp care transforma un camp vectorial hamiltonian intr-un alt
camp hamiltonian este oferita de functia generatoare a transformarilor canonice
([3], p. 286). Aceste difeomorfisme se pot imagina ca transformari generate de
campul de actiune S, de la un referential in care sistemul dinamic are coordonatele
(q,p) si functia Hamilton H, in general dependenta de timp, la un "referential mo-
bil”, unde noile coordonate sunt (¢’,p’). Cunotatia w = —df, pentru a avea w = '

trebuie ca B
0—0 =dS (32)

unde S poate fi exprimata ca functie de una din combinatiile (q,¢), (¢,p'), (p,¢)
sau (p,p’), (potrivit alegerii reprezentarii locale a 1-formelor 6¢', 6¢) si de timp. La
un sistem cu n grade de libertate pentru care

0=> pdg , 0 == qdp
i=1 i=1
campul de actiune S = S(q, 7/, t) are forma
S(@0.t)=q"9 +¢a,70.t) , (33)

11



cu G si p’ matrici coloana avand componentele g, respectiv pj, k = 1,n. Aceasta
expresie corespunde unei relatii implicite intre coordonate,

05 a8
Pk=5— 5 = 5y 34

Oqk g opj, 39

Relativ la noile coordonate structura canonica p = —9,H, ¢’ = 0,y H' a ecuatiilor de

migcare se pastreaza daca evolutia temporala a variabilelor (¢, p’) este determinata
de functia Hamilton
a¢

H(p,q)=H+§ : (35)

Transformarea identica ¢’ = ¢, p’ = p corespunde functiilor { care sunt constante.
Pentru transformari apropiate de identitate 0¢ are forma generala [4]

—_

0¢(q.7, 1) = XTq =Y + 5(q"bq + p"ep) — 7 apf (36)

unde X, Y sunt vectori coloand cu n componente, iar a, b = b7, ¢ = ¢ sunt

matrici n x n. Transformarea definita de (34) se poate scrie explicit in acest caz
sub forma matriceala

HEHE =R

De aici rezulta ca functia §¢ din relatia (36) genereaza o translatie a impulsurilor
cu vectorul —X, o translatie a coordonatelor cu vectorul —Y, si o transformare
liniara simplectica generata de un element al algebrei sp(n,R) parametrizat de
matricile a, b, i ¢ (Anexa 4.3).

Ecuatia (31) reprezinta un caz particular al transformarii (35) in care H' = 0,
iar ¢’ i p’ sunt constante de integrare. Daci notam § = & atunci ¢ = 95 /0a, iar
functia S(g,@,t) se poate obtine prin rezolvarea ecuatiei diferentiale cu derivate
partiale de ordinul intai Hamilton-Jacobi dependenta de timp

(37)

> O
[
—
hSTIE=}
[

H(pza—q,q)z—ats , 0 == . (38)

La sistemele conservative —0,S = E(a&) este constanta reprezentats de energie, ast-
fel incat S(q, &, t) = S(q, &) — E(a)t, iar functia S(q, &) satisface ecuatia Hamilton-
Jacobi independenta de timp (31)

0S

H((?_cj’q

)=FE | (39)
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O clasa importanta de transformari in spatiul fizic este constituita de modificarile
porzitiei, cum sunt translatiile sau rotatiile. Acestea pot fi statice (geometrice, gen-
erate de (37) cu Y sau a constante, iar restul parametrilor zero) sau dependente
de timp (cinematice), active (actioneaza asupra sistemului fizic studiat) sau pasive
(actioneaza asupra sistemului de referinta al observatorului), globale (parametrii
au aceleagi valori in tot spatiul) sau locale (parametrii depind de punct). De
regula in studiul simetriilor apar transfomari globale, iar transformarile locale
sunt folosite pentru a introduce sau a descrie anumite campuri de forta cu pro-
prietati “de etalonare” specifice. Transformarile cinematice infinitezimale intre
doua referentiale aflate in migcare relativa uniforma vor fi descrise in exmplele ce
urmeaza cu formula generala (37).

1) Translatii uniforme
Pentru un sistem format din N particule n = 3N, iar trecerea de la referentialul
O la un referential O aflat in translatie uniforma cu viteza V corespunde la a =
b=¢=0si X =30 X;, V=3V Y, unde X; = m;V, Y; = 6tV, iar m; este
masa particulei ¢ = 1, V. In acest caz functia generatoare este

(56/'((}, }5/, 5t> =V. (mRCM - 5tP/) (40)

N s y . :
unde m = ) ., m,; reprezintd masa totala a sistemului, Roy este coordonata
centrului de masa in referentialul O, iar P’ impulsul total in referentialul O'.
Functia Hamilton in referentialul O’ are expresia

H'(P,q,6t) = H(p, + m;V,r;+ 6tV ,ot) - V-P' . (41)

2) Rotatii uniforme
Dinamica unui sistem cu N particule intr-un referential O aflat in rotatie uniforma
fata de O se poate exprima folosind noile variabile canonice ¢ = [r},i = 1, N],
P = [p},i =1, N], definite de ecuatia (37), in care

X=Y=0, a=&Na , b=¢=0 .

Matricile 3 x 3 @; reprezinta actiunea elementelor algebrei so(3) (16) a grupu-
lui rotatiilor asupra variabilelor particulei 7. Daca notam cu & vectorul viteza
unghiulara, atunci a; = 0t - g, (él)]k = ¢;jx. Functia generatoare (36) a acestei
transformari este

5Cw(q~7 ﬁla 5t) = =it - L )

unde L = Zfil r; X p;. Noile coordonate sunt

r,=r;—0tJd xXr; , p;=p;—0td X p; (42)
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iar potrivit relatiei (35) evolutia lor in timp este generata de hamiltonianul
H=H-4-L , (43)

unde & - L este termenul Coriolis.

Multimea transformarilor continue rezultate din compunerea translatiilor uni-
forme cu rotatiile si translatiile statice formeaza grupul de echivalenta inertiala
(Sect. III.1), numit grup Galilei in cazul nerelativist, sau Poincaré in mecanica
relativista. Actiunea acestor grupuri pe spatiul fazic (M,w) determina o clasa de
referentiale echivalente in raport cu formularea legilor fizicii si implica anumite
proprietati generale de simetrie (invarianta) pentru ecuatiile mecanicii clasice.

3 Actiuni simplectice de grup si invarianta

Fie M o varietate neteda. O actiune la stanga a grupului Lie G pe M este o
aplicatie neteda [8] ® : G x M +— M astfel Incat

i)Vm € M, ®(e,m) =m,

it)Vg,h € G,Ym € M, ®(g,®(h,m)) = ®(gh, m).

Orbita lui m € M este

G-m={®(g,m)/g € G} .

Actiunea este tranzitivi dacid G -m = M, ¥m € M. In acest caz M se numeste
spatiu omogen. Grupul de izotropie al lui ® in m € M este

Gn = {g € G/®(g,m) = m}

Acest subgrup este inchis deoarece ®,, : G — M, @m(g) = ®(g,m) este continua,
iar G, = ®'(m).

Fie ® o actiune a lui G pe varietatea simplectica (M, w). Aceasta actiune este
simplectica daca w ramane invarianta la @, (®,(m) = ®(g,m)),

Pw=w , Vgel .

Fie ® : G x M + M o actiune neteds, si € € T.G = g. Atunci ®¢ : R x M — M
definita de
OE(t,m) = d(e,m) , teR

este o R-actiune pe M, iar ®¢ este un curent pe M. Campul vectorial corespunzator
dat de

d
Ev(m) = %\t=oq’(€t€a m)
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este generatorul infinitezimal al actiunii induse de &, iar
Em(@gm) = T, @y (Ady-1&) i (m)

cu Ady§ = TeRy~1 Ly (Anexa 2).

Fie (M,w) o varietate simplectica, ®, o actiune simplectica (®iw = w), inde-
pendentd de timp (®, = 0), a grupului Lie G pe M, si Xy un camp hamiltonian
pe M (ix,w = dH). Vom spune ca ecuatiile de miscare (sau legile fizicii) sunt
invariante la actiunea lui G' daca

(I)ZXH =Xy , Yae@G .
Cand ecuatiile de migcare sunt invariante
O*H — H = p(a) (44)

este o constanta pe M si p(ab) = p(a) + p(b), Ya,b € G, astfel incat a — p(a) este
un homomorfism al lui G in R. Dacd G este compact atunci p(a) = 0, iar H este
invariant la actiunea lui G. In formalismul lagrangean orice transformare continua
la care functia Lagrange se modifica cel mult cu o derivata totala in rapot cu tim-
pul pastreaza forma ecuatiilor de migcare, iar prin teorema Noether determina o
lege de conservare [9].

Prin "invarianta manifesta” la actiunea lui G vom intelege invarianta curentului
F,, ®'F, = I}, (a traiectoriilor) determinate de campul Xpy. Deoarece Xy = Ft,
iar ®, nu depinde de timp, de regula invarianta manifesta este o consecinta a
invariantei ecuatiilor de migcare. Totusi, pot exista si varietati critice singulare
dim¥ # 0, Xy|x = 0, pe care G actioneaza netrivial, G - ¥ = 3. In acest caz vom
spune ca sistemul prezinta o rupere spontana de simetrie.

Potrivit (44) proprietatile de simetrie ale hamiltonianului reflecta structura
acestuia, astfel incat, daca se alege simetria drept principiu fundamental, atunci
clasa de functii admisibile ca hamilonieni poate fi restransa la cele selectate de
teoria migcarii colective (Sect. 1.6).

Dacia M = T*R3, proprietitile geometrice ale spatiului fizic (izotropie, om-
genitate) specifica drept grup de simetrie fundamental pentru particula libera
grupul euclidian E(3) = SO(3,R) x R3, definit ca produs semidirect intre grupul
rotatiilor statice globale SO(3,R) si cel al translatiilor spatiale statice globale R?.
Un potential extern V(r) localizat afecteaza invarianta la translatii, dar aceasta
se poate restabili considerand sisteme de particule cu masa finita in interactiune.

Forma particulara a hamiltonianului (a termenilor de interactiune) poate con-
duce nsa la un grup de simetrie mai larg, numit grup de simetrie dinamica. De
exemplu, In cazul problemei Kepler nerelativiste (Cap. III) acesta este SO(3,1)
pentru starile cu energie pozitiva si SO(4, R) pentru stari legate.
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Translatiile cu viteza constanta reprezinta un caz special deoarece privesc
cadrul spatio-temporal si conform principiului inertiei pastreaza ecuatiile de migcare
invariante, dar prin (41) au efecte dinamice datorate dependentei explicite de
timp. In continuare vom presupune ca invarianta la transformarile grupului de
echivalenta inertiala intra in categoria simetriilor dinamice pentru hamiltonieni
definiti pe spatiul fazic extins. In functie de hamiltonianul considerat pentru par-
ticula libera, aceasta echivalenta poate fi exprimata folosind transformarile Galilei
sau Lorentz. Dintre acestea, invarianta Lorentz este mai restrictiva, deoarece
potrivit teoremei de ne-interactiune [10], la un sistem de mai multe particule
invarianta relativista a ecuatiilor de migcare (a legilor fizicii) este compatibila cu
invarianta relativista manifesta, a liniilor de univers (traiectoriilor) determinate
de aceste ecuatii, numai daca particulele nu interactioneaza prin forte la distanta.
Totusi, acest rezultat poate fi evitat daca particulele au o structura, deoarece
conditia de invariantd manifesta devine ambigua [11, 12].

Existenta simetriilor simplifica rezolvarea ecuatiilor de migcare, iar in cazul
sistemelor complexe permite o descriere calitativa a curentului hamiltonian, con-
siderat ca actiune a grupului R. In general, "integralele prime” independente de
timp sunt legate de algebra grupului de simetrie prin aplicatia moment.

4 Aplicatia moment

Propozitia 2. Fie ® o actiune la stinga a lui G pe M, si ®,, : G — M definitd de

D, (g) = B(g,m), Ym € M. Atunci:

i) pentru orice q-forma w € QI(M), ®y-invariantd (Pjw = w), se poate defini o

aplicatie® ¥ : M — A(g), ¥(m) = &% w.

it) aplicatia X este G-morfism (echivarianta), ¥ o ®, = Ad; ..

Teorema 1. Orice actiune simplectica a grupului Lie G pe (M,w) defineste un

G-morfism X : M w— Z?(g) astfel incat:

i) (M) este reuniune de G-orbite in Z*(g).

it) daca actiunea lui G pe M este tranzitiva, atunci 3(M) este o singurd orbita.
Fie g =T,G, ¥ € Z?(g), considerata ca 2-forma pe G, si

922{569/£§Z:0} ) bZ:{€€g/i§E:O} )

unde prin L¢ = i¢d+die am notat derivata Lie. Astfel, gy, este algebra de izotropie
a lui X, iar grupul conex Hy, generat de by este foaia prin identitatea e € G a
folierii caracteristice (nule) a lui 3.

Propozitia 3. Pentru X € Z*(g), dacd Hx, este inchis in G, atunci Mx = G/Hx

5AF(g) este multimea k-formelor pe g (submultimea invarianta la stanga din QF(G)), Z*(g) =
{w e A*(g),dw =0}, H*(g) = Z*(g)/B"(g) = Ker d(A*)/dA*.
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este o varietate simplecticd, iar orbita in Z*(g) asociatd cu My este orbita lui G
prin 2.

Dem.: Fie m : G — My proiectia 7(g) = gHyx. Considerand Hy, = m € My,
atunci T, (g) = gm = & (g), si 7= O, ¥ = 75w 0.

Propozitia 4. G-orbitele prin elementele 3 € Z?(g) avand Hy, inchis sunt spatii de
acoperire pentru varietati simplectice (M,w) pe care G actioneaza tranzitiv.
Dem.: Fie M = G/H. Daca i,,,w = 0 atunci )y = 0 si n € h. Astfel, daca
Y = 7w, atunci by = b, Hy este componenta conexa a lui H, iar My, = G/Hy,
este spatiu de acoperire pentru M [

Ezemplu. (Kostant-Souriau): Daca ¥ = df, 8 € g*, atunci Hy este inchis, si
reprezinta componenta conexa a grupului

Hp = {9 € G/Ad,-.0 =B} .

Astfel, G/ Hy, este spatiu de acoperire pentru orbita G - § ~ G/Hg.
Teorema 2. (Kostant-Souriau): Dacd H'(g) = H*(g) = {0}, atunci orice varietate
simplectica omogend pentru G acopera o G-orbita in g* [13].
Dem.: Daca H?*(g) = {0} atunci oricare w € Z?(g) are forma w = df3, 3 € g*, iar
H,, este inchis. Totusi, dacd H'(g) = {0} atunci V3 € Z'(g), 8 = 0, astfel incat
Vw € Z*(g), w = df cu [ unica 0.
Propozitia 5. Sd consideram w € Z*(g), invariantd la stinga pe G. Atunci:
i) subalgebra b, cu dimensiune minimald este comutativa.
it) daca M este spatiu omogen simplectic cu dimensiune maximald, atunci Vm €
M, componenta conexa a grupului de isotropie G, este abeliand.
Dem.: i) Presupunem w; = w + tdf cu 6 € Q!(G), invarianta la stanga. Daca
dim(bh,,) este minimala, atunci dim(b,,) = dim(h,,), si V¢ € b, poate fi extins la o
curbd & = & + tn + 0(t*) € hy,. Deoarece igw; = 0, 6([¢,n]) = 0 V0, astfel incat
[€,m] = 0.
ii) Daca M ~ G/H are dimensiune maximala atunci H are dimensiune minimala,
iar h = b, este abeliana [1.

Fie & : G x M — M o actiune simplectica la stanga a lui G' pe (M, w). Pentru
Xe = dP(€) obtinem

Xiem = —[Xe. X)), YE&neg (45)

astfel incat actiunea ® induce un anti-homomorfism d® : g — x(M) intre algebra
Lie g a grupului G si algebra Lie x (M) a campurilor vectoriale netede pe M ([1]
p. 269). Actiunea ® este simplectica tare® (hamiltoniana) daca exista o aplicatie
(comoment)

)\:gl—>.7:(]\/[) ,

®Dacd H!'(M,R) = {0} atunci orice 1-formi inchisd este exacti, si orice actiune simplectica
este simplectica tare.
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astfel Incat i¢,,w = d)\¢. O actiune simplectica tare este hamiltoniana tare daca A
este G-morfism (echivarianta), adica

Pl aA=XoAd, ,
iar diagrama

0 — R — F(M) — ham(M) — 0
AN Tds, (46)
g
(ham (M) C x(M)), comuta.

Echivarianta este necesara pentru o cuantificare consistenta [14], deoarece ob-
servabilele fizice sunt elemente din F(M), si nu din x(M). Astfel, este posibil
sa gasim o reprezentare a algebrei g prin operatori asociati observabilelor (Sect.
I1.2.2), ce actioneaza pe spatiul Hilbert £2(M), numai daca exista .

Fie ® : G x M — M o actiune simplectica pe varietatea simplectica conexa
(M,w). Atunci J : M +— g* este o aplicatie moment pentru actiunea ® daca V¢ € g

ing == dj(ﬁ)

unde J(€) : M — R este definitd de J(€), = Jp - € = (Jp,€). In particular, o
actiune hamiltoniana ® : Gx M +— M defineste o aplicatie moment prin J(§) = A¢.
Propozitia 6. Fie M o varietate simplectica conexa st ® : G X M — M o actiune

simplectica avand aplicatia moment J. Pentru orice a € G si & € g se defineste
aplicatia Z,(§) : M — R,

Za(§) = @51 J(€) — J(AdaE)

Atunce

i) Za(f) este o constantd pe M gi defineste o aplicatie Z = G — g*, (Z,,&) = Za(ﬁ),

numita cociclu coadjunct [15].

i) Z satisface identitarea Zagy = Zy + Ad_1 Zy.

Dem.: M este conexd iar dZ,(£) = 0 pe M, astfel incit Z,(€) este o constant CJ.
Observam ca un cociclu Z : G — g* defineste un cociclu infinitezimal Q €

Z*(g), prin

d . . .
Q&) = —li=0Zexpien (n) = 1J(€), J(m)} — J([€m]) - (47)
Un cociclu coadjunct A : G — g* este cofrontiera daca exista pu € g* astfel incat

A, =p—Adp .
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Similar lui (47), A defineste o cofrontiera infinitezimald § € B?*(g) prin

d .
5(57”) = %’tZOAeXP(ft)O]) =M [5777] ) 0= d:u .

Multimea claselor de echivalenta [Z] a cociclilor-modulo-cofrontiere formeaza spatiul
(deRham) de coomologie’” H?*(G,R) al lui G.

Propozitia 7. Fie J, si Jo doua aplicatic moment pentru actiunea simplectica
O : G XM — M, avand cociclii Zy si Zy. Atunci [Z1] = [Zs], astfel incat
oricarer actiuni simplectice care admite o aplicatie moment i corespunde o clasa
de coomologie bine definita.

Propozitia 8. Fie ® : G x M — M o actiune simplectica avand aplicatie moment.
Atunci

i) ® defineste o clasa de coomologie [co) € H?(g,R) care mdsoard obstructia in a
gasi o aplicatie moment echivarianta (J o @4 = Ad; . J).

ii) o aplicatie moment echivarianta J exista dacd $i numai dacd [ce] = 0.

iii) cand [co| = 0 multimea tuturor aplicatiilor moment echivariante posibile este
parameterizatd de H'(g).

De exemplu, dacd g este o algebra Lie semisimpla (Anexa 4) atunci H'(g) =
H?(g) = 0, si orice actiune simplectici a lui G admite o aplicatie moment echivari-
anta unica.

Teorema 3. Fie ® o actiune hamiltoniana tranzitiva o lui G pe M cu aplicatia
moment echivarianta J. Atunci:

i) J aplica M pe o orbita a lui G in g*.

ii) J este o imersie, iar M este spatiu de acoperire pentru J(M).

Dem.: (i) ®; ,J = J o Adgy, cu ®, tranzitiva. (i) Fie T,,J -qu = 0, n € g,
Ny € T M. Atunci

Daca dJe - ny = 0 atunci w(&y,mam) = 0 V€ € g. Dar {&n(m)/€ € g} = T, M
iar w este nedegenerata, astfel incat 7, = 0. Rezulta Ker(T'J) = {0}, iar J este
imersie .

5 Spatiul fazic redus

Fie (M,w) o varietate simplectica, ® : G x M — M o actiune simplectica a lui G
pe M, J : M +— g* o aplicatie moment pentru ® astfel incat J o &, = Adt’;,1 J, si

Gu={9€G/Ad.p=p} ,

Tb(M) = dim H*(M,R), k = 0,1,2, ... sunt numerele Betti, iar x(M,R) = >, (—1)*b, (M)
este caracteristica Euler-Poincaré a lui M [16].

19



cu p o valoare regulard® a lui J. Atunci [1]:

i) P, = J (1) este o subvarietate a lui M.

i) Vp € JHu), T,(G, -p) = T,(G - p) N T,P,, astfel incat G, actioneazd pe
J ()

Demonstratia pentru (i) rezulta din teorema lui Sard, iar pentru (i) J o &, =
Ady ., J arata ca y(p) € T,J ' (u) daca si numai daca &g+ (1) = 0, adica § € g, 0.

O actiune ® : G x M — M se numeste proprie daca aplicatia ¥ : G x M +—
M x M definita de ¥(g,m) = (m, ®,(m)) este proprie’. Pentru o asemenea actiune
Ym e M, G,, = {a € G/®,(m) = m} este compact. Actiunea se numeste libera
daca G, = {e}.

Atunci cand p este o valoare regulard a lui J actiunea lui G, pe J'(u) este
local libera, si realizeaza o foliere avand ca foi orbitele lui G,. Daca actiunea lui
G, este proprie, atunci orbitele G, - p, p € P, sunt subvarietati in J (). Cénd
actiunea lui G, este libera Vp € P,, G, = {e} C G,, si exista o subvarietate
S C P,, continand p cu proprietatile:
i) S este inchisa in G,(.5).
ii) G,,(S) este o vecinatate deschisa pentru orbita G, - p.
i) dacd a € G, 51 P,(S) NS # 0 atunci a = e.
Aceasta ultima proprietate arata ca foile lui G, prin punctele lui S se pot intersecta
cel mult odata, astfel incat spatiul orbitelor M = J~'(u)/G,, are structurd de
varietate!®. Mai mult, M este Hausdorff deoarece orbitele sunt subvarietiti in
J~H(u) (G, este inchis iar ® este continud). Cand (7%4) nu este indeplinita V.S,
atunci G, # {e}.

Fie P o varietate iar w € Z?(P). Atunci

E,={veTP/i,w=0}

se numeste distributia caracteristica a lui w. (De exemplu, pentru 2-formele elec-
tromagnetice wy, w} din Sect. 1.1.4 existd un vector caracteristic comun v € TR*,
tangent la razele de lumina [7].) Daca E,, este subfibrat in T'P, atunci w se numeste
regulara pe P. In acest caz, distributia E,, este integrabila, si defineste o foliere F
a lui P. Spatiul foilor M = P/F obtinut prin identificarea punctelor din fiecare
foaie are structura de varietate daca oricare punct din foaie este continut intr-o
subvarietate S, transversala la foaie, astfel incat S intersecteaza foaia cel mult
odati. In acest caz, coordonatele locale pe S se pot folosi drept coordonate locale

8Pentru f: M — N de clasd C!, n € N este o valoare regulard a lui f dacd Ym € f~1({n}),
T,.f este surjectiva.

Yadica orice submultime compactd K C M x M este imaginea unei submultimi compacte
V1K) C G x M, sau ci date sirurile z; si ®,,2;, i = 1,2,3, ..., convergente, atunci g; contine
un subsgir convergent.

Dacs actiunea Iui G pe M este neteda, liberd si proprie, atunci M ~— M/G este fibrat
principal avand G ca fibra si grup structural, [1] p. 276.
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pe M, iar M capata structura de varietate.

Propozitia 9. Fie G grup Lie compact actionand pe varietatea P astfel incat or-
bitele sale reprezinta o foliere pe P. Fie p € P, G, = {a € G/®,(p) = p}, iar Gg
componenta conexa a lui G,. Atunci folierea lui P cu G-orbite este fibrare daca st
numat daca reprezentatrea lui I') = Gp/Gg pe spatiul Ny, normal la orbita G - p,
este triviala Vp € P.

Exemple de folieri 1-dimensionale care nu sunt fibrari sunt prezentate in Anexa 3.
Teorema 4. Fie (M,w) o varietate simplectica, G un grup Lie cu actiune simplec-
tica pe M, war J : M — g* aplicatia moment echivarianta. Fie p € g* o valoare
requlard a lui J, astfel incat G, actioneazd liber si propriu pe J~'(u) = P,. Dacd
i, o J () = M este incluziunea, iar Vjw = wl|p,, atunci [1]:

i) foile distributies caracteristice pentru forma i,w pe P, sunt orbite pentru G,,.
i) spatiul orbitelor M = J~ (1) /G,, are structura unei varietati simplectice (M, ),
T =iw, cum: P, M proiectia w(p) = {G,, - p}.

Dem.: V€ € gy, dgy,w|p, =0, 81 &y € Ejx.. Reciproc, fie v un element din 7,,P,,
dar nu si din 7),(G,, - p) pentru care i,w|p, = 0. Daca F' = T,(G - p) UT,P, atunci
FNF*+=T,(G,-p). Cum w este nedegeneratd pe T,M si F/FNEF*, ea trebuie s&
fie simplectica, avand forma w([f], [f']) = w(f, f'), [, [’ € F. Astfel, daca i,w = 0,
v € T,P,, atunci si i,jw = 0, astfel incat [v] = 0 iar v € T,(G, - p) 0.

Ezxemple
1. Fie fi, fa, ..., fn, n functii in involutie, {f;, f;} = 0, in raport cu paranteza
Poisson pe o varietate 2N-dimensionala M. Considerand G = R”, u € R" si
J = fi X fa X .. X [y, atunci G, = G iar dim(J'(p)/G) = 2N — 2n. Cand
n = N = dimM/2 sistemul dinamic pe M avand una dintre f; ca hamiltonian se
numeste complet integrabil.
2. Fie 'H spatiu Hilbert complex cu forma simplectica

w(X,Y) = Im{X|Y) | (48)

§i P, : H— H, &0 = 210, actiunea lui G = S* = {z € C/|z| = 1} pe H. Atunci
i) actiunea ® este simplectica.

ii) aplicatia moment este J, = —i(y|y)/2.

i11) spatiul fazic redus este spatiul Hilbert proiectiv Py.

Dem.: Algebra lui G este g = {£ € C/& = —£*}, si cum Pet) = efle), ¢ € H,
Ex (1Y) = €. Deasemenea

d d
Ty®. Xy = Eh:o‘bz(iﬂ + Xyt) = Eh:oz(d) + Xyt) = 2Xy .
Z) (I)zw(Xw, Y¢) = w(Tw(I)sz, TwCDZYd,) = w(sz, ZYw) = CU(Xw, Yw), sau CIDZw = Ww.
Ny : d 5
i) gy w(Xy) = Im(En(V)|Xy) = Im(E[Xy) = i€ Re(|Xy) = im0 (E)vrex,
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Dar pentru f(¢) = (¥[v),
%ytzof(w +tX) = 2Re(y|X)

astfel incat J(€), = i&(y]v) /2.
iii) Cum g* = g, daci i € g° §i € € g atunci (1, €) = uE, §i Jy = —i(w})/2.

Astfel,
T ) = { e H/(Wl) = 2ip}

Deoarece G, = G = S* actioneaza pe J~1(u),

TN ) /St = {[Y] v € H/(Wlv) =1} =Py, W] ={2)/2 € C, || =1} .

Teorema 5. Cu ipotezele Teoremei 4, fie (M,w) o varietate simplectica, G un
grup Lie actionand simplectic pe M, J : M — g* aplicatia moment echivariantd,
si H : M — R functia Hamilton, invariantd la actiunea lui G. Daca p € g*
este o valoare requlard pentru J, G, actioneazd liber si propriu pe J ' (u) = P,
i, 0 J7H(p) = M este incluziunea, iar iw = wl|p,, atunci [1]:

i) curentul Fy pentru Xy mentine J~'(u) invariantd i comutd cu actiunea lui G,
pe J7Y(w), astfel incat induce canonic un curent ¢; pe M,

WMOFt:QStO’/TM . (49)
ii) curentul ¢; pe M este hamiltonian, generat de functia H : M +— R,
Ho T, =Hoi,

numata hamiltonian redus. B

Dem.: (i) Cum J (i) este invarianta la F}, proiectia lui F; pe M defineste curentul

¢ prin (49), iar
(prom,)'w=Fimw=Fi, M p

Astfel, m (¢0 — w) = 0, §i cum 7, este surjectiva, ¢;w = w.

(11) Fie v € TM i [v] = Tm,v € TM. Atunci

dH([v]) = midH (v) = d(H o m,)(v) = d(H 0i,)(v) = i},dH (v) = ijw(Xg,v) =

.0 X, v) = 0(Tr,Xg, Tmw) = o([Xal, [v]) = ixmo(fv])

astfel incat ijx,j0 = dH. Rezultd cd ¢; are [Xy] = T'm, Xy ca generator si H ca
hamiltonian [.

Propozitia 10. Fie c;, cu co =mg € J (i), o curbd integrald pentru Xg, iar [c]
curba integrald pentru X g, presupusd cunoscutd. Fie dy € J=*(p), cu dy = mg, o0
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curba neteda astfel incat [dy] = [¢;]. Atunci [1]: ¢; este de forma ¢, = ®4,d; unde
a; € G, rezulta din a, = T, L,,&(t) in care £(t) € g, este solutia ecuatiei

Env(dy) = Xpg(dy) — dy
Dem.: Pentru ¢; = ®,,d; obtinem
Xu(e:) = ¢ = Ty, ®oydy + T, W, (ar)y (50)
cuV,,:G— M, ¥, (a) = P,m. Deoarece
Ty Wi = T, TR, Ry-1d = T.(¥,, 0 Ry)T Ry-14 =

Te\I/q)amTRa—ld = (TRa_1a)M(q>am) s

(50) devine '
XH(q)adt) — Tdtq)adt + (TRafl(.l>M((I)adt) . (51)

Dar Xy (®.d;) = Ty, P, Xp(d;) din invarianta lui Xy la @, si
gM((I)adt) = Tdt¢a(Ada*1€)M(dt) ) Adai = TeRaflLaS )

astfel incat (51) capata forma Xpy(d;) = d, + (ToLg-1a)p(dy), sau Ep(dy) =
XH(dt) — dt cu 5 = TaLa—la .

6 Forma colectiva a hamiltonianului cu simetrie

Un model colectiv clasic pentru un grup Lie G este un spatiu fazic (M, w) pe care G
actioneaza simplectic si tranzitiv ((M,w) este G-elementar). Fie ® : G x M — M
o actiune simplectica a lui G pe (M,w) cu aplicatia moment J : M — g*. Un
hamiltonian H pe M este numit colectiv daca are forma [8]

H=h.old=Jh, , (52)

unde h. : g* — R este o functie neteda. Daca J(M) este fibrare cotangenta,
J(M) =T*Q, atunci (52) definegte un model colectiv fizic.

Teorema 6. (Kirilov-Kostant-Souriau) Fie G un grup Lie, L : GXG — G acliunea
lui G pe G prin translatii la stanga, si ®° : G x T*G +— T*G actiunea indusd de L
pe T*G cu aplicatia moment J*: T*G — g*. Atunci (cu notatia din Aneza 2):

i) spatiul fazic redus (J°)~(u)/G,. se poate identifica natural cu orbita G - u =
{Ad_ipi,a € G} a lui pin g*.

i) daca R:GxG — G este actiunea la dreapta a lui G pe G, iar " : G x T*G —
T*G este actiunea indusd de R pe T*G, avind aplicatia moment J" : T*G — g*,
atunci hamiltonienii ®'-invarianti sunt ®"-colectivi.
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Dem.: (i) Pentru pu € g*, (JO) Y u) = {(a, Adip),a € G}, fie p € (J) Y (u),
p = (a, Ad:p). Deoarece \pp = (ba, Ad:p), atunci \pp € (J9) 71 (1) daca si numai
dacd b € G,,. Astfel, G, actioneaza liber si propriu pe (J*)7'(p), iar

[(a, Adyp)] = {(ba, Ad}p),be G} =Ad;pe G- .

(ii) Fie H : G x g* — R o functie Hamilton. Deoarece \;H (a, ) = H(ba, p), H
este A*-invarianta numai cand este independenta de a, adica H(a,pn) = H(u)
heo Ji, , sau H = he o Jr 0.

Propozitia 11. Fie ® : G x M — M o actiune hamiltoniana a grupului Lie G pe
(M,w) cu aplicatia moment J : M +— g*, iar H = h.o J, h. : g* — R, un hamil-
tonian colectiv. Atunci traiectoria my a sistemului hamiltonian m; = Xg(my),
mg € M, este complet determinata de traiectoria v a sistemului hamiltonian
definit de h. pe orbita O = G - J(my), v = J(my).

Dem.: Yu € g*, exista elementul d,, (1) € @, 0p, : g* +— g, definit de

(o G (1)) = lecoleli + 0

Astfel,
ixyw(v) =dH(v) = J*dh.(v) = d(he). ) (TnJv) =

(T 0,03 () = AT (Gr, (J)) -0 = i 5,_3,,0(0)

prin care Xgy(m) = (05, o J(m))a(m). Dacd v € O atunci 6, (1) C g iar ay
definita de a; = T, Lg, (0p,7:) este o curba in G. Considerand m; = ®,,my, rezulta

mt éatmo (Tat Laila't) (mt) =

(Onve)ar(my) = (0n, © J(my)) () = X (my) O

In aplicatii, pentru a obtine traiectoria m; prin mg sunt necesare urmatoarele ele-
mente:

1. orbita O = Ad’_,J(mg) C g*.

2. traiectoria v, pe O pentru sistemul hamiltonian indus de h..

3. curba & C g, & = 0. (1)

4. traiectoria a; C G obtinuta din a; = T, L,,&;.

Cu acestea rezulta m; = ®,,(my).

Este important sa remarcam faptul ca un punct de echilibru relativ pentru un
sistem hamiltonian G-invariant se misca pe traiectorii G,-colective, corespunza-
toare orbitelor 7, C g* degenerate in puncte critice pentru un anumit A.. Deci, in
asemenea situatii G-invarianta implica G ,-colectivitatea.

In general, actiunea lui G pe (M,w) nu este tranzitiva, dar spatiul fazic redus
(]\7[ ,@) In raport cu actiunea lui G este spatiu omogen pentru un anumit grup Go.
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Aceasta situatie apare cand :

- M =T*Q iar G actioneaza tranzitiv pe Q.
- M =T*Q iar G actioneaza liber pe Q.

- M =T*G.

Exemplu: solidul rigid
Daca G = SO(3,R) atunci g ~ g* ~ R?, si pentru Vu € g*, u = Z?:1 i fi, orbita
G - 1 este sfera de raza ||, fi = (p1, po, n3). Setul {f;,i = 1,2,3} de elemente de
baza in g* se definegte in raport cu un set {§;,7 = 1,2, 3}, de elemente de baza in
9, [&i, &) = €, astel incat f;(&x) = di

Sa consideram H : T*SO(3) — R de forma H = h.o J", cu J"(a, ) = —p si
he:g*— R,

1< u?
b =2 Y2 (53)
i=1 "
Deoarece J'(&) : T*G +— R are expresia J'(&) = —(u,&) = —pu;, iar paranteza

Poisson satisface {J7(€), J"(n)} = J"([¢,n]) din echivarianta, obtinem {p;, y1;} =
—é€ijkitk. Ecuatiile de migcare sunt

3 3
. 2 o
fri = {pi, he} = Z ]—k{ﬂi,/ik} = Z%z% , (54)
k k
k=1 k=1
sau
. ( 1 1 ) . ( 1 1 ) . ( 1 1 )
M1 = H2 i3 I, L) Mo = 143 2 I, M3 = fhy 2 L I

Introducand w; = (f;, on. (1)) = pi/1; acestea capata forma
Ly = wows(Iy — I3) , Iy = wiws(ls — Ih) , [3ws = wiwa(ly — Iz) ,

similara ecuatilor prezentate in Sect. 1.1.3.
Cand I; > I, > I punctele critice & = (K1, ko, k3) ale lui h. pe G- u, (dh(T,G -
w) = 0), sunt
(0, £1il,0) , (£1i1,0,0) , (0,0, %|i)

Pentru traiectoria in harta W(7*G) obtinem
my = pa, (o, f1o) = (aoa[17 Adzt—luo)

unde a; provine din a; = T, La,wy, wy = Ly, (111)-

Dupa cum s-a precizat mai sus, teorema Kirilov-Kostant-Souriau priveste cazul
in care pe spatiul configuratiilor ) se definesc doua actiuni ale grupului G care
comuta, ®" si @ libere si tranzitive, astfel incat actiunea ¢ : G x Q — Q,
0, = " PE are un punct fix. In exemplul solidului rigid ®° corespunde rotatiilor
in referentialul laboratorului, iar ®" rotatiilor referentialului intrinsec.
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6.1 Orbite coadjuncte la produsul semidirect

Teorema 7. Fie ® : H x Q — Q o actiune tranzitiva a grupului Lie H C GI(V)
pe varietatea Q, iar T : H x V — V o reprezentare a lui H in spatiul liniar V.
Presupunem ca f : V — F(Q) este o aplicatie lintara H-echivarianta, (®5_,f =
fom, Yh € H), care defineste o actiune hamiltoniand a produsului semidirect

G=HXxV peT*Q,

U(];w)aq =T; ®pr0, —dfo(Prg) , (hov)€G, a, €T'Q (55)

cu aplicatia moment echivarianta J : T*Q — b* + V*. Daca 3qy € Q astfel incat
H,, = Hg (actiunea lui G pe T*Q este tranzitiva), atunci J(T*Q) este o singura
G-orbita in g*, i anume G-orbita prin punctul (0, K).

Dem.: Actiunea (55) are forma

Fo_ ., s
U(h,’U) = tf,U@h
unde )
Spag =Ty, Pr1ay , troy =04 — df,(q) -

Daca prin j : T*Q) — bh* notam aplicatia moment pentru actiunea lui H pe 7@,
7 T*Q — @ este proiectia, iar vp-g(oy) = —7*df, (o), atunci aplicatia moment
pentru actiunea U f este

A

Jog(§,0) = 3aq (&) + 7" fulag) -
Considerand f,(qy) = (K,v), K € V*, atunci in Vg = ®,,(q)
folq) = (K, mp-1v) = (171 K, v)

astfel incat
Jaq = (jaan}tflK) ) (56)

unde ay = (I)haqo; si jaq = j’i)haqo = (Ad;:)_ljga cu jg = jaqO’ jO : T;OQ — b*. In
harta pe T*Q definita de

VT'Q e QxTh@Q , ag) = (¢, Ph1ag) = (¢,p)

(56) capata forma
Jlop) = (Ady 150, 77 K) (57)

Fie Hy = {h € H/®,q0 = qo} grupul de izotropie al lui gy iar b algebra sa. Astfel,
V€ € Bo, j,(€) =0, si de fapt j°: Tp Q — b* /by = b,

by ={neb /&) =0vVEeh} .

a,p
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Fie
HK = {h S H/T;:—1K = K}
grupul de izotropie al lui K, iar hx algebra sa. Presupunand acum ca hy = hg,
atunci h/bhy = h/bg, Q ~ H - K, si cum H C GI(V) actiunea lui G pe T*Q este
tranzitiva. Astfel, J(T*Q) este spatiu de acoperire pentru G-orbita G - (0, K).
Pentru (u, K) € h* + V* si (h,v) € H x V obtinem

Adfy, -1 (1, K) = (Adap+ (1K) O 0, 1K)

unde (h,v)~!' = (h~!, —7;, 'v), iar K®v este elementul din h* definit prin Ad;_, (K®
v) =T K O, s (K 00)(E) = (K, &v(v)) cu

fv(U) dd|t07't§()€TvV2V,fEh.

Daca g : b — b/bg, 1ar,u0€b/bK_ %, atunci
T(p—p)=0FeV , u—pup=Kouv .

Astfel, Vj) € hi, 3v € V astfel incat K ® v = Jp, dim(K © V) = dim(H/Hy) =
dim @), si

‘](,q,p) - (Ad2—1j277_;—1K) = (Adj (K © ), 1K) = Ad?h—l,—v)(ov K)

care arata ca Jp-g este orbita unica Jr-g = Adg(0, K) O.

Este important de remarcat faptul ca pentru orbita ) = H - K C V* spatiul
T*@) este aplicat de J pe G-orbita G - (0, K), si orice hamiltonian pe M = T*Q
este G-colectiv. In plus, daca (M,w) este un spatiu fazic arbitrar, iar J : M —
V* atunci actiunea ® defineste un model colectiv fizic. Cea mai generala orbita
coadjuncta a produsului semidirect G = H xV apare ca spatiu fazic redus in raport
cu actiunea la dreapta a lui Hx pe T*H. Trei cazuri importante sunt prezentate
in exemplele ce urmeaza.

6.1.1 SO(3,R) x R3 si solidul rigid in cAmp extern
Fie Q = SO(3,R) = H si V = R3. Pentru actiunea la dreapta a lui G = H x V
pe T*(Q aplicatia moment este

J"(hyp) = (—p, 1K) .

Daca K € V* ~ R3 este un camp de forta constant, iar z € V ~ R? este vectorul
de pozitie al centrului de masa, atunci hamiltonianul pe 7*SO(3) este H = h.oJ",
cu

1< 5
i=1 "
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6.1.2 SO(3,1) x R*! si particula relativista libera

Daca H = SO(3,1) este grupul Lorentz, iar V = R*! spatiul Minkowski, atunci
G = H xV este grupul Poincaré. Algebra Lie s0(3, 1) este generata de sase matrici
reale 4 x 4, {J;, K;,i = 1,2,3}, cu elementele nenule (J;) = —€u, i, k, 1 =1,2,3,
() uw = 6,000 + 0000i,, b, v = 0,1,2,3, i relatiile de comutare

(i, Jk) = €ikmdm » [Im, Ki] = €mali , [Ki, K] = —€midi (58)

Deoarece'! s0(3,1) ~ s(2,C), un element £ = &@-K+3-J € 50(3,1), @, § € R?,
corespunde la & = (d—i(3)-d/2 € sl(2,C), cu & = (61, 02, 73) fiind notate matricile

Pauli 2 x 2,
. _[o01 [0 —i . [1 0
"’”‘{1 0}’“@/_[@‘ 0]""2_{0 —1}’ (59)

Un element F' € g* poate fi exprimat in forma
F=pX;—p-X"+8-K'+s-J° |

unde baza (Xg, X*, K*, J*) este definita de X(X,) = 6, , K (K;) = J;(J;) = 0.
Cu notatia f = (po, P, K,s), orbita G - F' contine fy = (mgc,0,0,sq), unde mq
si sp sunt masa "de repaus”, respectiv momentul cinetic "intrinsec”. Deoarece
Gy, ~ R x SO(2,R), (translatii temporale x rotatii in jurul axei sy) cand sy # 0,
51 Gy, ~ RxSO(3,R) cand sy = 0, pentru particule cu masa orbitele G- F >~ G /Gy,
sunt 8, respectiv 6-dimensionale.

6.1.3 SL(3,R) x R’ si picdtura de lichid

Spre deosebire de solidul rigid, o picatura de lichid are un spatiu de configuratii mai
larg, In care pot apare atat moduri de vibratie in jurul formei sferice cat si moduri
de rotatie ale unei forme elipsoidale. Configuratiile cu deformare cuadrupolara la
volum constant pot fi descrise prin actiunea ® a grupului H = SI(3) pe spatiul
V ={w e GI(3,R)/w’ = w,det w > 0} ~ RS al tensorului de inertje,

O:SI3)x V=V | ®&w=hwh® |heSI3),

astfel incat Q = H - K, K € V*, reprezinta spatiul 5-dimensional al configuratiilor
picaturii de lichid.

Hg(2,C) ~ 50(3,C) ~ sp(1,C), cu formele reale s/(2,R) ~ s0(2,1) ~ su(1,1) ~ sp(1,R)
(split) si su(2) ~ s0(3,R) (compacte).
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Produsul semidirect G = H x V, denumit si CM(3) [17], este un grup 14-
dimensional,

h 0

CM(3) = {(h,w) = [wh ()

. } , he SL(3),weV ~R’} .
avand algebra

em(3) = {(,n) = {f] _%T:| , tesl3),neV} .

Similar cazului precedent, obitele coadjuncte pot fi 12 sau 10-dimensionale, dupa
cum elementele acestora sunt invariante la actiunea subgrupurilor SO(2) sau SO(3).

Algebra e¢m(3) admite o realizare ca subalgebra a algebrei sp(3,R) prezentata
in Sect. IIL.3.
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II. Ecuatii de transport clasice si cuantice

1 Ecuatia Liouville

Fie (M,,w,) spatiul fazic al unui sistem clasic elementar y (molecula) cu v grade
de libertate [18], iar (Mr,wr) spatiul fazic 2vN - dimensional al ansamblului I'
(gazului) constituit din N subsisteme elementare identice,

Mp =M, x M2 x MY | wr=> wy . (1)

In particular, starea unui sistem cu N puncte materiale identice este descrisa in
varietatea Mp = T*R3*Y printr-un punct reprezentativ (de fazi) m avand coordo-
natele (¢, p), unde ¢, p sunt matrici linie cu n = 3N componente. Pentru a obtine
o descriere statistica a ansamblului, vom presupune ca pe fiecare varietate M, se
defineste o partitie in K celule infinitezimale {b; ; j =1, K},

M,u = Uszlbj y bl N bj - @ 5 (2)
de volum
6Qi:/b.§2u , Qu:wl’: . (3)

Acestea determind o partitie a varietitii Mr in ng = KV celule B; de volum
59%, J = 1,np. Daca notam cu w; probabilitatea ca punctul reprezentativ m €
Mr pentru starea ansamblului la momentul ¢ sa fie localizat in celula B;, atunci
raportul p; = w;/ 59{; defineste functia de distributie a densitatii de probabilitate
p. Aceasta este o functie simetrica la permutarea indicilor de particula i = 1, N ai
variabilelor ¢, p, normata prin

/ Qppzl s Qr:wr]nydeﬁ .
Mr

Este important sa observam ca definirea distributiei p in raport cu partitia (2) nu
implica si p € F(M). Pentru o descriere mai prcisa este necesara o acoperire a lui
M,,, definita ca sistem indexat de multimi deschise {U;,7 € I} a caror reuniune
este M), si un sistem de g-colanturi [16], ¢ = 0,1, care asociaza fiecarui set de
q + 1 indici 4y, ..., 4, din I o functie pqy(io, ..., 7,) € R pe Uj, NU;,... N U;,.

In general, deplasarea punctului reprezentativ face ca p sa aiba si o dependenta
explicita de timp. Potrivit teoremei Liouville, elementul de volum € este invariant
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la curentul hamiltonian F; pe My, F;Qp = Qp, iar densitatea de probabilitate se
comporta ca un fluid descris de ecuatia de continuitate (Liouville),

8tp+Lpr:O ) (4)

unde Lgp = —{H, p} este derivata Lie definitd de paranteza Poisson. Hamiltoni-
anul H contine suma termenilor de energie cineticd si potentiald pentru sistemele
elementare, precum si termeni datorati interactiunilor reciproce.

In general, ansamblul format din doud componente I' independente avand
functiile de distributie p; §i po pe My, respectiv M,, va fi descris de functia produs
p = p1pe definita pe M = My x Ms.

Unitatea de masura a functiei de distributie p depinde de dimensiunea varietatii
Mr, deci de Nv. Deoarece in general Mp nu este spatiu metric, este convenabil
s& introducem o unitate de masura fundamentala h pentru w, astfel incat h™" este
unitatea fundamentala pentru Qr. Cu aceasta unitate raportul

5
fYJl = thI,‘ Y (5)

dintre (SQ% si h™ reprezinta ponderea celulei clasice B%. Putem defini si o functie
de distributie adimensionald p = h™¥p, normata potrivit relatiei

Qp _
/MFhNszl. (6)

In general, valoarea medie a unei observibile A € F (Mr) este definita prin

Opr _
<A>:/ hNVpA ,
Mr

A 3
A2 camy> @

in acord cu 1.(2). Valoarea medie a functiei — In p defineste entropia sistemului

0
S——kB/ N g (8)
Mr

unde kp este constanta lui Boltzmann.

iar

2 Ecuatia Boltzmann

Ansamblul I' constituit din /V subsisteme elementare identice u care nu interactioneaza
poate fi descris alternativ folosind "reprezentarea numerelor de ocupare”, prin N
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puncte reprezentative pe varietatea M,. Daca M, = T*R3, acestea sunt punctele
de coordonate (r,p);, i = 1, V.

Fie (2) o partitie a varietatii M, in K celule elementare, si N; numarul de
puncte reprezentative aflate in celula b; de volum 6€2/, (3). Raportul f; = N; /66,
definegte functia de distributie a densittii de particule f € F(M,,), normatd prin

/Mﬂuf:N. ()

"

In particular, raportul f; /N determing densitatea de probabilitate uniparticuli

p , Tap J p p Pu
(sau p, = h"p,) de localizare pe spatiul fazic M,, legata de densitatea p pe Mrp
prin proiectia realizata de integrarea pe N — 1 varietati M,

o1
N_hN”

pu(qa p) = /d3q2'-'d3QNd3p2-'-d3pr(qa Q2a~-->QN>p>p2---PN) . (10)

Spatiul functiilor de distributie pe M, va fi notat prin
Fi={felf(M); f=f>0} . (11)

Valoarea medie a unei observabile A € F(M,,) are expresia

K

j=1 7

o

In absenta interactiunilor dintre componente (molecule) p(q,p) = I, pu(di, Pi),

iar f = Np,, satisface ecuatia Liouville uniparticula

Of + Lyf =0 (12)
in care H € F(M,) este hamiltonianul uniparticula, si Lyf = —{H, f}. Daca
M, =T*Q, Q =R? atunci

LH:(va)'V_(VH)'Vp ) (13)

—

cu 'V, = 8,, V = 9, iar pentru un hamiltonian de forma 1.(6) ecuatia (12) devine

o p
—+ = -Vf-VV. .V, f=0 . 14
Interactiunile (ciocnirile) dintre particule pot fi luate in considerare sub forma

unui termen suplimentar J, = J, — J,, unde J,(.J,) in punctul m € &’ reprezinta

12Ty cazul N = 1 vom presupune ci IV; reprezinta probabilitatea ca particula sa fie localizata
in celula b;.
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numarul de particule care apar (dispar) in celula ¥ in unitatea de timp din cauza
interactiunilor. Astfel, (12) capata forma ecuatiei Boltzmann

Of +Lyf = J, . (15)

Pentru distributii apropiate de echilibru, termenul J. din (15) se poate aproxima
prin J. ~ —(f —fy)/7, unde 7 reprezinta timpul de relaxare.

2.1 Stari coerente clasice

Pentru a rezolva ecuatia (14) este convenabil sa folosim transformata Fourier

F(q, k,t) in impuls,

f(q,k,t) = / *p e*Pf(q,p,t) . (16)

Astfel, daca f(q, p,t) este o solutie a ecuatiei (14), atunci transformata ei Fourier
f(q,k,t) va satisface

0f — V- Vi+ik- (VV)f=0 . (17)
m

Diferite marimi locale de interes, cum ar fi densitatea spatiala n(q,t), densitatea

de curent j(q, t) sau de energie cinetica €(q, t) se pot exprima folosind f i derivatele
sale la k = 0 prin

n(q,f) = / &p f(a, ) = F(a,0,1) | (18)

ila,t) = /d3p Peqp.t) = —ivﬁ(q 0,1) (19)
) m ) ] m M M M

(wz/ﬁ-iﬂ £) = ——V2¥(q,0,1) (20)
€ q7 — p 2m q7p7 - 2m k qa ) .

In general, f (q,p,t) este specificata de seria infinita de derivate partiale 8,2‘1?\ k=05
a = 0,1,2,... . Totusi, anumite solutii se pot defini folosind numai n(q,t), sau
o functionala simpla de n(q,t). Daca in plus acestea isi pastreaza dependenta
functionala de coordonate gi impulsuri in decursul evolutiei temporale, vor fi nu-
mite solutii (distributii) coerente. Functionalele coerente care satisfac principiul
superpozitiei si genereaza un spatiu liniar vor fi specificate ca ”"unde de probabili-
tate”.

O clasa importanta de stari coerente pentru ecuatia Liouville (14) este reprezen-
tata de "distributiile de actiune”

fo(q, p,t) = n(q,1)d(p — VS(q, 1)) (21)
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care raman tot timpul un produs intre n(q,t) si 6(p — V.S(q,t)). Cele doua functii
reale de coordonate si timp, n(q,t) si S(q,t) sunt legate de curentul hamiltonian
deoarece cu transformata Fourier

fo(a, k. t) = n(q, t)e™ V5@t (22)
a functiei fy (17) se reduce la sistemul de ecuatii
atn = —Vj (23)

(VS)?
2m
unde j = nV.S/m este densitatea de curent (19). Astfel, presupunand existenta
unui "potential de impuls” S(q,t) obtinem atat ecuatia de continuitate (23) cat

si ecuatia Hamilton-Jacobi 1.(38) in forma (24).
Solutiile ecuatiei (23) corespunzatoare aceeleiagi functii S satisfac principiul
superpozitiei, astfel incat aceste ecuatii cuplate descriu “unde de actiune” nl(q, t),

nV[@tS +

+V]=0 (24)

(n1 + o)l =i 4 nfY

Ecuatiile (23), (24) ce descriu undele de actiune se pot obtine folosind principiul
variational d,, s.A = 0 de minim pentru functionala

(VS)*

2m

An, §] = — / dt / B n[0rS + 4V (25)
in raport cu variatiile locale ale cAmpurilor n(q, t) and S(q, t). Formularea variatio-
nala ne arata ca ecuatiile cuplate (23) si (24) descriu un sistem hamiltonian infinit-
dimensional avand functia generatoare S si densitatea n ca variabile conjugate.
Forma simplectica si functia Hamilton pentru acest sistem sunt, respectiv

0= / d*q (dn A dS) (26)
i VS)?
Hy = /d3q n[% +V] . (27)

In acest cadru, potrivit teormei Noether [9], conservarea numarului de particule
exprimata de (23) reflecta ”invarianta de etalon” a ecuatiei variationale 6, ¢.A = 0
in raport cu modificarea lui S prin adaugarea unei functii arbitrare de timp.
Este important sa observam ca pentru a obtine valori finite ale entropiei (8),
distributia (21) trebuie redefinita prin inlocuirea functiei 4(p) in impuls cu functia
caracteristica pentru multimile partitiei (2). Deasemenea, daca densitatea n(q)
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este o solutie a sistemului (23), (24), atunci si —n(q) este o solutie. Pentru a obtine
numai solutii definite pozitiv este convenabil s cautam n de forma n = [¢|?, unde
) este in general o functie complexa. Dacd ¢ = y/nexp(iS/o), cu o o constanta
dimensionala, egalitatea

O = / d*q (dn A dS) = —io / d*q (dy* A dyp) (28)

ne arata cad w coincide cu forma simplectica (48) indusa de structura complexa
a spatiului Hilbert H = {¢ € L*(R?®)} generat de functiile 1. Constanta o si
unitatea fundamentala h din (5) au dimensiuni de actiune, iar in teoria cuantica
o0 =h/2m = h, unde h este constanta lui Planck.

2.2 Stari coerente cuantice

Derivata partiala k - V.S(q, t) in (22) este limita expresiei

k l /
- —k,t) — - —k,t 2
k = |k|, cand ¢ — 0. Posibilitatea existentei unei lungimi elementare ¢, > 0,

propusd de W. Heisenberg (¢p ~ 107 m) si M. Planck (¢, ~ 1073* m), a fost
dezvoltata in contextul teoriei relativitatii generalizate, prin modelul de retea
cristalind a spatiului fizic!® [19]. Independent de aceste consideratii, ipoteza dis-
cretizarii derivatelor spatiale a fost utilizata in [20, 6, 21] ca justificare pentru
tranzitia de la distributiile coerente clasice (22) la cele cuantice. Astfel, daca
introducem un nou parametru o = ¢/k, atunci

fola. k1) = lim (a1 (30)
unde K K
~ g g

cu ¢ = y/nexp(iS/o). In limita k — 0
(o) (o) O'g 2
Sta+ P 1) = S(a, 1)+ 2k 9gS(a, 1) + 2 k- 9)°S(a 1) .
iar daca neglijam termenii ce contin (ook)™, m > 3, atunci

1 o o
k- 945 (a.t) = —[S(a-+ Ph.t) = S(a— T 1)

13La solide exists 14 retele Bravais tridimensionale ce formeazs 7 sisteme cristaline.
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pentru orice constanta dimensionala oy. Astfel, in limitele unui domeniu adecvat
pentru k, vom putea considera in (31) o ca o constanta finita, legata eventual
de marimea celulelor b; folosite in partitia (2), o = h, astfel incat f, obtinuta
inversand (16)

1 . -
fy(a, p,t) = ) / &’k 7P £ (q,k,1) (32)

este transformata Wigner [22, 23] a functiei ¢ = /nexp(iS/o). Deoarece f, nu este
definita pozitiv, ea nu poate reprezenta o densitate de particule (fy # F (M, w)).
Totusi, este o functie integrabila, iar conditia de normare (6) capata forma

[t tulapt) = [ @ ol = wip) =N . (33)

Aceasta relatie ne aratd ci functia (de stare) cuantica ¢ € L*(R?) poate fi nor-
mati. In cazul uniparticula vom considera functia ¢ ca vector normat |¢)) al unui
spatiu Hilbert abstract H, definit in general ca un spatiu liniar complex infinit
dimensional, separabil, complet, cu produs scalar.

Integrala de ”overlap” pe spatiul fazelor intre doua distributii fy,, fy,, este [6]

1 2
< f¢2 > ‘fwl = W < Puys > ‘fwl = /d3qd3p f¢1fw2 = |<(w217_|r—1§2>2)| (34)
unde
(len) = [ €4 vila () (35)

repezinta produsul scalar dintre 11(q, t) si ¥2(q, t) ca elemente ale spatiului Hilbert
cuantic ‘H. Astfel, integrala (34) este definita pozitiv, justificand in cazul N =1
interpretarea functiei |¢/(q)|* ca densitate de probabilitate de localizare in spatiul
coordonatelor [24], si algerea 0 = h. Totusi, problema “probabilitatilor nega-
tive” nu dispare complet, deoarece revine in teoria campurilor cuantice sub forma
“spatiului Hilbert cu metrica nedefinita” [25].

Valoarea medie a observabilelor clasice q, p, L = q X p se poate exprima ca
“valoare asteptata”

<m=/&mww=/&qW@ww@wzwww,

unde A este operatorul in H asociat observabilei A, obtinut inlocuind impulsul p
cu operatorul hermitic!* asociat p = —ioV.

4Daci A este nemarginit atunci este definit pe un subspatiu Ha C H, iar Ha C H 44; A este
simetric dacd AT|H ; = A|H ; si este autoadjunct (hermitic) dacd H 5 = H 4, AT = A [26].
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Relatia (34) ne arata ca un difeomorfism simplectic ® pe (M, w) care actioneaza
pe spatiul functiilor Wigner prin (f;)" = ®*f,, determina o transformare unitara
Us a vectorilor de stare din H de forma 1’ = Ug1), astfel incat

Ofy = fo,, - (36)

In particular, cand ® este actiunea unui grup Lie G, transformarile infinitezimale
au forma U, = 1+ieJ , unde J sunt operatori hermitici asociati elementelor algebei
grupului G.

In cazul functionalei f;b derivatele partiale in primii doi termeni din (17) sunt

Ouf = (U-0")(U0) + (U_4000") (Ur) (37)
’ Vit Vs = ZU0 ") (0:d0) — (016") (O] | (39)

unde U, = exp(ck - V/2) si A=V -V. Sa presupunem ca derivatele de ordinul 3
ale potentialului V'(q) se anuleaza, astfel incat k- VV f,, in (17) se poate scrie sub
forma

ke YV iy = S[00") (GV) — OV (O] (39)
Inlocuind (37), (38) si (39) in (17) obtinem
(U_i") (U Dst) + (U_ D) (U)) = 0, (40)

unde Dg este operatorul liniar
Ds=0,—ZAa+ly . (41)
2m o

Astfel, fw definita de (16) este o solutie a ecuatiei (17) numai daca Dgip = 0, sau
2

oo =Hy . H=—2_A4+V | (42)
2m

formal identica cu ecuatia Schrodinger dependenta de timp (ESDT) pentru “functia
de unda” complexa . Un rezultat similar se obtine in cazul unei particule cu
sarcina electrica aflata in camp magnetic uniform [20]-Anexa 2.

Desi relatia dintre ¢ si fy, este neliniara, iar

f¢1+7¢)2 7é fd)l + f¢2 )

observam ca daca 1, ¥, sunt solutii ale ESDT, iar f,, , f,, satisfac ecuatia Liouville,
atunci si fy, 4, este solutie a ecuatiei Liouville. Folosind notatia Dirac P, = [1) (¢
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pentru operatorul de proiectie asociat functiei de stare ¢, distributia f,, (32) capata

forma ) ) e e
qu:W@ME@m d°ke™ P(q|UPyU_k|q) (43)

astfel incat intre f, si pw exista o dependenta liniara realizata de transformarea
W.

Functiile proprii v, ale operatorului hamiltonian H,

H VY = Euiby (44)

sunt solutii stationare ale ecuatiei (42) de forma v, (t) = e~*Eet/74),(0), corespun-
zatoare unor distributii fy, independente de timp cu energia £,

B = (H) = [ @adp fo, H = (W, H16) = B, (45)

In general, pentru o valoare proprie F data (nivel energetic) se obtin mai multe
functii proprii ¥, p = 1,2,...,7g liniar independente, iar numarul acestora vg
reprezinta degenerarea nivelului.

Este important sa remarcam faptul ca relatia (45), aplicabila si la calcule
variationale stationare precum (78), este valabila pentru o clasa mai larga de
hamiltonieni decat am presupus pentru a obtine (39).

2.2.1 Particula nerelativista libera: unde plane si sferice

Pentru o particula cuantica libera (N =1, 0 = A, V = 0) de masa m operatorul
hamiltonian are forma

H=——A |, (46)

2m
unde A este operatorul Laplace pe spatiul configuratiilor R3. In coordonate
carteziene q = (r,y,2), A = 0 + 65 + 02, iar ecuatia (44) are solutii de tip
“unda plana” cu spectru continuu,
1 " h2k? k
n = e 1 B = , n=— .
Vin(a) (27)3/2 YT om k|

(47)

Starea fundamentala E = 0 este nedegenerata, dar valorile proprii £ > 0 sunt
infinit degenerate dupa directia de propagare specificata de versorul n, astfel incat

<wkn’wk’n’> = 53 (k - k/)
In coordonate sferice q = (rsin @ cos ¢, rsin @ sin p, r cos ),

1
V=60, + Vy , Vy=ed+ ¢ 9, | (48)

sin 6
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e; = t;/|t;], t; = Oq/0u; (Anexa 1), iar operatorul A capata forma

\%2 1
A——é? 20, —,V2:—8 infoy + ——0> .
+ sing 0> 0+ 20 v
Componenta unghiulara q x V corespunde operatorului asociat momentului cinetic

orbital
€9

sinf 7
L, = ih(sin pdy 4 cot @ cos pd,) , Ly, = ili(— cos pdy + cot fsin 0d,) |

si L, = —ihd,. Deoarece (q x V)? = V% gi

L = —ihq x V = —ih(e,dy — —=0,) ,

VY =1+ 1)V, L.Yiy=hmYp, . 1=0,1,2, ..

unde Y}, (0, p), m = =1, =141, ..., 1, sunt functiile sferice, starile proprii ¥ 5 capata
forma

%zm(ﬁ (9’ 90) = ]l(k’T)YEm(Q, 90) (49)

unde 7; sunt functiile Bessel sferice.
Relatia dintre solutiile (47) si (49) este data de dezvoltarea

9] l
: . . K
ot =an S 37 k) Vi ()i D)

=0 m=—1

Functiile de unda definite astfel sunt campuri scalare [27], deoarece la rotatia
sistemului de coordonate se transforma potrivit relatiei ¢'(2',v/, 2") = ¥(z,y, 2)

Ssau
w/<xv Y, Z) = R"@D(l’, Y, Z) , é = efia[:Z/he*wiz/he*i'ﬂ:z/h

unde 1, 9" sunt functiile de unda in sistemul O, respectiv in sistemul O’ de coor-
donate [/, v/, 2'] = Rz, y, 2], rotit cu unghiurile Euler a, 3, (sau ¢, 0,1) fata de
O. Pentru functiile sferice aceasta relatie de transformare capata forma

l
= Z D’lmm’ lm(eﬁ 90)

m=—I

unde R
sunt elementele de matrice ale operatorului }? in spatiul abstract 2/+ 1-dimensional
de reprezemtare ireductibila a grupului SO(3) avand baza {|lm)},

[ 4w
Dan(CY?ﬁafy): 21+1 (ﬁa ) ) Y}in:(_l)l l-m -
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Distributiile de probabilitate generate folosind o singura functie de unda (q)
corespund unor particule scalare, dar exista si particule cu proprietati “interne”
care se modifica la rotatii, si necesita utilizarea unor functii de unda cu mai multe
componente. De exemplu, functia de unda poate fi un camp vectorial complex
B(q) = [Ba, By, B.)(q), astfel incat B'(R%[z,y, z]) = ReB([z,y, 2]), iar la orice q
fixat [B,, By, B.] genereaza un spatiu Hilbert 3-dimensional de reprezentare ire-
ductibild a grupului SO(3) prin matricile R® 1.(15). Generatorii acestei actiuni
S‘x, Sy, S, nu sunt operatori diferentiali ca f., ci matrici 3 x 3 1.(16) ce corespund

momentului cinetic intern (spin) S = A€,

In general, la o particula cu spinul s = 0,1/2,1,... componentele functiei de
unda apartin unui spatiu Hilbert abstract H,, 2s 4+ 1-dimensional de reprezentare
a grupului SU(2) de acoperire pentru SO( ) (SO(3) este conex dar nu si sim-
plu conex). In acest spatiu operatorul S? are numai valoarea proprie s(s + 1)h?,
spre deosebire de operatorul orbital L= —ihq x V definit in spatiul Hilbert in-
finit dimensional Hy generat de functiile sferice, unde L2 are diferite valori proprii
I(I+1)h?,1=0,1,2,.... Operatorul J = L+S in Hy x H, este asociat momentului
cinetic total, iar pentru indexarea starilor

ljm) e Hy x Hs , j=l—s|,..;l+s , m=—j,—j+1,...,j (51)

se folosesc valorile proprii j(j + 1)A? si mh pentru J 2 respectiv J,.

2.2.2 Rotatorul cuantic simplu si rigid

Daca potentialul V(q) in (42) are un minim abrupt la |q| = Ry miscarea particulei
este constransa la sfera de raza Ry. Pentru descrierea cuantica a acestui “rotator
simplu” operatorul hamiltonian (46) se reduce la partea unghiulara

A h?

H=— Y — Vi,
avand ca functii proprii functiile sferice Y;,, si valorile proprii E; = h2l(I+1)/mR2,
2l + 1-degenerate dupa m.

In cazul unui solid rigid liber spatiul configuratiilor este grupul S O(3) I.(14), pe
care SO(3) actioneaza independent prin translatii la stanga, (L) sau la dreapta,
(R). Astfel, grupul maximal de simetrie dinamicii pentru rotator este SO(3) x
SO(3) ~ SO(4) [28]-XII. Energia cinetica 1.(17) definegte o metrica invarianta la
stanga g pe spatiul tangent T'SO(3), iar operatorul hamiltonian are forma H =
—h*A,/2, unde prin A, am notat operatorul Laplace-Beltrami asociat metricii g,

(.gl] - 9(8178j)7 Anexa ]-)7

o
A, = \/726\/det 9950 a_aul,
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in coordonatele generale (uj,us,us). Pentru un rotator sferic cu momentul de
inertie 7, 1.(19) determina valorile g, = g9 = gyy = I, gy = Gy = I cos B, iar

1 1
Dy sin 0y + ——5— (02 + 05 — 2co800,0) (52)

A p—
9 Isiné Isin?6" %

astfel incat H are functiile proprii (50) D% (p,0,%) si valorile proprii E; =
h*L(L+1)/21, (2L+1)*-degenerate dupa M si K. Operatorul A, se poate exprima
si sub forma A, = (Y2 + Y3 + Y$)/I unde [29]

sin ) ) cos Y
Y1 = cos 0y +——0,—cot Osinp0y , Yo = —sinydy+———+0,—cotdcosdy ,
cos 6 sin 0

si Y3 = 0, sunt campurile tangente la SO(3) care genereaza actiunea adjuncta la
dreapta (Anexa 2).

2.2.3 Distributii cuantice relativiste

Descrierea particulelor cuantice relativiste libere se realizeaza folosind ecuatii de
unda asociate relatiei relativiste dintre energie si impuls, £? = p?c? +m?2c*. Astfel,
la particulele masive (m # 0) cu spin 0 (®, scalare) se aplica ecuatia Klein-Gordon
[30]_17

m02

0/® = [cA - (7)2]‘1) : (53)
la particule cu spin 1 (B = (By, B), vectoriale) se aplica ecuatia Proca [30]-1, [29],

2 2 2 me? 2
8tBu_caua'B:[CA_(T) |Bu (54)

c0- B = 0,By + ¢V - B, iar la particule cu spin 1/2 ecuatia Dirac
ihdpp = (2¢9°8 - p + M )yp . (55)

Aici p = —ihV, 8 = /2 cu ¢ din 1.(59) sunt operatorii de spin,

R 1101 . 110 —1 R 111 0
Sm_§|:1 O:| 7Sy—§|:2 O:| 782_§|:0 _1:| ) (56)

Yp este o matrice coloana cu 4 componente (spinor Dirac), iar 4° si 4 sunt matrici
4 x 4 cu forma bloc

0 I [T 0
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unde I este matricea unitate 2 x 2. Folosind notatia A = B, 7 = 284° ecuatia (55)
se poate scrie gi sub forma compacta

iy - 00p = Metp |, 7-0= -39, — 7V

[

Interpretarea statistica a solutiilor acestor ecuatii este mai dificila decat in cazul
ecuatiei Schrodinger nerelativiste, si se realizeaza in cadrul teoriei cuantice de
camp, considerand ®, B, si ¥p ca “operatori de unda”.

Distributii coerente clasice si cuantice pentru ecuatia Liouville relativista in
spatiul fazic extins sunt prezentate in [6].

2.2.4 Sisteme cuantice de N particule

La un sistem cuantic format din N particule fara spin functia de distributie pg pe
varietatea Mr (1) se poate defini prin transformata Wigner multipla

50 1 —ikP T * (T
pu(05.0) = o [ Phedhe PO ) Gve) (69

a functiei de unda V;; = ¥(qy,...,qn,t) € Hg = Hy X ... X Hy, unde k-p=
Zivzl ka * Pa, §1

~ h h
Ui];\pq,t = \I/(ql + §k1, L, qQN + §kN,t)

Daca particulele sunt identice py este simetrica la permutari, astfel incat ¥; poate
fi simetrica sau antisimetrica. Totusi, la sistemele fizice de particule fara spin
(s =0), ¥; este Intotdeauna simetrica.

Spinul reprezinta un “grad de libertate intern“ suplimentar, iar la un sistem
format din N particule identice care au spinul s functia de stare

U(q,5,t) = V(qy, S, 9N, Son, 1) (59)

contine gi N variabilele discrete s,1, ..., S.n, S, = —S, —s + 1, ...s, corespunzatoare
valorilor proprii pentru operatorii §Z1, ey S.n. La sistemele fizice nerelativiste se
observa ca functia (59) este simetrica (S) sau antisimetrica (A) la permutarea coor-
donatelor particulelor dupa cum s este intreg sau semi-intreg. Daca hamiltonianul
uniparticula are starile proprii ¢,(q) ,¢ = 1, K, unde prin p am notat un set
complet de indici care include si spinul (de exemplu nljm sau nlms,), functia (59)
se poate scrie sub forma unei combinatii liniare normate cu coeficienti C,, . ()
de produse de N functii uniparticula,

VEED = Y oo (0 (@) (@) ()

pHip2. pN=1
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Starile S sau A se obtin atunci cand C,, ,,(t) sunt complet simetrici, respectiv
antisimetrici la permutarea indicilor. Pentru a descrie aceste cazuri este convenabil
sa introducem reprezentarea numerelor de ocupare, generata de combinatii liniare
specifice Win1(q, 3, t) asociate unei partitii [V] = [Ny, Ny, ..., Nk] a celor N particule
pe K stari (Vu,, Yugs s Vpse )- In cazul S acestea au forma

1
\II[N}(%Sat) \/N'N A Z 77Z)#1 qi, 1/}“1 (Ch2> 77Z)HK (qzz\r) . (60)
1+4Va:. {u int
Fiecare termen al sumei este un produs de N; functii v,,,, No functii ¥,,, ..., Nk

functii ¢,,,., deci in total IV functii, in K grupuri aflate in ordinea fixata i1, po, ...k
a indicilor de stare, ale caror argumente se modifica de la un termen la altul prin
permutari {i,is,...,ix} ale indicilor de particula 1,2,...N atasati vectorilor de
pozitie. Pentru starile A numerele de ocupare N, pot avea numai valorile 0,1,
astfel incat K > N iar \IJ[‘]‘V] capata forma unui determinant (Slater)

\I]f‘ ]((jv §7 t) W{Z }Sgn({il“'iN}) %1 (qi1>wll«2<qi2)"'wﬂN(qiN> ) (61)

unde sgn({7;...ixy}) = 1 dupa cum permutarea {iyis...ixy} contine un numar par
sau impar de transpozitii'®>. In acest caz functia (58) se reduce la un produs
simetrizat de N functii Wigner uniparticula,

po(@ 1) =y 3 o ()Fa, () fu (i) 1= (@p) . (62
{i1.in}

iar densitatea fy determinata de pg prin (10) devine fy(q,p) = Zf\;l fy,., (A, P).
Folosind (43) acest rezultat capiti forma fy(q, p) = W(fy,) unde

N
flP = Z |1/};U'z><1/},“41
i=1

este operatorul densitate uniparticula pe spatiul Hilbert H. Similar, in cazul S
obtinem f;, = > Nulth) (Y] cu N, =0,1,2,.

In general, un operator uniparticula pe H® simetric la permutari A = a; +as+
..+ ay se poate scrie sub forma

= > NG Wl Ny =0,1 (63)

K

N
A=Y b 5 éw= Z 1) (u])i (64)

pr=1

15Permutarile pare formeaza un subgrup invariant al grupului permutarilor.
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unde (|1,) (¢ ]); actioneaza in spatiul Hilbert H; al particulei i. Operatorii {é,, ;
w,v =1, K'} genereaza algebra gl(K, C), iar actiunea lor asupra starilor (60), (61)
se reduce la modificarea numerelor de ocupare astfel incat

by [Ny Ny ] = [N, +1..N, — 1..]

In cazul S, o reprezentare convenabila a acestei actiuni se obtine introducand un
set de operatori ”bosonici” de generare si anihilare {bL, b, ,pu,v =1, K} curelatiile
de comutare

[bus b)) = [0, 0] = 0, [b, L] = 6, (65)

w v

si o stare de vacuum |0) normata ((00) = 1) pentru care b,[0) =0, u =1, K. In
raport cu aceasta spatiul starilor \Ifﬁv] poate fi realizat sub forma

1
vV N1INs!L L N !

Similar, folosind un set de operatori ”fermionici” {¢,, ¢}, , u, v =1, K} cu relatiile
de anticomutare

|N{N,...Ng) = (BLI)NI(BLQ)NZ...(BLK)NK|o>

{émév}A = {éjuéi}A =0, {éwéZ}A = 5/w ) (66)

{a, B}A = ab + ba, si starea |0) pentru care ¢,|0) =0, p = 1, K, starile \Ifﬁv] pot fi
realizate sub forma

|N1No...Ngc) = (el )N (el )Mo (el, )< |0) . (67)

1 2 K

Generatorii €, ai algebrei gli(K,C) sunt reprezentati de é,, = BLBU in cazul S,
respectiv €,, = éLé,, in cazul A, iar folosind dezvoltarea (64) se poate obtine si
operatorul asociat hamiltonianului, sau generatorilor algebrelor Lie de simetrie
(Anexa 4). In plus, se pot defini operatorii “de unda” locali, bosonici

Pi(@) =) vu(@b], , (@) =) vi(a)b,
1 n
respectiv “fermionici”
i) =D vu@d, . v(@) =D i@, -
p p
In cazul relativist acestia au forma

i) =) (@], + ) ()i,
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unde v, sunt solutii stationare ale ecuatiilor prezentate in Sect. 2.2.3 cu energii

pozitive si negative,
Ei = +4/p22 + mic* | (68)

iar 4/, ©f/0 sunt operatori de generare/anihilare bosonici sau fermionici, in
functie de spin, ce corespund particulelor (u), respectiv antiparticulelor (v). In
cazul fotonilor functiile v+ corespund undelor “retardate” si “avansate”, partic-
ulele i antiparticulele coincid, iar campul este real.

Este important de remarcat faptul ca doi fermioni pot forma un quasi-boson
generat de operatorul

Z (I),uuéL Ay ) ,uzl - _q)u,u ) (69)
u>v

iar la un sistem ce contine un numar N par de fermioni, pot apare tranzitii de la
stari \Ifﬁv] descrise prin determinanti (61) cu N functii uniparticula distincte ¢,
la stari “condensate” |Cy),

Cw) ~ (PH)2)0)

descrise printr-o singura functie biparticulda ®(gi,q2) = >, @ ¥.(q1)¥.(g2). De-
asemenea, in raport cu un set fixat de indici (u1, g2, ..., i) se pot defini noi oper-
atori fermionici (jL, q,, de “quasiparticule”

QL:(}” , q#:éL daca uE(u1,u2,---,MN)

L Gu=¢u daca p g (p,pa, . i)

astfel incat o stare de referinta

g, = ¢l

|ON> - CL1CL2 éLN|0>

de tip (67) cu N fermioni apare ca “vacuum de quasiparticule” deoarece cj“|(~) N) =
0, Vu. In aplicatii un astfel de vacuum este starea fundamentala (de energie
minima) a sistemului,

H|Ox) = EolOy) (70)

Pentru descrierea unui sistem cuantic de fermioni care interactioneaza prin forte
biparticula se foloseste un operator hamiltonian de forma

H= Z eWc c, + = Z V,WPCC c<cp (71)

quC
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unde /1, v, p,¢ indexeaza un set complet de stari ortonormate {i,} In spatiul
Hilbert uniparticula, iar €,,, V,,,c sunt elemente de matrice corespunzatoare ter-
menului uniparticula, respectiv de interactiune din hamiltonian. De exemplu, la
un sistem format din N particule avand hamiltonianul clasic

N
Hcl - Z H0<xa7pa) + Z V(Ia, ZEb)
a=1 a>b
1Y, se pot alege ca functii proprii ale termenului uniparticula, flow# = E,1,, astfel
incat €,, = E,0,, iar

Viwoc ://dSQ1d3Q2¢;(Q1)?ﬂ;(QZ)V(QD%)1%(%)%(%)

In modelele algebrice cu simetrie dinamica un interes deosebit este prezentat de
interactiunile biparticuld separabile, fie in factori ~ cfc (“particula-gol”), cand

_ i X _ t
H=2) ejele;— 5> QlQu . Q=) dicle (72)
ij % ij
fie in factori ~ cfcf (“particula-particula”), de forma

G
H= Z eicle; — 5 > pip, . Pi= Z olclel . (73)
1) 1% )

3 Echilibrul termic si ecuatia Fokker-Planck

Principiul II al termodinamicii afirma ca la un ansamblu izolat entropia (8) creste
in timp pana cand se atinge starea de echilibru in care are valoarea maxima.
Pentru un ansamblu macroscopic I aflat la echilibru termodinamic se presupune ca
densitatea p. nu depinde decat de integralele prime aditive, iar In p. este o functie
liniara de acestea. Daca ansamblul I' este localizat, fara simetrie de rotatie, singura
integrala prima este energia, iar Inp, = —a — BH, unde o« si § sunt constante.
Folosind conditia de normare (6) rezulta

Do = Zr = —AH 4
=G 2= [ e (74)

si entropia
Se =kp(InZyr + pU) (75)

unde Zr = e“ este functia de partitie, iar U =< H > este energia interna.
In reprezentarea numerelor de ocupare starea macroscopica a sistemului de N

46



particule este specificata de o partitie [N] = [Ny, No, ..., Nk pe celulele b; intro-
duse prin (2). Ponderea statistica (probabilitatea termodinamica) Wiy reprezinta
numarul de stari microscopice distincte corespunzatoare unei stari macroscopice
(partitii) [N] date, iar entropia se exprima ca S = kg In W [18].

Presupunand ca stari microscopice distincte se obtin numai la permutarea par-
ticulelor intre celule diferite, iar celulele sunt identice (in (5) 7; = 1), Winp se
calculeaza Impartind numarul total de permutari N! la numarul permutéarilor care
nu modifica microstarea, N1!No!...Ng!, obtindnd ponderea Boltzmann

N!
B _
R R AT (76)
Pentru numere N; mari, formula Stirling In N! ~ N(In N — 1) conduce la
N
W& ~N(nN —1) ZN (InN; 1) == Njln—
J
== 6QfIn(p o)
J
astfel incat in limita continua
Q
S =kplnWj; = —kBN/M h—“ pulnp, . (77)
w

Conditia de maxim pentru entropie la o valoare data a energiei interne U si a
numarului de particule, exprimata de ecuatiile

dmS =0, U=Y NiE=const. , » Nj=N | (78)

(0rn)S reprezinta variatia lui S la variatii 0.V; ale numerelor de ocupare, iar F; =
H|y,), conduce la numerele medii de ocupare < N; >,

<N;> e P / Q
= y = e (79)
N Zy a M, 1
in acord cu densitatea corespunzatoare echilibrului termodinamic
N e PH
fo=— , 80
w7 (30)

ce rezulta din (10). La echilibru, intre functiile de partitie Zr (74) pe Mr si Z, pe
M, exista relatia Zr = (Z,)", deoarece

Qr . (591“ _
Z — _/6 H ﬂ U
r /J\/[F hNI/ Z p=1 hu

i1%2...a =1
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5 K50
_ K B —BE;IN; _ B —BE;IN _ N
= ZW[N]HJ':JF@ 1= [Z S =2z, .
[N] 7j=1
Astfel expresiile (75) si (77) pentru entropie coincid.
Densitatea de echilibru f, (80) este deasemenea solutie stationara a ecuatiei de

transport Fokker-Planck [20]

7

B L (81)
spre care evolueaza o distributie initala coerenta (21). Aceasta ecuatie, spre
deosebire de (14) nu este invarianta la inversia temporala, si poate fi obtinuta
presupunand ca in (15) efectul ciocnirilor poate fi simulat introducand o forta
aleatoare gausiana F(t) dependenta de temperatura (G = 1/kgT), si o forta de
frecare proportionala cu viteza (F; = —vyv), legate prin teorema fluctuatie-disipare

1
Of + —p-Vf—VV - Vf =V, (& +
m m

Starea macroscopica a unui sistem cuantic este specificata de partitii [N] = (N, No,
..., Np) ale celor N particule pe L nivele energetice uniparticula { E;, k = 1,2, ...L},
fiecare avand degenerarea 7, deci in total pe K =)+, stari cuantice. In cazul
bosonilor N, poate fi oricat de mare, iar ponderea statistica se obtine folosind
expresia Bose-Einstein [31]

e r (Ne+ 7 —1)!
Winy = e Nol(7y, — 1)

La sistemele de fermioni restrictia N, < 1 conduce la ponderea Fermi-Dirac

FD _ 7L V!
R AT e ]

In aceste cazuri conditia de echilibru exprimata de sistemul (78) determina valorile
medii
pE_ Ok —1 FD__ Ve _

< N, > = Bhta 1 < N, > = Ahte 11 k=1,...L. (82)
Este important sa observam ca desi numerele de ocupare se refera la celule b,
in cazul clasic, sau nivele energetice F, in cazul cuantic, marimile statistice de-
pind esential de numarul gradelor de libertate microscopice, care nu se modifica
la trecerea de la descrierea clasica la cea cuantica. Functiile proprii ale hamiltoni-
anului sunt normate i au o dependenta de timp periodica, similara oscilatorului
armonic, dar acesti “oscilatori” realizeaza numai o anumita partitie a varietatii
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2v-dimensionale M, in celule elementare, si nu reprezinta noi grade de libertate.
Astfel, pentru un gaz ideal de particule cu energia €, si impulsul p = hk, descrise
prin unde plane [¢x) de forma (47), [ d®k|¢w) (x| = I, iar operatorul densitate
efectiv fi, = >, < N, > [¢,)(¢,,] determina densitatea de particule n = (qlfi,|q)

si de energie interni u = (q|fy,H|q) sub forma

1 €
n= vs/d%!wkr? u= %/d?"k!wkr? ¢

ePerta 41 ePerta 41

unde |y |* = 1/873 iar v, este degenerarea de spin. Cu schimbarea de variabila
p = hk, rezultatul corespunde unor functii de distributie pe spatiul fazic T*R3
de forma'® fi = ~,/h3(e’*® £ 1), care in limita clasici a — oo, 7, = 1 tind la
expresia (80).

In cazul fotonilor €, = chk = hv, o = 0, iar vs = 2 (desi s = 1 exista numai
doua directii de polarizare independente), astfel incat

1 00 3
w= d%—ii——ﬁg/ bt
0

T 4p3 eBer —1 72 ePehk _ 1
Prin schimbarea de variabila v = kc/2m de aici rezulta densitatea spectrala a
radiatiei termice u, = (87hr?/c?)/(exp Shr — 1) data de legea lui Planck, regasita
cu precizie 1n spectrul de microunde al radiatiei cosmice de fond [32].

4 Distributii pentru sisteme cu simetrie

La un sistem clasic cu N particule densitatea de probabilitate pe spatiul fazelor
M este o functie f(q,p,t) > 0, care depinde de N seturi de variabile uniparticula
pozitie-impuls q;, p;, ¢ = 1, N, si de timp.

Daca Py = {Il = {iy,1s,...,in}} este grupul discret al permutarilor de N
obiecte, iar particulele sunt identice, atunci hamiltonianul H este invariant la
actiunea lui Py asupra indicilor de particula H((q,p) = H(I1(q,p). Astfel, daca f
este o solutie a ecuatiei Liouville, si II*f va fi o solutie.

In cazul unui grup Lie de simetrie G = {g} cu algebra g = {¢} si aplicatia
moment J relatia (7) determina legea de conservare

d< J) >
dt

Deasemenea, daca Dy, este operatorul diferential Liouville D, =9, — {H,x}, iar
X¢ este campul generat de J(§), atunci [Xp, X¢] =0 s

DLf:O:>DLX§f:0 .

=< {J(€),H}>=0 , Véeg . (83)

16 Acestea se pot obtine si ca solutii stationare ale ecuatiei (81) daca se introduce o forta “de
frecare” suplimentara F’, = +~yvf.
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Rezulta ca spatiul solutiilor ecuatiei Liouville S; = {f ; D f = 0} este invariant
atat la transformarile discrete f — II*f, cat si la actiunea operatorilor diferentiali
Xe, fiind spatiu de reprezentare al grupului Py si algebrei Lie g. Reprezentarile
ireductibile ale grupului Py se pot clasifica folosind diagramele Young [28], astfel
incat exista o reprezentare simetrica, una antisimetrica, si diferire reprezentari
cu simetrie mixta. Pentru algebrele Lie, ca so(3) se definesc doua reprezentari,
in spatiul coodonatelor i in spatiul impulsurilor, iar subspatiile ireductibile la
produsul lor direct intervin in clasificarea modurilor nomale [33].

In starea de echilibru termodinamic functia de distributie f, are simetria lui H,

fo=11"f. , {f., H} =0 |,

deoarece f, ~ exp(—(H). Totusi, la temperaturi joase (f — oo) interactiunile
dintre particule pot produce o "rupere spontana de simetrie”, manifestata prin
aparitia unui ”"camp mediu” nenul si o functie de distributie f. cu simetrie mai
scazuta. Aceasta situatie apare de exemplu la substantele feromagnetice, deoarece
hamiltonianul de interactiune dintre momentele magnetice este invariant la actiunea
grupului rotatiilor SO(3,R), dar la scaderea temperaturii sub o anumita valoare
critica sistemul prezinta o magnetizare spontana orientata pe o anumita directie
din spatiu. Similar, ruperea simetriei la translatii se poate manifesta prin aparitia
de picaturi de lichid localizate in volumul ocupat omogen de vapori, la condensare,
sau prin aparitia de bule de vapori localizate in volumul ocupat omogen de lichid,
la fierbere.

Pentru o particula cuantica, solutia ecuatiei Dy fu =0pe M = T*Q) este trans-
formata Wigner a functiei de unda complexe 1) € £2(Q) obtinute prin rezolvarea
ecuatiei Schrodinger

Dgtp=0 , Dg=ihd, — H ,
unde H este operatorul hamiltonian.

Daca ®¥w = w este o actiune simplectica a grupului Lie G pe M, potrivit (36)
exista operatorii U, : H — H care definesc o reprezentare proiectiva a lui G in
H. Transtormarile infinitezimale g = exp§, { € g determina operatorii unitari
U =]+ zf, astfel incat {zf f = fT ¢ € g} formeaza o reprezentare a algebrei
g in spatiul Hilbert H al functiilor de unda cuantice . De regula, daca G este
un grup de simetrie al hamiltonianului clasic cu aplicatia moment J , atunci la o
cuantificare consistentd {H, J(£)} = 0 implica [H, €] = 0.

Independent de proprietatile sistemului clasic, algebra Lie de simetrie dinamica
a ecuatiei Schrodinger este generata de setul operatorilor hermitici X pentru care

Dgthp =0 = DgXt) =0 |,
si include algebra de simetrie a operatorului hamiltonian,
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Aceasta are o importanta deosebita pentru clasificarea solutiilor ecuatiei stationare
(44), si implicit pentru calculul factorilor v, din (82). Astfel, daca X e gy, si (H —

E)Yp =0, atunci (H E)XwE =0, lar ¢p si X1 sunt stiri proprii degenerate ce
apartin unui subspatiu Hg = {1 / HwE = Byt k=1,2,...,vg} de reprezentare
proiectiva a grupului Lie de simetrie Gy al hamlltonlanulul. Reprezentarile finit
dimensionale pentru grupul rotatiilor si grupul Lorentz sunt discutate pe larg in
[34, 35]. Pentru grupul de simetrie maximal reprezentarea in Hg, in general ire-
ductibila, are dimensiunea g minimala.

Degenerarea starilor proprii g poate apare si ca rezultat al simetriilor dis-
crete ale hamiltonianului, cum ar fi invarianta la inversia spatiala sau temporala.
Daci notdm prin Ig operatorul de inversie spatiala, js¢( ) = ¥(—q), atunci ca
baza in subspatiul 2-dimensional generat de g si fs@/)E se aleg starile proprii
Yer = (WE + 7T1377/)E)/\/_ ale operatorului Is, unde ™ = +1 reprezinta paritatea
orbiala iar ¢ g este o functie oarecare din Hg. Inversia temporala se realizeaza prin
actiunea operatorului Ir, sz/J(q, t) = ¢*(q, —t) si permutarea starilor initiale cu
cele finale. Pentru functiile sferice IsY;, = (=1, s 1Y, = Vi = (=1)"Y .

Clasificarea (indexarea) starilor din Hpg se realizeaza efectiv folosind solutiile
sistemului de ecuatii cu valori proprii

XawE[m} = ma,QZ}E[m] ) [m] = (m17m27 "'7m7") ’ (84)

pentru elementele X, din subalgebra Lie abeliana maximala r-dimensionala g C
[} g In cazul algebrelor gy semisimple aceasta este subalgebra Cartan, iar pentru
o indexare completa a celor vg stari poate fi necesar ca setul operatorilor din g¢
sa fie extins prin operatori Casimir ai unui lant, de subalgebre din gg.

De exemplu, la atomul de hidrogen nivelele energetice electronice legate obtinute
folosind hamiltonianul problemei Kepler nerelativiste au valorile £, = —mgc*a?/2n?
cu degenerarea 7, = n?, unde n = 1,2,...,00 este un numar intreg, mg este
masa electronului, ¢ viteza luminii in vid, iar « = 1/137 constanta structurii fine.
Deoarece H are simetrie la rotatii §i comuta cu operatorii momentului cinetic
z'[:x, if/y, iL, care genereaza algebra so(3,R), cele n? stiri degenerate se indexeaza
folosind n valori posibile pentru numarul cuantic “orbital“l = 0,1,2,..,n—1, core-
spunzator valorilor proprii I(I + 1)h? ale operatorului Casimir fﬂ, si pentru fiecare
[ prin cele 21 + 1 valori posibile —I, —{ + 1, ..., ale numarului cuantic "magnetic”
m, corespunzatoare valorilor proprii mh ale generatorului subalgebrei Cartan L,.
Astfel, setul complet de numere cuantice (valori proprii) care indexeaza starile
stationare este m,l,m. Descrierea relativista cu ecuatia Dirac (55) ridica partial
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degenerarea valorilor proprii'”

moc? 1 1
< - (]+§)2_a27

2
L+ (nféﬁj)2

si inlocuieste setul n,(, m prin n, [, j, m, cu aceleasi valori pentru numarul cuantic
principal n, si cel orbital [, dar potrivit (51) cu valori semi-intregi j = |l —1/2],1+
1/2, m = —j,—j + 1,...,j. Alternativ, pentru indexare se poate folosi in loc de
[ paritatea 7 = (—1)!, si j = 1/2,3/2,...,n — 1/2. Modificarea dubleaz& numarul
total de stari, si se datoreaza includerii in hamiltonian a operatorilor de spin s
ai electronului, care impreuna cu L formeaza momentul cinetic total J=L+s.
Folosind notatia spectroscopica nL;, starea 1.5, este dublu degenerata, dar primul
nivel excitat n = 2, L = S, P se despica in 2 subnivele (structura "fina”), 2Ps,
si 2P/, incd degenerat cu 2S5));. In 1947 s-a observat insi ci si intre aceste
nivele teoretic degenerate exista o mica diferenta de energie (deplasarea Lamb),
Ess1/2 — Eap1/2 = 1057,862 MHz, atribuitd fluctuatiilor cuantice ale campului
electromagnetic in vid.

In multe aplicatii se observa spectre energetice formate din grupuri (subspatii)
distincte de stari cu energii apropiate care prin dimensiune gi numere cuantice
de indexare corespund elementelor unor spatii de reprezentare ireductibila a unui
grup Lie G. Aceste situatii se pot atribui unei "ruperi dinamice de simetrie”, prin
care in hamiltonianul problemei H= H() +H pert; dominat de termenul G- 1nvariant
H,, apare un termen de perturbat;le bert datorat unor interactiuni slabe'® care
au o simetrie mai redusa decat HO

Observam astfel ca desi sistemul dinamic clasic si corespondentul lui cuantic
au practic aceleasi grupuri de simetrie, consecintele sunt diferite deoarece in cazul
clasic restrictiile impuse de simetrie sunt compatibile cu o varietate infinita de
solutii stationare (posibil instabile) distincte i conditii initiale, in timp ce in cazul
cuantic ele elimina practic problema alegerii conditiilor initiale si a instabilitatii,
determinand functia de unda pana la un factor de faza global neesential. Din
consideratii termodinamice!® se admite c& starea fundamentala cuantica (70) |0y)
este nedegenerata. De regula aceasta este o stare cu paritate pozitiva, invarianta la
actiunea grupului Gy de simetrie al hamiltonianului, astfel incat sistemul prezinta
o realizare a simetriilor continue “de tip Wigner”,

X|0y) =0, VX €gn

17 Aceeasi formuld dar cu [ in loc de j rezultd din ecuatia Klein-Gordon (53), iar cu mici
diferente in valorile pentru n, = n —ny, si n, = j + 1/2 a fost obtinuta de Sommerfeld folosind
conditii de integralitate J, = n,h pentru variabilele ”de actiune” J,, [36].

8De exemplu la atomul de hidrogen plasat in cAmp extern electric sau magnetic.

19Cand temperatura T — 0 entropia S, = Nkpln~yy = 0 numai daca v = 1.
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Deasemenea, daca exista operatorul Bt #* 3, B|6N> = 0, pentru care
([H,BY) = mQBH|0N) =0 , Q>0 (85)

atunci |1y) ~ Bf|0y) este stare proprie (excitatd) a hamiltonianului, in general de-
generata, corespunzatoare unui nivel de tip “vibrational” cu energia F; = Ey+ hf).
In anumite cazuri se observi ci modificarea parametrilor termenilor de interactiune
din hamiltonian conduce la scaderea valorii hS) si cresterea densitatii de nivele din
vecinatatea starii fundamentale pana cand €2 = 0 si Bt = B = Xj devine genera-
tor al unei transformari de simetrie, dar

Xplon) £0 , (O] Xpl0x) =0

Situatia corespunde unei ruperi “sponntane” de simetrie prin degenerarea in-
finita a starii fundamentale, compensata dinamic de aparitia unei realizari “de
tip Goldstone” [37, 38], prin separarea in H a unui termen “intrinsec” de cAmp
mediu, cu o simetrie mai scazuta (“deformat”) gi a unui termen cinetic ~ X%
de “particula libera”, corespunzator dinamicii sale. Rezultatul este ca aparitia
unor grade de libertate colective elimina instabilitatea iar starea fundamentala
ramane nedegenerata. De exemplu, la un sistem finit cu hamiltonianul (72), in
care Q' reprezinta operatorul momentului de cuadrupol se poate produce o rupere
spontana a simetriei SO(3) la rotatii prin aparitia unui camp mediu deformat in
sistemul intrinsec, avand o migcare de rotatie colectiva. Deasemenea, (73) in care
PT genereazd o pereche (Cooper) de particule in stari inversate temporal poate
descrie aparitia starilor suprafluide, neinvariante la transformarile U(1) generate
de operatoul numarului de particule N = > éj Gi.

Atunci cand parametrul inertial din termenul cinetic ~ X% devine infinit ru-
perea spontana de simetrie devine dinamica deoarece campul mediu nesimetric
este static gi apare in hamiltonian ca un termen de tip “camp extern clasic”. In
teoria cuantica relativista aceasta corespunde “mecanismului Higgs” [39, 40] prin
care media termenului de “energie cinetica” a bosonilor Higgs in starea de vacuum
determina masa de repaus pentru campurile de etalon Z, W.

4.1 Spatiul fazic indus prin ruperea spontana de simetrie

Exemple de rupere spontana de simetrie apar atat la sistemele infinit dimensionale
studiate in teoria cuantica a campului [41, 42], cat si in cazul unor sisteme cuantice
nerelativiste de particule In interactiune [43]. Astfel, asemanarea [17] dintre struc-
tura algebrica a grupului Poincaré (Sect. 1.6.1.2) de transformari ale coordonatelor
spatio-temporale, si a grupului CM (3) (Sect. 1.6.1.3) pentru coordonatele nucleare
colective sugereaza ca in ambele situatii intalnim acelagi fenomen fundamental, de
aparitie a unor structuri clasice la nivel cuantic, dar la o scara energetica diferita.
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Un camp mediu localizat sau deformat indica ruperea simetriei la translatii sau
rotatii in starea fundamentala a unui sistem de N particule, iar bosonii Goldstone
apar ca ”solutii spurioase” cu Q2 = 0 ale ecuatiei (85). Aceste solutii sunt legate de
migcari cu amplitudine mare ale sistemului, iar descrierea lor necesita definirea de
coordonate si impulsuri canonic conjugate cel putin la nivel local. In [44] problema
a fost rezolvata considerand migcarea colectiva drept un caz particular de dinamica
cuantica la joasa energie care apare atunci cand starea fundamentala cuantica nu
este invarianta la actiunea unui grup continuu G de simetrie a hamiltonianului.
La sistemele de microparticule aceasta situatie apare adesea la starile fundamen-
tale aproximative |Oy), obtinute din calcule variationale statice &y (U|H|W) = 0,
(Hartree-Fock sau Hartree-Fock-Bogoliubov), care sunt puncte critice de energie
minima pentru sistemul clasic obtinut in urma constrangerii dinamicii cuantice
din spatiul Hilbert Hg la o subvarietate finit dimensionala M C Hg de functii
de proba. Se presupune ca aceasta varietate ramane invarianta la actiunea lui
G si poartd forma simplecticd w™ definita natural prin restrictia la M a formei
simplectice 1.(48) din Heg,

WiH(X,Y) =2Im(X|Y) , X,Y € TyHs

Daci |0) este o stare fundamentali care rupe simetria, atunci prin actiunea lui
G se poate genera o intreagi subvarietate critich Q = G - [0) € M C Hg, cu
semnificatie de ”spatiu al configuratiilor“ pentru modurile Goldstone.

Propozitia 12. Dacd w™ se anuleazd pe spatiul tangent TQ (Q este o subvarietate
izotropa), atunci in orice punct ¢ € Q spatiul tangent T,Q) are un complement
coizotrop wM -ortogonal F, iar raportul E, = F,/T,Q este un spatiu vectorial sim-
plectic [1].

Potrivit acestui rezultat, atunci cand algebra g a lui G este semisimpla conditia
wM |0 = 0 implicd valori asteptate nule (0|£]0) pentru operatorii de reprezentare
é ai elementelor & € g. In particular, pentru starile \(~)) deformate (neinvariante la
actiunea lui G = SO(3)), aceasta inseamna ca media operatorilor moment cinetic
este zero, iar () apare ca realizare " microscopica“ a spatiului de configuratii pentru
gradele de libertate colective de rotatie.

Teorema 8. Fie (M,wM) o subvarietate simplecticd a spatiului Hilbert H, |0) € M
un punct de minim al energiei E = (F[HM cu simetrie mai scazuta decat hamail-
tonianul H, iar Q = {G-10)} € M C H. Fie F,, q € Q, complementul coizotrop
wM -ortogonal al lui T,Q in T,M, si P, complementul lui F, in T,M, astfel incat
T,M = P, + F,. Atunci [44]:

i) P, este izotrop, cu aceeasi dimensiune ca T,Q), iar wM|quTqQ este nedegenerata.
ii) in orice punct q € Q ezistd o structurd de spatiu fazic clasic, cu T,Q) subspatiul
coodonatelor colective si P, subspatiul impulsurilor canonic conjugate acestora.
Variabilele "intrinseci” ramase sunt reprezentate in E, = F,/T,Q.
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III. Aplicatii

1  Grupul de echivalenta inertiala

Echivalenta sistemelor de referinta aflate in migcare relativa uniforma de translatie,
exprimata de principiul inertiei, poate fi descrisa considerand actiunea pe spatiul
fazic extins M = T*R* a grupului Galilei sau Poincaré.

Trecerea la un sistem de coordonate in miscare de translatie uniforma generata
de functia 6¢y 1.(40) este un caz special al transformarii Galilei ®%¢ : R?® x R —
R3 x R ce actioneaza atat asupra coordonatelor din spatiul configuratiilor QQ = R3,
cat si a timpului.

Fie G = H x V grupul Galilei, exprimat ca produs semidirect intre H =
SO(3,R) x R si V =RE. Astfel, un element g € G,

T | (1)
1

este specificat de R € SO(3,R), V € R®, D € R® §i T € R. Acest element
actioneazd asupra unui punct (q,t) al varietatii spatiu-timp Q¢ = R?® x R prin

®9(q,t) = (Rq+D + Vi, t +T) . (2)

Algebra g a lui G are forma g = €+ p ~ s0(3) + R7, unde ¢ = {£ € s0(3)},
p={(d,v,7) R}, enp = {0}, [6,€ C & iar [t p] C p potrivit relatiei

[é? (d7 v, T)] - (éd, éva O) )
si [p,p] C p deoarece [(d,v,7),(d, v/, 7")] = (7'v —7V',0,0).

Sa consideram o particula cu masa m, descrisa pe spatiul fazelor prin coordo-
natele carteziene (q,p), si transformarea Galilei infinitezimala 6@3 TRExR —

R3 x R este definitd prin [q,#'] = [q, ] + v(£,d, v, 7)[q, {], unde

7(57 d? v, T)[q7 t] = [éq —d - tV7 _T] ) (3)

cu elementul v € g specificat de € € s0(3), d € R3, v € R¥si 7 € R. Componentele
é , d i v genereaza rotatii statice, translatii statice si translatii uniforme, respectiv,
ale sistemului de coordonate spatiale, in timp ce 7 descrie translatii de-a lungul
axei timpului.

Actiunea 5@3 a grupului Galilei se poate ridica la o actiune 5@34 pe spatiul
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fazelor M = T*R3, presupunand ca la transformarile specificate de (3), impulsul
se modifica potrivit relatiei

p'=p+ép—mv . (4)

Propozitia 13. Dacd G este grupul Galilei, atunci spatiul H*(g) este 1-dimensional,
si pand la o cofrontierd cociclul @ € Z?(g) este dat de

Q((é? d,v, 7_)7 (élv dlv Vla Tl)) = m(d v —d- V) : (5)

Dem.: Daca M = T'R? i w = 23:1 dg, N dp,, atunci ®*w = w, iar actiunea
®M a grupului Galilei este simplecticd. Prin actiunea ® fiecare element v € g
genereaza un camp X, € T'M. Campul X, generat de translatiile uniforme v, =
7(0,0,v,0) € g este

X, =—v-(tV,+mV,) . (6)

Acest camp este Hamiltonian, si satisface ecuatia ix,w = d.J, cu J, = v-(mq—tp).
Campul Xy, corespunzator translatiilor statice 74 = v(0,d,0,0) € g este generat
de J; = —d - p gi are expresia Xy = —d - ﬁq, Similar, un hamiltonian J, exista
pentru fiecare camp X, v € g, iar potrivit 1.(45), actiunea ® induce un anti-
homomorfism d®™ : g — ham(M), intre algebra Lie g a grupului Galilei si algebra
Lie ham (M) a campurilor vectoriale hamiltoniene pe M.

Actiunea ®M este hamiltonian echivariantd daci anti-homomorfismul d®M
poate fi ridicat la un homomofism A\ : g — F(M), astfel incat diagrama (46)
comuta. Aceasta proprietate poate fi exprimata in forma compacta prin ecuatia
[Q] =0, unde [Q] € H?(g, R) este clasa de coomologie a 2-cociclului 1.(47) definit
de Q(v;7') ={Jy: Sy} = Ty 7,7 € 8 ([8] p. 171).

In cazul ridicarii ®M , comutatorul [7,,74] este 0, dar paranteza Poisson intre
Jy si Jg este

{Jv,Jd} = _LXUJd: —mv-d . (7)

Astfel, desi transformarile Galilei infinitezimale +(0,d,v,0) si 4/(0,d’,v’,0) co-
muta, paranteza Poisson a functiilor generatoare corespunzatoare

(L} =md-v —d'-v) (®)

in general nu este zero. Aceasta defineste 2-cociclul Q(~;~') = {J,, J }, parame-
trizat de masa m ( [45], [8]-p. 434). Astfel, clasa de coomologie [Q] a lui Q In
H?(g,R) este zero, si actiunea ® a grupului de echivalenta inertiala este hamil-
tonian echivarianta, numai daca m = 0 .

Atunci cand m # 0, absenta echivariantei si obstructia in a gasi A se da-
toreaza necomutarii coordonatelor gi impulsurilor in raport cu paranteza Poisson.
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Diagrama comuta daca A aplica generatorii translatiilor in spatiul fazic pe co-
ordonatele canonice. Dar aceasta aplicatie nu este homomorfism, deoarece alge-
bra Lie a grupului translatiilor este abeliana, in timp ce coordonatele canonice
qu, Pv, In raport cu paranteza Poisson, genereaza algebra Heisenberg, {g,,q.} =0,
{puapu} =0, {Q,wpv} = (S,L’J/v pv=123.

La translatiile uniforme parametrii depind explicit de timp, astfel incat actiunea
d®? se poate ridica direct la o actiune globald 6®™° pe spatiul fazic extins M¢
prezentat in Sect. [.1.4. Daca reprezentam coordonatele pe M€ prin vectori

coloana,
8 q 8 p
p— y pu— 9
q [ “ ] P { s ] (9)

atunci transformarea infinitezimald 6®M° definita de (3) si (4) capatd forma trans-
formarii canonice I1.(37),

HRHEE:

S | mv > | d . E 0
=)o) as [ 6] )
iar b = ¢ sunt matrici nule 4 x 4.

Elementul v/c al matricii a este determinat numai de (3), dar potrivit Ec. (10),
prezenta sa implica transformarea lui py = —F/c ca

(10)

[
+
—
L2

>
S ~
> O
1
—
==Y
[

unde

Po=po+Vv-p/c . (12)

Aceasta transformare este consistenta cu 1.(41), si conduce la ecuatiile de migcare
corecte in noul referential. Astfel, actiunea ®° obtinutd prin ridicarea actiunii
P? este simplectici.

Campul X¢ = d®M"(,) are expresia

vV = - p-v 0
X =—g— -V, — -V _ 13
v Qo' Vg =V pt c Opy (13)
jar ixews = dJg, cu J§ = v - (mq — gp/c). Campul X§ determinat de 4 are
functia generaoare J§ = —d - p, si similar Ec. (7),
{Jg, J5}=—mv-d . (14)

Astfel, actiunea grupului Galilei pe spatiul fazic extins ®° defineste acelasi ele-
ment [Q] din H?(g,R) ca si M, si nu este Hamiltonian echivarianta.
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Necomutarea coordonatelor spatiale afecteaza echivarianta deoarece -, actio-
neaza prin variatia componentelor impulsului. Aceasta variatie (X ), introdusa cu
ridicarea (4), este proportionala cu parametrul inertial m, definit de dependenta
hamiltonianului de impuls. In principiu, potrivit 1.(28), fiecare componenta a im-
pulsului p, are un parametru inertial asociat I, = p,(0HS/0p,) . Dacd dinamica
in spatiul fazic extins este determinata de H, atunci este natural sa presupunem
ca parametrul inertial corespunzator este quasi-izotrop, adica Iy = I, = I3 =
—aly =m > 0, a = £1. Aceasta presupunere este echivalenta cu o relatie intre
masa gi energie de forma F = amc?. Astfel, cu m = —apy/c ridicarea (4) a lui v,
plaseazd termenul dependent de vitezd in matricea d, in loc de X. Transformarea
infinitezimala (11) la un referential mobil capata in acest caz forma

SRS P

Prezenta termenului av/c in matricea @ nu este consistenta cu actiunea 5@3
definita de (3). Astfel, (10) implica transformarea coordonatelor prin matricea
—a’, si inlocuiegte actiunea (3) a algebrei grupului de echivalentd inertiald prin

76(57 d7 v, T)[qa t] = [éq —d— tV, —T —QVv: CI/C2] . (16)
Pentru aceasta actiune

— AYA —
Xe:—@V'V‘i‘Oépoz‘vp‘i‘
C

v

— = —V-q=—, (17)

JS = —v - (apoa + qop)/c, si

a 0
XX =——v-d— . 18
[ v d] CV aqo ( )
Aceasta ne aratd ca Jfy, xo = —apoV - d/c, si cum [v¢,75] = v%(0,0,0,av - d/c?),
(T TY — T =0 (19

Astfel, clasa de coomologie a 2-cociclului definit de (19) este zero, demonstrand ca
noua actiune este hamiltonian echivarianta.
In cazul E > 0 (a = 1) (16) reprezinti actiunea algebrei Poincaré so(3,1) +R%,

’7163(57 d7 v, T)[qv t] = [éq —d- tV, -V q/c2 - T] : (20)

Pentru a obtine actiunea grupului Lorentz SO(3,1)*, (20) trebuie integrata la
transformari finite. Vom presupune ca £ = 0, d = 0, 7 = 0, si descompunem
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vectorii q, p in raport cu versorul n al vitezei de translatie ca q = q + ¢n,
p = p1 + pyn. In reprezentarea

qL PL
g=1 q , p=| p ,
qo Do

obtinem a = pag, unde p = |v|/c,

. 0, O
=1 A 21
ao [ 0 4, 1 ) (21)
0, = 0 sunt matrici nule 2 x 2, iar &, are exprsia I1.(59). Deoarece = =
cosh p 1+4sinh p 6, pentru o translatie uniforma cu viteza finita V = Vn, ecuatiile
dgq r. o dp
o= - = 22
dp anq dp aop (22)

se integreaza la @, =q., p’, =pL, s
g = coshp gy —sinhp gy , gj = coshp gy —sinhp g

pj = coshp p+sinhppy , pj = coshp py +sinhp py

Aceste expresii arata clar invarianta parantezei Poisson in spatiul fazic extins,
deoarece daca {qu,q,}° = {Pu: v} = 0, {qu, Pv}® = 6w, atunci si {q,,q,}° =
{p. P} =0,{q,,p,}° = 6w, p.v=0,1,2,3.

Parametrul p este legat de viteza finita de translatie V' prin consideratii de
natura fizica, precum V = cdg/dgy cand dql" = 0. Rezultatul V = ctanhp
corespunde transformarilor Lorentz standard

/ q — Vit ,_If—V'q/c2

Y ) - 5 23
4 V1—=V2/c? V1—=V2/e? (23)
,_ P -VEE ,  E-V.p (24)

= vre s P v

Pentru particule (stiri) cu energie negativa (E = —mc? < 0), v in (15) ia semnul
—, functiile hiperbolice devin functii trigonometrice, si

o — q— Vt t,_t+V-q/c2
H L+ V2/e L+V2/e

Aceste transformari reprezinta rotatii pure intre coordonatele spatiale si timp, iar
grupul Lorentz SO(3,1)* este inlocuit de grupul rotatiilor in spatiu-timp SO(4,R)

(25)
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[4], acoperit de SU(2)xSU(2). Impulsul si energia la aceste stari se transforma
prin
,_p+VE/E ., E-V-p

= v o P e

astfel incat, spre deosebire de I1.(68), E_ = —cy/m3ic? — p2.

(26)

2  Algebra so(4,R) si problema Kepler

Pentru o particula punctiforma nerelativista cu masa m, descrisa de coordonatele
canonice (q,p) pe T*R3, aflata in potentialul central V(q) = —C/|q|, hamiltoni-
anul are expresia

p° C

= Tl (27)

H(q,p)

In raport cu paranteza Poisson 1.(3) algebra de simetrie dinamica gy a hamiltoni-
anului

gn ={f e F(M); {f H} =0}
este generata de cele 3 componente ale vectorului moment cinetic orbital L = q x p,

si 3 componente ale vectorului Runge-Lenz, A = L x p + mCq/|q|, astfel incat
29, 28] AL =0, A% — 2mHL? = m2C?, {A, H} = {L,H} = 0 si

{Li, L} = el {Li, Aj} = eijpAe , {Ai, Aj} = —2mHep Ly
Aceste relatii, asemanatoare cu 1.(58), ne arata ca

s0(4,R) pentru H <0
B = s0(3,1)  pentru H >0

Exista 3 integrale prime in involutie, H, L? si L., astfel incat sistemul hamiltonian

. P . C
_ — —_— e — 2
q m b= 3 ( 8)

este complet integrabil. Pentru H = E < 0 integrarea se poate reduce la calculul
orbitelor oscilatorului armonic 4-dimensional avand hamiltonianul
P2 mw?Q?

H4d(Q,.F~)) - +

). P) € T*R* .
2m 2 ) (Q? ) e

Astfel, in ecuatia Hamilton-Jacobi stationara H4d(Q, V4S)=¢€V,=(V,0),

1
2m

(V4S)? + m”;Qg —c (29)
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operatorul gradient V, in R* admite o descompunere similara cu I1.(48) in R3, de
forma
0

1 -
Vi=en—+—=Vys , R=
4= Cron + RVt Q)
in componenta radiald e g0 si unghiulard Vy4/R. Daca impértim (29) la Q* = R?
si facem schimbarea de variabila R? = r, obtinem

2
QaTSeR N Vy4S mw €

L( )? + i (30)

2m r T

Variabilele unghiulare ”polare“ in R* sunt coorrdonatele pe sfera S* ~ SU(2) [34],
si se pot exprima in functie de unghiurile Euler ¢, 0, din I1.(52). Astfel, atunci
cand S nu depinde de v, Vy4S/2 se reduce la termenul unghiular uzual din R3,
Vy S, iar (30) devine ecuatia Hamilton-Jacobi H(q,VS) = E,

1 € mw?
(VS22 - — = _ 31
2m (V5) 4r 8 (31)
pentru hamiltonianul (27) in care
2
€ mw
C=-, F=—
’ 8

Rezultatul este important in studiile de cuantificare geometrica [46], fiind un caz
particular al exemplului lui Moser de regularizare a curentului pentru hamiltoni-
anul geodezic H,(Q, P) = Q*P?/2 pe M = T*R™" [47]:

Propozitia 14. Fie (M,w) o varietate simplectica , Xy campul hamiltonian ix,w =
dH definit de hamiltonianul H, si f € F(M). Atunci pe orice subvarietate de en-
ergie constanta Ng = {m € M ; H(m) = E}, campul fXg coincide cu restrictia
la Ng a unui camp hamiltonian.

Dem.: Consideram campul X definit de ixw = d(fH — fE). Deoarece d(fH —
fE)=(H — E)df + fdH, rezulta ixw|n, = fdH|y,, astfel incat X = f Xy O.

3 Operatorul conjugat momentului cinetic

Problema ”cinematica® a existentei unui opeator hermitic gg asociat fazei undei
electromagnetice?, conjugat cu numarul de fotoni n = b'b, sau unghiului conjugat
cu momentul cinetic L = —ihd,, este discutata in [48, 49|, respectiv in [50, 51]. In

20Presupunand ci intre faza ¢ a unei unde corente cu densitatea de energie w si actiunea S
pentru fotoni exista relatia S = hy [7], o conditie de integralitate pentru & din 11.(26), unde
n = w/hv conduce la cuantificarea energiei cAmpului £ = Nhv, N € Z,..
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cazul dinamic prezinta interes un operator ¢ care sa satisfaca ecuatia Heisenberg
de evolutie temporala in forma exacta

dp i, o L
gzi_i[Haqb]_T ;
sau mediata, _
15,9 = (L) . (32)

unde [ este o constanta cu semnificatie de moment de inertie. Acest operator este
util in rezolvarea ecuatiei 11.(85) pentru starile izovectoriale datorate corelatiilor
dintre protoni gi neutroni in nucleele deformate [52, 53, 54], si poate fi obtinut prin
aplicarea Teoremei 8 la cazul unei stiri fundamentale |0) care nu este invarianta
la rotatii in jurul axei X.

Fie G, grupul rotatiilor in jurul axei X generate de operatorul momentului ci-
netic orbital L,, M o varietate de functii de proba, |0) € M o stare fundamentals
deformati gi J : M — R aplicatia moment J(|Z)) = (Z|L,|Z), |Z) € M. Atunci,
pentru orice valoare regulara p a lui J, F, = J'(p) este invariantd la G,, iar
Q = G, -|0) C Fy. Pentru F, = T,F, un complement unidimensional P, in M
este reprezentat de tangenta 7,7 la orice curba 7 transversala la Fy in ¢. Am-
biguitatea in alegerea curbei 7 poate fi inlaturata folosind argumente geometrice
(de exemplu prin asociere cu orbitele coadjuncte din Sect. 1.7), sau dinamice, prin
selectarea transversalei obtinute unind continuu punctele de energie minima din
fiecare varietate F, aflata in vecinatatea Fy. Astfel de minime cu constrangeri ale
hamiltonianului H pot fi generate folosind multiplicatori Lagrange, obtinand mai
intai o solutie |Z),, a ecuatiei variationale 0(Z|H — wL,|Z) = 0, si apoi fixdnd w
la valoarea w, data de J(|Z,,)) = p. Rezultatul este o varietate simplectica

S ={|Zpp) = e %/ 7, )}

parameterizata de variabilele canonice ¢ si p. Astfel, relatia (32) de medie pe
starile |Zp) rezulta din conditia de minim

d

dw

(Z | H —wLy|Z,) =0

folosind operatorul ¢ pentru care |Z,) = exp(ilwp/h)|Zy). Avantajul acestei
metode fata de argumentele geometrice este ca determina nu numai spatiul fazic
S, ci si parametrul inertial asociat.

Daci H este un operator hamiltonian N-particuld IL(72) constituit dintr-
un termen Hy de oscilator armonic izotrop si un termen de interactiune de tip
cuadrupul-cuadrupol, iar M este varietatea starilor II1.(61), ruperea spontana a
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simetriei la rotatii se manifesta prin aparitia unui camp mediu (potential) de os-
cilator anizotrop aflat in rotatie uniforma in jurul unei axe fixe, care se alege prin
conventie drept axa X. Astfel, in sistemul intrinsec |Z,) este un determinant Slater
format cu starile proprii vy,

h? m
2m 2
pentru H’ de forma [.(43) in care H este hamiltonianul de oscilator armonic ani-

zotrrop iar viteza unghiulara de rotatie w are directia axei X. Se poate arata [44]
ca 1}, se obtin din starile proprii®!

2/}klm =

I
|
|
>
+

2 g v / agl 2. 2 2.2 2.2 T
H Yy = By Viim » H - (Wer” +wyy” +wiz”) —wihy

1 e e
W(bbk(bg)l(bg)m% ; (33)

ZA)Z-@ZJO = 0, ale hamiltonianului H, de oscilator armonic izotrop,

2 2 h? MW, 5 o o
Hoygim = hwo(k+1+m + )wmm , H,= —%AJF T(m +y 42, (34)
printr-o transformare unitara, astfel incat v, = U Yrm unde operatorul
U — e—i)\éme—i Zi:l 01, S (35)
este definit de relatiile
. AT . (v -
&p = bhby + Dby | 8 = 5[(1);)2 — (be)?]
A mw T,
b= o (e — ——Pk) » wp = (W5 +wid)/2 (36)

2h mwy

tan2/\:2—w , sinh 26, = wo( ===
won 29, Wi 2wl
Ql =w , 933 = (Ldo + €9 3)2 — (WQ?]/Z)Q €y — —€3 = won/2 CcoS 2\ .
Operatorii $, $2, $3 de ’comprimare genereaza transformarea bazei “sferice” (33)
in cea “deformata”. Impreuna cu operatorii bl w0k fiecare 85, K = 1,2, 3 genereaza
algebra su(1,1) ~ sp(1,R).

Cand w — 0, A = w/wgn, astfel incat I = —hé, /wen. Cu notatia I = h/won
operatorul —¢, apare ca operator asociat unghiului conjugat cu [:x, deoarece
genereaza tranzigia de la referentialul fix la cel aflat in rotatie uniforma in jurul
axel X. Operatorl similari ¢, si ¢, sunt asociati cu L si LZ, iar prin comutare setul
Cx, Cy, Cz, Lx Ly, L genereaza algebra su(3). Prin comutare S, Soy, 52., Lz, IA/y, [:
genereaza algebra gl(3,R). Acest set complicat de subalgebre face parte din

sp(3, R).

21Ty coordopate sfe}"ice, dagé R, este functia de unda radiala atunci pentru n par R,0Yoo =
(n + D)1= Y2[(B1)2 4 (b5)2 + (b5)2]"/24 [55).
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4 Grupul SU(3), rotatia colectiva si modelul octet

Primele aplicatii ale teoriei grupului SU(3) au aparut in fizica nucleara, ca ur-
mare a eforturilor de a descrie proprietatile nucleare colective in cadrul modelului
paturilor nucleare. Problema dificila a clasificarii starilor si a determinarii spec-
trului energetic a fost simplificata folosind simetria dinamica a hamiltonianului,
reflectata prin anumite regularitati in spectre si a unei degenerari mai ridicate
decat cea datorata simetriilor geometrice. Dupa cum s-a aratat in Sect. 1.3,
subspatiul starilor degenerate poarta o reprezentare a acestei algebre de sime-
trie, integrabila la grupul Lie de simetrie dinamica. Grupul SU(3) reprezinta
simetria dinamica a hamiltonianului oscilatorului armonic 3-dimensional izotrop
H, (34), ale carui functii proprii degenerate (33) constituie baza unui spatiu de
reprezentare ireductibila (RI). Spatiile i reprezentarile ireductibile pentru SU(3)
vor fi notate prin V (P, Q) si D(P,Q), respectiv, unde P si ) sunt intregi pozitivi.
Clasificarea starilor de oscilator armonic poate fi obtinuta folosind setul complet
de operatori care comuta, ale caror valori proprii sunt indicii vectorilor de baza
ale reprezentarilor ireductibile SU(3) [28]-XIII. Clasificarea starilor sistemului de
nucleoni in potentialul de oscilator armonic a fost obtinuta de Elliott [56], si a fost
aplicata la nuclee ugoare. Bargmann si Moshinsky au adaugat la potentialul de
oscilator armonic interactiunile reziduale biparticula [57, 58]. Hamiltonianul rezul-
tat ramane SU(3)-invariant, iar pentru a obtine functiile proprii ale unui sistem
de 3 nucleoni este necesar sa cunoagtem coeficientii Clebsch-Gordan (CG) SU(3)
pentru produsul D(P, Q) ® D(Py,0).

Cuplajul functiilor de unda de oscilator in patura 2s-1d a fost obtinut de Hecht
[59] folosind coeficientii CG pentru produsele

La nuclee par-pare a fost utilizat cu succes modelul bosonilor in interactiune [60].
In acest model se considers numai simetria nucleonilor de valenta, presupunand ca
sunt cuplati in perechi bosonice s si d. La un numar fixat de bosoni cel mai general
hamiltonian pentru acest sistem are simetria SU(6), iar starile sunt indexate de
valorile proprii ale operatorilor Casimir pentru un lant de subgrupuri ale SU(6).
Exista numai trei lanturi posibile, iar unul dintre ele incepe cu SU(3). Nivelele
energetice calculate folosind acest lant sunt in bun acord cu datele experimen-
tale pentru nuclee care au patura de valenta semi-ocupata. In acest caz simetria
SU(3) descrie spectre de rotatie, si este independenta de degenerarea nivelelor
uniparticula.

Importanta teoriei grupurilor Lie simple pentru fizica particulelor elementare a
fost prezentata detaliat in [61]. Descoperirea numerelor cuantice de ”aroma” cum
ar fi izospinul, hipersarcina [30]-1I, sau “farmecul”, conservate de interactiunile
tari, a condus la introducerea unor modele de simetrie dinamica bazate pe SU(2),
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SU(3), respectiv SU(4). Aceste simetrii sunt numai aproximative, deoarece par-
ticulele atribuite multipletilor au mase diferite. Totusi, clasificarea este corecta,
deoarece interactiunile care rup simetria nu modifica valorile numerelor cuantice
interne.

In general, un model hadronic cu np cuarci constituenti (arome) este legat
de simetria SU(ng). Cei ng cuarci se pot distinge prin valorile unui set de np
numere cuantice de aroma. Daca nu includ si particule "cu farmec”, sistemele
hadronice sunt descrise corect de modelul octet, bazat de grupul de simetrie de
aroma SU(3)F [62, 63].

In modelul octet barionii sunt stari L™ = 07 ale unui sistem de 3 cuarci, inex-
plicabile pentru un sistem de trei particule cu spin 1/2 descrise de statistica Fermi-
Dirac. Paradoxul a fost rezolvat adaugand la indicii de aroma gi spinor Dirac din
functia de unda relativista a cuarcului un nou numar cuantic de ”culoare”, avand
trei valori posibile [64]. Cuarcii colorati sunt fermioni obignuiti cu spin 1/2, dar
inobservabili, deoarece prin postulat, numai sistemele fara culoare (”albe”) pot fi
libere. Sistemul de trei cuarci colorati este antisimetric la permutarea indicilor de
culoare, si este invariant la transformarea lor cu SU(3). Totusi, spre deosebire de
SU(3)F, grupul transformarilor de culoare globale SU(3)¢ este o simetrie exacta.
Presupunand invarianta lagrangeanului nu numai la transformari SU(3)¢ globale,
dar si locale, se poate formula o teorie Yang-Mills a interactiunilor tari, cromodi-
namica cuantica [65].

In anumite situatii fizice grupul SU(3) este prea restrictiv, si este necesar sa
folosim grupuri semisimple mai largi, ca SU(n). Teoria generala a grupurilor
Lie semisimple a fost elaborata in lucrarile clasice ale lui Cartan si Weyl [66].
Dezvoltarea teoriei cuantice a momentului cinetic a determinat studiul intensiv
al grupului SU(2). Rezultatele obtinute de Wigner [2] si Racah [67] in teoria
reprezentarilor SU(2) si a operatorilor tensoriali ireductibili au rezolvat practic
toate problemele spectroscopiei atomice. Extinderea acestor rezultate la SU(n) a
fost prezentatd de Baird gi Biedenharn in seria de lucriiri [68]. In [68]-II metoda
generatorilor bosonici este aplicata pentru a regasi formulele generale ale lui Gel’fand
si Zetlin pentru elementele de matrice ale generatorilor. O atentie particulara este
acordata cazului SU(3), deoarece in studiul sau apar aspecte caracteristice pentru
SU(n) in general, dar care nu sunt prezentate de structura simpla a lui SU(2).
Dintre acestea, problema multiplicitatii ponderilor va fi discutata si in continuare,
pe baza rezultatelor din lucrarea de sinteza [69].
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4.1 Grupul SU(3)

Grupul SU(3) este format din transformarile liniare unimodulare ale spatiului
complex C? care pastreaza invariantd forma biliniara hermitica

(a,b) = ajby + asby + ajbs , a,b€ C?. (38)
Matricile operatorilor liniari unitari asociati acestor transformari in baza
{z; € C*j =1,2,3;(xj,74) = 51} (39)

sunt matrici unitare unimodulare U care dau o reprezentare 3-dimensionala a
grupului SU(3). O structura analitica pe acest grup poate fi introdusa considerand
partea reala si imaginara a celor 9 elemente de matrice complexe ale matricii U
drept cordonate analitice ale unui punct in spatiul R*®. Acesti 18 parametri reali
sunt constransi de 10 relatii algebrice determinate de conditiile

detU =1, UU' =1 , (40)

astfel incat numai opt dintre ei sunt independenti. Restul parametrilor se pot ex-
prima ca functii analitice de acestia, si astfel SU(3) este varietate analitica reala,
opt-dimensionala.

Daca Uy, Uy € SU(3), atunci coordonatele lui U = U, U, ! sunt functii analitice
de coordonatele lui U; and U,. Astfel, SU(3) este grup Lie real.

Folosind continuitatea elementelor de matrice si (40) se poate arata ca SU(3)
este homeomorf cu o multime compactd din R® [70]-IV. In plus, se poate demon-
stra prin recurenta ca SU(n) este simplu conex daca SU(n — 1) este simplu conex
[70]-(Sect. VIIL.4). Cum SU(1) = {I} este simplu conex, atunci orice SU(n), si
in particular SU(3), este simplu conex.

Coordonatele pe SU(3), {¢;,7 = 1,8}, se definesc astfel incat originea spatiului
R?® corespunde matricii unitate I. Alegerea lor este simplificata de existenta sub-
grupurilor SU(2) si SUD(3) = D(3) N SU(3) (format din matrici 3 x 3 unitare
unimodulare diagonale), pentru care coordonatele se cunosc. Cei patru parametri
ramagi se aleg de regula in forma data de Nelson [71]. Alte parametrizari sunt
prezentate in [72, 73, 74].

Orice matrice SU(3) se poate obtine pornind de la identitatea I printr-o serie de
transformari infinitezimale corespunzatoare unei variatii continue a parametrilor
grupului, gi poate fi reprezentata sub forma

Uy, ey gs) = € Zha B2 (41)

Parameterii acestei reprezentari ¢, k = 1,8 definesc un sistem de coordonate

canonice ([70], Sect. 1X.3), iar matricile generatorilor transformarilor infinitezimale
1

Fk:ﬁ)\k , k=18 (42)



dau o reprezentare in C? a algebrei Lie reale su(3). Aceste matrici sunt elementele
unei baze in spatiul liniar real al matricilor 3 x 3 hermitice cu urma nula. Deoarece
su(2) C su(3), este convenabil sa alegem aceste matrici in forma data de Gell-Mann

010 0 —i 0 1 0 0
M=[100|,X=]4i 0 0] ,x=]0-10], (43
000 0 0 0 0 0
001 00 —i 000
M=|000]|,X%=]0001],Xx=]|001], (44)
100 i 0 0 010
00 0 L oo
M=100 —i| , =—=1]01 0 |, (45)

=}
=}
B

00 -2

Deoarece exista o transformare SU(3) care aduce orice matrice SU(3) la forma

SUD(3), elementele lui SU(3) apartin unor clase de echivalenta, astfel incat fiecare

clasa contine numai un singur element SUD(3). In consecinta, caracterele pentru

SU(3) sunt functii analitice de cele doua variabile care parametrizeaza SUD(3).

O masura invariantd, normata, in spatiul caracterelor este definita in [75].
Matricile A satisfac relatia

8
2 .
Aidj = g%f + E (dij + i fiji) M\ - (46)
=1

Aici d;ji, este un tensor real, simetric de ordinul trei, f;;; este deasemenea real,
dar antisimetric, iar d;; este simbolul Kronecker. Componentele nenule ale acestor
tensori sunt /3

3

f123:1 7f458:f678:7 (47)

Jrar = foae = faas = fos1 = — fi56 = — [ae7 = % :
st
di18 = daog = d33g = —dggg = L ,
V3
dysg = dssg = deeg = dr7s = b 7
2V/3

1
d146 = d157 = d256 = d344 = d355 = _d247 = _d366 = _d377 = 5 .
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Folosind (46) este posibil sa verificam relatiile de comutare si anticomutare

8 8
. 1
[F}, Fy] = ZZfiijk , {FLFita= gfsij[ + Zdiijk : (49)
- k=1

Rangul algebrei su(3), definit ca dimensiunea subalgebrei Lie nilpotente max-

imale, este dat de dimensiunea subalgebrei sud(3), egal cu 2. Cele doua elemente

ale su(3) care comuta sunt Fj si Fg, iar baza (39) a fost aleasa astfel incat ma-

tricile lor sa fie diagonale. Elementele diagonale sunt legate de numerele cuantice

caracteristice pentru sisteme cu simetrie SU(3), si potrivit IL.(84), pot fi utilizate

la indexarea starilor. In cazul hadronilor acestea sunt indexate de valorile proprii
13 si y ale operatorilor I3 i Y,

2
Is=F; | Y:ﬁFg . (50)

Relatiile de comutare

F; iFy = Z k (1F))

definesc constantele de structura cé- = fjkl, 1,7,k = 1,8. Tensorul metric Cartan
determinat prin
Z zlcjk ) (51)
kl=1
are expresia simpla g;; = —30;;. Astfel, forma Cartan-Killing
8
Y)=> gyX'V (52)
ij=1

este nedegenerata, negativ definita, iar algebra su(3) este semisimpla. Aceasta
Inseamna ca su(3) nu contine ideal comutativ, si arata ca SU(3) este grup Lie
semisimplu [70]-(Sect. XI.4).

Proprietatile rezumate mai sus arata ca SU(3) este un grup Lie real, compact,
simplu conex, semisimplu. Un astfel de grup nu contine vreun subgrup invariant
propriu conex, dar poate contine unul discret. Pentru SU(3) acesta este

= {I,e*™ 3, ™BT} (53)

Grupul SU(3)/Z3 se obtine prin identificarea elementelor din SU(3) care difera
printr-un factor e?™/3 sau e**/3, si este triplu conex??. Acest grup factor este im-
portant in fizica particulelor elementare deoarece numai starile hadronice atribuite
reprezentarilor sale au sarcina electrica gi hipersarcina numere intregi.

228U (2) contine subgrupul discret Zo = {I, 1}, iar SU(2)/Z5 ~ SO(3,R).
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4.2  Algebra su(3)

Teoria reprezentarilor liniare a algebrelor Lie semisimple £ si a grupurilor core-
spunzatoare se bazeaza pe descompunerea algebri £ in suma directa de subspatii
invariante pentru restrictia reprezentarii adjuncte

X —adxy=[X,% , Xeg (54)
la subalgebra nilpotenta
9 ={X,Y€&/(adx)"Y =0 , 0<kecZ} . (55)

Un exemplu important este reprezentat de descompunerea Gauss, £ = N+ + H +
M-, unde N* sunt subalgebre nilpotente, iar N+ + § sunt solvabile ([28]-Sect. 1.6).

Algebra su(3) si grupul SU(3) nu admit descompunere Gauss deoarece sunt
semisimple compacte ([28]- Sect. II1.6), dar sunt forme reale compacte ale al-
gebrei sl(3,C), respectiv grupului SL(3,C), care sunt semisimple complexe, i
admit descompunerea Gauss. Astfel, reprezentarile su(3) si SU(3) care apar in
aplicatii sunt complet determinate de reprezentarile sl(3,C'), respectiv SL(3,C)
prin metoda unitara Weyl [70]-XI, XII.

Algebra Lie sl(3,C), (As), este subalgebra gi(3, C) generata de matricile 3 x 3
cu urma nula. O baza in s{(3, C) este reprezentata de matricile Fy, k = 1,8 intro-
duse in sectiunea precedenta, dar aceasta alegere nu este adecvata descompunerii
Gauss. Mai convenabil este sa exprimam elementele de baza prin combinatii liniare
ale bazei algebrei gl(3, C). Baza Weyl in gl(3, C) este reprezentata de noua matrici
3x 3, {ei, i,k = 1,3}, care au un singur element nenul, egal cu 1, (€;x)as = 0iadks-
Comutatorul

ik, €j1] = Orjeq — duejk (56)

este o matrice din sl(3, C), astfel incat aceleasi relatii de comutare vor fi satisfacute
si de cele noud matrici cu urma nuld A% = ey, — 0l /3,

(A}, Al] = 61;4] — 0447, (57)

Pentru aplicatiile in fizica este util sa notam ca operatorii e; ce satisfac relatiile
de comutare (56) se pot construi folosind operatori bosonici. Astfel, daca l;I si I;i,
i = 1,2,3, sunt operatorii de generare si anihilare bosonici (36) (cu relatiile de
comutare I1.(65)), care apar in hamiltonianul oscilatorului armonic izotrop (34)

3

. ara 1

H, = hwy » (blb; + 3) (58)
=1

atunci ey, = biby, satisfac (56), iar [ey,, H,] = 0.
Relatia dintre cele doud seturi de baza pentru si(3,C), {A};i,k = 1,3} si
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{Fk, k = 1,8} capata o forma simpla daca introducem combinatiile complexe
Iy =F+iF, , Kp=Fy+iF5 , Ly=Fs+tiF;. (59)

Folosind acesti noi operatori, relatia dintre cele doua seturi de baza este data de

1 1 2
Al Rt Ry, A2=——F—F , AA=_"F, 60
1 \/58 3 2 \/58 3 3 \/58 ( )

A;:IJr ) Ail'}:KJr ) A§:L+ )
A=1 |, A=K , Aj=1L_ . (61)

Algebra sl(3, C) se descompune in subalgebra Cartan ), generata de elementele
F3 si Fy, si subalgebrele 91F, generate de I, K si L. Folosind dezvoltarea

3

F, =) &(pew (62)

k=1

unde p este 3 sau 8, relatiile de comutare pentru s/(3, C) in baza Cartan-Weyl sunt
exprimate de

[Fp, Al = aji(p) A4 (63)
(AL, Al] = 01 Al — 0uA], itk jHAL . (64)
Coeficientii aj;, sunt functii liniare pe § definite de
aji(p) = ;(p) — Prlp) (65)
iar setul
A= {ajk;j7k: 17273} (66)

reprezinta sistemul radacinilor.

Combinatiile liniare ale radacinilor genereaza spatiul dual lui §), notat $*. Daca
a2, (i3 i agg se aleg pozitive, atunci s §i agg sunt radacini simple (Anexa 4).
Noile constante de structura

clih ji(p)0ij 0k (67)

p(l)
dau restrictia tensorului metric la subalgebra Cartan

9po = (Fm F,) = Z O‘ﬂ(ﬁ)%’l(g) = 3040 (68)

j,l=1
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unde p, 0 = 3 sau 8. Astfel, restrictia formei Cartan-Killing la $) este nedegenerata,
si pentru orice o € H* exista un element unic h, € $, notat in continuare tot cu
«, astfel incat Vh € $

a(h) = (hayh) , (a,B) = (ha,hg) ,a,0€H" . (69)

Reciproc, aceasta relatie asociaza functii liniare elementelor din $). Functiile liniare
as si ag asociate prin (63) lui Fy si Fy sunt identic zero. Totusi, (68) si (69) conduc
la 0 baza ortogonala covarianta g,, o = 3 sau 8, in $*, definita de §,(p) = gop-
Coordonatele covariante ale radacinilor din A in aceasta baza sunt date de (69),
si permit reprezentarea sistemului radacinilor sub forma diagramei din Figura 1.

O alta baza covarianta in $* este reprezentata de radacinile simple. Acestea
au lungimea 1/4/3 in raport cu forma Killing, si formeaza un unghi de 120 grade.
Matricile asociate prin (69) acestor radacini sunt

X 1o oo
Q1o = nggOéu(P)Fa =-I3=—-10 —-10 ) (70)
3 610 0 o
0,0
X foo o
=D g7 ans(p)Fy = —(VBFs — Fy) =~ [ 0 1 0 (71)
o 6 6100 -1

Vectorii contravarianti o*, = 12 sau 23 asociati radacinilor simple se definesc
prin relatia
() 1

2= 5., 72
(O./V, OZV) 2 M ( )
iar coordonatele unui element arbitrar M € $* in baza contravarianta sunt
M
my, — 20 ) (73)
(s o)

4.3 Reprezentari fundamentale

Reprezentarile ireductibile ale unui grup Lie G care admite o descompunere Gauss
de forma G = Z~DZ*, cu Z*, D, generate de F, §, respectiv, sunt induse
de reprezentari unidimensionale (caractere) 7(0), 6 € D ale subgrupului D. Fie
Ry, g € G o reprezentare a grupului G pe spatiul liniar finit dimensional V.
Elementele lui V' care sunt vectori proprii ai operatorilor Rs, 6 € D se numesc
vectori de pondere. In particular, vectorii de pondere | M),

Rs|M) = ms(8)|M) , W6 D (74)
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Fy (A) Fy (B)
Qi3 (L+) a3 (K+) Q13
13 P
az (I-) a1z (1)
I 032 I
Q@
Q31 (K—) Q32 (L—) 32

3

Y

Figura 1. Diagrama radicinilor pentru algebra su(3) (A) si vectorii contravarianti o'
o?? (B). Unitatea de lungime este 1/v/3 pe axele Fs, Fx si 1/3 pe axele P, Q.

care raman invarianti la actiunea subgrupului Z*,
R.|M)=|M) Nz€Z' | (75)

se numesc vectori de pondere maxima.

In teoria reprezentarilor liniare ireductibile (RI) ale grupului GL(n, C) se demon-
streaza urmatoarele teoreme importante:
Teorema 9. Orice spaliu purtator V' al unei RI finit dimensionale R a GL(n,C)
contine un vector de pondere maxima unic, ciclic pentru V.
Teorema 10. RI indusa de caracterul Ty apare in descompunerea unei reprezentari
reductibile pe spatiul V' cu o multiplicitate egala cu numarul vectorilor de pondere
mazxima | M) continuti in 'V ([70]-Sect. VI.3.1).
Teorema 11. Caracterele inductive complez-analitice pentru reprezentarile grupulus
GL(3,C) au expresia

m 00
7(0) ="t =10 % 0 |eD (76)
0 0 s

unde my > mgy > mg sunt numere intregi ([28]-Sect. VIIL.3).

Reprzentarile ireductibile finit dimensionale ale grupului SU(3) se pot realiza
pe spatii de RI ale extensiei sale complexe SL(3,C). Restrictia caracterelor 7 ale
grupului D C GL(3,C) la SUD(3) C D definegte un caracter 7° care determini
complet RI pentru SU(3). Aceasta restrictie se obtine considerind numai matrici
0 cu elemente ~;, i = 1,2, 3 astfel incat

il =1, mpr=1. (77)
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Daca radacinile simple sunt ayy §i aws, atunci orice matrice d € SUD(3) se
poate scrie ca

d=e" | h=1t0 +tBay |, (78)
unde parameterii reali t'2 si t** sunt
A2 _ 9 (h, 0412) 23 _ 9 (h, 0423) (79)
(0412, a12) ’ (0423, 0423)

Inlocuind ay §i agg din (78) cu expresiile din (70) si (71), elementele de matrice
ale lui d capata forma

=€ty = T HE/E g — it (80)

Aceste elemente satisfac conditiile (77) si astfel, prin Teorema 11, caracterul in-
ductiv se poate scrie sub forma

Thp(d) = e (81)

cu M € 9* definit de M = (my; — ma)a'? + (my — m3)a®®. Elementul M din
$H* este numit pondere maxima. Astfel, orice RI a SU(3) este complet specificata
de doua numere intregi nenegative, P = m; — my si Q = mgy — mg, i se noteaza
D(P, Q). Spatiul purtator al acestei RI va fi notat in continuare V (P, Q). Folosind
aceeasi notatie pentru elementele algebrei su(3) si operatorilor de reprezentare
corespunzatori in V (P, @), dezvoltarea relatiilor (74) si (75) pentru SU(3) in ve-
cinatatea identitatii conduce la ecuatiile

1| M) = (arz,a'?)P[M) , 3| M) = (g3, 0®)QIM) (82)
si, respectiv
M) =0, LyM)=0 . (83)
Astfel, prin (70), (71), | M) este un vector propriu pentru Fj si Fg, iar prin (50) si
pentru I3 si Y, cu valorile proprii

=2 =22 (5

Uneori este convenabil sa alegem a3 si ago ca radacini simple. In acest caz vectorul
de pondere maxima, notat |M), va satisface ecuatiile

K |M)=0, L_|M)=0 , (85)

iar ponderea maxima M = Pa'3 + Qa?? este reflexia ponderii M fata de vectorul
contravariant o'® = o'2. Numerele cuantice i3 si y care indexeaza |M) sunt
_P+Q _P-Q

(i3)m = 2 , (W 5

(86)
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Figura 2. Diagrama ponderilor pentru reprezentarile SU(3) fundamentale D(1,0) (A) si
D(0,1) (B). Ponderile u, d, s si @, d, 5 corespund vectorilor 1, 2o, 3, respectiv 11,12, 13.

O baza in V(P, Q) este reprezentata de vectorii proprii |m) ai operatorilor I3
si Y, unde cu m am notat perechea de valori proprii (i3,y). Aceste valori proprii
sunt legate de componentele mq3 si mss ale ponderii m in baza contravarianta prin

. my3 + M3z mi3 — M32
ig= ———= | y=——"= (87)
2 3
Potrivit Teoremei 9, toti vectorii de baza |m) = |iz, y) se pot obtine prin aplicarea
operatorilor L, I_ gi K_ asupra vectorului de pondere maxima |(P + Q)/2, (P —
@)/3). Numerele P si @ specifica deasemenea valorile proprii f i g,

PP+ PQ+Q?
B 3

f LP4Q g:%(P—Q)(2P+Q+3)(P+2Q+3) ,

ale celor doi operatori Casimir F si G ([28]-Sect. 1X.4) definiti prin

8 3 3
F=Y = % S oAb, G = % S (AAEAL + ALALAY)
k=1 ik=1 irk,l=1

Reprezentarile D(1,0) si D(0, 1) sunt 3-dimensionale, neechivalente, i se numesc
reprezentdri fundamentale. Ele au ponderile maxime a'® gi o2, respectiv (Figura
2), iar orice reprezentare se poate construi prin descompunerea produsului lor
direct multiplu.

Aplicarea comutatorului [F,, A7], p = 3,8, din (63) vectorului de pondere |m),
urmata de folosirea ecuatiilor cu valori proprii

. V3
Fylm) =m,lm) , mg=1is, mg= Yo (88)

conduce la relatia ‘ .
FyAylm) = (my + ajr(p)) Aglm) (89)
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care exprima ponderea vectorului A7 |m).

Matricile de reprezentare ale generatorilor su(3) in spatiul V' (1,0) au forma (43
-45), iar baza constd din vectorul de pondere maxima z1 = |1, £) si
11 2
=l xn=|-== =K x,=10,—%) . 90
x2 1= 9 3> X3 1 = |0, 3> (90)

Ponderile 3,y ale vectorilor x1, x5, T3, se pot reprezenta pe diagrama radacinilor
prin punctele u,d,s din Figura 2 (A).

Matricile de reprezentare ale grupului SU(3) pe spatiul V(1,0) sunt chiar ele-
mentele de grup (41). Acestea actioneaza transformand vectorii z; in zj,

3
x; = Z fok . (91)
k=1

O alta reprezentare ireductibila tridimensionala se obtine prin conjugarea com-
plexa a expresiei (91),

y = (U (92)

Aiciy! = x; sunt vectori de baza contravarianti care genereaza spatiul de reprezentare
V(1,0)*. Matricile elementelor SU(3) in reprezentarea D(1,0)*,

Ul = (Ulg)" = 73 Zhmatiow (93)
ne arata ca matricile de reprezentare ale generatorilor su(3) sunt
Filaor = =(Flao)" - (94)
Matricile operatorilor Fj|(1,0)« si A 1,0+ se obtin folosind (59), astfel incat
Fylaoyr = ~(EFplao)” » Alao = ~Aflao) - (95)
Deoarece matricile F)| ) si A}|(1,0) sunt reale, rezulta
Bplaog: = =Flao » Alao: = =Aflao - (96)

Diagrama ponderilor vectorilor y* se obtine prin reflexia diagramei de ponderi
pentru xy, k = 1,2, 3 fata de origine, si coincide cu cea a bazei in V(0,1). Daca
vectorii bazei se indexeaza prin ponderile lor, astfel incat z,, reprezinta vectorii
bazei (90), iar y™ vectorii 4*, atunci

y "= ()" (97)



Prin conventie, elementele de matrice ale operatorilor I si K4 in baza canonica
din V(P, Q) se aleg pozitive [62]. Aceasta conventie nu este respectata in baza
{y*,i =1,2,3}, deoarece, aga cum rezultd din (96)

Ly'=—y", ILy=—y', Kiy' =~y , K.y’ =—y" . (98)

Totusi, o baza canonica in V(0,1), notata {n;,7 = 1,2,3} se poate obtine din
{y*,i =1,2,3} prin transformarea

m=-y' ., m=y, =y (99)

Sau

Mo = Gl =Y Gmy™ (100)

Matricea G a transformarii, ca si vectorii bazei, este definita pana la un factor de
faza. Alegerea din (99) corespunde la

Gm, = (=1)3%Qmg,, (101)
unde y
Qm = (i3 + §)m (102)

este sarcina electrici (in unititi |e|) a ponderii m = (is,y) [76]. In continuare,
spatiile V'(1,0), V(0,1) vor fi notate si prin V(3) sau {3} si V(3*) sau {3}*, re-
spectiv, deoarece sunt 3-dimensionale.

4.4 Reprezentari tensoriale

Definitia 1. Obiectul T}, . ,;, este numit tensor covariant de rang P in raport cu
SU(3) daca la actiunea lui U € SU(3) se transforma potrivit relatiei
k
Tioap =UP UM Ty gy (103)

Ly

Alici gi In continuare se presupune conventia de sumare pe indicii care se repeta.
Definitia II. Obiectul T '@ este numit tensor contravariant de rang @QQ in raport
cu SU(3) daca la actiunea lui U € SU(3) are legea de transformare

01,0l K1\ * kQ\xrmki,....k
Tt — (UB)F (UR2y Th-be (104)

Reprezentarile corspunzatoare acestor formule de transformare se numesc reprezen-
tari tensoriale, si sunt prezentate in detaliu in [28]-(Sect. X.2). Componentele ten-
sorilor (I) si (II) se pot considera ca elemente ale unui spatiu liniar 3F, respectiv
39 - dimensional. Tensori micsti se pot obtine prin produsul direct al tensorilor

76



covarianti si contravarianti. In general, aceste spatii poarta reprezentari SU(3)
care sunt reductibile. Astfel, de interes particular sunt acei tensori, numiti ire-
ductibili, ale caror componente sunt elemente de baza ale unor spatii de reprezen-
tare SU(3) ireductibile.

Actiunea SU(3) definita de (103) si (104) comutad cu actiunea grupului per-
mutarilor setului de indici tensoriali. Astfel, ireductibili sunt numai tensorii care,
ca functii de indici, realizeaza o reprezentare ireductibila a grupului permutarilor.
Asemenea tensori se obtin prin combinatii liniare ale tensorilor de tip (I) si (II).
Tensorul rezultant trebuie sa fie complet simetric sau antisimetric in raport cu
permutarea unor subseturi de indici bine definite.

Obiecte avand proprietatile de transformare ale tensorilor (I.) si (II.) apar ca
elemente de baza in spatiile obtinute in urma produsului direct multiplu al spatiilor
V(3) si V(3*), respectiv. Spatiile

VIP)=V3)®..0VI3) , V(Q) =V{3)2.. VI3 , (105)
au ca elemente de baza tensorii
(@) Tyip = il (b)) THI0 = 4Ot 2 @ia (106)

Generatorii transformarilor infinitezimale in V' (P) au forma
F,=FY®IP¢. . @I"+ IWgI®g. . gF" (107)

unde prin F,ii), k= 1,8, si I am notat generatorul su(3), respectiv operatorul
unitate, in spatiul V*(3). Similar se defineste actiunea pe V(P) a operatorilor
su(3) {Al, i,k =1,2,3}.

Produsul direct al vectorilor de pondere maxima xgk), k =1,..., P reprezinta
componenta tensorului T®7,

1 P
T8 = |M) =2V 2" (108)

care este vector de pondere maxima in V(P), cu (i3,y)u = (P/2, P/3). Expresiile
operatorilor de reprezentare I_, K_ sunt similare lui F}, din (107), si sunt simetrice
in raport cu [(_k), K(_k), k = 1,P. Astfel, actiunea lor asupra componentei cu
pondere maxima 173", genereaza componentele unui tensor simetric, ireductibil,
covariant. Simetria in raport cu permutarile indicilor inferiori permite inlocuirea
produsului Kronecker din (106) cu produsul Young. In produsul Young, vectorii

xgk) si xl(j), din V*(3) si V7(3), cu k # j, se considera identici, ambii fiind notati
cu ;. Acest procedeu conduce la o aplicatie T7®? — T unde T este un polinom
de grad P in trei variabile avand aceleasi proprietati de transformare la SU(3) ca

si elementele de baza din V' (3),

TE ) =ity = (21)P (22)P? (23)P (109)
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unde pq, po, p3 sunt intregi ne-negativi astfel incat
pr+prt+ps="r . (110)

Componentele lui 77 sunt vectori proprii ai operatorilor Fs si F, si genereaza o
baza ortogonala in V' (P, 0). Similar este posibil sa obtinem reprezentari ireductibile
echivalente cu D(0, Q)) pe spatii generate de tensori simetrici contravarianti

3

TOr-Ie =yl gyl = ()" (y*) R ()T (111)
unde q1, g2, g3 sunt intregi ne-negativi astfel incat

nteta=Q . (112)

Generatorii su(3) actioneaza asupra tensorilor T gi T% ca operatori diferentiali,
complet definiti de actiunea lor in spatiile V'(3) si V/(3%).

Dimensiunea spatiului V' (P, 0) este egala cu numarul componentelor tensorului
TF. Acesta este dat de numarul partitiilor lui P in p;, ps, ps, astfel incat

P P-p;

dimV(P,0)=Np =) _ > 1= (P+1)2<P+2) . (113)

p1=0 p2=0
Similar se obtine dimensiunea spatiului generat de tensorul 7%,

(Q+1)(Q+2)
2

dim V(Q,0)* = dim V(0,Q) = No = (114)

Reprezentari echivalente cu D(P, Q) se pot obtine prin descompunerea pro-
dusului direct D(P,0) ® D(Q,0)*. Baza spatiului produs are forma

Tijf.::f = (21)P" (2)P2 (23) (Y1) (42)2 (v | (115)

3 3
Yr=P, > a=Q . (116)
=1 =1

Acest tensor este simetric atat in raport cu permutatrile indicilor superiori, cat si
inferiori. Prin contractie cu tensorul invariant 0; = d;;, se obtine sirul se tensori

T®)
T(’f)jk-s-}---jcz _ 5?19T(k_1)jk"'j@ ] (117)

lk41---9P Jk~ igip

Toate spatiile V*) generate de acestia sunt SU(3) invariante, si satisfac relatia

V(P0)@V(Q,0=VO 5V 5  5VM - n=min(P,Q) . (118)
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Figura 3. Diagrama de ponderi pentru reprezentarea 120-dimensionala D(5, 3) a grupului
SU(3). Ponderile degenerate apar cu mici deviatii pe directia axei Y de la valorile
exacte.

Complementul ortogonal al spatiului V*+1) in V*) in raport cu produsul scalar
definit de contractia indicilor este reprezentat de combinatiile liniare ale tensorilor
din V®) care au urma nula in raport cu orice contractie, si este notat prin Vo(k).

Astfel,

iar . .
V(PO @ V(@0 =Y V"= V(P-kQ-k) . (120)
k=0 k=0

Reprezentarea pe spatiul VO(O) este echivalenta cu D(P,Q), iar
dimV(P,Q) = dimV©® — dim V" = NpNg — Np_ 1 Ng_; = (121)

P+1)(Q+1)(P+Q+2)
2
Acesta este un caz particular al formulei generale date de Weyl pentru dimensiunile
RI ale oricarui grup Lie simplu, [70]-Sect. X.13.4, [28]-Sect. VIILS.

Diagrama ponderilor in V(P, Q) se obtine scazand din ponderea maxima (i3,
y)m = ((P+Q)/2,(P—Q)/3) combinatiile liniare cu coeficienti intregi ale radacinilor
simple a9, a3, si azo. Aceasta diagrama are trei axe de simetrie, si pentru P = 5,
() = 3 este reprezentata in Figura 3. Numarul ponderilor din aceasta diagrama
este mai mic decat dim V' (P, @), iar pentru indexarea starilor este necesar sa gasim
operatori suplimentari care s& comute cu I3 si Y, dar nu cu toti A%, i # k.

Problema indexarii starilor din spatiile de RI pentru SU(n) este rezolvata de
factorizarea canonica SU(n) D U(1) ® SU(n — 1) [68]-1I. Operatorii suplimentari
sunt in acest caz operatorii Casimir pentru subgrupurile SU(k), k = 2,...,n — 1.
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La SU(3) drept operator suplimentar se poate alege operatorul Casimir I? al sub-
algebrei su(2) = {1_, I3, 1},

P=F+F+F; (122)

pentru care
I F3) =0, [I*Y]=0, [[}1]=0. (123)

Vectorii bazei spatiului V' (P, Q) se pot indexa folosind operatorii care formeaza
un set complet, in acest caz F, G, I?, I3 si Y. Totusi, in aplicatii in loc de valorile
proprii f si g este mai convenabil sa folosim intregii P gi ). Ecuatiile cu valori
proprii pentru operatorii de indexare au forma I1.(84)

| PQiisy) = i(i + 1)| PQiisy)
I3| PQiizy) = 13| PQuizy) , Y|PQiizy) = y|PQiizy) ,
iar vectorii bazei canonice sunt normati prin conditia

4.5 Descrierea miscarii rotationale colective

Fie un sistem format din N particule identice de masa M, indexate prin j = 1, V,
aflate Intr-un potential de oscilator armonic cu pulsatia w, avand coordonatele g;,
si impulsurile pj;,, p = 1,2, 3. Definim operatorii bosonici

oo i N B
bjp = E(qju - @Pju) y Djp = —zh@ , o= 5

astfel incat cei 9 operatori hermitici

N
A = Z(b}uij +0,,b1) pv=1,2,3
j=1

N —

satisfac relatiile de comutare [A,,, Ay,] = 6,5A,, — 0,,As, ale algebrei gl (3, C).
Hamiltonianul f[o = hw(flll + AQQ + Agg) comuta cu toti acesti operatori,
[H,, AW] = 0, i genereaza centrul algebrei gi(3,C).
Definim operatorul momentului cinetic total

N
L= axp,
j=1
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si operatorul cuadrupolar (ca polinom de gradul 2 in g, si pj,)

N
A l47m A p?
Qm =h EOCQ Z [q2)/2m(nq) + W)/Qm(np)]j , M= _27 _17 07 ]-7 2
j=1
unde n, = q/|q|, n, = p/|p| iar Ya,, sunt functiile sferice. Operatorul

C

Il

|
O
O
+

este operator Casimir pentru subalgebra su(3) generata de AW astfel Incat atunci
cand particulele sistemului nu sunt independente, ci interactioneaza printr-un ter-
men de energie potentiala de forma () - (), hamiltonianul

=30

are un spectru de tip rotational, cu valorile proprii Epxy ~ L(L + 1). Numarul
cuantic L = 0,1, 2, ... descrie modulul momentului cinetic, M este proiectia sa pe
axa 7 din sistemul laboratorului, iar K proiectia pe axa Z din sistemul intrinsec.
Functiile proprii |LK M) apartin unei reprezentari ireductibile D(P, Q) a grupului
SU(3). Daca notam cu N; = min(P, Q) si Ny = max(P, Q) atunci

K:Nl,Nl—Z,Nl—Zl,...,lsauO y

KK+1,K+2 .. ,K+ Ny, pentru K #0

L= Ny, Ny —1,..., 1sau 0 pentru K =0
iar M = —-L,—L+1,...,L—-1,L.

Dupa cum s-a mentionat in I1.2.2.2, la rotatorul rigid exista doua actiuni
ale grupului SO(3,R) care comutd, generate de L, gi L;, L2 = L? = L?, core-
spunzatoare rotatiilor in jurul axelor din sistemul laboratorului, respectiv intrin-
sec, lar M si K din functiile de undd cuantice DE, - sunt valorile proprii pentru
Lsz §1 Lzz

4.6 Modelul octet

Proprietatile intrinseci ale constituentilor nucleului atomic, protonul (p) si neu-
tronul (n), sunt descrise de marimi fizice clasice ca masa (M), sarcina electrica
(Q), momentul cinetic (.J), paritatea (7). In 1932 W. Heisenberg introduce ipoteza
izospinului (spinului izotopic sau izobaric), dupa care p si n reprezinta doua stari
ale unei singure particule, nucleonul, care are un alt grad de libertate intern similar
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spinului, fara echivalent clasic, cu doua stari stationare |7, I3) descrise de cei doi
vectori de baza ai reprezentarii fundamentale a grupului SU(2),

11 1 1
|P>—|§,§> ) ’n>—’§7—§>

Astfel, pentru proton si neutron izospinul I este 1/2, iar proiectia sa I3 pe "axa Z
din izospatiu” determina sarcina electrica (102) prin relatia Q = I3 + Y/2, unde
Y =1 este hipersarcina. Descoperirea de noi particule generate prin interactii tari
(hadroni) a aratat ca gi Y se poate descompune sub forma Y = B + S, unde B
si S sunt noi numere cuantice interne, denumite sarcina barionica si stranietate.
Pentru nucleoni B = 1si S = 0, dar exista o variatare larga de particule, denumite
barioni, pentru care B=1gi S =0,1,2.

Numerele cuantice I3 si Y permit clasificarea particulelor elementare folosind
vectorii de pondere |P, @, 1,1i3,y) ai spatiilor ireductibile de reprezentare a grupu-
lui SU(3). Spatiul de reprezentare fundamentala V' (1,0) = {3} (Figura 2(A))
corespunde particulelor denumite cuarci u, d, s,

111 11
727273 273

avand urmatoarele proprietati:

1 2
|u>:|170 > ) ‘d>:|1707§7 > ) ’8>:‘170>0707_§> )

q| M MeV) | J 1 I3 Q B | S
w| 5611 [1/2]1/2] 1/2 | 2/3 [1/3]0
d]990+1,1 [1/2]1/2[-1/2[-1/3[1/3] 0
s | 199 £33 | 1/2| 0 0 [-1/3]1/3|-1
Antiparticulele acestora @, d, 3,
1 1 1 - 11 1 2
u) =10,1, =, —=, —= d)y=10,1,-, =, —= 5)=|1 -
|u> |07 727 27 3> ) | > |07 727 27 3) Y |8> | 707 07 07 3>

au aceleasi valori pentru M, J, I, dar I3, Q, B, S cu semn opus, si corespund
bazei spatiului de reprezentare fundamentala V(0,1) = {3}* (Figura 2(B)).

Cuarci liberi nu au fost observati, dar exista nmeroase rezultate care arata ca
hadronii sunt compusi din cuarci. Astfel, combinatile ¢;¢> dintre cuarci si antic-
uarci reprezimta mezoni, iar cele de trei cuarci ¢iqoq3, barioni. Spre deosebire
de cuarci, sarcina electrica a acestor particule compuse este un multiplu intreg al
sarcinii elementare, in acord cu conditia de integralitate pentru 2-formele electro-
magnetice wy, w} din Sect. 1.1.4 [7]. Acest aspect este descris de numarul 7" denu-
mit trialitate 7' = (P—@Q) mod 3 cu valorile —1, 0, 1, deoarece numai reprezentarile
D(P, Q) pentru care T' = 0 contin stari cu sarcina electrica gi hipersarcina intregi,
cu semnificatie fizica.
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5
Figura 4. Masa particulelor care formeaza octetul mezonilor pseudoscalari (m) raportata
la masa mezonului 7° (m,) ca functie de I3.

Descompunerea produsului direct
D(1,0) ® D(0,1) = D(1,1) & D(0,0)

({3} ®{3}* = {8} @ {1}) arata ca in clasificarea combinatiilor ¢; g intervine spatiul
de reprezentare 8-dimensional V'(1,1), iar mezonii

Kt=us , K- =us , K'=ds , K'=ds

_ i —dd _
7t =ud , T =ud |, a0 =2 , n=c1(ut+ dd) + c285

V2

formeaza un ”octet”. Datele obtinute experimental

m (MeV) | JE | 1 I Q| B| S |7(107%s)
K+ 493,64 0" | 1/2 | +£1/2|£1| 0 | £1 120
K2, 497,6 0~ | 1/2| -1/2 010 1] 0,89;500
s 139,56 0~ | 1 1 | £1 0] 0 260
0 13497 |07 | 1 0 0]0] 0 |84x10""7
n° 548,8 0" 0 0 0]0] 0 ]55x107?

arata cd mezonul K este o combinatie cu ponderi egale a dou# particule instabile
denumite K2 si K?, care diferd numai prin timpul de viata 7.

Masele acestor mezoni sunt reprezentate ca functie de I3 in Figura 4. Pentru
bosoni variabila cu semnificatie dinamica se considera a fi m?, iar in cazul octetului
mezonic aceasta este bine aproximata de formula Gell-Mann-Okubo

2

Y
m* =mi +miI(l+1)— I] (125)
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5
Figura 5. Masa particulelor care formeaza octetul barionic (M) raportata la masa pro-
tonului (M)) ca functie de I3.

unde mg gi my sunt parametri.

Seriile Clebsch-Gordan
D(1,0) ® D(1,0) = D(2,0) & D(0,1)

D(1,0) ® D(1,0) ® D(1,0) = D(3,0) & D(1,1) & D(1,1) & D(0,0)

({3} ® {3} ® {3} = {10} & {8} & {8} & {1}) arata ca in clasificarea starilor
sistemului ¢1¢2q3 intervine spatiul de reprezentare 10-dimensional V' (3, 0) si spatiul
de reprezentare 8-dimensional V' (1,1). Ambele au semnificatjie fizica, corespunzand
decupletului barionic format din combinatiile

A~ (ddd) A°(udd) A" (uud) AT (uuu)

Y (dds) X%(uds) L (uus) Z(dss) Z°(uss) Q (sss)

simetrice la permutari, cu J¥ = 3/2F, respectiv octetului barionic cu proprietatile:

MMeV)| JPE | T ] I [Q|B]S] (1005
p (uud) 938,27 | 1/2t|1/2{1/2 | 1 |1]0 00
n (udd) 939,56 | 1/2F | 1/2[-1/2| 0 | 1 | 0 | 888,6 x10'
ST (uus) | 1189,37 [ 1/2F | 1 1 [ 1]1]1 0,8
YO (uds) | 119255 | 1/2F | 1 0 | 0|1 |-1]T74x10"1
Y~ (dds) | 119743 [1/2% ] 1 | -1 [-1][1]-1 1,5
AY (uds) | 11156 [1/2F] 0 | 0 [0 [1]-1 2,6
= (dss) | 1321,32 |1/2F [ 1/2]-1/2|-1]1|-2 1,6
=0 (uss) | 1314,9 [1/2F[1/2]1/2 ] 0 [ 1]-2 2,9
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Masa acestor particule este reprezentata ca functie de I3 in Figura 5. Pen-
tru fermioni variabila cu semnificatie dinamica se considera a fi M, iar in cazul
octetului barionic formula de masa Gell-Mann-Okubo capata forma

2

Y
M = Mo+ MY + My[I(I +1) — —] (126)

unde My, M; si M; sunt parametri. Aceasta formula permite calculul maselor cu
o precizie de = 0,6% din masa medie, de valoare comprabila cu diferenta de masa
electromagnetica.

5 Algebra so(5,C) si corelatiile de 2 protoni - 2
neutroni

5.1 Sistemul radacinilor so(5,C)

In reprezentarea de definitie, generatorii so0(5) sunt matrici 5 x 5 de forma f,,
€pg — €—q—p, unde indicii p si ¢ au valorile -2,-1,0,1,2, iar e,, este matricea 5 X
avand elementul din linia p si coloana ¢ egal cu 1, iar in rest 0. Astfel, [e,q, €xi]
dqk€pl — Oiperq, S relatiile de comutare intre generatorii so(5) sunt

o |l

[fog frt] = Oqrfot — Opifrg + Op—rfiqg — O—arfoi - (127)
Subalgebra Cartan la so(5) este generata de doua elemente, f,, si p = 1,2, cu
tensorul metric Cartan-Killing (f,p, f4q) = 60, Sistemul radacinilor oy = —oyy
cu k > —l are 8 elemente: 4 elemente o (p) = —ay(p) = =0, [ > 0 si 4 elemente

g (p) = Opke — Opt + 0p—i — Op—ic -
Daca se aleg pozitive radacinile
0442(1?) = —Op1 — 5p2 ) 0401(10) = —opl , 0402(19) = —0p2 , 0412(13) = Op1 — 5p2 )
determinate prin
[fop> fret) = (Opk — Opt) fru » pentru k>0, I >k

[fops frl = —(Opji| + 0pi) fr » pentru —1 <k <0,1>0
{fppvfol] = - plfOl )

atunci radacinile simple sunt ag; si aqs. In raport cu foo si f11 ca elemente de baza
ale subalgebrei Cartan, diagrama radacinilor este reprezentata in Figura 6 [61].
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' faz(Ro)

a1 (V) azo(Ry) o1 (Py)
O(Ol(T_) 10 (T+2
f11(To)

a_12(P-) app(R-)  app(N-)

Figura 6. Diagrama radacinilor algebrei so(5,C). Unitatea de lungime pe directia axelor

f11 81 foo este 1/\@

Algebra so(5) este semisimpla de rang 2, i reprezentarile sale ireductibile se
pot indexa folosind numerele intregi [Ny, Nao], N7 > Ny > 0 ale diagramei Young
asociate, sau prin valorile proprii ale generatorilor subalgebrei Cartan pentru vec-
torii de pondere maxima. Daca aceasta este |M), atunci similar cazului su(3),
starile |klm)

klm) = (f2-1)" (f21)' (f20)"|M) (128)

cu k+1+m < 20 vor genera spatiul Vi, purtator al reprezentarii ireductibile
simetrice [€2, 0] de dimensiune

dim[Q, 0] — é(zn+3)(9+2)<9+ ) (129)

Actiunea generatorilor asupra starilor (ne-ortonormate) (128) se exprima prin

Forolklm) = —k(k +m — Q — Dk — Um) +m(m — D[kl + 1m — 2) |
frzlklm) = =l(l+m — Q= 1)kl — 1m) + m(m — 1)|k + 1m — 2) ,

1
Foolklm) = kilk — 1 — 1m + 1) — 2m(k +1— Q + mT)Uflm 1) .
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5.2  Descrierea corelatiilor 2p-2n

La descrierea interactiunilor dintre perechi de particule intervin gi termeni mai
complicati decat 11.(73), cum ar fi

Hy ~ Z Vijklpqrsczc}czc;cpcqcrcs . (130)

In fizica nucleara, primele incercari de a defini o interactiune izoscalara de acest
tip au avut la baza proprietatile algebrice ale operatorilor de perechi I1.(69) de
a avea relatii de comutare inchise cu operatorii de izospin. Cu notatia (a,m),
a = (n,l,7), pentru starile de model in paturi (n, [, j, m), operatorii care genereaza
perechi J© = 0% proton-proton, neutron-neutron si proton-neutron P,, N, , R,
sunt:

1 .

P = §Zsamc;zamc;r7a—m ) Sam:<_1)]7m (131)
1 b

N+ = izsamcnamcna—m (132)
1 b

R, = §Zsamcpamcna_m . (133)

Daca prin P_, N_, R_ vom nota operatorii conjugati hermitic, atunci
[P,,P_]=2Py , [Ny,N.]=2Ny, , [Ry,R_]=2R, , (134)
iar fiecare set (P_, Py, Py), (N_, No,Ny), (R_, Ry, Ry), cu

1 1
P = 5 Z(C;)amcpam - 5) (135)
N, L > 1) (136)
= 3 & Cham — =
0 2 v nam 2
1
Ry = 5 > (ChamCpam + ChamCnam — 1) (137)

a,m

genereaza o algebra su(2). Mai mult, daca (T, Ty, T) sunt operatorii de izospin
(I_,1I5,1) din sectiunea anterioara in reprezentarea numerelor de ocupare,

T, = Z C;rzamcnam , T- = Z C;rwmcpam (138)
1
TO - 5 Z(C;[)amcpam - C;rmmcnam) (139)
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atunci (Py, Ny, Ry, Ty, Py, Ny) genereaza algebra so(5, C) [77].
Corespondenta dintre generatorii reprezentarii de definitie a so(5) si realizarea
prin operatori fermionici este

Jo=FR+No , fu=F—N . (140)
pentru elementele subalgebrei Cartan i
fa=Ni , fo=Ri/N2 , foa=P., f=T./V2

pentru generatorii cu radacini negative. Alegand vacuumul de particule |0) anihilat
de P_, R_, N_ ca vector de pondere maxima, baza simetrica (128) capata forma

[klm) = (PT)*(NT)'(R")™|0)

Pentru indexarea starilor acestei reprezentari ireductibile este nevoie de trei indici.
Unul dintre acestia este numarul total de particule 2(k + [ + m), care ia valori
cuprinse intre 0 si 4€2, iar altul este valoarea proprie k — [ a lui Ty. Alegerea celui
de-al treilea este o problema veche dificila, deoarece setul tuturor starilor posibile
|klm) la valori N gi k — [ date este neortogonal si supracomplet [77]. De exm-
plu, exista o amplitudine nenula (kk0|002k) = (2k)!k!IQ!/(Q — k)! de a recupla 2k
perechi proton-neutron in k perechi protonice i k perechi neutronice. O baza a
spatiilor de reprezentare ireductibila [€2,0] se poate obtine prin proiectie din vec-
torul de pondere maximi folosind stiri coerente vectoriale [78, 79]. In [80] baza
a fost construita numeric, prin restrangerea setului supracomplet (128) folosind
metoda Gramm-Schmidt.

Cei trei operatori care comuta 7711 = P, Pg = R,/V?2, Pir = N, sunt
componentele unui vector de izospin, iar cuplajul la operatorul monopolar Q(T) =
2v/3[P1PT]go a fost folosit in [81] pentru a defini interactiunea de patru particule
de "cuadrupling” Hg = —GQQ(T)QO /4, separabila in factori de tip 2 particule - 2
particule.

O alta alegere, prezentata in [82, 83] se obtine prin cuplajul izovectorului 77;5 cu
conjugatul sau hermitic P, pentru a forma un cuadrupol de izospin Qs = [PP]a,.
Astfel, se poate defini o interactiune izoscalara de patru particule separabila in fac-
tori de tip 2 particule - 2 goluri,

2
Hy = —G4V5[Q2Qa)o0 = Gy Y Q,Qu (141)

p==2

Cu aceasta hamiltonianul microscopic total, care include si termenul uzual bipar-
ticula, devine H = Hy + Hy + H4, unde

Hy = (€paChumCpam + naChamCnam)  Ha = —GpPyP_ — G,N.N_ . (142)

a,m

88



+ E (MeV) .
100/ 0™30
328
80| 0751 071 0+:1
34S 3401 34A L
60l 0732 07:2 (4323)  ot:2(10.858) 0%:2(7) 032
368 3601 O+O 36K 360&
BAr
40|
0+;1 0+:1(0.13) 0+:1
20 38AI‘ 38K 38Ca
+.
0L 0750
4OCa
Figura 7. Multipletul so(5) al starilor (J™,I) fundamentale (__) si excitate (— — — )

pentru nucleele la care se completeaza nivelul de valenta 1dz/;. Unde exista date, en-
ergiile de excitatie in raport cu starea fundamentald ((27;1) pentru 36Cl, 35K si (37;0)
pentru %K) sunt specificare in paranteze rotunde (MeV) [82].

Relevanta acestui hamiltonian si a simetriei SO(5) in clasificarea datelor experi-
mentale se poate observa la nucleele ugoare care au perechi de protoni gi neutroni pe
acelagi nivel 2j + 1-degenerat. Astfel, starile 0" de joasa energie ale nucleelor care
completeaza nivele cu j = 3/2, cum ar fi 1ps/s, 1dg/s si 2ps/2 se pot atribui vecto-
rilor de pondere ai repezentarii ireductibile 14-dimensionale [2, 0] pentru so(5) ([84]
si independent in [82]). In acesti multipleti sunt incluse atat stiari fundamentale
cat si stari excitate, iar Figura 7 prezinta energiile lor relative cu corectii coulom-
biene. Valorile experimentale ale energiilor de legatura si de excitatie provin din
[85, 86]. Starea fundamentala de referinta |0) in acest caz este nucleul |?2S), iar
nivelul complet ocupat prin adaugarea a 2 perechi pp si 2 perechi nn corespunde
nucleului 4°Ca.
Cu o singura pereche nn, np sau pp se obtin nucleele

[#18) ~ N [0)  [P'CI) ~ Ry [0) . [P*Ar) ~ P, [0)

cu energie mai joasa decat 32S, dar practic identica, explicabild prin termenul Hy.
La adidugarea unei noi perechi nn la 3*S sau pp la 3*Ar se observa o nous sciadere
a energiei cu aproximativ acelasi interval, obtinand ¢S si 36Ca. Totusi, o scadere
semnificativa apare la %6 Ar, rezultat din 3?S tot prin adaugarea a doud perechi, dar
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de tip diferit, pp si nn. Aceasta scadere este explicabila prin efectele termenului de
interactiune H,, care printr-o rupere spontana a simetriei de izospin capata forma
liniarizata [82, 53]

Hy = =2G4(aN+ P~ + 2N_P;) (143)

unde ¢ = (0| N, P_|0) # 0 este parametrul de cAmp mediu.

6 Mezonul 7 ca mod Goldstone pentru ruperea
simetriei chirale

Pentru particula relativista cu spin 1/2 de masa nula (M = 0) descrisa de ecuatia
Dirac II.(55)

ihOu)p = 2¢5°8 - PUp (144)

se introduce operatorul elicitate 8 - p, cu valori proprii £h/2, corespunzatoare
proiectiei spinului pe directia de migcare. De exemplu, pentru neutrin (v) €, =
—h/2, iar pentru antineutrin (v) €, = h/2.

Chiralitatea y se definegte prin relatia x = 2¢/h pentru particula si x = —2¢/h
pentru antiparticula, astfel incat y, = x; = —1. Operatorul asociat y admite o
reprezentare independenta de p,

92215:[

asociata unei reprezentari unitare a grupului U (1) prin transformarile de chiralitate
globale
. . s
Vo =Uxp , Uy =¢€"" . (145)

La aceste transformari ecuatia (144) ramane invarianta, dar nu si I1.(55), din cauza
termenului de masa. Daca notam ¢p = MDVO, observam ca [87]

Yy = cos 2atbptp + i sin 2abpA°Yp

VAP, = isin 2040 pthp + cos 2apy°Yp

astfel incat combinatia (Yptp)? + (iYpy°Yp)? ramane invarianta.

Pentru o particula de masa finita starile proprii de chiralitate data y = 1
(R, dreapta ) si x = —1 (L, stanga) se pot obtine dintr-o stare v oarecare
folosind operatorii de proiectie Py = (1 £45)/2. In modelul standard compo-
nentele (L) ale cuarcilor si leptonilor apar ca dubleti de izospin, iar (R) apar
ca singleti. Interactiunile tari au o simetrie mai ridicata decat cea de izospin,
deoarece exista practic doua grupuri de izospin (sau doua actiuni) independente
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pentru componentele L si R. Astfel, cand masa M = 0 grupul de simetrie chirala

este Gy, = SU(2)g x SU(2). La dubletul de izospin

_ ¢Du
W_[wa} ’

format din starile ¢ p,, si ¥ pg pentru cuarcii u si d, se pot introduce transformari
unitare de izospin vectoriale (V) si axiale (A) independente, prin operatorii

: iGT : i AP
UV:e‘O y UAIG@ K )

unde 7 sunt matricile Pauli I1.(59) pentru izospin.
In modelul Nambu-Jona-Lasinio (NJL) [87] se studiaza densitatea de lagrangean

L =0y .00 — g[(DV)? + (iV3°70)?] |
invarianta la ambele transformari. Daca in starea de vacuum valorile medii
o = (0]TWw|0) , 7 =1i(0|T4°7¥|0)
sunt nenule, atunci prin liniarizare
L~ iUy 00 — g[UVo + iV370 - 7]

si transformarea unitara Wy, = UV, Uy = \/Z,

A5~ o
A:U—FZ}YT-W Cf= ’—024_7?2

se pot introduce noi cuarci cu masa M = gf, descrisi de densitatea

si un camp izovectorial ~ 7 fara masa, care poate fi asociat mezonilor 7.
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IV. Anexe

Anexa 1: Derivata Lie si derivata covarianta
Fie x(M) C T'M spatiul campurilor vectoriale pe varietatea neteda n-dimensionala
M, iar F(M) multimea functiilor reale netede pe M. In sistemul de coordonate
locale {u;,i = 1,n} pe U C M campul X € x(M) este reprezentat de un operator
diferential liniar

0
6ui

X=) X , X,eFU), d=

Derivata Lie Ly f a functiei f € F(M) in raport cu X este tot o functie din F (M),
definita intrinsec prin relatia®® Lx f = ixdf = df(X) sau local prin

Lyf = ZXiaif :
Derivata Lie LxY a campului Y € x(M) in raport cu X este tot un camp din
X(M), definit intrinsec prin relatia de comutare
LXY = [X7 Y] = _[Y7X] ; L[X,Y} = [LXvLY] )

sau local prin

LxY =Y [X:(0,Y;) = Yi(9:X)]0; -

Daca B(M) este un fibrat vectorial d-dimensional pe M, pentru X € x(M) se
poate introduce derivata covarianta (“conexiunea”) V : x(M) — FEnd(B) ca
aplicatie liniara X — Vy, astfel incat Vx,y = Vx + Vy si

Vx(f§) = (Lxf)E+ fVxE , feF(M) , € B(M) .

In raport cu o bazd locald {&,i = 1,d} in B,,,m € U C M gi un sistem de
coordonate {u;,i = 1,n} pe U

d
Vol =Y Th&
k=1

unde I'}; sunt coeficientii de conexiune afina (simbolurile Christoffel). In particular,
daca B(M) = TM este fibratul tangent si X,Y € x(M), intr-un sistem local de
coordonate carteziene avem Vy,0; = 0 si

VY =) Xi(0Y)0; , Vx¥Y —VyX =[X)Y]

ij=1

23Caz particular al identitatii pentru k-forme Lx = ixd + dix.
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Atunci cand T'M are o structura metrica indusa de forma biliniara simetrica g :
TM x TM — R (“tensorul metric” g;; = ¢(0;,0;) = gj;) V-invarianta,

Lxg(Y,Z) = g(VxY, Z) + g(Y,VxZ) ,

coeficientii I' sunt complet determinati de g prin 1.(12), iar V este o conexiune
riemanniana. Derivata covarianta a vectorului X € TM in lungul unei curbe

v C M se defineste prin

DX
— =V.X ,
dt 7

iar “geodezicele” pe M sunt curbele pentru care Vsv = 0.

De exemplu, pentru q € R3, se pot introduce coordonate carteziene q =
(x,y,2) = ze, + ye, + ze,, sau coordonate sferice (u1,us,u3) = (r,0,¢) astfel
incat

q = (rsinf cos p, rsinfsin g, r cos )

Aceste sisteme sunt asociate unor campuri din x(R?), de vectori tangenti la curbele
de coordonate, determinate de actiunea grupului translatiilor sau a grupului rotatii-
lor pe R? ca spatiu afin [34]. Vectorii locali tangenti la curbele de coodonate sferice
t; = 0,,q [88] se exprima in baza carteziana prin relatiile de transformare

t, = sin @ cos pe, + sin fsin pe, + cosfe, |,

typ = r cosf cos pe, + 1 cos O sin pe, — rsinfe, |,
t, = —rsinfsin e, + rsinf cos pe,

aceleasi ca pentru elementele corespunzatoare din y(R?),
0, = sin 0 cos 90, + sin 0 sin ©d, + cos 00, ,

Oy = 1 cos 0 cos 0, + 1 cos O sin pd, — rsin 00, ,
0, = —rsinfsin@d, + rsinf cos o, .

Daca notam V, =V, , cu X, = 0,, atunci

1 1
Vrar == 0 5 Vgar = ;89 3 Vq,@r == ;859 5

1
V,0p = ;80 , VgOy=—0, , V,0p = V40, =cotl0, |,

1
V,0,=-0, , V,0,=—r sin? 00, — rsinf cos 00,
r

astfel incat Iy, = IV, =T, =0, Iy, =T% =T¢, =T%, = 1/r, Iy = —r,
Fg@ = er = cotf, 'L, = —r sin? 6, Fgw = —rsinfcosf, iar geodezicele sunt
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razele rt,. Pe sfera S? de raza unitate cu metrica ggg = 1, Jop = sin? 6, 9o = 0
indusa din R? coeficientii I.(12) conduc la

V40, = —sinflcos00y , Vg0, = V,0p =cotld, , Vody=0 |,

iar geodezicele sunt cercurile tangente la dy plus cercul {p € [0, 27],0 = 7/2}.
Curbura conexiunii afine V este data de expresia

QXY)=[Vx,Vy] =Vixy] , U0, 0m)0k = ZRizmai

unde R}, . este tensorul Riemann.

Definirea metricii pe (M, g) presupune si alegerea unui etalon de lungime local,
care poate sa difere de la punct la punct. Existenta unui etalon ¢ variabil poate
fi descrisa introducand o “conxiune metrica” V, astfel incat Vx? = —a(X)e2,
unde a € T*(M) este o 1-forméa asociatd conexiunii. Local, a = ), A;dz;, iar la
transformarea de etalon £ — ¢ = v/Al [89, 90]

g—g =X , A4 — A=A —0n\ .

Anexa 2: Actiunile adjuncte ale grupurilor [91]
Fie G group Lie, si M = T*G. Translatiile la stanga (L) si la dreapta (R) pe G se

definesc prin L,(h) = ah, si R,(h) = ha, respectiv, iar R, = R,-1 este actiunea la
dreapta. Pentru &, € T, G obtinem

ThLobh € TG, ThR.&n € ThaG
iar pentru o € Ty G,
TahL271Oéh & T;hG , Tha—lRZOéh € T;;a71G .

Notdm cu @) = TL* , si ®7 = TR} actiunile induse de L si R pe M. Fie
U : M~ G x g* aplicatia

V(o) = (a, ToL:q) = (a, 9% 1) € G x g

In harta U (M), (a ”coordonatelor intrinseci”), actiunile ®* si ®" sunt reprezentate
de actiunile notate A si p, respectiv,

U(Dhay) = A\V(a) , U(Pray) = pa¥(an)
date de
/\a(h7 :U’) = (ahnu> ) pa(h’ﬁo = (ha_laAdZ—lru) )
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unde

Adloy = ®0 = T,(L,1R,)* .
Proiectiile pe T'G ale generatorilor infinitezimali pentru aceste actiuni sunt
¢a(a) =T.R.E , &(a) = —T.L.E .
astfel incat aplicatiile moment in o, = ®‘; au forma
Jow € = aa(&6(a)) = T.R 00 () = (Adyjmra) - €
T, - € = Poul(€i(a)) = — (P Deu)(§) = —p - €

sau
Ja,p) = Adiop , J(a,p) = —p

Aceste aplicatii sunt echivariante, deoarece
JZ()\a(h7 M)) = AdZ*lJe(ha M) ) JT(IOa(h? :U’)) = Adzﬂjr(hv M) :

Ca exemplu, sa consideram
G=SU(_2) = {{ _Zgl ;1) } 2ol 4 |z ? = 1) ~ 8% ¢ €2
Algebra su(2) = T.S5U(2) consta din matricile
1 a az — 1a &
Ta = =5 [ as —|—1ia3 2—a1 ’ ] = ;%Ei

cu (ar,az,a3) =a € R? i |Ei, Ej] = €1 Ey.

Campurile invariante la dreapta (stanga) Y, (Z,) generate de =, € g sunt [21]

Y, = _%[(chzo — (a2 —lag)z1)0:, + (ar21 + (ag — las)z0)0s,] + c.c.

Z, = —%[(alzo + (az +1a3)21)05, + (—ar21 + (a2 — ia3)2)0,, | + c.c.

(2)
(3)

unde prin c.c. am notat conjugatul complex al termenului precedent. Pentru

Vg, zp € su(2), [z4, 2] = ., se verifica relatiile
[ZCU Zb] = Zc ) [YaaYb] = _i/c 9 [Zaai/b] - 0 .

Anexa 3: Folieri unidimensionale care nu sunt fibrari [91]
1. Curentul liniar pe torul 2-dimensional
Fie T = R?/Z? torul 2-dimensional, cu coordonatele

[z,y] = (z,y)modZ?® , (z,y) € R* .
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O actiune &, : T'+— T, t € R a lui R pe T se poate defini prin
Oz, y| = [+ at,y + bt]

unde a, b sunt constante reale. Astfel, {®:[x,y|/t € R} este foaia prin [z,y]. Cand
raportul a/b este irational, oricare asemenea orbita este densa pe tor. Fie M
spatiul foilor folierii, si 7 : T — M,

mlz,y) ={ @iz, yl/t € R},

proiectia pe M. Presupunand ci exists o topologie pe M in raport cu care 7 este
continui, fie U o multime deschisa din M. Daca U # 0, atunci 7~1(U) = T, astfel
incat U = M. Rezulta ci singura topologie admisibild pe M este cea triviala.

2. Orbitele S' pe banda Mébius

Fie ¢ : Z x R? — R? actiunea lui Z pe R? dati de

pn(2,y) = Azy) neZ, Alr,y)=(r+1-y) .
Astfel, banda Mobius M = R?/Z, cu punctele
(2,9l = {enlz,y)/n e} e M,
este fibrat pe cercul St, cu proiectia m : M +— S,
mlz,y] = amod Z .
Fie ® : G x M — M actiunea cercului G = R/2Z pe M data de
O,y =[r+ty , teR .

Orbitele lui G pe M sunt acoperiri duble pentru cercul central St = gz, 0], iar
M = M/G este o semidreapta. Poate fi parametrizata de y > 0, dar nu este o
varietate in apropiere de y = 0.

Anexa 4: Algebrele Lie semisimple clasice [91]
Descompunerea dupa spatiul radacinilor g = b + > 40 8o a unei algebre Lie
semisimple complexe g in raport cu reprezentarea adjuncta (ad,y = [x,y]) a sub-
algebrei Cartan b conduce la baza Weyl {h;, e,,7 = 1,rang(g),« € h*}, cu

h,eol = a(h)eq , [eare_a] = (éare_a)ha -

Aici (z,y) = Tr(adyad,) este forma (nedegeneratd) Cartan-Killing , a(h) =
(ha, h), (o, B) = (ha, hg) (I11.(69). Daca (a1, @, ..., ay,) este o baza ordonata in h*,
atunci § = ), ¢;a; se numesgte pozitiva (€ X) daca primul coeficient ¢; # 0 este
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pozitiv, si simpla daca este pozitiva, dar nu suma de radacini pozitive. Pentru
radacinile simple ;, §;, elementele matricii Cartan A;; = 2(3;, 8;)/(8:, B;) sunt
numere intregi, astfel incat acoperirea reala a bazei Weyl este forma reala normala
(split) a lui g. Matricile Cartan se pot reprezenta grafic sub forma diagramelor
Dinkin [92, 93]. Conditia de integralitate A;; € Z implica existenta a numai 7
tipuri de diagrame Dinkin conexe, corespunzatoare la 4 tipuri de algebre “clasice”
(A, Bn,Cy, Dy) i 5 algebre “exceptionale” (Es, Er, Eg, Fy, G3).

Daca V este spatiu vectorial finit dimensional, gl(V') este reductiva [92], iar
[gl(V),gl(V)] = sl(V) este semisimpla. Daca V = C", o baza in gl(C") = gl(n,C)
este reprezentatd de n? matrici reale {e,,,p,¢ = 1,n}, avand singurul element
nenul, egal cu 1, in linia p si coloana q, (€pq)i; = 0pidqj, S [€pg-€rs] = Ogreps — Ops€rq,
(€pps €qq) = D45 (0ip = 0jp) (Gig — jq) = 2nbp — 2. Aceasta baza poate fi reprezentata
folosind un set de n operatori bosonici II.(65), {l;;f), l;p,p =1,n}, caey = Z)Z,l;q, sau
un set de n operatori fermionici I1.(66), {é;, Cpyp=1,n}, caey = é;éq.

4.1 Algebrele A, : sl(n+1,C)
slin+1,C) ={{ € gl(n+1,C)/Tré{ = 0}. Daca ey, € gl(n+1,C), (epg)ir = 0ipOrqs

matricile diagonale h,,, m = 1,n, cu

n+1 n+1 n+1

hy, = E CCii s E ¢, =0, g CrnCot = O
i=1 i=1 i=1

satisfac (R, hpr) = 2(n + 1)dpmm, $i reprezinta o baza ortogonala in subalgebra
Cartan b din sli(n + 1, C). Pentru aceste elemente [h,, €,] = ayq(m)e,y, cu

n+1
g (M) = —argy(m) = Zcfn(aip —0i) = — €y
i=1
Daca notam 3, = ayp41, obtinem oy, = Zf;; 0;. Aceste rezultate specifica:
- setul raddcinilor: A = {ay,p # ¢} cu (n+ 1) — (n + 1) elemente.
- setul radacinilor pozitive: ¥ = {a,,,p < q} cu n(n + 1)/2 elemente.
- setul radacinilor simple: II = {8, = 41, = 1,n} cu n elemente. O baza
particulara in b consta din elementele g,, = €nm — €miims1, m = 1,n. Pentru
aceasta baza

g—1
[9ms €pa) = (gm, h/apq)epq , [Epgs €qp) = €pp — €gq = Z 9 =2(n+ 1)h/apq
i=p
unde

TR
W = Sy 229+ By, = O = S+ ity = Gy
i=p

97



Figura 8. Diagrama Dinkin pentru algebrele A,,, n > 1.

Deoarece (3, 3) = ( ,lb’pa h/ﬁq) = (9, 99)/4(n+1)* = (2055 — Opg1— Op+14)/2(n +1),
obtinem matricea Cartan

(ﬁm» 6m’)

Amm’ = QM - 2(5mm’ - 5mm’+1 - 5m+1m’ 5
si diagrama Dinkin?* din Figura 8.
Forma reala compacta su(3) a algebrei sl(3,C) a fost prezentata in Cap. III.

4.2 Algebrele B, : so(2n + 1,C)
s0(2n+1,C) = {€ € gl(2n + 1,C) /(T = —£}, cu baza reprezentata de n(2n + 1)
matrici independene &, = €y, — €gp, P, ¢ = —1, ..., —1,0,1,...n. Acoperirea reala a
acestei baze genereaza forma reala compacta so(2n+1, R), dar pentru a obtine baza
Weyl reprezentarea trebuie schimbata la wéw™", cu w;; = [(144)d;;+ (1 —)d;—;] /2,
(w™' = wh = w*). In noua reprezentare so(2n + 1, C) este generatd de elementele

foe=—fap=€w—€qp/P,g=-n,..,—1,0,1,...,n} |

iar acoperirea reala a bazei f,, genereaza so(n + 1,n).
Deoarece [fpq, fri] = Ogk o1 — O1p frq + Op—r f-1q + 0—q fr—p Obtinem

[fppafkl] = akl<p)fkl )

cu ag(p) = Opk — Opt + Op—t — Op—ies 1 [frts fir] = frw — (1 — 20k—1) fu. Aceste relatii
de comutare specifica:

- setul radacinilor A = {ay(p), k > —1, k # [} cu 2n? elemente.

- setul radacinilor pozitive:

Y= {akl(p) = Opk — 6pl,l >k > O}U

{an(p) = —0p—k — O, =l <k <0} U{an(p) = =0, 1 <1 < n}

cu n? elemente.
- setul radacinilor simple IT = {8y = an} U {6k = arrs1,k = I,n — 1} cu n

2 Cercurile {o'} corespund radacinilor simple {f3;} iar numarul de linii intre o’ si o/ este egal
cu A;;Aji = 4cos? 0;;, unde 6;; este unghiul dintre 3; si 8;. Daca (5;, 3;) < (8;, 3;), atunci liniile
au o sigeatd orientata spre o* [94].
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Figura 9. Diagrama Dinkin pentru algebrele B,, n > 2.

elemente. Ca functii de radacinile simple

k| -1

= Z@HZ@ la —l<k<0,

i=|k|

-1

aw=>» Bilal>k>0.
i=k

Deoarece

W Ju Y _ fek = frr1 ke

ot 2(2n — 1) 7w 2(2n — 1) ’

si

(fppa qu) = Z akl(p)akl(Q) = 2(27’L - 1>5pq )

—l<k=-—n
obtinem
(B0 ) = 55 —x + (B ) = ~2(hcr. Bh) = 5 k=1.n—1
= = — _ = = n —
05 ~0 2(2n_1) ) ks Mk k—1, Mk 2 _17 ) )

astfel incat unghiurile dintre radicinile simple sunt specificate de cos g = —1/v/2

si cos pgk+1 = —1/2, k > 0. Diagrama Dinkin asociata matricii Cartan [2(5;, 5;)/
(Bi, B;)] este reprezentata in Figura 9.

In cazul algebrei s0(5.C), daca ¥ = {a_12, a1, Qpg, 12}, atunci I = {agy, a2}
Aplicatii la descrierea corelatiilor biparticula in sisteme de fermioni cu doua com-
ponente, unde s0(5) apare ca subalgebra a s0(16), sunt prezentate in [82] (corelatii
nucleare de 2 protoni - 2 neutroni), si in [80] (dublul strat Cu-O din materialele
supraconductoare la temperaturi inalte).

4.3 Algebrele C,, : sp(
sp(n,C) = {¢ € gl(2n C

T

n, C)
)/€

= —J¢}, unde J are forma bloc n x n
0 I
=[5

99



Deoarece orice element & € sp(n, C) poate fi exprimat ca

L a b 3T T
€_|:C _&T:| ) b_b , €=2¢C )

o baza in sp(n, C) este constituitd din n? matrici independente A,

e 0

n(n 4+ 1)/2 matrici independente B,

Oei- 06'1'
Bij:{o oj]+{o (J)} ’

i n(n + 1)/2 matrici independente C,

0 0 0 0
Cij_{eij O}Jr{eﬂ 0}

Relatiile de comutare sunt specificate de

[Aii7 qu] = (51' - 5iq)qu ) [qu, qu] = App — Agq [Aih qu] = (51‘10 + 5@'(1)qu )
[Aiiv Opq} = _(51'17 + 5iq)cpq ) [qua Cpq] = (25pq + 1)App +Agq

unde i, p,q = 1,n. Daca notam cu(i) = 0y — dig, p > q 81 @ (i) = (0ip + dig), cu

p > q, obtinem setul radacinilor:

A= {ap!p —CQpq, P;q = 17n/p > Q} U {a;qy —O./;q, p,q= 1an/p > Q} )
cu 2n? elemente.
- setul radacinilor pozitive:

Y ={apg, p,g=1,n/p<qtU{a,,, pa=1n/p<q} ,

cu n? elemente.
- setul radacinilor simple II = {8, = appt1,p = L,n — 1} U{B, = a),} cun
elemente. Ca functii de radacinile simple

q—1 n—1
&pq:Zﬁi : a;q:6n+22@- , Ay = (1= 0pg)apg + 0y
i=p i=q

Subalgebra Cartan este generata de n matrici diagonale independente,

Br An+1) T T 9(n 4+ 1)
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Figura 10. Diagrama Dinkin pentru algebrele C,,, n > 3.

Deoarece
(A, Aj;) = 2 Z g (1) g (J) + 2 Z g ()0 (7) = 4(n + 1)di;
p>q p>q
obtinem
_ 25pq _ 5pq+1 - 5p+1q _ 5pn71
(ﬁpaﬁq) - 4(n + 1) 9 (ﬁpaﬁn) - 2(n + 1) 7p < n 9

si (Bn,Bn) = 1/(n+1). Diagrama Dinkin asociata matricii [2(5;, 5;)/(5;, 5;)] este
reprezentata in Figura 10.

4.4 Algebrele D,, : so(2n,C)
50(2n,C) = {€ € gl(2n,C)/¢T = —¢} Cu notatia introdusi mai sus pentru B,
baza Weyl la so(2n, C) este generata de elementele

{foa == -g-p=€pg— €—qp/Pyqg=—n,....,—1,1,....;n} |

care au drept acoperire reala algebra so(n,n). Deoarece h = {f,,, p = 1,n}, si

[foa> frt] = Oqrfot — Otpfrg + Op—rf1g +6-qfe—p
obtinem [fyp, fu] = ar(p)fr cu an(p) = Spp — Ot + Opt — Op—i §i [frr, fur] =
frr — (1 — 20_;) fu. Aceste relatii specifica:
- setul radacinilor A = {ay(p), k > =1,k £ 1/k,l = —n,....,—1,1,..n} cu2n(n—1)
elemente.
- setul radacinilor pozitive ayy cu k > |I| sau l > |k|:

Y= {Ozkl(p) = Opk — 5pl,l >k > 0} U {Oékl(p) = _5p|k| — (Spl, —l<k< 0}

cu n(n — 1) elemente.
- setul radacinilor simple IT = {fy = a_12} U {6k = pry1,k = 1,n—1} cun
elemente. Ca functii de radacinile simple

-1

OéklZZﬁz‘ , I>k>0,

i=k
k[ —1

Oé—|k||k|+1=ﬁo+ﬁ1+5k+225i , k=1,n—-1,
=2
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Figura 11. Diagrama Dinkin pentru algebrele D,, n > 4.

Sl ok = Q41 + A+, [ > |k|. Deoarece

—f11 — fa2 fkk fu
h! = "= h o= JA>k>0
o= Yp—1) 0 e T ym—1) 70

iar
n

(fpp’ qu) = Z akl(]?)akl(Q) 4(” - 1)5pq )

—Il<k=-—n

obtinem (G, 41) = 0 si

(Bo, Bo) = (Br, Bx) = —2(Bo, B2) = —2(Br, Brr1) = 5m =1 k=1n-1,
(n—1)
astfel incat unghiurile dintre radacinile simple sunt specificate de cospy = 0,
cos o2 = —1/2 §i cos prrr1 = —1/2 pentru k£ > 1. Diagrama Dinkin asociata
matricii [2(5;, 3;)/(8i, Bi)] este reprezentata in Figura 11.
Fie CZ , ¢; operatorii fermionici de generare si anihilare pentru un sistem cuantic
avand n > 1 stari uniparticula indexate de i = 1,n. Atunci

[cTcl,cJr T] (045 + 511@)0 ck , [cjci,cjck] = —(0i + dix)cjcr

si [cgci,c;ck] = (0;; — 5zk)cTck, astfel incat setul S = {c! J,clcj,cjcj/z',j = 1,n}
genereaza o algebra so(2n). Pentru un sistem cu doua nivele so(4,C) ~ sl(2,C) +
sl(2,C) este generata de

i T

Jy=cley , Jo==(cley —dbey), J-=cle

1
2

1
PJr:CJ{CE R P0:§(CJ{01+C$CQ—1), P,:CQCl

O aplicatie a starilor coerente generate de S este prezentata in [52].
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