OE
VAL M‘?)

&

IMAR

QST
by W

INSTITUTUL DE MATEMATICA
ALACADEMIEI ROMANE

ISSN 0250 3638
ALGEBRE LIE SEMISIMPLE
Volumul II

SEMINARIILE INSTITUTULUI DE MATMEMATICA
Nr,1/1991

BUCURESTI




- A28 -

BT s

CLASIFICAREA ALGEBRELNR LIE SEMISIMPLE

REALE
(cu un QéilOQ de Bogdan Bucicovschi)

Stefan PAPADIMA

Chestiunea clasificirii algebrelor Lie semisimple
reale prezint3i un interes deosebit, din cel putin urm3toarele
doud puncte de vedere: ilustreazi ideal dificultatile clasifi-
carti alaebrelor Lie (finit dimensionale) peste un corp de ca-
racteristica zero dar nealgebric Tnchis si Tn acelasi timp se
preteaza in mod natural utilizdrii metodelor transcendente le-
gate de teoria grupurilor Lie compacte (a se vedea si comenta-
riile finale). Exist3d mai multe metode de abordare a problemei
considerate, ce au drept numitor comun stabilirea leaaturii
cu clasificarea algebrelor Lie semisimnple comnlexe; Tn paraara-
ful urmi3tor lamurim aceasta chestiune, reducind problema la
clasificarea formelor reale ale unei alaebre Lie simple compnlexe,
In % 2 reformul3m aceast3 problemid (aenerald) de clasificare a
formelor k-rationale ale unui obiect alqebric definit oeste o
extencie: Kiaiuwitkinn Vimbaijulicoomoloaieiiacaleisiene; tot
aici se gaseste calculul coomolociei caloisiene relevante pentru
problema formelor reale, care ne reduce inc? o dat3 problema si
anume la descrierea claselor de conjuaare ale involutiilor din
grupul automorfismelor unei forme réale comnacte a algebrei Lie
simple complexe considerata initial. Prezenta acestui grup Lie

compact face 7n continuare posibil3 utilizarea avantajoasa ‘a

metodelor transcendente . Paraaraful 3 reprezintd un obligato-



-1A29 —

riu intermezzo: sint enuntate o serie de rezultate fundamentale

legate de structura grupurilor Lie comnacte, cu precAdere la

structura claselor lor de conjugare;aici demonstratiile 7n general
lipsesc. Rezultatul principal e continut Tn sectiunea urmitoare:

. . 5 . e
clasele de conjugare ale automorfismelor involutive ale unei’ for-

me reale compacte ale unej algebre Lie simple comnlexe sint des-

crise in mod exnlicit Tn termenii sistemului de radicini.(a se vedea
si completdrile aduse in §6)
’II Lt \ ) 1 { . y 4 5 ) ¢ ] 5
I'n §5 este analizat Tn detaliu un exemplu concrét, formele reale ale
algebrei Lije st (inl €T iR incheiere, adaugam citeva comentarii,
In speranta Intregirii tabloului acestui important capitol de ma-
tematiica clasiicalcese cheams alaebrele Lie semisimple reale., In-
treagajexpunere reprezinta dezvoltarea| unei  idei nreluate din

[;erre {65 I p.lll36-37].

1. ALGEBRE LIE SIMPLE REALE S| COMPLEXE

Teoria generald a algebrelor Lie semisimple - peste un
corp de caracteristicd zero, nu nean3rat alligie biriite fininic hiils /88 S Gl alilisiats
vedea Lectia Iia(sau[Humphreys 1972}, pi2B i el s ilguirEi et alae-
bra Lie reala semisimpla r se descompune (unic!) 7in produsul dij-
rect al componentelor sale simp]e,'£=€BJh. In ceea ce priveste

algebrele reale simple, propozitia urmatoare furnizeazs modul lor

de obtinere, pornind de la algebre complexe simple si totodat

peduceitcilasiifilcareamloniilaliotiprobliemaiifiormulatss s termeni com-

plecsi.

PIRIYD: () 7] STl AR R T R
CidilFlie a o algebra Lie complexd simplia. Atunci alqgebra Lie realsj
9R obtinuta prin restrictia scalarilor este simpl3a,

(ii) Fie g o algebr3d Lie complexs semisimplA, S& notdm cu IHv g

—

(involutiile lui g) multimea automorfismelor Lie ceAut(gR) care

i Xl £ s S : : 2 Y ; !
stiCEan tillfiiniarce 5 sl involut e (e 7= 455 dsociom Tu;
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celnv g subalgebra reald a lui g_definlté prin

c(x) =X}

2=t

~ ~ . C . 3 ~
Dacd g este simpld complexi atunci q este simpla

-
—

realé,VceJnv qg.

(iti) Orice algebra semisimpld complex3 are involutii,

(iv) Fie @ o algebrd complex3 semisimpla si c€lnv . g. Atunci

¢
IR®C=3B3 5 9‘me=3
(izomorfism de algebre Lie complexe!)

(v) Dacs I este o algebrd simpli real3, atunci fie ngﬁl (pentru

Ojanhume algebr3 simpla complexs g), fie r=q€ (pentru o anume al-

gebrd simpl3 complexd g si o anume involutie c).

—

(vi) Fie g semisimpld complexd si c,c’elnv g. Algebrele reale gc

AR C . ST : S i - =
si g sint izomorfe dacd si numai dacsi involutiile c si c? sint

coniiggaitelipiniinA G Eai (id el fan 11 e 3G automorfism Lie complex

—

acA it g 5T | c’=aca-]).

Demonstratie

(i) S& observim intii c3 dacs g9 este complex3d semj-

—

simpla atunci IR esitielili'nic 3 semisimpla., Fie intr-adevar ECQR un

R-ideal abelian. Evident acC.a=C-spatiul vectorial aenerat de a,

care este un C-ideal abelian Tn g; rezults €.a=0, deci a=0. Putem

deci scrie £P=£]@L..€tm (descompunerea In produs de ideale simple

reale). Pentru a arita c3 m=] si deci

—

cé S9r ©€ste simpli odat3 cu

g, este suficient s3 observam c3 fiecare r,

eéste stabil la ' iTnmul-

tirea cu scalarii complecsi 2eC; Tntr-adevyr zr.=z[r.,rjl (nt
=i =i -

el
el SHllaie e e e e L L

(iii) 0 formulare maij brecisi a afirmatiei din enunt

a fost demonstrati 7in lie'ciriiialix orice algebr3d semisimnl3 complex3

9 poseda o form3 reali compacts k. Reluim .(pe scurt) constructia



Sehai
deoarece va fi fundamentald 7Tn cele ce urmeaza., Fie deci ﬂCg o

subalgebra Cartan, i)sistemul de radacini corespunzitoare si

{dh.u,d\QB(:ép o'bazai (lcareial i corespund, via identificarea
data de forma Killing, vectorii hiseov,h € h); sd presununem de
asemenea ca in descompunerea _é-:%:@)gi¢ gf* am facut o ale-
gere de baz3 Chevalley (vezi Lectia ) ga: dfxx . Atunci R-
subspatiul vectorial al lui g

Gl &_:uz*rigtﬁuwjk£§+;>~:‘RJSVQX“”X_X)J(ﬁjfx_%\}
i &g@f

(undet]:ch) e€ste o R-subalgebra a lui g. Mai mult, k este o

forma reals a luj g (=k ®C) ‘compacts(i.e. forma Killing a lui

k este negativ definité:lsk <0 ); o vom numi (cu alegerile fi3cu-

te) forma compacti canonici a luj g. Este acum evident faptul

ca, in k&®c, conjugarea complex3d induce o involutie (pe care o

C
vom numi de asemenea canonici) ce lhvgq , si de asemenea c3 q ="k

(iv) Prima afirmatie rezults combinind izomorfismul

Standard QR@}Q? :ﬂ@g (unde__q—este algebra g cu structura

complexa conjugatd), valabil pentru orice alagqebra obtinut3i prin

complexificare , Tn particular Pentru orice algebr3 complex3 se-
misimpla, vezi (iii). Pentru a doua afirmatie, sa observam Tnti;j
Ca existd o descompunere Tn spatii vectoriale reale pronrii

e oe oo s il unde g ik G St

ST ry

Gl = A 3 iin i clairevpiriiniide finliiti'e gf:fﬁf % '§:;3 3* (ae C-an-
tiliniard!) Punind xX& (et ot axitihbix (x e 3*_) a,beR)
[ € N T

obtinem izomorfismul dorit g G;Qf-mm{,ﬁ‘

(ii) stim acum c3 3°&§Qf;:g » Daca Sc nu ar fi sim-

y
= I i el

pla am putea scrie S i c U L aiq ideale (deocarece g

este semisimpla odatd cu gq, dup3 cum rezulti usor observind ¢3

proprietatea de nedeaenerare ; formei Killing este independent3

de extensia scaba'riilior) i De taici ar rezulta c3 ﬂ=(é}G“LN€9(3LQSQ¢

in contradictie cu simplitatea lui 0%

—_—

(v) S3 notam cu g aloebra (semisimpli) comnlexs

/s
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¢ dl s s Eile descompunem Tn ideale complexe simple:

Q=9 ® ... &9 . Conjugarea complexd Tn ¢ @C, di nastee unei

—_—

involutii celwq, care induce o permutare (involutivi) a ideale-

lor simple ale lui g si o descompunere corespunzitoare in ideale

a subalgebrei reale a punctelor fixe ale lul ¢ 7n g, de forma

c ¢ c d
gt s lelel el e eldl e o

! B et c
Deoarece algebra r a fost presupus3d simpld, rezultd cd fie (= 2

G
(g_complexé simpla si ey q Jrsatiite [::(3&)C3) (unde de ase-

menea g e complexd si sHimpi ()RR d oliille st caziils criitlindisesn e i
X,¥€9, c(x@ey)= yo ex (2 =4 l) , rezults c3

v ={ . =, / T nunt,

AR x@cxlxegg g_'R. calviine t /

C}
(e -
(vi) Un izomorfism de algebre reale L::ﬂ &~ 9 da

nastere, dupa (iv), unui automorfism complex b&C=ac A‘*]L_ﬁ_.

_ a " 4
Deoarece {f{ﬂ):gc, 9(6)=3€3@)(5i similar pentru C'>)rezu1t?

4 m ;

cd a trasforma descompunerea ¢ = 4 (Y® 8 (¢) 'n descompunerea
sy =

ST %) (C)@ g_ (C') sideci conjuaa pe c in c’. Invers, daca in-

voliuphilieficiisiiiic ilsiinttilic oniilu gaite prin atAut q, atunci restrictia

lui a la subalgebrele reale ale punctelor fixe d5 un izomorfism

/
C

Lie real: Gl g: &> _‘:5.. + Demonstratia propozitiei e Tncheia-
ta.

Sa recitim enuntul precedent: o algebra complex3 simpl:
da nastere la algebre reale simole, fie Drin restrictia scalarilo
fie prin luarea subalgebrelor de puncte fixe ale involutiilor
sallie (/T e tia) IRO T o g teilallq e bire e simple reale se obtin
in acest mod (V); alagebre reale simple izomorfe provin din alqe-
bre complexe simple izomorfe (iv); alqebrele obtinute ca puncte
fixe de involutii nu sint izomorfe cu cele obtinute prin restric-
tia scalarilor (iv); clasele de izomorfism ale subalgehrelor de
puncte fixe provenind din alagebra simpla comnlex3 g sint parame-

—

trizate de spatiul de orbite Inv g mod Aut g, unde Aut g actionea-
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za prin conjugare pe Inv g (vi).

—

Cu aceasta reducere, observadm c3 singurele complica-
til suplimentare oferite de clasificarea reali fata de cea com-
plexa constau Tn determinarea spatiilor de orbite de tipul

Inv. g mod Aut g, g=semisimpld complex3, Cu alte cuvinte, asociind

/4

d,

involutiei c’elny g algebra Lie real3 9 rezultid la nivelul

—

SiDattlisi] o/ s =S - e bijectie

(1.3) Invgmod Aut g :gir =W alllgLielireal al|lile QT =8 g } modulo
= o ) A izomorfism

inSallifcare it 'memb ru drept gasim formele reale ale algebrei semi-

simple complexe g, a caror determinare o urmdrim Tn cele ce ur-

meaza.
Pentru aceasta vom fixa, odat3d cu g, o aleagere de
i ~ E ~ . _‘t- -
subalgebrd Cartan nicdqidie fir a'd 5 clilnliih p'ofz)il Elilvie Qﬁ Clép S i
s W e { $
de baza Chevalley %x« &q \d(iQJi . Yom considera forma real3
canonica compacta k¢g si vom nota cu celnv g involutia canonica

U= lal Aot RO RN
2. COOMOLOGIE GALOISIANA

Problema determindrii formelor k-rationale ale unuij
oblifect#algebric defiinitipesteKil(lundelikcKiies te o extensie Galoils),
in cazul nostru RCC) admite cea mai naturalj formulare in terme-

ni de coomologie galoisiana (neabeliani). Urmeazs deci o scurt3

digresiune, consacrata definitiilor (pentru informatii suplimen-
tare si pentru o versiune mai adecvats$ studiului extensiilor
Galois infinite, care reclamj st alrelaliiin consideratie a module-
lor topologice, a se vedea [Eerre 1965])

Fixind un grup (abstract) ¢, definitia functoruluj

covariant
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reprezinta o generalizare naturala a definitlel qrupurilor de

" coomologie H*(G; G-module abeliene) , in dimensiune %=1, frupul A

(hu neaparat abelian) se va zice sstfel un G-modul dacaliigiactior
neazi la stinaa pe A prin sutomorfisme de qrup (actiunea fiind

3 1 1 1 11 -v-’A
notata AaeA, pentru seG ! acA), notiunea de morfism 1N f-Mod

fiind cea evident3d. Unui f-modul A i se asociaza ]-cociclii lul

1 . ORI .
G cu coeficienti in A, notati cu Z (ayn) si definitl prin

S
(2.1) Z%G-) A).—_{akré) LG o\l s e G \v‘s,JcquE

(unde am notat a(s) cu as).

Seliintroduce finiicomeiinuanc, o relatie de echivalentd ne Z (&) \
) 5 -1 S

(2.2-) Q; NQ* <$>3b€A s OJS—:-b st i Vse@

silfilis'e considerd multimea Ot

(2.3) HJ\CG;/\)*:—Z«(G;A)/AJ

/\
Spre deosebire de cazul in care A este abelian, *‘(Cisﬂd nu

are in general decit structura unei multimi cu punct baza s i

anume clasa cociclului constant /_\* ({SS:& V SE_C:>

5 L. OBSERVATII. Facind S S S e e s e sl imod

\/ 74 : 4
necesar Q41 Ay € . Recioroc, dacada a,=41 , se observa
ca res tirctiiilie impuse de 2N isinitivenifiicatel dacd s=1 sau
. el / >
t=1: de asemenea, daca A, = A,= Adio (2.2) are loc pentru

s=1].

Y

e

s g i el

.y
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2195 L EXEMP LUN((Admiratoriilil algebrellor. Lie reale si complexe pot
trece direct la exemplul urmitor.) Fie kcK o extindere "falois fi-
pita S G Dol (KA G e D T s &I A AN o e ek o k-algebrd Lie finit
dimensionald gij A=AutK(L®K) arupul K-automorfismelor K-algebrei
Bl LR OQRRUIIS i e Pt o iy gt pentru orice s€f avem

1®s ¢ Au&k (L@K} = &Lk-autuomorfismele K-algebrei Lie L&K)
SEC IO S i e sl e s Linhii i (Sh b s (\@5) (AN =IS(2) (J\@S)(K))VZGK)KEL@K
pPrin urmare A devine in mod natural un G-modul, actiunea fiind

. i A
Indusa de conjugate: SCL:(\@S\/O\-(‘®5:7

Jipentrulsc Gl slithac AR imal
MUIBCRMRITAT e s t'e un ' s bmod A arupului qeneral liniar peste K al
lui L @ K, asupra caruia sef actioneaza in renrezentarea matricia-

Sy S \
1& in mod familiar si anume (CL;)'):(‘S(“{)'\ y'y pentru A=

:(acj)EGLK(L@L(). Exista o corespondentd naturali intre formele

k-rationale ale K-alnebrei Lie L X K _sii Hll(G;A)

I Q2 modulo k- s Al
L'®K=EL & KS izomorfism > H7(G;A)

(272065) {L’=k-a]g.Lie

/
definita Tn felul urmdator: unui K-izomorfism Lie i: L®K—ri’> L®K
S
i itaZaliErl) N 'cithifa Rt 3G-"7A data de egalitatea =
| se asoclaza uncit . g 1 :i: ‘fq‘s

>
pentru sé€G (unde f desemneaza ca de obicei conjugarea

0@5)i(,\®5)_l . Fiess,tEG. Avem, pe de o parte: !

s
5t:€ :SC_f)-:.S("?QJ: f5atziq5 a, g suidipentd el N Al qictle
Sk__f:_fask_' . Comparind deducem ca Q*€Z1(65A> « Qrice alta

alegere de K-izomorfism Lie LK -~ Uk K s P
fb, cu beA. Notind cu a; l-cociclul coréspunzétor lui fb avem,
pentru orice s€f S(tlﬂ) o .ﬁt"“ls s i 5(.[:&):3{)55::[{@555

de unde deducem CL:_NG_“ lingisiflinsuleiifileficMuniik=iizomo'rif ilsm | Liile /is'i
0»2 l-cociclul corespunzator lui /Cc\ﬂf ; avem, pentru orice

3 Sp i
sé€f, prin definitie, (C@\)_(:((c:i\)_kq_s si, de asemenea din

of il
definitie (Q@‘\):({Q;S,\(C@\)(\@S.\i' = CS&A
s ‘ Vi

Seriind [ =<da,  sicomparind rezulti c3 A AR
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prin urmare corespondenta (2.6) e bine definlit3,
Faptul remarcabil este ca aceastd corespondenta nu este numai
bine definit3d, ci si bijectiva. Injectivitatea el, spre exemplu,

pune 1n evidenta rolul teoriei fRalois. Sa vedem cum. Fie deci

.f L ®K -——~—>L®\[ s i ,ﬁ LK —-7L®K dou3d K-izomorfisme.

S3 presupunem, conform (2.2) c3 Tntre 1-cociclu asociati Q_ 556{;

exista relatia

PRt -\ /7S :
Gy el Nseq pentru un anume aeh
Reamintindu-ne c&d, prin definitie .ﬁ f s i

Br f_//a;’ VseG calcutam THEH i) T s JQ (2 ) e

0 3?'“"(’"—\ )\/ SEG):Gat(K/Y@), Deducem despre K-izomorfismul
£2f|£w—hle§V::$l:GBK.cé éste definit peste k, deci céd

[ERECH S Wi ihn/t i k=i Zomortie . Surjectivitatea corespondentei de mai

sus poate fi stabilitd utilizind pronrietitile de naturali tate

ale coomologiei galoisiene si fantul ca *44<Gv£4}g/k)3GLw<(K")}fC
vezi [Serre 1965, p.III-Bj s i [Serre 1962, Ch.X,gZ—}. Nu vom

intra Tn detalii. Vom reveni in schimb la extensia noastral favo-

ritasiRc C.

2.7. EXEMPLU. Fie GIE7 GG LR CG:/R)) 1 G PR

cu ¢ generatorul grupului Zz. (C C‘Zz,b C+41 - respectiv
c=conjugarea complexd). 0 structura de ZZL— modul npe arupul A

este unic determinatd de actiunea lui c pe A, deci este Janside
oo mismipl nviolluititviiad lutiiA (c€Aut A, cachiE Dupd observa-
tiile facute in (lvs i nidli= co'ciliciliu CLxGZA(ZZ"A i A e
minat de valoarea sa in ¢, QC, pe care o vom nota simplu cu

S aieti(20e ) ilse ireduce la
A % (o
Bl (le;\):{c\éAl’l'—C{.Q}

e
(unde am notat, ca de SBU ceivic (@) =kira)h
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In acelasi mod se observa c3 (2,2) se reduce la

4 A AL
(2.9) AN s BB B b

Fie acum g o algebrd semisimpld comolexa, k forma reala com-

pacta canonica (in particular 4 :E{QQQI} si(:elhv 9 involutia

canonicd, Tn notatiile convenite in finalul sectiunii precedente.
; ¥ y )
Fie A=Aut g. Conjugarea oy gy fal (a = CaC,J__) pentru a€Al) induce
O structura de'Zz— modul pe A - care coincide de fapt cu structura

considerata Tn general Tn exemplul precedent,

PROPOZITIA 2.10. Corespondenta a —»ac (ac€Aut ghyiiinducie B obiiis

lilelcitiie *446213 f\dg) WG, Tov q mod Aut g.

Demonstratie. Corespondenta considerata realizeaza, evident,

GEbiililectiileliintre C-automomfitsmele  Lie@ailie i liui g%R—automorfismele

Lie C-antiliniare ale lui g. Conditia de involutivitate se traduce

DIiiN A :(mcya:cx@aid):afa Wide'cligidild Upia Eh(ani8i 1 214(22553&x¥3)

s i 1y q se corespund bjijlectiv. lInvolutiile'a’c si ac sint con-

—_—

jugate prin Aut g daca si numai daca exista beAut a, astfel Tncit
a’c =_g*a<;5 , conditie echivalenta cu a’:k?q(wg ahid e'eli
dnipai (225500 ils p'a T k] e JECIIt H (ZL)Adf}) ! lmvﬁ wmod Adg

sint puse in bijectie.

COROLAR 2.11. Pentru extinderea Rc@ si R-alaebrd k, (2.6) e

o bijectie.

Demonstratie. Se verifica fara dificultate comutativitatea

diagramei urmatoare
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L baills =k & modulo ™ —
{f_ = R %LQ\FQQ % ® .‘IS izomorflsm
(z-12) % N

HA (ZL') A"A:j_\ = % SVNg vno% Au{‘i

in care s3geata orizontal3i repre.z intd bijectia stabilita Tn
propozitia precedents, sigeata din dreanta este bijectia GIS3)ssitar
sdgeata din stinga este cea construitid in (2.6).

Tinind cont de Propozitia 2.10, problema clas!ficarii reale
se reformuleazd astfel: a se calcula H4 (Z?_,'A"&jﬂ_)

Pe cit de usor de definit, coomoloqia caloisiana este in
general pe atit de dificil de calculat., Dupd reducerile suiccesiii=
ve ale problemei initiale de clasificare pe care le-am efectuat,
pasul urm3tor constituie primul rezultat serios, si anume un call=
cul‘de H] neabelian,

Sa consideram deci Z?_- modulul Aut 9, siiniodataticulie BEsubs
modulul punctelor fixe (Aut _g_)zz= {Q_E-Aui’ 9 \ al q)\/se Zz’ﬁ:

ca:q?] = A.}_IE , Inzestrat cu Z_,:‘ structura

= {.QE Aw{—ﬂd

triviald. (In ultima identificare, a€Aut k se corespunde cu
a®C e Aut g ). Reluind definitiile (2.8) si (2.9) 7n ipoteza c*

c actioneaz3 trivial, se observa imediat ca avem

(2.13) H4CZ:. “)A"C4 -@3 = 2-tors Atk med Conjugare

(unde, dat grupul A, notam Z—hrs A:%aéA\ az:/\} si scunem

ci a'~a mod conjugare daca exista beA a.i. a’=bab-]).

TEOREMA 2.14. Incluziunea Z,-modulului trivial Aut k 7n

Zz_- modulul Aut g data de complexificare induce un izomorfism

WYz, At ) 2s H'(Z, 5 At),

Demonstratie. Vom utfiliza Tn mod decisiv existenta formei
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reale compacte k, Tmpreund cu consecintele el legate de posibili-
tatea folosirii descompunerii polare,

Definind, pentru X,Y€9, {x,y» =-B(x,cy), unde c este involu-
tla canonica, se verijfici imediat c5 obtinem Tn acest mod o forma
hermitiana pozitiv definits pe q. Reamintim ca Tn acest caz se poa-
te vorbi de descompunerea polari a elementelor aeGLC(g)Z dat a,
acesta se scrie Tn mod unic sub forma a=up, unde ueU=dJoperatorii

unitari% $i neP =3operatorii hermitici pozitivi}. Notiunile sint

. 2 x-
cele uzuale si anume: dat (ke(aLfgy)adjunctul salul 0 oAt ae

A ! St b
definit prin <ax,y>=<%,a*'ﬂ>,vtx,yeg; u e unitar daca u =u » D
e BT
e hermitic dacs pii=plistigénoziiitiivi dalcalil ' diox,x)30,V xeg. Inficeealice
Priveste existenta si unicitatea descompunerii polare,'ele se ba-

zeaza pe faptul c3a a*aeP, pentru orice aeGLm(g), si pe faptul ca
orice operator hermitic si pozitiv se poate diagonaliza, cu valori
reale pozitive pe diagonal3, si prin urmare admite o unica radaci-
Qé patrata hermitic3d si pozitiva; in descomnunerea polara a lui a
Semitaliiartiin cii }Jz.Ql*Cl)yi . Pentru detalii, vezi de exemplu
[bausner-Schwartz, p.8-9].

Forma hermitica a lui g fiind strTns leqati de forma Killina,
este de asteptat ca descompunerea polara a elementelor din Aut g

sda aiba proprietati speciale, Fie intr-adevdr a=up descompiunerea

polara a lui aéAut g. Atunci

& . < B S
(2.]5) LJ.)FE-. Au{‘g ') = G §\ P“P 5
cu alte cuvinte urma descompunerii polare pe Aut g reprezint3
descompunerea neliniara a actiunii Raloisiene a lui c corespunzatoa-
re descompunerii liniare uzuale in subspatiile proprii ale valori-
lor proprii 1 ale unui automorfism liniar involutiv, 0 orima con-

secinta importanta a proprietdtilor (2,15) este eqalitatea imedia-
ta Aut k=Aut g N U.

S8 demonstram (2.15). Fie aeAut g si x,y€g. Avem



de unde

<ax,%)=—g(m<)c.j)=_g (x,a"c'a)=<><;Ca"C"a> j
aX = QCV‘\‘ say ‘a SN v crbilindidar= ULP , ultima egalitate
devine ‘u C‘? =(‘>v\")-‘=_— t».?':'l . Deoarece ‘U= X

C? B AR ?—1= 1% , rezultd din unicitatea descompuneri:i
poiliareite s Vel si c‘, = (,"" . Ramine de vazut c3 peAut g. Dar
Pz = a’a :C@C‘)a € Adg . Nu ne rdmine decit de observat
faptul c&, 7in general, dac3 peP, atunci peAut g este echivalent cu
PRQAU'C _Q_,SV’QGZ \ &%O . Intr-adevar, putem diagonaliza p intr-o
baza {_xn} O e B ')\.-_ 3 : 'A; >0 , In aceasta baza conditia ca

P sa fie un automorfism Lie se reformuleazd cu usuringt3d sub for-
ma CE‘) ( ';\% 'Aej LD 'Ake ) = O)'V'c)',,ﬁ , unde C% sint constantele
de structura ale algebrei Lie g in raport cu baza {'X»L}si in aceas-
ta formd ea este vizibil independent3 de k.

S& trecem la demonstratia propriu-zis3 a teoremei, Vom ince-
pe prin a ardta sur_ieétivitatea enuntatd. Dup3d (2.,8), un l-cociclu
din Z«CZZBAW{‘Q) este reprezentat de un element q:uFGAd’g,
Proprietatea de a fi cociclu revine la A=a Qa s au i dunagi (120815 s

A=up L\PP‘ , sau, echivalent, P= u? (LC‘PL\) . Deocarece

u:"P W ~?)\/u€U)unicitatea descompunerii polare da i, a Qb

pu=up . Fie Q= P‘/Z)CLG:P . .Conform unei observatii anterioare
CL.G Aufi . Afirmam c3d, Tn genera}, daca ?e? s i ﬂeGLC(g)
atunci proprietatea de comutare P&bzkfé este independenta
de QGZ C:.rréo Jindec iicarinin particularqfomut/é cu u., Diagonalizind
p intr-o baza {’&'1} ca mai sus, se vede usor cad proprietatea

?(zk: 1l Pﬂ. este echivalentd cu bc)' le(_':lf): o k c,)')
unde (‘3‘)) ellmaitiriiicealuitibenniibaza -}xi'ﬁ si ca prin urmare ea
este independentd de k. Aratdm in sfirsit c3 Up = clucc]:“
Va rezulta de aici, tinind cont de (2.15) si de defintiile (2.8)
s(2819) ke aaliie site e chiivallientitin Zli(ZZ") %\wlﬁ) cud- cociclul
reprezentat de € Z}CZ,_S AWHE) , de unde s:riectivitatea

enuntata. Deoarece q si u comutda, eqalitatea dorita e echivalenta

= Can : X
cu F:(lchi sau cu OL:. CL‘ ACf et ] CC}_:: 2‘ . Tinind cont de
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Iltate, ajungind 1a p= bR (careliirezyllita din (2480253

Pentru a verifijca injectivitatea enuntata, fle u,v & Aufi&

2 2

58 presupunem cj u'=wv'= § si ca existd a € Aut Qe
£ (ol
e R »Scriind descompunerea polars SIWIPEIRE i ipiresiupanere’
- - g = =A A .
fiacutaiirevine lia V(V‘(‘)V):(WHW)P‘. Egalind componentele unitare
-\ 1 A ) —7\(7 { lQ .
deducem wv=w S KRR 8 v b e i ; Adzlile, . Demonstratia

teoremei e incheiaty.

COROLAR 2.16 (al demonisitra tilei)iilnricetdons forme reale com-

pacte ale unej algebre Lie semisimple complexe sint conjugate

Printr-un automorfism iinitie pilor .

Demonstratie. Fie kcg forma compactd canonicid. Nrice altd for-

A

mé reald este de forma 3qc Aicuiiiave Z.(Z?_':AML3> Ve izt (110301

Lo = >

2.10. Reluind demonstratia teoreme; precedente, putem gasi Ze Au{‘j
Rl e = wc I , unde w e comuta cu ¢ si ucelnv q.
T Z’ d Au:{ﬂ t S i | q
Reamintindu-ne c3 de fapti.geP, sa observam scum cX automorfis-
mul g este interior. S3 scriem =@ 3?‘ $isda notamicd valorile Pro-

prii care apar Tn aceastsi descompunere 7n subspatii pronrii ale 1uj

g au proprietatea A 0. Definim aplicatia C-linjiars 9 ;3 Y 3

— [—

prin qua :(&;A)d . Faptul ca avem qeAut iimplicé:

[ﬂ> 91‘]~C9>‘h N H »de unde rezulti c3 9 este o derivare,
2 A0~ s 2

(interioara - gifitetisiemili=is i mpil it ) p el alta parte, deducem din

constructie g=exp 0.

Involutiile c si uc comutd, prin urmare c invariaz3 gubsnatiu]
propriu g+(uc) si induce descompunerea '8+(“C):_3+(NC)"1§+(C)€Bi?uc)('\g‘(c),
Presupunind acum cad forma real;i g+(ac) este compacta, rezulti
ca si g+(uc) SRR alo oD a citaisiitid e cliltelan¥ i sl id i nin i g it Killing
falice liidie-ally 'doiillles’ 'stimand al descompunerii de mai Sus are proprie-
tatea Bl SUDttiPellderalitalparte avem §_+(“C)ﬂ_fi:(C)=j(3“(uc) ngﬁ'(q)

(3-.-_ V-\) si deci compacitatea lui Sf(c) implica Bl >0
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In concluzie sumandul considerat e trivial, deducem o incluziune
+ v uc
Al (uc) € q (<) , deci egalitatea 4 =.gc‘ , de unde
: + 4 g gy : 4, -
uc=c, si deci forma compacta arbitrara g este coniugata, prin

—_—

automorfismul interior q, cu forma compacta canonlc3 gc.

258170 B S ER VA

(i) Teorema precedentd nu reprezinta inca un calculi.efectiv
de H* neabelian, dar este o reducere mai mult decit substantiala;
in primul rind la cazul Z,- modulelor triviale, deci la analiza
claselor de conjugate in qgrupul abstract Aut k. Dar Aut k nu este
numai un grup abstract! El este un subaruo inchis in qrupul ortocao-
nal compact ()(E), unde metrica este data de -B, deci un grup Mile
compact. Faptul ca metodele transcendente permit o analiz3 satisfA-
cidtoare a claselor de conjugare Tn grupuri Lie compacte ne va DEr=
mite, in continuare, s3 finalizdm calculul Tnceput aici.

(ii) Exist3 o bund legadturd intre Aut k si algebra Lie g cu
care am pornit.

Deocamdats s3 observim ci algebra Lie a lui Aut k, Lie(Aut k)
coincide cu Der k=ak. Pentru prima egalitate vezi ‘;Harnerl, !
p.117-118, iar cel de-al doilea izomorfism e indus de ad |
vez! lectia | (k fiind semisimpli, odatd cu g Y

(i pen tiruitiol majitlbunafTntelieaereialiobs i) s i) iselire~

comandd parcurgerea %;3.

3. GRUPURI LIE COMPACTE (MINIDICTIONAR)

Este indicat a se privi cele ce urmeaza ca o sectiune de
tranzitie. Madsura efectiva a eficacitatii metodelor transcendente
in calculul coomoloniei PP(ZZZ5AHJE>G de cautat Tn urmatoarele
doud sectiunin 'Alici, Tn i general,inu siint’ de astentat demonstratii
complete. Pentru faptele generale esentiale ale teoriei grupurilor
Lie recomandam [}pivak, Ch.l&l s i [Farner, Ch.i]; nentru

structura.qrupurilor Lie compacte, a se vedea {5dams, Ch.h-é},
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[?racker - tom Dieck, Ch.lV-V}. Urmarind in mod sistematic exemnlul
important al grupului Lie compactﬁsi conex Lj@d = i operatorii
unitari din G?H} (vezi [ﬂarneg}), vom schita un dictionar de co -
respondente intre obiectele fundamentale ale teoriei structurale
a algebrelor Lie semisimple complexe(si proprietdtile acestor obiec-

te)iisilicelleilis e teoriei paralele pentru grunuri Lie compacte si_

HOLE XIC)
subalgebre Cartan AL LR 1 3Y toruri maximale
(existenté,conjuqare) (existentd, conjugare)
o) EEss temull lid ey a'd S e iiniieizo | i sistemul de ridacini
(infiniezimal) (nlobal)
grupul Weyl Crolsil UG grunul Wevl
(infinitezimal) (global)

De asemenea vom trece Tn revistd rezultatele aqenerale leaa-
te de analiza claselor de conjugare ale grupurilor Lie compacte

(nu neapdrat conexe),

Grupurile Lie (reale) reprezintid forma alobal3 a algebrelor
Lie (reale). S3 ne reamintim ' cd existd un functor (covariant)
[SiTem ((59)1 {grupuri Lie realeﬁ maéglgebre Lie reale} ale cdrui pro-
prietati justifica afirmatia de mai sus (\ezi[épivag}, iﬂarneF]),
Unui grup G i se asociaza Lie(s)= TeG ={snatiul tangent Tn elemen-
tul neutru e la Gg, Tnzestrat cu o anumitd structur3 de algebrad Lie,
e untigimo r flilsmiiide @irup uriiiisie, L hiis'e s o clifalz's aplicatia tangen-
ta daif, noit ait'aislitice i (EEN s aluiony ki s i shitm ) e e T St e constructii-
Ielinuiidepiiindyideci t ideticeeaiceiise intimp @ iliatinivelul componentelor
conexe ale elementului neutru in grupurile considerate(componente
notate Ge). Orice algebra Lie reald finitdimensionali este de for-

ma Lie(G) cu G conex, iar doui gruouri conexe au alqgebre Lie izo-

morfe daca si numai dacd ele sint local izomorfe ca grunuri, Cores-
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pondenta de mai sus induce o echivalenta igrupuri Lie conexe si
I-conexe}zQ ialgebre Eilesfilniit dimenslonale}r Ea este de asemenea
deosebit de fideld (si utild) la nivelul morfismelor (in sensul c3
pentru doua morfisme fi,f,:G>H, unde G este conex, proprietdtile
f=g si f'=g’ sint echivalente) si al subgrupurilor (in sensul ca,
dat grupul conex G, éa induce un izomorfism de latlci - i.e, comna-
thbil S i nietliuz in i) e {subgrupuri conexe 7n GS:;,{subalqebre in

Uilie G}). Sa retinem, Tn aceeasi ordine de idei a dictionarului

global ¢ infinitezimal si egalitatile:
%Lie(G)\G=compact3={a]g.Lie compacte}= %C—alg.Lie TedUCtive}

(prima explicata Tn lectia X si cea de-a doua indusa de complexi-

iiicaineli=aidupal cumiineziklivaiiusori dindilec tila Xl tinind fcontiddeCorox=

larul 2.16), ce sugereazid intens existenta unui dictionar de tipul

(B0 e,

Un alt exemplu de acelasi tip 1! constituie faptul ca, pentru
unilglrupconex) G,/ propriietatile!'G=labeliian! s i, "Lie G=abeliand'l'sint
echlpalente ([}pivak}), iy dacaiiinipiliusih tes te icompactiydabelilanii=

tatea algebrei lui Lie este echivalenta cu determinarea structural3'
G este un tor T7, n=dim Lie G”(Yﬂarner, p.]3§}), unde am notat, con-

1 1 ;
form uzantelor, T =(S Yilns 0 ESH=UIN) ) =rRE/ZT (uliti mul i Zomo rielis m
» ZWJ)

%Ilnd indus de exponentierea complexa, e

S5 notam in continuare cu 6 un grun Lie compact si conex.
O . .

Exlstd , evident, toruri maximale Tn Go' EillesiTiiu nito niimaxiumailtif inca t
" L

Primul rezultat fundamental 11 constituie urmatoarea

3.1. TEOREMA (E., Cartan, vezi (}dams, p.8§]). Pentru orice
. - - =\
goeGo exista gEGO e, 9303 T
Fie, spre exempliifilcare, T ={?lementele diagonale din U(H)}

v j b . ) i ANy
(tor evident inclus intr-un tor maximal; vom vedea Tn curind c3 T

este de fapt maximal). In acest caz afirmatia de mai sus rezult?
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din proprietatea familiarad de diaadonalizare.
O prima proprietate importantd a torurilor T este aceea de

a fi grupuri topologic ciclice (i.e. de a admite un qgenerator to-

pologic, adica un element t€T a.i. T=isubcrupul inchis generat

de t})- Daca T=R/Z, este elementar de vizut c3 numerele irationale
produc exemple de astfel de generationi;icazuliiqgene ralli nuitesite ci
mult mai dificil, vezi [bdams, p.79], Mai mult, grupurile topologic
ciclice se pot caracteriza printre cele compacte, ca fiind produse-

le de forma {torkxigrup finit cic]icg, vezi Kérécker-tom Dieck,

p-39}.

3.2. TEOREMA. Orice dou3l toruri maximale sint conjucate.

Demonstratie. Fie T1 si T doua toruri maximale si teT1 Uniges

nerator. Exista, conform teoremei 3.1, un element geﬁo anaroa tgl etk

Rezulta ca ngq_]ClT (t genereaz3 topologic pe T1E) de unde, din

maximalitate, gT]g_1=T.

In acest punct se poate deja pune in evidenta legatura cu ana-
liza claselor de conjuagare. Daca TCGO este un tor maximal,. . definim

grupul Veyl g]oba], wg]=NGO(T)/T punde N=normalitor). Grupul Weyl

actioneaza in mod natural pe T, prin coniuqgare.

3.3. COROLAR. Aplicatia naturala T mod Wg]-—>GO mod conjuoare

este o bijectie. Ea induce o bijectie 2-tors T mod wﬂ];ED 2-tors G
] 0

mod conjugare.

Demonstratie. Surjectivitatea primei aplicatii rezultid direct

; ) 4 & ; v, i -1
i bR m X, T i sA presupunem ca exista Gl =
Jitntz i Flileflalcu yeT s | P l geb  a. 1. igxg "=y.

Rezulta incluziunile T,ng_1C_C (y)e (C=centralizator), ambele to-

G
o

ruri fiind maximale 1n GO, si deci si in centralizatorul conex con-

siderat, Rasim (3.2) hECG (I a s thg-1h-]=T, deci hqTeW
o)

g]’ s hg
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conjuga pe x in y, de unde injectivitatea anuntatid. Cea de-a doua
afirmatie e imediata.

E momentul sa facem unele'observatii. I'n primul rind, agrupu-
rile compacte Aut k nu sint Tn general conexe, dupa cum vom vedea
in sectiunea urmitoare, fapt ce va atracge comé]icatii supliméntare.
In cazul fericit (Aut k=conex) dac? 1=T" atunci 2.tors T=Z7, unde
ZZCS1 sint rédécini]é deiordin2tale unitStii deci in particular

: ’ !
multimea formelor reale ale alqebrei g=k @@ este finitd (dup3 cum
vom vedea, acest fapt nu depinde de conexitatea lui Aut k, daca

g este o alagebra Lie, simpla; pentru explicatia fenomenului aeneral

vezi [éerre 1965} L2953 0

3.4. PROPOZITIE. Fie HC G un subgrup conex. Atunci H este un
tor maximal Tn Go diaiclamistittin'umaliyid acaliliiie: Hile sitiesio subalnebré Cair=

tan Tn Lie 4
j Go,

Demonstratie. Daca TcGo este un tor maximal, avem de aratat,
conform lectiilor precedente, ca Lie T este o subalgebra abeliana
maximala 1n Lie‘Go. Fie deci L o subalaebra abeliana care contine
Lie T. Ea este deci de forma L=Lie S, cu 5ScG_ conex Si abelién,
SifikaT <2y ST Deducem T<:§, iar S este conex si abelian si odata cu S,
SiiiEin prliuis compact, odata cu Go’ deci un tor, Din maximalitate
S=T, deci L = Lie T. Reciproc, dacd Lie H e subalgebrd abelians
(maximalé), un argument asemandtor ne indica (Tnt7i) faptul PR
e un tor, apoi ca Lie(H)éLie(ﬁ), deci ca H e un tﬁr, si in final
PaptulticaiHiferupitorn maximal.

Putem verifica acum cd torul diagonal T"cu(n) e maximal.
Decarece proprietdtile de definitie ale subalnebrelor fartan sint

independente de extensia scalarilor, nutem comnlexifica, Deoarece

Lie U(n)® = gl(n;C) si Tn aceastd identificare Lie T"@C se cores- |

punde cu subalgebra matricilor diagonale (exercitiul!), nutem apli-

ca criteriul din Propozitia 3.4, vezi Lectia VI..

T
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Trecind la urmdtoarea corespondentd din dictionarul (3.0),
sa incepem prin a revedea analogul global al reprezentdrii adijunc-

Eealluneifalliqge bine i liijleli (e cltijialiex I ivie2 {11 ek [yarner]). Reprezentarea

adjunctd a unui arup Lie G, notat3 Ad:G—=>GL(Lie G), e un morfism
de grupuri definit prin Adg=(int g)/, pentru geG, unde int g de-
semneaza automorfismul interior definit de g, siia evident valori
Tn subgrupul Aut(Lie G). Avem egalitatea (Ad)‘’=ad.

Sa precizam cu aceastd ocazie sliviillegatura’‘dintre reprezentas

rea adjuncta globali sj aplicatia exponentiald. Aceasta din urma

(vezi [ﬁpivak}) slelinoltiea Zamitnad | titon atlie ol e sG-S Gl et d elfyils
neste 1n modul urmiator: dat Xelie G=TeG, existd un unic morfism
fiR —56 (numit subgrup cu un parametru) cu PFODrietatea.E% T O
gRUnEem$a tiunc e xpfx= £l 1) S Hreliex empiliuy /daca 6=GL(n; k),k=R} sau (C,
S i Xegl(n;k), atunci exp X=22 18/ n e el ((}pivak}), iar dac3a

N (R iz 2T JX : :
GEIBsHEXE L e VT SR, a tuniclil lexpliX=e (exponentiala uzuala com-
plexa, pe componente). Conisitinulcitiiiaiiedinattiuiratlitaiitd alcalifite ilin moln fifsm
de grupurii, atunci feexp=expo f’ (exercitiu). Aplicind aceastd ob-

servatie reprezentarii adjuncte globale, obtinem pentru orice

XELie G

(3.5) Ad exp x=exp ad xelnt(Lie G)=%§utomorFismele interioa-
re} (unde exponentiala din membrul drept e cea infinitezimal3
uzuala).

Fie TCGo un tor maximal fixat. Paralel cu teoria infinitezij-
mali, obiectul central Tn teoria globald il constituie reprezenta-
rea adjuncta Ad:T -—>GL(Lie Q}quﬂ.

Fie, in general, T un tor si € :T-%GL(V) o reprezentare
complexa finit dimensionala. Ca o consecinta a existentei integra-
lei invariante pe grupul compact T se poate presupune ci reprezen-
tarea se face prin operatori unitari, deci S (T) reprezint3 o fa-
milie comutativa de automorfisme semisimple si, Tn paralel cu cazul

subalgebrelor torale maximale ale algebrelor Lie semisimple com-
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plexe, automorfismele g(T) se pot diagonaliza simultan, rezulta-

‘tul fiind descompunerea ([Adams, Ch.3])

(3.6) v= @V?\ , unde heHom(T,S1) si

V‘;\={VEV\g(t)v=}\_(t) .V,V teT}

;A#O

In aceastd descompunere, morfismele Lie P( cu proprietatea \

se numesc ponderile globale ale reprezentirii. Ele sint unic deter-

minate de derivatele lor, ]IeHom‘R(E,R), (unde am notat Lie T=t),

care se numesc ponderile liniare ale reprezentarii.

Revenind la reprezentarea global& fundamentald, Ad:T —>

—> GL(Lie Go ® C), vom considera, in mod natural, ridacinile glo-

bale, notate prin@olC Hom(T,S1), ca fiind ponderile diferite de 1

ale acestei reprezentari. Prin derivare, ele se identificd cu ra-
/

dacinile linare, notateq)”n=@ | Acestea din urmad constituie o
i g

familie finita de vectori nenuli din Homﬂ_.{(}_,lR), care poate fi
de asemenea gindita, prin complexificare, in Homm(t_®@,(ﬁ).
Care este legdtura cu teoria infinitezimalA? S3 ne reamintim

catitioICiiesiteo subalgebrd Cartan a alaebrei Lie complexe reductive

Lie GO®(E. filleld e'cilifaieiigiio algebra comolex’ reductiva (§_=abe1ia-
ns, g=semisimpl3) si hcg o subalgebrd torald maximald. Se verifi-
c% f5r3 dificultate ca i@.L_‘. este o subalgebra Cartan Tn a® g,
care este abeliand sl consta din elemente ad-semisimpole. Prin urma-
re reprezentarea adjuncta a lui a®h in adg se descomnpune in subspa-
t1i proprii corespunzidtoare ponderilor (si analoq pentru orice

subalgebrd Cartan a lui a ® g, datorita teoremei de conjugare, vezi

LectialV). Definim rdddcinile alaebrei Lie reductive a @ a ca fiind

ponderile nenule ale reprezentdrii adjuncte (relativ la o subalge-
bri Cartan fixata). Relativ la suba]qeb-ra Cartan }_@CC.C__LieGO@(K,
vom vorbi astfel despre radacinile infinitezimale, notate

cﬁinf

de stabilit urmatoarea egalitate (vezi sh‘{érécker-tom Dieck, p.114

ClHomc(g(g C,C). Tinind cont de relatia (Ad)’=ad, este usor
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Relativ la subalgebra Cartan a GQJ}, rddacinile alaebrei Lie
neductiivela @ g se identifica usor, wvia proiectia pe h, cu radaci-

nile algebrei semisimple g, relativ la h., Ele vor da Tnca nastere

unuli ‘sistem de ‘rad3cini, Tntr-un sens putin mai larg - vezi

@argdarajan, Appendi x b.1ﬂ-—si anume fara a mai impune conditia
de normalizare legatd de C-generarea dualului Hommxgjﬁ E,C)- Daca

Go SR QiU DS e mjiis liim il Ul (iR e iod 5 ic S Tyile Co e semisimpla), atunci

@=0 si notiunea este cea obisnuiti. In general, aceasta modificare
a notiunii de sistem de r3d3cini folosite anterior este minima
(decarece Tnlocuind spatiul ambient al unui sistem de raddcini Tn
sens larg cu spatiul generat de radacini se obtine evident un sis-
tem de radacini in sens forte% si (aproape) toat3d teoria prezentat3
iinwltecriiia V] (in particular teoria grupului Yeyl asociat) se poa-
te reface, vezi [yaradarajan, Appenx i x 4.15] sau [édams, Ch.SJ :
Mentionam Tn sfirsit c3 sistemul de rédéciniqaiﬁ:HomR(E,R) poate
I D vty siitlcallisiiis temiideradaciniiiiin t, via identificarea procu-
mattaddiediresitiriilcitiaitlia italfiunieliny maticitciisitAd Go-invariante definite
pe Lie Go’ vezi [?dams, Ch.S]; daca Go e semisimplu se poate alege
drept metrica forma Killing a lui Lie Go’ cu semn schimbat.

Cu aceasta putem trece la ultimul punct al dictionarului

(3.0). Fie deci T€G  un tor maximal fixat. S& consideram grupul

Weyl infinitezimal, notat Winfc:GL(E), ca fiind grupul “Meyl aso-

ciat sistemului de rédéchwﬁ@lin citiaiiiiniin dii e onieifd e 37N e
depinde numai de datele infinitezimale t®Cc Lie Go RCT. Legatura
cu grupul Weyl global definit anterior se face via aplicatia
wg]~aGL(£), natural indusa de conjugare si derivare, care este in-

jectiva, vezi [}dams, p.94-95]-

3.8. TEOREMA (\bdams, p.l1@}). Aplicatia natural3
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Ne (T)/T —> GL(t) induce un izomorfism Tntre grupul “eyl global si
o

“cel inflinitezimal.
Daca GO=U(n) s i T=T"=torul maximal diaqgonal, am remarcat iden-
tificarile Lie U(n)@C = gl (n;C) si tXC ;{matricele diaqonale}.,

Decarece gl (n;@)=C ® s1(n;C), qgrupul winf coincide cu arupul Weyl

al sistemului standard de radicini pentru s1(n;C)-vezi Lectia VI -

sl deci (deoarece este generat de reflexiile ortogonale in raport
cu hiperplanele {X.-x. = 0}, 1¢icjgn, care reprezinta transpozitia
T . ‘
] / n ) :
coordonatelor i si j, Tn,coordonatele canonice din t=R )il colincii=

n
de cu grupul Simetricz:r“ canonic scufundat 7n GL(t), t=R . Pe de

~alta parte, grupulZ:n e canonic scufundat si Tn U(n), actionind
prin conjugare pe T“z(S‘) prin permutarea coordonatelor. Un cal-

cullivdiiire citivana t5iicaliN (n)Tn=Tnﬂ2;1(produs semidirect), de unde

U
woo=2.

gl n’

Incheiem aceastd sectiune indicind modificarile ce apar 1n
rezultatele fundamentale legate de analiza claselor de conijugare
in cazul grupurilor Lie compacie dar nu neaparat conexe. Fie G un
asemenea grup. Situatia e Tn principiu mult mai complicatd (s3 ne
gindim cd [ poate fi un grup finit arbitrar!) Notiunea care inlo-

cuieste cu succes pe cea de tor maximal este cea de subgrup Cartan,

il un)isubgrup Tnchis| SIC/Gcare leste topoloelciciclilc si‘ideliindex
finit in normalizatorul sau. Daca R este conex atunci torurile

sale maximale evident sint subgrupuri Cartan (de fapt ele coincid
cu subgrupurile Caritan)..| Existenta a suficiente subgrupuri Cartan

(analogul Teoremei 3.1) e data de

3.9. TEOREMA (K?rﬁcker-tom Dieck, p.17i}).
(i) Fie xeG un element arbitrar. Fie Sc:CGe(x)e un tor maximal.

Fie S subgrupul Tnchis generat de x si de S, Atunci S este un sub-

grup Cartan ce contine pe x.

(S Fiedsic ks un“subgrup Cartan si fie zeS un generator (tobologic]
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Atunci orice element din Gez e conjugat cu un element din SeZ:

Avem Tn sfirsit (de comparat cu 3.3)

BRl0LaRTIE OIREMA ([brécker—tom Dieck, p.le}). Fie SCcG un sub-

grup Cartan. Sa notam

*

o ::'{Z €5 ( = reprezihté un generator 1n §7§; %

—

Atihiciidous e lleme it ed inda sl o conjugate in G dacad si numai da-

Carksun it conjugate printr-un element din Nr(g)'
\ 1

1
b. H' NEABELIAN CU METNDE TRANSCENDENTE

Fie g o algebrasemisimpld complexd, hcg o subalgebra Cartan.

—

Alegem o bazd Chevalley si considerdm forma compacta canonica

_5C.g {{caltiiin § 1) iSlecitiifunieallid e fata contine rezultatul principal

—_—

allftacesiteil lectiii: calicululiicoomologlie! H](Za; Aut'f), gingicazial
iingicamelig e site lis|i mp lacEompiutiiil iizafiiindimodifconsiiisit entiime todellled tinei=

euiteliinturie vii sit aygiiini's ecitlivuniealipine cedenitai#Cell ornivmali tipOitiiiniFamiilita=
Ezaaiitciuiie lieny mull tilisuccest!

Dup@ cum am anticipat, grupul compact Aut k nu este Tn gene-
ral conex. Acest lucru este leadgat de existenta unor automorfisme
netriviale ale diagramei Dynkin a lui 9.

Vom Tncepe deci prin a lamuri aceasta chestiune, Tn contextul
(abstract) al sistemelor de radicini - vezi Lectia VI si
[ﬁumphreys 1O p-65-66]. Fie deci C§ <V un sistem de radaci-

it s iks /X =%X],....,dég o baza CcV camera Yeyl corespunzitoare.

Definim grupul automorfismelor lui qs, notat Auti) Nl caliEiin'dids b=

grupul izometriilor lui V care invariaza pe @3. Definim grunul
—

automorfismelor diagramei Dynkin a lui@j y e ol At DS cra i feiiinidids it b=

grupul permutarilor din Aut A =2 §:€. care pastreaza intreqii

lui Cartan (comparid cu [Bumphrey51972 > p-“ﬂ )0



AR e

4.1, PROPOZITIE. AutCﬁ;wx D, daca C’{-D estemlred by,

Demonstratie, Evident WC AutCID; mai mult, deoarece conjuqga-

rea cu elemente din /—‘utcp permutd (in mod vizibil) reflexiile

ortogonale corespunzitoare vectorilor din qb

v rezulita ca' W este

normal 7Tn Aut(I) . Considerdm subgrupul Aut® al .elementelor

G e AutC& care invariaza A(GA=A) si arafim Tntii c3 Autq>=
=w>0AUtA " Blife e e Autd.) . Deoarece GA este, odata cud, o baza,
deducem ci exists weW g weIN= AR i d e ciilicd Autcis este generat
de W si AUfA. Faptul ca W(\AutA:{lS rezultd din faptul c3i W ac-
tioneaza simplu tranzitiv pe baze. Este clar modul in care

Aut & se identificd cu un subgrup in D. In sfirsit, dat € €D,
existd un (unic) automorfism @ €GL(V) care extinde, in bhaza A ,
permutarea G’)si care are proprietatea ca G’@:@D . Pentru a
incheia demonstratia nu ne rimine decit s3 observim c3 6 pastrea-
zalodatalcu intregii lui Cartan, atit unghiurile cit stiyiigapoiritiuilie
lungimilor perechilor arbitrare de r3dicinj simple, deci este o

izometrie - tinind cont de faptul cd un sistem ireductibil contine

radacini de cel mult dou& lungimi [Humphreys Va2 p.53].

L B EMPLLE Y Dalc'a g este simpla, atunci Cﬁ este ireductibil
(de exemplu [Humphreys (AT 280 p.73]). Inspectind cu ochiul liber
lista diagramelor Dynkin conexe, putem lista grupurile lor de

simetrii, dupd cum urmeaza

AI(IZZ) oy ey (S e

H
B, (122) Ormrn@l sty D (= o n ={1}
o = )

C](IZB) O ey

D,



0, (125) oo i@]i DN=IZ,

E6 o--»-—-o—--£—~o- - N =ZL
s ‘*“? Zeei

£7.(8) ot e ) b =113

F“ 6 o=p-d-———0 D = hl‘(

G, o=p=0 D ={I}

Dupa cum se observa, grupurile care pot apare sint extrem
de simple. Ad3ugind acestei observatii rezultatul ce urmeaza,
devin transparente motivele pentru care analiza claselor de con-

jugare Tn grupurile Lie Aut Kifpoaitie s riiin alliiEza t at
h.3. PROPOZITIE. (Aut k) _=Int k =expad k; Aut k=Int kX D.

Demonstratie. Daci xek, atunci curba exp ad(Ax), )Jim, esite

in intregime continut3 in Aut kiRezulitadiine lluziuniillie lexpitad k<
cInt kc(Aut E)e' Pe de altd parte, (Aut h)e este un qrup Lie com-
pact si conex, prin urmare aplicatia sa exponentiald este surjec-
tivd (dupd cum rezultd din Teorema 3,1, din suriectivitatea apli-
Eltieliffeio onie nitiila lledial tonuriiliomiisi i diiiniin'a tuir allli et e) BTl ni A g IvEl
de faptul c3 exponentiala lui (Aut E)ew esitietincilituisiaiiide exponentie-
rea uzuala a matricilor din gI(E) st d'e li0Vb sta st (N s d eld licamilles
(Aut h)ec expiiadiikiiEsiiic Uitacealsitalipmiima lifa £ iirma tiiell e site demonstra-
ta.

In ceea ce priveste a doua egalitate enuntata, sa reamintim

\ cac = a}, unde <celnv g este involutia canoni -

——

ca Aut|5§{aeAut g

€3 (a se revedea preliminariile la enuntul Teoreme; 2 ) i i et

Iincepem prin a construi o scufundare DcCAut k provenind dintr-o

scufundare DCAut g - Al doilea obiectiv este usor de realizat:
dupa teorema lui Serre (vezi Lectia VIl ), g admite o prezentare
Cu generatori hi’ xi=xw¢’ yi:x-“c’ 1igl si cu relatii exprimabi-
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le numai Tn functie de Tntregii lui Cartan. Prin urmare, pentru
Ge€DcZ,, punind Gh =hg. , Exi=Xge , CYi=Yau . relatii-
le Serre sint pistrate si se obtine o scufundare (canonicad!)

Dc Aut g. Verificarea egalitdtii cec=¢ , pentru G € D, se face pe
generatori. Pentru aceasta vom scrie incluziunea k_gc pe gaenerato-

oldeGlic2) aiail aig k si vom deduce usor

C_L\d"'-——-L\ol)cxd:—be Y \7/0(4(13 e d et nide
SeGaiisii'deci

C(‘L.:"‘L&L i CKL:—‘BL)CUL: ___XL.) A.SK.SE ’ de unde c Ge =
DCcAut k.

PEntnulaianata fcaliAlt k este produsul semidirect mtneiiiin ik

$i D, sd notam Tnt7i egalitatea imediati

k
(4.4) DL(Q,(P aJx)a—' — ~€,<\g ad a G<iyies Y a GAL«‘&‘(@_ ’Vk—e__

In continuare, sa notam Efm-sp{:}ﬁb‘ 1éisiﬂ} , sa obser-

vdm c3 t este o subalgebrd (abeliand) in k, s3 notdm apoi

exp ad t = TclInt k si sa facem observatia importanta
(4.5) T = expad t glnt k este un tor maximal. Intr=adevir,
conform Propdzitiei,3.h subgrupul conex al lui :Int k de algebra

Lie ad t este un tor maximal (LQ@(C=E}), filresia cesitaihilitie aaibitiait ey
(4,.5) revine atunci la surjectivitatea exponentialei torurilor.

Dl (I sl (e ) e zulits [ caleT el = /T, Nee bisiiica (intic )I\Lie T
Heditidentifiica lcuve e Dicibut 45(modulo identific3irile evidente). S3
presupunem acum ca GéaDr\lnt_E. Din observatiile precedente si din
Teorema 3.8 deducemc:ewinf=grupul Weyl al sistemului de radacini
qDItn=gruPUI Weyl al sistemului de rédécini(fjinf (vezil (317)) =W
(deoarece prin constructie<§3i6f=q)). DiQ Propozitia 4.1 deducem
G = 1. Pentru simplificare, in continuare vom identifica Wq],

winf si W, de asemenea i)lin’q)inf S i é@ v Fieiln szrsit,‘aeAut_ﬁ
un automorfism arbitrar. Rezulta ca at este o subalgebrd Cartan

a lui k, odatd cu t, si deci, conform teoremei de conjugare din
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una din lectiile precedente, existd belnt k a.7. bat=t. Cum scooul

nostru final este de a arata ca Aut k este oenerat de Int k si de

D, putem presupune in continuare cd at = t. Complexificind, rezul ta
ca a®C induce un automorfism al luiCP ,' pe care il scriem, dupa
Propozitia 4.1, sub forma w&, cu weW si & €D. Conform ‘identifica-
rii W=W | ista

ol procurate de Teorema 3.8, exista n€N|nt B_(T) a.|
it ) e i WeiiPeilidefiailit 31)p ainite , Hd it (4.4) rezulta identifica-
rea
(L.6) Adia = a , Ml aerut k

Ceé ne permite s3a presupunem in continuate alti=itiushi CL‘JC_:G'& A

in fine a\t= id. Vom incheia deducind de aici acexp ad t. Din

a@C\k =id deducem imediat ca a@(t(_g_“)=g“, ¥/o<e<§> M declifiics

a®¢(xm)=h(0().x S8y }\(u)éc nenul , Vueq; WS cirikiind¥ieca
[xa,*{_o‘]:\“x si aplicind morfismul Lie a ® C, rezulta ca

Al ?\(-og):fs, VNQ@)idr sicimidiin'd iic a

C(Q®C) c(xuﬁ:(a® CC) (%o ) obtinem )(_a\:m )\/o&é C?

Combinind, putem scrie ﬂ}(oq :exf’é k() \IXG@D,C‘* f«(u) QERJ

Bl G sit e 1viin ciit h(*)*'ﬁ("“\:(D <4 Tinind' cont/ de 'independenta linia-

e Walaadia clisn iflior siimpilie ol i it ol lip uitiem g d sl fix e T fa T,

)
i s 3 e N il e e . Cu aceste alegeri, se verifica
usor ca automorfismele Lie exp ad x si a Q@€ coincid pe XS | ja

By <lidaCium ht=(%i,y;], rezulta ca a=exp ad x, si demonstratia
priopoZiitiel e Tncheiata.

Revenim la chestiune: in calculul lui H1(£Zz;5), unde G este un
grup Lie compact si structura de sz modul este triviala, apare
in general o descompunere naturala:

a7l ey = n i el ERiiay)

In'chase de G-conjugare de /involutii interioare, i.e.

Al \
1H (ZZL) 6) =il =0t o/ ris Gl mod G-conjugare si clase de f-con-

jugare de involutii exterigare. In cazul nostru (A=Aut k),
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lucrurile vor fi complicate de prezenta involutiilor exterioare, dai
nu Tntr-un mod inextricabil. Aceasta se datoreaz3i in primul rind
faptului (usor de verificat pe lista 4.2) ci grupurile de simetrii
Dynkin ce apar au proprietatile
(i) Exist3d cel mult doua clase de coniuqare de involutii

(i.e. elemente de 2-torsiune) Tn D,

(4.7)
Gt apacal el alia involutie netriviald a lul D, atunci centrali-

eito U T Ing DRI RGeSl nicliide e subgrupul aenerat de 6.
1
et R O O T B E e e T i Gl ) Gl R e

EWt(Z, AdR)CEW(Z, TdknZ,),

(unde automorfismul structural al produsului semidirect este

finitiGh)

Demonstratie. Scriem Aut.k=lnt k¥ D, ca in Propozitia bL.3.

Hilemanheint ki, YoiwBeDLiil nitcialliculifistiimpiluliin et ’a'ra t 3itc Al i nitifie (3~u)=

A g {,\‘c.(%)_ Wt ‘v(k_‘ i RN (unde am notat
inf?'-(wﬂz-‘\)), Conform definitiilor, ER’ (Z?_; Wt kw4 Z,_)—‘:
:{Z-fors i .k.:?] A {]“\L H G73 s Itk ) (€) - conjugare, unde

am notat cu (6) subgrupul generat de @ Tn D, deci exists o apli-
catie naturala EH'I(ZZ; Int __i(_)QZl)-—> EH‘(ZL ‘)A«J“_l&_)_
Unanitiicatl culidst iimpliuidiindilicalif ap tullitc3 {2-tors Aut Ea r\{erh_:vE

e nevida, pentru Y &€D fixat, dacd si numai daci ‘{%= I Vi Oritce
element din EH‘(ZZL s AW¥E;) provine deci dintr-o involutie

ce se afla in componenta lui Aut k indexatd de un element V& D, V2=
TS LD 0 p B ()T e xiis e BT & Dita LT z\, =AE Ca licu lin 1 F
cut la inceputul demonstratiei ne aratd c3 aplicatia naturald con-

siderata e surjectiva. Acelasi calcul (pentru ¥ =6 ) arat3 c3 dacs

elementele gg si g/G sint conjugate prin hg , atunci, conform
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(A7) (i ae € (6), si deci aplicatia in cauzid e si injectiva.
Rezultatul urmator ofera descrierea claselor de conjugare de

involutii interioare Tn termenii sistemului de r&dicini.

4.9. PROPOZITIE. Fie g o algebrd Lie simol# complexd si k for-

ma el compacta canonicad. Avem egalitatea

-

1
IH (2@} Aut E)=2~tors T mod Aut(§

Mt el Tilie (St otnu 14 ima xii madivail GG 0 e k dat de (4.5), Lie T g'E,C¥C3£
este sistemul de r3diacini al luij ghtiitarésacitlingne aiuiiuli Aut@)pe U g

indusa de actiunea natural a lui Aut%s pelit.

Demonstratie. Existd o aplicatie naturalid (conform 4.3)

P =2ti0Is T-—?XPH (Z&; Aut 5)=2-tors Int'k: mod Aut k - conjugare, care,
datorita Teoremei 3.1, este surjectivad. Fie x,yeT si sa oresupunem
EalcStiily s 1 tillcon jlugaitediiin/Au'ti kdiExiisitaldeci  (Piropoziitia . 3)

gIElmERKi i iGie DG i ity =Tinitila i (x) = Tinithg (liint e (x))., iar lilnt e (x)eT,

vezi demonstratia Prop.4.3. Putem atunci presupune geN (T), ve-

Int EL
zi Cbr.3.3. Cu alte cuvinte avem o bijectie, indusa de aplicatia

de mai sus, 2-tors T mod WQI'D s |H&(Z;} Aut k), unde W, -D de
semneaza subgrupul lui Aut T generat dg actiunea prTn conjugare

a grupurilor ng.si Diitde oiltidie dactiiiu niiklienitlali WQ] si D pe T indus

de actiunile infinitezimale corespunzitoare pe algebra Lie t (cu
identificarea uzuald k = ad &)- Latiiciinduliiiliolridract innealtinfinies
ezimald a lui W_, se identifica (Teorema 3.8) cu actiunea grupului
Weyl W al 1lui 4) peiity liaractiuneayinfinitezimala a Jdui D coincide
(4.6) cu actiunea naturald a lui D pe t. Utilizind acum Propozitia

b.1 rezultd cd grupul infinitezimal astfel generat coincide cu

Aut@), ceea ce incheie demonstratia,
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Trecind la ultimul pas de efectuat - determinarea claselor
de conjugare de involutli exterioare - s3 Tncepem prin a generalij-
za in mod convenabil Propozitia 4.8,

‘ | 2
4.10. PROPOZITIE. Fieg€D, €=l, G #1, Fie acAut Kk, a’=1.

t

—

S& presupunem c3 inta(T)=T si c3 Ad a1t==q’ . Atunci: subgrupul
lui Aut k generat de Int k si de a este un produs semidirect

Int _lg_)d(a) si coincide cu Int k¥(G).

Demonstratie. Prima afirmatie va rezulta observind ca

aélnt k. Presupunind contrariul vom deduce,'exact ca 1n demonstna-
tla Propozitiei 4.3, cid Gew, de undé (Prop.4.1)G =1, o contra-
dictie. A doua afirmatie rezult3d observind c3 ambele sﬁbqrupuri
ale lui Aut k din enunt au doua compoﬁente conexe si aceeasi com-
ponenta a elementului neutru, deci este suficient de dovedit ega-
litatea Int k.a=Int k.G . Apelind la (4.6) deducem ci automorfis-
-mu l a_1 G restrins la t e identitatea, prin urmare (vezi demons-
fEGeici =D rop ozt ez Vihe e sitelilinitie pilorhiide c inlaehnit Wk G diidie
unde egalitatea dorita. »
In contextul propozitiei precedente, sa facem urmatoarele

notatii: sa notam S=T: (componenfa conexa a elementului neutru

al subgrupului punctelor fixe din T ale automorfismului inta

este un éybtor al lui T); sa consideram grupul NInt k(s)/S, care
actioneazd prin conjugare pe S5; automorfismul inta \ig% E,induce

un automorfism al grupului factor de mai sus, al cadrui subqrup

de puncte fixe 71 vom nota CU'(NInt k(S)/S)a siliicareflactioneaza

la rTndﬁl sauspniniiconjiugareiipe St ;g observam cad int a induce

de asemenea un automorfism al qrupului factor T/S, ale carui punc-

(IS8 ) S s niifiiine Vs aine

te fixe le vom nota cu (T/s)3c (N
Int &

reamintim (Propozitia 4.1) cd € actioneazi prin conjugare pe W si

(=1
sa notam cu W subgrupul punctelor fixe.
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$S& consideram acum subgrupul Sx(a)c Int k¥ (a) si si facem

urmatoarea precizare importanta

b.11. PROPOZITIE. Fie geN (S). Atunci geN, o (s x(a))

dacd si numai dacs o
<) 5 iEed e gse(NInt E_(s)/s) !

Int

Demonstratie. Deoarece g normalizeaza pe S, aq normalizeaza

PEMS XA o ca s A ma 11 da a5 in e g(Sa)=Sa. Deoarece int g(Sa)=

21 3 - L
=Sgag =Sg inta(g ]).a, acest fapt este echivalent cu conditia

: S .
SR BRI € S o A A T e e R S e A e s gSE(NInt k(S)/S)a'

L.12. COROLAR. (N k(S)/S)a actioneazd prin conjugare pe Sa.

Int

Demonstratie. Conform propozitiei precedente exist3d un izomor-

fism natural Nlrt i,(Sx(a))/S:)(NIm: k(S)/S)a, de unde actiunea lui
2’ AN ! s : :
(Nlnt E(S)/S) , Iindusa de actiunea prin conjugare a lui Nis ﬁ(Sx
x(a)) pe Sa.
Putem descrie acum «clasele de conjugare de involutii exterioa-

re.

WA R CPIROP.OZ/ TS I E " Fie_g o algebra simpla complex3d si k forma
ei compactd canonica. Fie €< D, GZ=I,G E IR ite M rala NG 5,
a®=1, cu proprietitile: int a(T)=T, Ada\t=6qt , unde Tclnt k este
torul maximal descris Tn (4.5), iar Tz et (a='Cifconsitittuiieitinto s

deauna un exemplu). Avem:

q
@ (7 kY e S e (ONL k_,i(?»}/53 )

unde S=TZ, iar actiunea grupului de puncte fixe din enunt pe S este
indusa de actiunea prin conjugare a acestui grup pe Sa, via izomor-

fismul canonic S ™ Sa, dat de translatia cu a.
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(ii) Exista un sir exact

(~3
(§1)/8)if iyt —= ]

a
1 =>(T/5)° —> (N'nt i

(indicii superiori desemneaza subgrupuri de puncte fixe Tn raport

cu actiunile induse de conjugare).

Demonstragtie. (i) Utilizind 4.8 si 4,10, putem Tnlocui
EH](ZZ, Aut k) prin EH1(ZZZ; Intk X (a)). Analiza clagelor de con-
jugare ale grupului compact Int E:ﬂ(a) o vom face cu ajutorul teo-
iemeiliorili3 09 s i3 10N IS a8 a p'l i cam conisitructiialidescriisaiiinii3iid (i)

elementului a. Pentru Tnceput sia aratam ca SCCInt k(a)e esteliun  tor

maximal. Fie deci un tor S]:>S, S]C‘_C[nt 5‘8). Facem afirmatia
(h.14) mE SR i Y icD

'unde<?g] desemneaza radacinile globale ale arupului compact si co-

nex Int k, relative la torul maximal T. Aminind demonstratia afirma-

(Sg) = T, unde ultima egalitate rezulta din

tiel, vedem ca Slcclnt k 4

a este un element reqgulat al torului maximal T
faptul ca sl _ g

Gie’ hso#l,\fhéﬁég]), vezi [ﬁdams, p.9§1. Pe de altd parte S,

comutaculialidec SlcT implica S]c;S, din constructia'}ui SEDIETIN
urmare S,=5 si maximalitatea torului S e dovedita.

Revenind la (4.1L4) s& observdm ca Lie S=Lie Tiz(Lie T)Adq =
=£?={xé£ lax=x}, unde singurele egalitati netriviale sint Ada=
=a (4.6) si cea de-a doua egalitate, care decurge dintr-un fapt ge-
nerat usor de enuntat ('"algebra Lie a punctelor fixe ale unui auto-
morfism coincide cu punctele fixe ale automorfismului infinitezimal
obtinut prin derivare") si usor de stabilit (prin derivare pur si

simplu si utilizind existenta si unicitatea subgrupurilor cu un pa-

rametru RcG). Alegem yeC=camera Weyl asociat3d bazei alese pentru



- A -

¢;C t si notam x=y+ay. Evident ax=x, dar in acelasi timb, deoarece
am presupus ca a,t=61t, rezulta c3 aCcC (deoarece €D - a se reve-

dea demonstratia Prop.4.1!), de unde C(lLie S # A. ldentificarea
/

dintre ¢>c§_si éﬁin=<§gl G HomR(E,m) via forma Killing, discutata

In sectiunea precedenta, plus definitia insasi a camerei Weyl C,

|
arata ca A

Lie 5#0: V;\éiig]- De aici deducem, tinind cont de ega-
litdtile Ao exp=expod si de surjectivitatea exponentialei "lui 5,

ca afirmatia obtinutd din (4.14) prin reducere la absurd,si anume

¢ | /
Rife S =) %1 X=k%, condicedilaliciliconit radiictiier
Ae@)
gl

keZ
Reluind reteta 3.9 (i) obtinem c3 S x (a) este un subgrup Car-
tan Tn Int kX (a). Fie ueS un generator (topologic). Atunci
z=ua genereaza (topologic) pe S x (a)(éxercitiu!).Folosind 3.9 Rikid)
deducem ca aplicatia naturala Tntre 2-tors.S 3§2-tors Sx(a)} N Sa

si EH’I(ZL;InJrgﬂ(Q)) elils urije ctiitval g elintis fiins i L 31810 alslilguir 2

o bijectie Tntre 2-tors S mod N (th{}/ (unde actiunea
Intkd(a ) 7 sx(a)
se face prin conjugare si identificarea standard $* Sa) si compo-

. >, 1
nenta exterioara EH de calculat,

- . ~ -~ o . . ~ »
Identificam acum citul normalizatorului aparut mai sus cu

i a a . Sx =
grupul din enunt, dupa cum urmeaza : Nlnth&3§aL%ida)vN|nt E(Sx(a»%gi

/Sx(a)=Nint k(Sx(a))/s. Uiletliima\ g i u plesitaiic a subgrunp n

(s)/S si anume ca subgrupul de puncte fixe (N (S)/s)a

NInt k Int_&

din enunt, vezi Prop.4:11. Actiunea pe S este si ea identificatsa,

gratie corolarului 4.12.

(ii) Aici faptul crucial este stabilirea incluziunii

NIWkE(S)C.hh“thT) Odata facuta, aceasta produce sirul exact
i e S AW G e RO R A

compatibil cu diversele actiuni induse de int a, din care, prin

trecere la subgrupurile de puncte fixe, vom obtine sirul exact



SR

|

Giiats
dln enunt, mai putin surjectivitatea sagetii ce Intra Tn W (iden-

tiflcarea (NInt k(T)/T)a = w“ se face via Teorema 3.8, folosind

ipoteza Ada lt= G‘.t.) :

Ti incluziunea normalizatorilor. Fie géN, k(S)

—

GL(g)

S& aratam int
S3 examinam reprezentarea adjuncta Ad[S:S —>GL(Lie Int k®C)x

(vezi 2.17(ii)) si legitura ei cu reprezentarea adjunctd a torului

maximal T. Existd descompunerile (3.6)

A
§_== D 9 SC q = b ﬁh

Aecﬁaeum o neyo ity

prima corespunzind reprezentirii Ad\T, a doua reprezentare Ad{s

Deoarece Ad se obtine din Ad prin restrictie, ponderile ei globale

se obtin din ponderile globale ale lui Ad|T, prin restrictie la S.Din(4:14)__
deducem ca ponderile globale netriviale WF coincidicu restrictiiiile

radacinilor globale. Pe de alt3 parte, deoarece geNlnt K (st uin
calcul simplu ne aratd ca prin izomorfismul natural ind:; de

int g, prin compunere, (int g)*:Hom(S,Si)ﬁgtkmNS,Sd) ponderile

lTui Ad\S sint invariante, prin urmare sint invariante si restrictii-
le radacinilor globale, si deci, considerind elementul requlat

s, €5 procurat de (4L.14), deducem ca intg(so)ES este de asemenea

un element regulat. Avem ([Adams, p.9§1) intq(T)=Intg(C|nt (so)e)=

—

& int s = Titissti i ncliuziiiuneallanuntata =
Cine 5('n 9 o))e 7 t e demonstrat3’

Fie acum qTé(Nlnt h(T)/T)a, iiier geNy it k(T) siifiinitailigili=
Eqithtcu, LTS & deducem de aici ci3 g normaliz;azé peiiS iRl fi =
e = s s g (TR G TS e seT? inta.intg(s)=
=int(inta(g))(inta(s))=intgint t(s)=intg(s), deci intg(s)eT? si
gENlnt k(S). Surjectivitatea dorita va rezulta ardtind c3 exist3
DT At iiiinital(lgul)i=gu'sh,itculiises: Wegaliiitatellilechivalents ci
gt.inta(u)=gus, sau cu t inta(u)=us. Scriem t=exp T si c3utdm 7in
continuare o solutie de forma u=expu,u€t, s=exp s, sct°=Lie S.

Vel sufiiclilentiisa gas imiimet: anTit+a (W) -uet?. necarece a L este
esay

un automorfism liniar involutiv, putem scrie t=s+v, cu ?Eta,si o

e s
veker{a+id§=im{g-id3, ceea ce ofera solutia cautati,si Tncheie
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(in sfirsit!) demonstratia propozitiei.
Pentru a face efectiv rezultatul precedent, mai e necesar sa

13murim doud lucruri: cum este legata actiunea grupului
L

(Nlnt k(s)/s)a pe 2-tors S consideratd in (i) de descompunerea(ii)

a acestui grup, precum si aparitia automorfismului - surpriza a

intr-un calcul care nu depinde de a.

Pentru a 1amuri aceste doui chestiuni (legate Tntre ele, dupa

cum vom vedea imediat), si mai facem citeva notatii. Endomorfismul

grupului abelian T definit de t —~)inta(t).‘c_1 se factorizeaza la

subgrupul S'si induce un morfism (T/S)a__,Z—torsS (Fapitulilicafelies

mentele din imagine sint de 2-torsiune mezulta imediat din a =TIV
sa notam imaginea cu i?c:Z—tors Sl atsrit ndull®is 3uk g rup ulliiW eyl W
sERNdentliifiica iculuniisiubgielipiliing Aut, T ((Teorema . 3.8) ;s liintaceasita
identificare subgrupul WG siefiiconespiundeticu Cw(intcx)CAut Lt (iTe
conex!). Prin urmare automorfismele din grupul WG‘ actioneaza, prin
gesitiriiicitiiie), 'pel SUi(iformaitinfiinitezimala alacestei actiunifilindilac-
tiunea, prin restrictie, a grupului infinitezimal HiﬁGL(E), pe LienS=
fﬁg, vezi demonstratia Prop.4.13). S3 notam cuafc:Aut(Z—tors S)
subgrupul indus de actiunea prin restrictie a lui Wg SIS/ nitl S P =

sit sa notam cu‘f% subgrupul generat de grupul de translatii Gy Si

de grupul de automorfisme liniare&f in grupul afin al grupului

abeliitanii2i=ito ris; S

4.15. PROPOZITIE. In enuntul Propozitiei 4.13 s3 presupunem

in plus ca automorfismul a are urmatoarea proprietate

(4.16) v (&(—”—_ NI»\Q lt(,r) a i Ln*a(%\ GL}T,B[\E «(ST&-?_ L'V\‘(Q /t\):(‘l

Avem atunci o bijectie

L
BHROZ AL ) 2 o e s im0
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Demonstratie. Este imediat de vazut faptul cd proprietatea

(4.16) revine la faptul c& in sirul exact 4.13(ii) orice element

din WG‘provine dintr-un element din (NInt k(S)/S)a care admite un

reprezentant in N (s) ce comutd cu a (cu identificarea wuzuala

iR R
G o - .
W :(Nlnt k(T)/T)a - vezi demonstratia Prop.4,13). Fie deci
i : i eg)=inth YL rin
DEL )i h(a)C:Nlnt k(S), si seS. Avem int h(sa)=in (s) p

urmare actiunea lui h pe § descrisa in 4.13(i) coincide cu cea

indusd de conjugare (pe S!).

Fie acum tSE€(T/S)%, i.e. inta(t)=ts1, cu 5165 stigifiirelises.
Avem intt(sa)=sf.inta(t-l).a, prin urmare actiunea lui t pe S din
-1 o
4.13(i) coincide cu translatia cu elementul inta(t ).t&Jd ..

Prin urmare grupul de permutdri ale lui 2-tors S indus de

actiunea GTUDU1ui(Nrnt k(S)/S)a coincide cu subgrupul generat de

Gt
J' s i de&ﬁ yilcarellesitelipriint consitinuctie J?.

Rezultatul din enunt decurge atunci din 4.13 (i).

4.17. OBSERVATII (i) Ca o consecinta imediata a calculelor
ol R (G el te oreme i 2 ilisiilianibii e c £ i e i (TR0 i re zuilita
c3 listele de forme reale ale unei algebre simple complexe sint
Finiiite..

(ii) S3 observam cd, Tn conditiile (4.16),tot ceea ce inter-
vine Tn membrul drept al egalitatii din enuntul precedent nu depin-
de decit de sistemul de rédéciniq?, in particular este indepen-
dent de a'(asalcum'era de sperat) . Intr-adevar, subtorul S este de-
terminat de algebra sa Lie S=£€, egalitate deja remarcati. Deoare-
ce alt=ﬂglt srezulitaiicalias @it vpeuniteT i viez | demonstratia Propozi-
tlel ;.3. Rezulta de aici ca grupurile (T/S)a S i Suc.Z-tors S nu de-
piliniditde c it ide GEUBIiniifine wqc Aut T nu depinde in mod vizibil decit
de @), prin urmare la fel siofC:Aut(Z—tors S). Dupd cum vom vedea

In sectiunea urmatoare, formularea Propozitiei 4,15 ne lasad liber-

tatea unei alegeri convenabile a automorfismului a, legat3d de pro-
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prietatea (4.16), care permite inldturarea sinqurei necunoscute
A3

din enuntul 4.13 si anume: cum se exprimd actiunea grupului

pe S in functie cha(? 7 Existd din fericire si posibilitatea unei alegeri

canonice, vezi § 6.

5. UN EXEMPLU: sl(n;C)

In aceastd sectiune vom descrie in detaliu formele reale ale

algebrelor simple complexe sl (n;C), nx2.
Alegerile de precizat (vezi finalul §‘1) vor fi cele standard:

notind cu E. ., 1<i,j<n, matricile din gl(n;C) care actioneaza in

. n 4 . o
baza standard din @  prin Eijvkzgjkvi’ si cu ei—Eii’

standard a subalgebreiomatricilor diagonale, vom alege drept subal-

1¢i¢n, baza

gebra Cartan hcsl(n;C) matricile diagonale de urma nula. Sistemul

corespunzator de radacini, notat A 10 di nastere sistemului de ra-
e

décini(§=An_1c:h (reprezentat de vectorii hq,0<€{» format de vec-
torii {ei-ej\lgi#jén§; sistemului standard de radacini simple A=
=%X],...,Nn_]} 1i corespund vectorii {e1-e2,...,en_]-en% - compa-
rafciiilie citiiiai BV | W Un e alliculiis imp'l ul‘alraitaliicaliallegerea’ matricillor
Eij’ 1¢i#j{n, este o alegere buna de baz3 Chevalley. Forma compact3
canonica (1.2) coincide atunci cu gg(n)={Xe§l(n;C)\X*+x=0} (care
reprezinta algebra Lie a grupului SU(n)={‘0peratorii unitari de

determinant ]} slive i [&arner, p.107—10él).

Avem un sir exact

Aol
(51) A 5 Z WU WU oY e K\nt‘ S G2 .1
inlicare Z ieste centrul Jui U(n) (care constsi din matricile scalare
A il 1 \
sillisiedtifdent iifiica  cu Si)Nliian /Ad estle indusd de reprezentarea ad-

Jjumeat a luil U(n), AdA(x)=AxA'], pentru AeU(n) si XelieU(n)=

o *

=u(n) =§X€gj(n;m)‘x +X=O}. Intr-adevar, deoarece U(n) este aenerat
de Z si de SU(n), putem remarca Faptul ca sU(n) este un grup compact

$1 conex, [yarner, p.1,30], deci aplicatia sa exponentiala este
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surjectliva, dupd cum am observat 7n §3, si prin urmare putem con-
chide ca aplicatia adjunctd de mai sus ia valori in Intsu(n),
utllizind (3.5); surjectivitatea el rezultd din Prop.4.3, iar iden-
tiflcarea nucleului se face utiliz%nd faptul ca nucleul reprezen-
tarii-adjuncte a lui U(n) coincide cu centrul lui U(n) (U(n) e co-

nex!). Avem un sir exact indus

(5.2) b A d O

- N - -
iniicare Nic Uln)lesteltorul maximal diagonal considerat 1n § afiey o L 8
Tclntsu(n) este torul maximal construit in (4.5). Intr-adevir, no-
- oot A o] | o~ ~ ~
tind cu L si cu t algebrele Lie corespunzidtoare, s3 observam ca ave
~ i Al .
egalitatea t=t G Lie Z si s3 utilizidm din nou (3.5) pentru a obti-
. ~
ne egalitatea Ad T = T.
Avind la dispozitie aceastd reprezentare concretd convenabil3
V . . U ~ N
a torului maximal T,T=T/Z, sa mai remarc3im egalitatile t=R-sp {.Je1,
...,JeghEFR‘Sp {J@%, Lie Z=R-spiJ(e]+...+en)}, w=Z:n (cu actiunea
standard pe t data de permutarea elementelor bazei, cu actiunea co-
- ~
respunzatocare pe T datd de permutarea coordonatelor, si cu actiuni-
le induse pe t, respectiv T), si s trecem la calculul explicit

al claselor de conjugare de involutii interioare.

Cazul n=2 este singular si 71 vom trata Tnt7i, cu remarca

faptinluliica nniacesitiicazii(viez iitlita2) Hi(Zz; Aut ig(n))=lHi(Zé; W
Bloesi(in))iiilin(io e nie ralliviaditnillsilipuil tle x ac til(5 o s e i e'diic e imediat izo-
morfismul

oY s
(5.3) 2itoinslliTi/7 AN Okt o e T Mo Sk el

unde 2-tors T= diag(£1,...,££ﬂ£i=t|} si Zﬂ2-tors’? ={1J}-

Avem de asemenea 1n general, ca o consecinti a Prop.4.9
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(5.4) IH&(ZZ; Autig(n))ZZ—tors T mod W

egalitate evidentd pentru n=2 (Prop.4.1), si care se deduce
pentru n>2 din 4.1 si 4.2 dup3d cum urmeaza: fie G €D elementul

' A 1 . s - 1&
netrivial construit Tn 4.2:; deoarece, evident 8 Aut¢>, dar l¢

dacd n»2, deducem din 4.1 existenta unui unic element we' cu

proprietatea

SRS)) s Ey ¢

deci stim ca W si -] genereaza Aut@l; pelideialita spartei=1actiom
. T - il :

neazd pe T prin diag(z],...,zn)—% diag(z11,...,zn ) piEin it urmalre

agitiifuneailndus'a 'pe’ 2-toirsidive  trivialal
In cazul n=2 conchidem cd algebra s1(2;€) are doud forme rea-

le, reprezentate Tn 2-tors T de elementele | si Ad(1,-1). In ceea

ce priveste descrierea lor concretd, afirmam c3 (5.6) formele rea-
TSRS eI <1 (2 ) s ni el SR s 1 e S PU (s 2 e el den e R eala e T
cu grupul - necomutativ! - al cuaternionilor de normad 1). Algebra
3-dimensionala, compacta si neabeliana, Lie 53, contine, dupa com-
plexificare, o parte semisimpla netriviald. Deocarece dimcg;3;
pentru orice algebra semisimpld complexd, cu egalitate daci si nu-
mai daca gggj(Z;Q), (ca o consecinti a clasificarii), recunoastem

in algebra Lie S3 forma reala compactd a lui il(z;m), iar in alge-

bra simpld necompactd sl(2;R) cealalti form3 reals prezisa de cla-

sificarea generala.

Vom presupune deci in continuare n>2. Combinind (C5 SN R (5 )

deducem ca elementele

(:5587) Al 1t e g TR T S -
g ’ ) ’ })ez tors T, 0&‘(&&\/2]
k n-k

reprezinta lista formedor reale de tiilpisiin'tie riilor
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Pentru a descrie concret formele reale corespunzatoare, apelam de

data aceasta la un sir de identificari mecanice prescrise de teoria

generald: dupad 4.9 si 2.14 trebuie considerat l-cociclulkdin

1 ~ ~ J e Ny
r4 (Zé; Aut El(n;m)) reprezentat de Ad t, unid et =dila g IR RT =] frsetes
.,-1)eT, iar dupd (2.12) trebuiesc calculate punctele fixe ale
H . ~ . ~
involutiei (Ad t)c € lnv sl(n:;C), unde involutia canonica e indusa

. ~ n =
de cX=-X*(X€gI(n;m)). Considerind forma hermiticd pe € data de

-

«ﬂ,v»%ulvl+...+ukvk-uk+]vk+]-...—un i

) % AATE ~ A :
se constata ca punctele fixe ale involutiel (Ad t)c coincid cu ma-

tricile din s])(n;C) care sint antihermitice in raport cu forma de

m——

mal sus.

Trecem la descrierea formelor reale de tip exterior. Vom
considera involutia netriviala €D din Exemplul 4.2 si voﬁ uEilei=
za reteta din Propozitia 4.13, identificind pentru Tnceput obiec-

tele ce depind numai de@ﬂvezi Obs. 4.17(ii)). Notdm Tn continuare

~

cu GeAut T automorfismul involutiv dat de
: ] S -1
((5.8) gdiag(z,) = dlag(zn+1_i)

Se observd ca el induce un automorfism &€ €Aut T (7n reprezenta-
rea (5.2) T=T/Z). Un calcul infinitezimal direct a?até ca actiu-
nea astfel obtinutd pe T coincide cu cea din Prop.4.13 (a=g!)
Deoarece descompunerea infinitezimalé'z=£_€)Lie Z e compatibila
cu actiunea infinitezimala a lui @ , rezulta cd morfismul natural
indus, Ad:S —»S (§=?e, S=fi) e sitel siinjiectiiviinfiltitndidsuniject v 1a
nivelul algebrelor Lie (Lie ? =ZF, Lie Séﬁ?). Penticustalicalliculia
subgrupul :rCZ-tors S ce apare in Propogjitia 4.15 (a se revedea

Obs. 4.17(ii)), considerdm diagrama comutativi evident indus3 de

Ad



e

~
(5.9) 2-tors S ——> 2-tors S
ISR G (=3
({r7ish) ——> (T/5)
'n care sageata verticals dreapta este indusa de tS—~>6(t)-t-] Sl

are drept imagine subgrupu]fj‘, si analog nentru obiectele marca-

oY
LT LA diinlica e 'vom deduce(T:AdZT, aratind surjectivitatea sa-
! ‘ ! =1
geiioiizion tallel i niferiioareFie iatunci teilia i Grie gl SISV om

£ ~ L~~~ i 2Ry e
scrie t=Ad t(teT) salsvomatd eldiucelVicaiie xi'sitarisie Sis sz c pZaNaii e

~

G(N)N—]_N | U % Re . I ~ ~ —]_ i
AU S 28 o G Rl s Bl S iilelnitis sty Sidtim T e 2o ha e Lo tanECHON) M= st U 1tk

ma conditie este echivalentd cu zu =], ecuatie ce admite Tntotdeau-

na o solutie 7Tn Z=S].

pentnltialcailiculia 2 =itors S/3 va fi necesar sa distingem doua

cazuri (n=2m+1 si n=2m) corespunzind descompunerii in cicli a per-

’

mutarii ce intervine in constructia (5.8).

Cazul 1: n=2m+1. In calculul algebrei Lie E€=Liel§ apare un
singur ciclu de lungime unu, cdruia 7i corespunde conditia
Xm+f=G/Xm+1:"XM+1 si cicli de lungime doi, cirora le cores-
pund conditii de forma ‘(x;_ Hicn RO RERA(e e BTN (ki (xl»«»z-i)xt‘>_

Rezulta egalitatea

-\ -1

(5¢30) §I={cLAQCQW)”.,Zm)ﬂ)?M,~N,?\)\‘tgesgﬁg

si prin urmare existenta unei surjectii Ad:2-tors’§->2-tors S

FllemsEeE? =t ors S/ INotam t=(Z],--=,2m,1,1,.--,l) si gasim calculind:
~o~N=1 A~ — e o

G(t)t =5, de unde J =2-tors Stardiec jy=2-tors S. Conform Propozi-

tinellNel 113

(52819 ERDCZ,0 At Eizfé)—m‘))f—-{”s
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Cazul 11: n=2m. Un calcul ca mai sus conduce (in absenta

ciclilor de lungime unu ) la egalitatile

(5-12) (§= {Axag (1:(‘)... )Z"‘)Z;‘,,_-; z:‘)li‘cégsq}

3/: = 2- tors g = {&0\3 (2‘,....)2,\‘) Zw>...,)2‘)‘2¢=t"‘k

Pe de alta parte, din reprezentarea (5.2) rezulta sirul exact

. ~ Ad
(5.13) el o L DG R i e b

Alegind Te? cu proprietatea’jz=-|, vom putea deci scrie elemen-
tele din 2-tors S fie sub forma Ads, fie sub forma AdiiGjsh ey
SE2-tors E, deci, conform Propozitiei B30 s i s tiilnGinidiico ntiede
(5-12),E¥HWCZL}foTEi(2M» , contine cel mult doud elemente,
reprezentate de 1 si AdT Tni2-torsus,i'Pentru a decildelicalfacesite
elemente sint distincte, va trebui sa apelam la formularea mai
precisd pusd la dispozitie de Propozitia hL 15,

Automorfismul definit de conjugarea complexa, c(X) =X\ "esite

o Involutie a algebrei complexe ﬂl(n;@) L prinArestrictie
automorfismul involutiv ®&Aut su(n), care are proprietdtile:
int T(T)=T si AdZt =Z‘t = - 1. Definim automorfismul acAut su(n)
prin

(5.14) a =(Adw)z

unde w desemneaza simultan elementul we€W =§:“ dat de (5.5) si ma-
tricea WENU(n)ﬁﬁce actioneaz3 asupra bazei canonice din @" prin
permutarea corespunzdtoare. Rezultda ca int Ad w(T)=T si cé

Adwl =w si de asemenea, tinind cont de (5.5), ca (Ad w)2=l. Pen -

—

tru a ne putea pune Tn conditiile din Prop.4.13, va fi suficient
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sa aratam ca automorfismele Adw si & comuta. Fie X &

130

P i g R N R ey A\ / A
Avem Q"‘\c{\‘r\'EK =W AW =\./v'-\< W o= Z:U'\“\W\})\. Un calcul asemanator
6
.ne va conduce la verificarea proprietatii (4.16). Fie deci ueV

~
(prin urmare, conform cu (5.5) uGCw(w)) stilflie UGNU(n)(T) reprezen-
tantul in U(n) construit 7in acelasi mod cu reprezentantul lui w de

mai sus. Va fi suficient s3 ar3tam cd reprezentantul din Int su(n),

H X g - . et - —
51 anume Adu, comutd cu a. La rindul ei, aceastapronrietate rezul

ta din permutabilitatea lui Ad u cu B (ca mai sus) si cu Adw (impli-
cata de conditia uebﬁy, si ne permite, utilizind Tn toata leqgiti-
mitatea acum Propozitia 4.15, s5 identificdm actiunea lui W pe
2-tors S ca fiind indusa de actiunea standard a lui W pe ?fprin
automorfisme de ginup iR el e &' Giln fic aizinll fitn = 2'm (m)]), catollshise/d G’
reprezintd elemente distincte in 2-tors S mod e si ca avem eaali-
tatea

A A J Sl

Mentionam cd Tn calculul lui EH1(2§; Autgu(n}){~n;>2>]Ln 10T
% ! [
corespunde forma reala sl{n;R), ar lui Ad j(n=2m) o formi reals

destip cuaternionic. (Nd intram in\ detalii.

6. EPILOG: INVOLUTIILE DIAGRAMELOR DYNKIN S| FORMA FINALA A

CLASIFICAR] |

Sectiunea este consacrata demonstr3rii faptului cd pentru orice

g algebrd Lie complexd simpla, pentru care D#(1), se poate A un
automorfism a€ Aut k care satisface (4.,16). Maj exact, daca 1#Ge€ 9
)
2 - A
G"=1, considerind scufundarea DC Aut k ca 7n demonstratia nropozi-

. tiei 4.3, obtinem G € Aut k si evident O'T(T_1=T. Adet =Q1t

Ramine de ar3tat c5:
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6.1. PROPOZITIE. Oricare ar fi geN a.7. into(g)e gT,

Int _IS_T

exlstd teT a.7. intG (gt)=qt.

Demonstratie. Pentru geNint K T fixat, cautam teT de forma

t=exp ad x cu xet = R—sp{gh(?
Conform teoremei 3.8 si 4.6 Adg!t‘ = gt =W cu wel,
Consideram extensia g=g®‘£=g‘—7 s i si{x,‘s Xt e ¢+;husK€A?

un sistem standard de generatori ai algebrei Lie g. Obtinem [Goto,

Grosshans, 5.3.2]:

gh“= hw S i

(6.2)

N o
gx“=/§.(0<)x\w(/\.(0()€¢3* Ve € ¢ :

)

Un rationament analog din demonstratia propozitiei 4.3 ne arata

ca
ollih (L -4
Nile)i= /[\(—DO = A(*OO si deci !/\(C"\)\:4 (62 )
Enficazul iniicane t(:T,' t=exp adx cu x€t, th°(=h°( s
ol X
tx, = (Ad t)x, =expadx(x) =€ - X, (6.3)

Analog, pentruG=G®¢ GA“t_.S_:

G'(hu)=h0.°£ si
O (X)) = M) Ko = Y )u(,x)éc*

1) (6.4)
M = Mee= M) l}d(x)\ =4

Intrucit ho(=[xu. X_dj, t€ T ca 'in /enunt . va trebui

sa satisfaca
: AR =il
sistemul de conditii (Q(qt)Q )Xoc=(gt)x°( , V.o(€¢ (RS aE L

te reduce la generatorii de algebr3d Lie ai lui a, dati de 0(€AU‘A,
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N Tiisiind sistemul de radicini simple.

Egalitdtile se rescriu (G'=CY-4!) (cu 6.2,3,4))

Got X Sl ers ‘
ntticucit G gtr-‘e gT, rezulta we\».’(r, deci (TwG)X =wex . Obtinem,
’
cu (6.2"),reformu1area echivalent3d:
(- Oot) X
\@::}A(o«)ﬂ(w%c)-ﬂ(()‘o()'/\(—0():e . x € AU-A (6.5)

Lo s\ U (et Q'O()X
Deoarecef\(-—o()=JA ()R (= )= (o)t 1, daca Xoﬂ= €
pentru un™®, atunci:

—o¢ Q"o(\X
£ o= Mo W (woea) R (0 o) R = €7

In consecinta

xet va trebui s3 satisfac egalitidtile (6.5) pentru we A.
Dacd ~<€A af O = ,<mtman}u@fuw@1ﬁwwd4 Woe

fiind si el punct fix al automorﬁsmuluuD’éAut#) (G‘(Woc) W= ch>

A

6.6. AFIRMATIE. Daca (' are o rddacin3d simpla drept punct fix,

atunci :

ﬁ(i&):/‘ Vl}ﬁdp cu G(?)ﬂ%’.

Evident, cu aceasta afirmatie, egalitatea de mai sus este In=
deplinita. Lasam justificarea acesteia la sfirsitul demonstratiei>pro-
pozitiei.

Asadar, ramin  de satisfacut conditiile (6.5) pentru r3dicinile
siitpiiiestestSsic ul (Y o=k hi0¢ i D arr szl. deci va exista,o partitie a aces-
tei multimi de radacini Tn 2-cicli "_,GA ok:(:.(?; cu @'Co()=[’a
si Q_(ﬁb) EESBEM T o tiodats it X -j\l(o(\ J.A(U’o() Kisit delc i

)A(OO —J«)\ (5) si din egalitatea (6.5) pentru oc

e
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rezulta si egalitatea pentru =(T(O(). 4
({75t : P (G2 DR
Se obtine sistemul de conditii suficiente g\u = e pentru
oLéR , sistem de ‘reprezentanti ai partitiei Tn 2-cicli, si deoa-
ar,
S

rece lﬂ((?:1l=\A(@)\=4 pentru '\Tp€¢., rezul t3 X:.(:e )

si avem de rezolvat (e-@)x'= ¥, | unde x=Jy e R-sp1This
Bedtc L ol ol cRE LRI A e e (R S ) {w-gloceRT

va ft un'sistem Vliniar independer;t in (R‘SP%@*. deci existd solu-

$ii xet si deci t€T care si satisfacs conditia din enuntul propozi- -

tielts,

In continuare vom justifica afirmatia 6.6. Pentru inceput, sa
explicitam actiunea automorfismului G< Au'tﬂ D aicis <€ O , avem:
REX0 ) =0 i
iar daca p{cb*, Bi= i BdmEs . i SIS B € P A sy Cu sumele

partiale 1n ¢+)
= x
Ayl G j: Xﬁktxgkq il e XBJ]‘--]] , Ca € C avem:

G'(X?,) = Cg.E Xq‘fskfxwpk_, [ XW@; >X¢94]“ ]]

Pentru (5 €_—<§>h ) chg\ch[x.wgk[ [K-G‘f!. 7.)(‘“"13’1"1 unde
2 4
ﬁfg.-_ Ph-k.@z'f "'J'Pk
Daca G‘((ﬂ=@ ’ demohstrarea faptului ca )M@=q revine la

[ x . ) ol

X Wy =
[ P2, x?\]' ] [ XQ'PEY Xqﬁu-t ) "[xq?’z JXKF"]"'Y (67

pentru \3%(:{)+ s i
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[x_pk[x_pk_‘.,.fx_%,><_¢,‘1...3=[¥_¢ [ x vl Y 0 (OBH T

ek 0@, j -0, Sy

pentru i'gcf&g_
Pentru demonstrarea celor doud egalitdti, ne vom folosi de urma-

toarea

4 b g B AN
6.8. AFIRMATIE. Daci U@ = (b ,P€P, , B= Bt Bt - +B, P8,
atunci exista o permutare % a indicilor §1,----.k? a.i. sumele par-

tiale:

P'&(n*?’%m* drhh Fa(() ééh

si multimea {‘Z(I),....,Z Udg se partitioneazd Tn raport cu actiunea
niatttlmatifaliia ¥ Ui ORET ni1 - cilelling i pun it e fitxa) isii i 2= ol 1Ty, Sra i ie2 = ctideibiis

apar doar alaturati: @‘5&(55 e @g(sun ) G‘@z(sv\) A

si {58(6)4‘ (\%2(3*“&('{3 . Mai mult, daci k€2, atunci U('\%(>= (3; gl

(niaBendlisita. 2 —c.iclii ).

Demonstratie. Parcurgind lista 4.2, se observd ci singurele

automorfisme O € D de ordin 2 cu rdddcini simple drept puncte fixe
apar in cazul Anln impar, Dn s i E6' Vom analiza Fiecére caz 1n parte,
folosindu-ne de forma explicita a sistemului de rad3cini din LBburba-
kiSSBcRn VI, lisite 1. patorits ST R (i ivamiip itie'a il le q ellGIi e o n v e B

(alegere efectiva doar in cazul Dy» Tn celelalte cazuri D g’lz),

Cazul An” n-imnar

e S



diagrama Dynkin
st O(ot) =pat s

Daca [36 (?P_‘,‘, G(}B\ =13 y atunci 'T5=°¢k+°"kﬂ* b Mn+k~h

si avem o rescriere ca Tn enunt:

RN ﬂ
— X =+ + r -
P WAL M'D.ﬂ._:\ ¥ o<.‘}i‘_44 K e
2 2! 2

’

Sumele partiale sint Tncb+,'deoarece multimea termenilor
din aceste sume formeaz3 multimi conexe in diagrama Dynkin
[Bourbaki, V[.§ 1, consec. 3 la afirm,19] . Aceeasi consecinta

igurs c3 ' : o g
nemasiiiguralca dmbt+o<n+‘ d¢)+ deoarece { o oyl ey Ny
a0 '—2:“+L 7y 2 :
nu e o multime conexd in diagrama Dynkin (cele 2 veri-

mcan i siedipotliflacellistifiidiiinecit/ilprilntic alic ull).

Cazul D ny b

E=R
d)+:.§_ E,:"’Ed )E(“‘EA \ AS\-ﬁééhg

[,\:§0C-L\‘\£C(_-n% ) K(:&(—Eu»\ )}\ st‘gh'* ?C « 22\\—4*8

n n
A4 }
: K oy 0<5 O(h_?, °<71-1 °
diagrama Dynkin =0 C ot [ D G
\o(h
A.legem 0« D ciit oI O(“-’\):(Xn »G({xh) :o<n-4 $ i ()\'(0({ Vii=tlod:

penitrudi<n = 2§

e o elibic d $=‘\‘f1 BlRitel puncrithixiipenit rude(aitcl
=0y b Xy 3 L +O<&-4 ,lG‘(O(S): (Xs (apar doaneli=foiiciliih)
" nu sint fixe in raport cu G,
= EL*’E;\) /\é(<;§$ﬂ~’1 este fix si avem:

(g
= e s e SRR o oo

(Tn cazul j=n-1 suma
S A j nu apare). sumele partiale sTnt:

’
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G SRS e ol e M RO e e ct>+ !

O(h-a +{xh 5 Q'En-, ¢¢ si, deoarece i<j¢<n-1, apar cel

nutin
3 termeni 1n suma.
Cazul E6 a
e
ol o< ol ol ol
Diagrama Dynkin c( 50 st af——ﬁ—oc ]),—i-zz
Iofz

Fie P€¢+,U‘@=&

Daca coeficientii din scrierea lui (5 Tinih'a Z st 2N T I el T
atunci [Bourbaki, \fl,é], consec.3 la afirm. 19], avem cazu-
rile:

(EPPNY aTTh PATTIN
'P:O(z, P):.O(k) ‘3; O(It+0(3+0(5 : F=°<‘++O<3+o<5 +0(‘+O(6»P=dlr+o{z
TN q TN
p=0<!++0(2+°<%+°(5 ] (5=O<L\+°<24°(‘5+ 5+0(A+OLG

siiacelasi argument de conexiune ne asigurd c3 sint satisfi3cute

cerintele din enunt.

«*
Daca cel putin unul din coeficientii din:=scrierea lut \‘5 A

bazai A este > 2  avem cazurile L Bourbaki VT sty sl (coeficient;;

coresPuncJ diagramei byhkfn)l

£
04%40 B =, + Xy 4 Nty 4
N TN
44 244 p=o<k+0(2+ré;+‘jo(5 +0<A-c\<§16+ o<y,
A
™y £y 2y
(2321 e ey £N
i R exilan N
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Cu exceptia cazului (%) cu suma nartialéolh+0<,_+°(5+°(54°<«+°<6*0‘ﬂ“3
celelalte sume partiale sint 1n ¢+ , fapt ce rezulta prin induc-
tfie folosind si prima listd. Insd ot + x4 olyhohg+ Xy 4 XgA o 4 o0y =

—

ik 9-9;'\'\ € &, [Bourbaki, vI, lista E6] . Totodats

oyt g oLy 4+ 0 -¢f\> :

Deci afirmatia 6.8 este adevarata in toate cazurile.

Revenim la egalitatea (6.7) pe care o vom demonstra prin
inductie dupa lungimea scrierii k, presupunind f&,?@\‘?(ﬁz*"""ﬁk
in forma din 6.8 . |

Daca k=1 sau 2, am aratat ca singura posibilitate este U"(P()’ﬁ(. nerami-
nind nimic de jAustificat.
' Presupunem e 30

Daca T(f) =, rezulta G“((5\4q314...+ 15\(_‘% Bt -4y, - Din ipoteza de im
ductie, (6.7) este adevirat3 pentru F’\*T’f"“"ﬁ’k-\‘ deci si pentru @ A
‘ Daca (@k—nf’k) este un 2-ciclu relativ la ¢ , atunci:

U(G\“" Pt - + (5\:-?.) = @3\4 Ll (5[_?_ si pentru 13,\+432'+ +{5k_zega] itatea (6.7)

este adevarata. Sa notam cu z cei doi membri ai egalitatii.Va trebui sa aratamc

e e ol (e TR i ]
D By s Pra = B

Facem urmatoarea observatie simpla, dar foarte utila:

\

dacad x,y,zel, L algebra Lie si [x,yl = 0, atunci
LK[‘] ,1ﬂ= [[x'\j']‘zl+[\j[)<,2]]=[_3[x)3]] (x si y "comut3'")
Aceastd observatie si faptul ca Y 1 ¢ CF deci [ X o X 1=0
v-aiip @K
termina demonstratia egalitatii (6.7).

Egalitatea (6.7%) pentru®€¢_re2ulté, ca si cea mrecedenta,folosind
reordonarea pentru radacina —‘?>€¢+ ca in 6.8 si acelasi rationament inductiv.

7. COMENTARII (pseudo A7)

Lectia de fatd (si Tn definitiv aproape tot continutul celor nrecedente)
se leaga de numele,ideile si rezultatele lui Elie Cartan.E imposibil de rezis-
tat tentatiei de a expune,in linii mari si din punctul actual de vedere,cum
- problema precedentd a clasificarii algebrelor semisimple reale(rezolvat3 pentrt
prima oara in [Cartan 19]&1) a fost-in mod profund si complet-dovedita a fi
echivalenta cu_cea a clasificarii spatiilor Riemann simetrice (introduse 7n

Cartan [19?_6‘7_] si studiate Tntr-o serie intreaad de Jucrari, din care e de
mentionat |Cartan '1929] pentru sinteza cu[Cartan 1914}) .0 expunere detaliat3
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a lumii spatiilor Riemann simetrice'n constituie monogréfia[He]bason](inéluslv

listele $i'formele.concrete ce: rezultéd din clasificarea~ dar mai putin clasi-
ficarea Tnsdsi). 0 frumoasd si rapidd panoramare se giseste in
[}obayashi - Normizu 1963, Note i}; liniile mari ale clasificarii
spatiilor simetrice le vom expune urmind pe [KobayashFNomizu 196?}
(Ch.X1, in mod special §85-8).

Cartan a investigat structura spatiilor Riemann local simetri-

cé, i.e. cele pentru care derivata covariant3 a tensorului de cur-
burd e nul3, care generalizeaz3 in mod natural spatiile cu curbura
constanta. El g descoperit ca aceste spatii M sint caracterizate

de proprietatea ca, Peéntru orice k€M, s3 existe o izometrie locali

Envolulthiva®ca'tel's3 -1 'ai b3 ped>clicalp Uinic B Fliix Nifzollaitii(condittiititlie
SOOI hAS T e i 5 5
L »2x =Tl idetermind unic simetria - locals -sx)- Daca

JIuM=0 si M este completd, Cartan a ardtat c3 aceast3 proprietate

este echivalenta cu existenta unei simetrii globale s.> Ppentru Ol
cCemxuiRaliiung indiiastfeliilia notiunea de spatiu Riemann simetric (care

rezultd cu usurintd a fi complet).

Legatura cu involutiile grupurilor Lie: Orice spatiu simetric

conex este de forma M=GO/K, unde GO € un grup Lie conex Tnzestrat
cu un automorfism involutiv a, iar K e un subgrup compact ce stj

: a A . . . - .
initire (Gg) S i Go; metrica lui M e G minvarilantaisileste induss de

e

o metrica Ad K-invarianta pe algebra Lije 9o=Lie G . (Alegind o ori-

gine 'o€M si, din completitudine, o geodezica ce uneste 0 cuy un

Xx€M arbitrar, se poate considera simetria in raport cuimijlocul geo-
dezicei pentru a vedea ca grupul izometriilor |som (M) e tranzitiv
peghMiiisiitideci 'se poate lua Go=lsom (M)e, compacitatea subgrupului

K rezultind din faptul cid el este un gruo de izotropie intr-un grupo

de izometrii; luind a=int So0 incluziunea Kca? se verifica obser-
o}

o Al i SRR ; - ;
vind c3 izometriile ksok SHis & flixeaza pe ! 'si /au aceeasi derivat3i

1IN0, deci coincid, ‘pentru orijce k€K, iar incluziunea (Gi)eCK

rezulta remarcind c3 orbita lui o printr-o familie cu un parametru
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de lzometrii ce oomutda cu s, va fi o familie cu un parametru de
puncte fixe ale lui s, Tn vecindtatea lui ©, deci se va reduce la
URs réciproc, date G,sa,K, se constatda ca difeomorfismul involutiv
indus de a pe GO/K - notat so-j ce 11 are pe o drept punct fix izo-
lat este o izometrie, considerind descompunerea AdK - invariant3

- ~ ’ - . + o
indusa de Involutia liniara a', g =k @ m, unde k=Lie K=go(a'), lar
=g:(a’), si alegind o metricd Ad K- invariant3 pe g In raport cu

E]

care descompunerea de mai sus e ortogonala; conjugatele lui 5%
prEoMt Ean's 1'a et 1e 4100 M cu elemente din Go dau structura de spatiu

sitmettiriclial] I UM . VAL
(0]

Legatura cu involutiile algebrelor Lie. Trecind la algebre

Lie, se degaji notiunea infinitezimali de algebra Lie ortogonala

simetricd: o pereche (Eo’c)’ unde g, © o algebrad Lie reald si
CEAuUt go‘e o involutie (ce di nastere, ca mai sus, descompunerii
go=E_G)m) Cu proprietatea cd grupul liniar conex generat de ad k
Tn.GL(gO) € compact; notiunea de izomorfism e cea evidents: GO
garea involutiilor prin automorfisme Lie. E. Cartan a stabilit si
urmatorul fapt: clasificarea izometricid local3 (sau, in conditii
de l-conexiune, globalad) a spatiilor simetrice 'se reduce la . clas'i -
ficarea algebrelor Lie simetrice. In aceastd 'schem5 corespondenta
geometrie - algebra e foarte precisa: spre exemplu, operatorul de
curbura 7n OEGO/M=M; asociat vectorilor tangenti X’YEE=TOM e dat
de R(X,Y)=—adm[X,Y](cu precizarea ca a’ e un automorfism Lie, si

g+(a‘) e o subalgebra, m=g

i e k=
prin urmare k=g e i

(a’) e un subspatiu ad K=

invariant si [Q,@]Ck).

Reducerea la cazul semisimplu. Esentialmente orice alqgebra
simetrica ortbgonalé e suma directa (compatibilé cu involutiile)
a doua algebre simetrice ortogonale, in care primul factor .are drept
suport o algebra isemisimpla, iar al doilea are proprietatea ca

[@,m}=0 ({}obayashi - Nomizu ]96i], Ch.Xl, Th.7.2 - demonstratie




SN

bazatd pe egalitatea generald intre Tadicalul unei algebre si subspa
tiul ortogonal pe subalgebra derivata, via forma Killing). Deoare-
ce conditia[m,m}=0 are drept consecinta faptul ca spatiul simetric
corespunzator e plat, deci acoperirea lui universald este un spatiu
numerlic euclidian, rezultd de aici cd se poate presupune in conti-

nuare ca 9, & semisimpla, un alt pas remarcabil.

Descompunerea in componente ireductibile. Fie (go,c) o algebra
simetricd ortdgonald, cu g, semisimpld. Automorfismul Lie involutiv
c induce o ﬁermutare involutivad a componentelor simple. Descompune-
ril Tn unu - si doi - cicli a acestei permutiri 1i corespunde o des-
compunere (compatibila cu involutiile) a lui (go,c) in sumanzi Tn

care fie ca suportul este o algebr3 simpla, fie cd sint de tipul

(k Q)k,co), unde k este o algebrd simpl3d compacta, iar involutia

ciineizmut al’i( Xty )iiiin (AYaExs) (compaﬁitatea liyidylobine Zulitaivdiiiniicompaciiit as
o

tea lui ad k). Ce se mai poate spune in primul caz? Daca 95 IR

de g este o algebra complexa simpla, atunci exista esentialmente o

G

singurd involutie ortogonald pe g inliiEel (go,c)~((E;QQG:%R,cO), unde
k este forma reald compactd a lui 9, iar involutia Clijte data de con-
jugarea complexd ([Kobayashi - Nomizu 1196 9R i T ke =
afara acestor ultime doua cazuri (parametrizate de clasificarea al-
gebrelor simple reale compacte, deci de clasificarea alaebrelor

s iimpiliedicomp.l e x e ilveZiifil e c £iilaiiX V) i celelatiic'elliramiine coliinciiided® ciulr ciliaislii=
ficarea algebrelor Lie simetrice ortogonale (go,c)

y unde 9o Parcurqe

formele reale ale unei algebre simple complexe fixate g (a se reve-

dea Propozitia 1.1!).

Tipul compact si tipul necompact. Discutia se face dupa siqgna-

tura restrictiei la m a formei Killing a lui 9o+ !n general, daca

g

o=k€Bn1este descompunerea canonicad asociati unei algebre Lie si-

metrice ortogonale arbitrare (go,c), rezulta imediat din faptul c3

B este c-invarianta ca descompunerea de mai sus este ortogonala
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N a pontEc URBAIND a'c'a g, este semisimpla, argumentul folosit deja

in Lectia X arata cd B<0 pe k. Dac3i g, este simpla, se arata

({Kobayashi - Nomizu 19691 SO DGR e o D i i e S ¥E B qn este fie
negativ, fie pozitiv definitd. Vom vorbi in mod corespunzidtor des-
pre algebre simetrice de tin compact si de tip necompact. In mod evi

dent, (go,C) este de tip compact daca si numai daca g, este compac-

ta (si aceasta echivaleaza cu compacitatea spatiului simetric co-

respunzator) .

Dualitate. Acest ultim concept fundamental extinde dualitatea
traditionald ''geometrie sferics" «> " geometrie hiperbolica'". Daca
g este o algebr3 simpla complexd si 9do< 9 este o forma reala, atun-

ci oricdrei algebre ortogonale simetrice (go,c) i se asociaza duala

ei, notats (g*

O,C*), in modul urmator: scriind gO=E_&92, definim

forma reala E: aits bt gy oishin 9:=E_€3Jﬂ, care reprezinta descompune-
neamcaneniitcaiia i il gi Iniinapointiicu fitnvolliatia c* definita prin
e k=+lilsi o Jm=-1, si obtinem astfel o noua alqebr3 simetrici or-
togonala, avind drept suport o noud forma real3 a lui g- Se cons-
truieste astfel o corespondenta involutivad (si compatibila cu cla-
sificarea) Tntre algebrele simetrice ortogonale care au pe g drept
complexificare a suportului, prin care tipurile compacte si necompac-
te se corespund.  Priin‘urmare, clasificarea spatiilor simetrice este
r.e dusiaiiiniy fiiinia )\l aliicallicululiispat ilolwiti=c T t1 2=t 'ors Aut g mod Aut_ﬁ-
conjugare (unde &cg este forma reala compact3d), la care se reduce
si clasificarea algebrelor simple reale (2.13).

Este de remarcat rolul decisiv pe care 7 joaca ideea de com-
pacitate, cit si punctul de vedere global asupra grupurilor Lie si
a spatiilor simetrice (ambele idei prezente in memoriile de pionie-
rat [yeyl]). Litiidespre sinteza ‘uliterioars a lut Ellie Cartan Qifacess
tor puncte de vedere cu clasificirile sale initiale locale

, Se cu-

vine amintitd parerea lui Hermann Weyl: '"'dl. Elie Cartan cunostea
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toate grupurile Lie, personal''.

Revenind la Lectia XI| propriu-zisa, ar fi de ficut urmitoa-
rele comentarii:

In chestiunea clasificarii algebrelor Lie, existenta unor
liste complete si discrete este un apanaj al cazului semi-simplu).
De exemplu, Tn cazul nilpotent apar parametri nediscreti, iar o cla-

sificare satisfacatoare nu exist3 inca.

Eelliiriite patologii apar in caracteristica pozitiva ([Pumphreys
197é})’ exeircitii)iintmod ‘remarcablill’,lpeide alta parte, clasifica-
rea grupurilor liniare algebrice semisimple si l-conexe peste un

corp algebric inchis de caracteristici arbitrard conduce in final
s aiceilies’s inTiisita e Diisie clasificarea algebrelor Lie semisimple
complexe [ﬁumphreys 19751.

Metoda generalid de a ataca problema clasificarii peste un
corpiikifarbii't rarilesitieidellal trece prin clasificarea peste iTnchiderea
algebrica k. Un formalism bine ‘adecvat studiului formelor k-ratio-
nale ale unui obiect algebric fixat este, dupa cum am mai amintit,
cel al coomologiei galoisiene [Eerre l96€}.

OFlailita; metodaialligebiniic sl fintches tiitneal clasifilcarii algebrelor
Lie simple finit-dimensionale peste un corp arbitrar k de caracte-
risticd zero (legat3 de teoria algebrelor asociative) se gaseste
expusa 1n fﬁacobson, Ch.X], cu exemplificarea cazului "k=R.

Liste si metode de listare a algebrelor simple reale pot fi
gasite Tn [Pausner = Schwartz] (clalicullielmaitimultiisau ma putin ad-
hoc ce exploateaza formele concrete ale algebrelor simple complexe),
s i Tn[?oto-Grosshans] (unde este utilizats sistematic descompunerea
Cartan.

Legat de paralela intre algebre Lie reductive complexe si gru-
puri Lie compacte conexe (§3) » existd Tncd doud directii dezvolta-
teiin [édams] si[}récker maitom Diec&] Si anume structura grupurilor
Lie compacte si conexe si structura reprezentarilor lor. In ambele

cazuri, in afara invariantului decisiv (linfinitezimal) dat' de sijs-
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1. CITEVA CLASE DE K-ALGEBRE

In cele ce urmeazd K va desemna un inel comutativ cu element unitate 1, 1 2 ok
O notiune importants este cea de K-algebr3 asociativd care se obtine prin combinarea
conceptului de inel cu cel de IK-modul in precenta unor conditii de compadtibilitate intre

cele dous structuri. Maj precis, avem urmatoarea

DEFINITIE. Se numeste [K-algebrd asociativd un quadruplu (A, - ,*) format

dintr-o multime nevids A $i trei operatii algebrice pe A, primele dous, "+" gi "+ ", fiind
Operatii algebrice interne pe A iar "*" o operatie algebricd externd pe A cu domeniul de

Operatori inelul K, astfel incit s5 fie satisfgcut urmatorul set de conditii:
(1) (Aq+) este grup abelian;
(2) Operatia " - " este asociativ3z;

(3) x = (y+2) = (x = y)+ (x = 2) si (yr2)ex=(y*x)+ (2-x), V x,y,2€ A;

(4) (A ,*) esteK-modul unitar;
(5) )\ x (x - Y)z(l*)'y:x'(}*}’)z v X,ye A, V'Ae K.

Dac3 in plus multimea A admite element neutru fat3 de """, atunci |K-algebra asociativ3

A se zice c3 este unitar3.

Conditiile (1), (2) si (3) la un loc nu spun altceva decit c3 (A, - ) este un inel. De

obicei, pentru ambele operatii "-" si "x" dintr-o IK-algebra A se foloseste aceeasi

scriere prescurtatd x *y = xy si A% x = Ax, Vx)ye:A, VA e IK.

Dac3 se elimin3 definitia anterioars conditia (2), adicd conditia de asociativitate

a operatiei de inmultire " -" din A atunci se obtine definitia notiunii mai generale de

K-algebra. Pentru a deosebi aceasta notiune general3 de cea particular3 de

lK-algebré

asociativd pentru care in mod uzual se foloseste denumirea prescurtats de IK-algebr3,

uneori se adaugd cuvintul "neasociativ", care trebuie finteles astfel: o IK-algebra
neasociativad este o iK-algebr3d care nu este neaparat asociatiya.

In algebr3 sint studiate urmatoarele clase importante delK-algebre:

e RO S G
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Asociativa;

Alternative:

)

Lie;

Jordan.

Algebrele Lie, Jordan si alternative sint algebre neasociative, dar intr-un anumit
fel ele sint strins legate de algebrele asociative.

Astfel, modificind convenabil operatia de inmultire dintr-o K-algebr3 asociativ3
arbitrard A se poate obtine o IK-algebra Lie A~ si o (K-algebra Jordan A". Pe de alts
parte, algebrele alternative sint algebre iIn care operatia de Inmultire satisface dou3
conditii, fiecare mai slab3 decit conditia de asociativitate.

Prezent3dm in continuare pe scurt aceste tipuri de algebre.

Algebre asociative apar frecvent in algebra. Exemplul standard de [K-algebra
asociativd este furnizat de multimea Endlk(V) a tuturor [K-endomorfismelor unui spatiu
vectorial finit dimensional V peste un corp comutativ |K, inzestratd cu operatiile uzuale
de adunare, compunere si inmultire cu scalari a endomorfismelor; mai general, se poate
considera un inel comutativ arbitrariK gi un(K-modul arbitrar E, obtinindu-se K -algebra
asociativd unitar3 Endk(E) a tuturor endomorfismelor K-modulului E. Algebrele
“asociative de tipul Endk(E') joacd un rol similar cu cel jucat de grupurile simetriceGM
in teoria grupurilor: orice K-algebrd asociativa A (K inel comutati;/. unitar) este

izomorfd cu oK -subalgebr3 a algebrei Endk(A) via monomorfismul de K-algebre unitare
Ap—> Endk(A),
ar—a
unde aL(b) = ab, VbEA.
Algebrele alternative au la bas3 descoperirea de c3tre J.J. Graves gi A. Cayley a
algebrei O a octonionilor, o algebrd peste R de dimensiune 8, incluzind algebra H a

cuaternionilor lui Hamilton. Aceastd algebra O are multe din proprietatile lui H; de

exemplu O este o algebrd cu diviziune, dar, spre deosebire de H ea nu este asociativ3. In
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schimb, in algebre O operatia de inmultire "=" posedd urmatoarele dou3 proprietati:

x=(x=y)=(x*x)-y

(A)
Vi) = (y X eAx

pentru orice x,y €0, cu alte cuvinte operatia "-" de Inmultire din O satisface doud
¢ /

conditii, fiecare mai slabd decit conditia de asociativitate.

Octonionii se utilizeazs pentru a coordonatiza anumite plane proiective

non—Desarguesien e.

Luind conditiile (A) ca definitie se obtine conceptul de algebr3 alternativa. Mai

precis, se numeste K-algebrd alternativd orice K-algebra (neasociativd) In care

operatia de inmultire satisface conditiile (A) de mai sus.

Algebrele Lie poarts numele matematicianului norvegian SOPHUS LIE
(1842-1899). Ele sint obiecte fundamentale in studiul teoriei Lie a grupurilor continue;
astfel, dupd cum a demonstrat S. Lie, studiul ‘proprietﬁtilor locale ale grupurilor

continue se reduce la studiul algebrelor Lie asociate acestora.

Dac3d A este oK-algebr3 asociativs, s3 consideram produsul Lie sau comutatorul
[xyli=xcy-y-x
definit pentru orice x,y&A. Se obtine In acest mod 0 operatie algebrics intern3 pe A
Ax A=A, (xy)—>[xy]
despre care se poate ardta c3 are urmatoarele dou3 propriet3ti:

(L1) [x,<4=0 VxEA

(L2) [x, [y,z-l] + {y,['_z,x'_n +[z, [x,y]] =0

ultima fiind cunoscutd sub numele de identitatea lui Jacobi.

K-modulul subiacent K-algebrei asociative A, inzestrat cu noua operatie[ ,] da

nastere unui obiect notat A™ si numit K-algebra Lie asociativs algebrei asociative A.

Mai general, prin K-algebrd Lie se intelege orice KK-algebrd in care operatia de

inmultire, notat3 traditional [x,yl in loc de x - y, satisface conditiile (L.1) si (L2) de mai
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Sus.

AlgebreleJordan sint, spre deosebire de algebrele prezentate anterior, de creatie
mult mai recent3. Ele au fost introduse in anul 1931 de catre fizicianul P. JORDAN cu
scopul de a le aplica In mecanica cuantics. Aceste algebre au luat nastere c3utindu-se

proprietdtile pe care le satisface produsul Jordan sau anticomutatorul
1
x*yzi(x-y+ e i)

dintr-oK-algebr3 asociativa A peste un corp K de caracteristicd diferitd de 2. Se arata

ugor ca produsul Jordan "«" are urmatoarele dou3 proprietati:
(Jl) X * Y = y * X
2 Zes) 2
(32) (x” % y) % x = x° % (y % x), unde x° = x % x, V x,y EA.

Luind acum ca definitie conditiile (J1) si (J2) se obtine conceptul de algebr3

Jordan. Mai precis, se numeste K-algebrd Jordan (unde de obicei K este presupus corp

comutativ de caracteristicd diferitd de Z) orice K-algebrd J in care operatia de
inmultire, notatd "«" satisface conditiile (J1) si (J2) de mai sus.

Algebrele Jordan au aplicatii in analiz3, geometrie si 1n teoria grupurilor Lie.
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, 2. GENERALITATI DESPRE K-ALGEBRE

Fie K un inel comutativ cu element unitate. Am v3zut in paragraful precedent ca

prin K-algebrd nu neap3rat asociativd, sau mai scurt, prin [K-algebr3 se intelege orice

K-modul unitar A fnzestrat cu o aplicatie K-biliniara
A x A—3A, (x,y)—>x"Yy,

3 adic3 cu o operatie algebrics interns pe A, notatd multiplicativ, satisfacind urmatoarele
conditii:
(Xl+ X2)‘ y =(x1 “y)+ (x2 - y)
X2y + ) =(x-y)+ (xy,)
Xy =Ax-y)=x-(Ay),
pentru orice X3X19X00Y5Y 1Y, € A §i A eK.
S8 notdm c3 darea unei aplicatii K-biliniare pe un K-modul A echivaleazd cu

darea unui morfism de K-modul A ®k A —pA.

Daca A este o K-algebr3 atunci se poate considera K—algebra. opus3d A% avind

drept K-module subiacent chiar pe A si operatia de inmultire "«" definitd astfel:
x*)‘lzy.x,Vx,yé'_A.

O serie de nofiuni, constructii si rezultate de baz3 din teoria algebrelor
asociative se extind imediat in mod natural la algebrele neasociative.

Astfel prin subalgebrd a K-algebrei A se intelege orice &K-submodul A' al lui A,
care in plus verificd urm3atoarea conditie: x ¢ y&A' pentru orice x,y&A'.

Un ideal sting (resp. drept) al &K-algebrei A este un K-submodul I al lui A pentru

! care a* x€I (resp. x - a &l), V a@A si ¥V x&I. Un ideal sting care este in acelagi timp si

ideal drept se numeste ideal bilateral. In cazul in care I este un ideal sting (resp. drept,

resp. bilateral) vom consemna aceasta prin urmatoarea notatie: [<, A (resp. I<A

A A’

resp. | 4A).

Dac3 I este un ideal bilateral al K-algebrei A, atunci pe K-modulul factor A/I se

poate considera asocierea:



AL x A/l =A/l, (X,9)>%y .

Deoarece I este un ideal bilateral n A aceastd asociere este o functie,
care este gi K-bilineard dupd cum se constatd imediat, deci ea defineste pe K-modulul

factor A/l o structuri de K-algebr3, numits K-algebra factor a algebrei A modulo

idealul bilateral I.

Fie A si B doua K-algebre; se numeste morfism al algebrei A in algebra B orice
functie(e t A —>B care este un morfism de K-module si in plus indeplineste conditia:
K &y) =@ (y), v xyy €A,

Clasa tuturor K-algebrelor formeasa o categorie K-ALG, in care pentru orice

doud obiecte A si B din aceasts categorie, multimea Hom (A,B) este exact

K-ALG
multimea tuturor. morfismelor de K-algebre de la A la B. Este clar c3d In aceast3d
cateqorie izomorfismele coincid cu morfismele bijective si c5 subobiectele unui obiect
A din K-ALG corespund subalgebrelor lui A. Produsele directe In categoria#<-ALG au o
descriere explicitad; ele se obtin inzestrind produsul cartezian al unei familii date de
K-algebre cu operatii care se definesc pe componente.

Dacsa (e :A—>B este un morfism de &-algebre, atunci nucleul
ker({ = {XEA /({(x) = D‘S al lui L(D este un ideal bilateral al lui A. Asadar orice morfism
de algebre de surs3 A defineste un ideal bilateral al lui A, si anume kercf: . Reciproc,
orice ideal bilateral I al lui A produce un morfism de algebre de surs3d A avind nucleul
chiar I, si anume, morfismul canonic surjectiv p: A —> A/I, p(x) :Q. Este clar c3 dacs

(() : A—> B este un morfism de K-algebre, atunci imaginea ImC(> = {cg(x)/xé A} a lui cf:»
este o subalgebr3 a lui B.

Teoremele de izomorfism pentru inele, sau mai general, pentru algebre

asociative functioneazd In mod evident si pentru algebre nu neaparat asociative. Pentru

usurinta cititorului, le vom enunta explicit mai jos.
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2.1. Teoremele de izomorfism pentru K-algebre

TEOREMA I-a DE IZOMORFISM. Fiec?:A—»B un morfism de K-algebre.

: 5 N —
Atunci asocierea x P-—»C((x) defineste un izomorfism de algebre @ : A/kem?f.v_ Imt{) -

TEOREMA A II-a DE IZOMORFISM. Fie A oK-algebr3 A' o subalgebr3 a lui A gi
I un ideal bilateral a} lui A. Atunci A'+ [ este o subalgebrd a lui A, Id4A'+ [, A'ANIA A’ si

incluziunea canonics A'e— A'+ I induce un izomorfism de algebre:

AYAN T A + I/]

TEOREMA A IlI-a DE IZOMORFISM. Fie A o K-algebrd si IQA. Existd o
corespondentd bijectiva intre idealele stingi (resp. drepte, resp. bilaterale) ale lui A/l si
idealele stingi (resp. drepte, resp. bilaterale) ale lui A care includ pe I, dat3 de bijectia
I l-—bp_l(l'), unde p: A—> A/l este morfiémul canonic surjectiv, p(x) =}>?, bijectia

invers3 fiind J V> J/I. In plus, pentru orice JAA cu I<J, existd un izomorfism canonic

(A/D/QA/M=2 AT .

In cazul cind o K-algebrd A are &K-modulul subiacent modul liber, situatie care
~ apare ori de cite ori K este un corp, atunci operatia "¢" din A este perfect determinat3

- de aga numitele constante de structurd. Pentru simplificare 'vom presupune c3a baza

‘

K -modulului liber subiacent algebrei A este finits (el,ez,...,en).

Pentru fiecare i,j e{_l,Z,...,n‘}, existd o familie (Yl;j)l(k(n de elemente din K

astfel incit

0k
eiej = E*i}ek
Fie acum x,y€A si (xl,.‘..,xn), (yl,...,yn) coordonatele lui x respectiy y 1n baza

-,

n n
considerat3 (el,...,en) adicd x =§__,,‘xiei ) Y &2 Yi&; Atunci, tinind cont de biliniaritatea
i=1

-

izl
operatiei " = " din K-algebra A, deducem c3



24 )

% -(erxzye)- 20 <xyxee>_2<2 5B -

1<1,)<n k=1 1<i,j<n

Reciproc, dat fiind un K-modul liber A avind baza finit3 (el,ez, e, ) precum si

o familie tripl3 ({‘a 1<i<n de elemente dinK atunci se deduce imediat c3 operatia pe A,
1<J<n

A 1<k<
definits ca mai jos: — =4

n
= (G PEIRSa k.)e
:43 IR i j\ﬁ'l] I

n

unde x = e, siy=%" e s inzestreazs IK-modulul A cu o structurd de iK-algebr3,
1=1 =il
care este unic3 cu proprietatea c3

iy _ZTU ek

Elementele ‘SEEK se numesc constantele de structurd ale K-algebrei A.

Diverse conditii impuse operatiei de Inmultire a algebrei A (e.g. comutativitate,
asociativitate, existenta unui element unitate, etc.) se pot exprima evident impunind

conditii adecvate constantelor de structuri. Astfel K-algebra A este comutativa (resp.

asociativa) \6' i \5' Lpentru orice i,j, ké{l 2 ,n‘ll (resp. Z:f 3qu Zf]p‘]q

pentru orice i,j,q,¢ € {1,2,...,n} )
Fie A o K-algebrd. Se numesgte derivare a lui A orice functie D : A—>A care
este K-liniard (i.e. D(x+ y) = Dx+ Dy si D(Ax) = ADx V x,y€ A $i VA € ¥ siin plus

Tnc‘eplineste conditia urmatoare:
D(x = y)=(Dx)y+ x-(Dy), VxyEA.

Dacd notdm cu Derk(A), sau mai scurt, cu Der(A) multimea tuturor derivarilor
IK-algebrei A atunci se constatd imediat cd Der(A) este un K-submodul al K-modulului
Homk(A,A) al tuturor endomorfismelor &K-modulului A. De asemenea, dacs D& Der(A),

atunci Ker D este o K-subalgebr3 a lui A. De exemplu, functia




RO

o1 [x] [,

n n-1
D{a x + ...+ a,x+a )=na x eyt £
n 1 (0] n 1

este o derivare a K-algebrei asociative K[X], numita derivarea formal3d in K[X].

Avem
2=DoDXX o X)£ (D oD)XX)* X+ X-(DoD)X)=0

ori de cite ori inelul &K are caracteristica diferitd de 2. Agadar, compunerea a dou3
derivari ale aceleeagi K-algebre A numai este neaparat o derivare a lui A. Totusi, daca

DI,DZE Der(A), atunci crogetul
[Dl’DZ_] = Dl o D2 - D2 0 Dl
este de asemenea o derivare a lui A, dup3a cum se constat3 printr-o veri'ficare direct3a.

Fie (e:K—#L un morfism unitar de inele comutative. Atunci morfismul

produce doi functori

@ . :L-ALG— K-ALG

(e RO G EA L E

numiti functorul de restrictie a scalarilor si respectiv functorul de extindere a

scalarilor. Acesgti functori se definesc pe obiecte astfel:
Dacd N&L -ALG, atunci‘f «(N) este K-algebra avind ca operatie externs de

fnmultire cu scalari din K operatia

Ax=g (Ax  (xeN, AeK)
celelalte dou3 operatii interne fiind chiar cele din L-algebra N.

Dac3 acum MEK-ALG, atunci (e*(M):L@kM are o structurd de L -modul

definitd de operatia externd ul(u2®x)=(ulu2)®x lar operatia de fnmultire din

LD M este data de:

() @ x)) =y @ %)) =iy, @ X%,

unde ul,uze Pigi x,x‘l,xzﬁM.
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3. ALGEBRE LIE,DEFINITE SI EXEMPLE

Pe parcursul acestui paragraf K va desemna un inel comutativ ca element

unitate 1, 1 £ 0.

DEFINITIE. Se numeste I<-algebr3 Lie o K-algebra g, al carui produs x * y, notat

traditional prin [x,y} sau [xy] satisface 1n plus urmét.oarele doud conditii
(1) [:x,x] =0
(2) [:x,[y,[n + [y,[z,x]] + [4,{)4,)/]] = (0 1oAY Sl il

Elementul [x,y] se numeste crogetul sau comutatorul elementelor x si y.

Conditia (1) exprim3 faptul c3d apliatia K-biliniara gxg=—>g, (,yl 5[)(,)3 ESES

alternat3, iar conditia (2) este cunoscutd sub numele de identitatea lui Jacobi.

Orice K-algebr3 g care satisface doar conditia (1) de mai sus satisface si conditia
(L Tyl = - lyx], V xye 9

care se exprima spunind c3 crogetul este o operatie antisimetrics. Intr-adevar, avem

0 :[x+ Yy X+ y—) = Lx,x + y]+ [y,- X+ y—l = [x,x]+ E(,yl+ Ky)x]+ [-yiy] = {x,y}+ [YJX]

de unde (1)'.

O K-algebr3 care satisface doar conditia (1) din definitia de mai sus se numeste

anticomutativa.

S8 notdm cd, in general, din (1) nu rezultd neaparat (1). Intr-adevar, facind in
(1) x =y obtinem ['x,x]+ Ec,x“‘zﬂ, de unde nu putem trage concluzia c3 [x,x =K
Totusgi, dacd 1 + 1 = 2 este un element inversabil 1n ihelul K, in particular dacs K este un
corp de caracteristici diferita de 2, atunci orice K'-alqebrﬁ g satisfacind conditia (1)
satisface si conditia (1), deci este anticomutativa.

Notiunile gi constructiile generale prezentate in paragraful precedent pentru
K-algebre oarecare au sens gl se pot executa si 1n categoria KK-LIE, a tuturor

K-algebrelor Lie, care este o subcategorie pling a cateqgoriei K-ALG >a tuturor

K -algebrelor.
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Pentru usgurinta cititorului transcriem 1n notatia traditionald a crogetului
definitia notiunii de morfism de K-algebre Lie si de derivare a unei K-algebre Lie. o}

aplicatie K-liniars ({:g —% g' intre K-algebrele Lie g i @' se zice c3 este un morfism

de algebre Lie dacs C( comutd cu crogetele, adic3

e(ev]) = [0 g0)], v xyeq.

Prin derivare a K-algebrei Lie g se intelege orice aplicatie K-liniard D : g —> g care

satisface conditia urm3atoare:

- D([x,y] ) :[Dx,y-3+ [x,Dy] , Vx,ye g_

Dac3a _g_é@fg_, atunci si gOpe K-LIE, iar aplicatia x+» -x este un izomorfism
de algebre Lie al lui'_q pe gop.

Dac3d g este o K-algebrsd Lie, atunci este clar c3 orice subalgebra sgi algebr3
factor a lui g este tot o algebrs Lie. De asemenea, produsul direct al oricsrei familii de
K-algebra Lie este o K-algebr3s Lie.

S8 notdm c3 o K-algebr3 Lie g are element unitate e dacs $i numai dac3 g este

algebra Lie nula. Intr-adevar, in acest caz, avem [e, e]: 0 = e, de unde rezults c3

X =[x, e] = [x, O]i 0 pentru orice x€ g, deci g :{O}

DEFINITIE. Spunem c3 dou3d elemente x,y ale unei K-algebre Lie g sint

permutabile dac3a [x,y} = 0. Algebra Lie g se zice comutativi dacs orice dou3 elemente

ale sale sint permutabile.

Evident, orice K-modul E se poate inzestra in mod unic cu o structurd de

K-algebra Lie comutativa, punind [x,y] = 0 pentru orice x,y&E. De asemenea, dacs q

este o K-algebr3 Lie, si x€ g, atunci KKx este o subalgebrad comutativs a luj g.
3.1. Exemple de algebre Lie

1) Fie A o&-algebr3 asociativa (nu neapdrat unitars). Pe K-modulul subiacent al

algebrei A definim operatia algebric3 [x,y]= X*y=-y+*Xx, unde "+" desemneaz3

T
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operatia de Tnmultire data din K-algebra A. Se verificd imediat c3 fatd de aceasts
operatie algebricd K-modulul A devine o K-algebrsd Lie, pe care o vom nota in
continuare prin A . Este clar c3 algebra. asociativd A este comutativd dacad si numai

dacd algebra Lie A” este comutativa.

2)Fie E un K-modul arbitrar si A :End‘<

K—endomorfismelor lui E. Algebra LLie A~ asociata K -algebrei asociative se noteaz3 cu

(E) K-algebra (asociativd) a tuturor

91 () sau mai simplu, cu giE) si se numeste algebra generald liniard asociat3

K-modulului E. In cazul T care F este un K-modul liber de rang n, in parti‘cular daca
E =Kn’, atunci K-algebra Endk(E) este (necanonic) izomorfad cu K-algebra Mn(K) a
tuturor matricilor patratice de ordin n cu triri in inelul K; K-algebra Lie Mn(K)_
asociatd K-algebrei asociative Mn(K) se noteaz3 cugl(n,K).

3) Orice subalgebr3 a unei algebre Lie de forma glk(E) sau gl(n,K) este evident o

algebrd Lie, numits algebr3 Lie liniara. In particular obtinem urm3toarele exemple de

algebre Lie:
i) Pentru orice K-algebr3 A, Derk(A) este o subalgebr3 a lui gl, (A) (vezi%Z), deci

Derk(A) este o K-algebra Lie, numita algebra Lie a derivarilor algebrei A.

ii) Dac3 E este un K-modul liber de rang finit, atunci multimea
{u l ug Endk(E), Tr(u) =0 )‘S

a tuturor K-endomorfismelor lui E de urma nul3, este o subalgebrs a lui_g_lk(E) dup3 cum

se constatd imediat (cdci Tr(uo v) = Tr(v o u) pentru orice u,vGEndk(E)), deci este o

K-aléebré Lie, numitd algebra special3 liniard asociatd K-modulului E gl notaté_:_;_lK(E)
sau mai scurt, si(E).
Varianta matricial3 a lui§j|<(E) este subalgebra Lie

sl(nk) =§ UE glin,k) [Tr(U) - 0}
a algebrei Lie gl(n,K). i._

iii) S3 -consideram IK-algebra Lie gl(n,K) unde n este un num3r natural > 2.

Reamintim c¢3 o matrice U = (aij)E Mn(K) se ¢zice superior trianqular3 (respectiv strict
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superior trianqulars) dac3 8y 0 pentru orice i > j (respectiv e 0 pentru orice i > j).

Notam

tn,K) ={ UGMn(K)/U este superior trianqulara }
n(n,K) = { UeMn(K)/U este strict superior triangularéB

g(ﬂ,K) ={U€MO(K)/U este diagonalé}

Este clar c5 t(n,K), n(n,K) si S_(n,K) sint subalgebre ale lui gl{n,K), deci ele sint algebre
Lie.

4) Fie K un corp comutativ. Ne propunem sj determindm toate K-algebrele de
dimensiune 52, care sint si anticomutative. Reamintim c3 o K-algebrd A se zice
anticomutativs dacs [x,}\]: 0 pentru orice xg A, unde prin [:x,yj am notat produsul a
doud elemente din A.

Dacs dimkA:l, atunci existd e€A, e £0, astfel incit A = Ke. Deci, dac3
X, Y€ A, atunci x = ae, y = be cu a,b€K, de unde Ex,y] :Cae,be] =iab [e,e_] = 0. Rezult3
c3 A este o algebr3 Lie comutativa.

Dac3 dimkA =2 tre { 61’8213 o K-bazi a lui A. Fie x,y€A; atunci

e. + b.e,cua

X =a,e,+a5e $iy:bll 22 1732’1a

161 b€ K, deci

[x y] ['alel+a2 €0 b e +b 82] =(a;b, - a 2Dy [el,ez_l '
Existd doud posibilitatiz (i) [el,ez] = 0, In care caz avem tx,y] = 0 pentru orice x,ye A,
deci A este chiar o algebra Lie comutativd; sau (ii) [el,ez] # 0.

Dac3 [81’82] # 0, notdm flzc 1’82_-! si alegem un vector f EA\Kf Cum
dim A = 2 rezults c3 {fl,fz‘}; este oK-baz3 a lui A. Din relatia (x) deducem c3 pentru
orice x,y&A, 32 & K astfel incit [x,y]: lf . In particular existd A Oe K cu
{fl’fz'l ) f Inlocuind acum pe f cu). 2, (A # 0 c3ci astfel [f le: 0, deci

[81’82] = 0, absurd), deducem c3 algebra antlcomutatlvé A admite o baz3 {91’923

astfel incit

| [91’92] Tl [91’91] T ,[92’92-1 =0, [opo] =-



Rexulw cﬁ pentru orice x.. 8191* "292' bV blgl* bzg2 dm A, cu al,az,bl,bzek,

produsul tx,y:\ este deflnit prm

() ["’V] ( e "“2"1) 91
Se verifica j.mediat=identit‘atea-lui Jacobi in A. DeciK-algebra anticomutativa A este in
fond o algebr3 Lie ‘(necorhutati‘v“ﬁ).

Asada:’r; pe orice K-spatiu vectorial V de dimensiune 2 existd exact doud structuri

de algebrs Lie: una comutativé ¢i cealaltd necomutativ3, crosetul in acest ultim caz

fiind dat de relana (**) unde {gl,g2 este o baz3 in V.
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4. DERIVARI INTERIOARE SI IDEALE CARACTERISTICE

Fie A o K-algebrs asociativid si agA. Aplicatia a ¢ A —>A, aL(x) = ax, numit3

omotetia la stinga a lui A definits de a este un element al lui Endk(A), care joac3 un rol

important Tn studiul proprietatilor lui A. Astfel, asocierea aj» a defineste un morfism

injectiv de K-algebre unitare

A—>End (A)

C€ea ce arats c3 orice K-algebrs asociativd A este izomorfs cu o subalgebr3a a algebrel
E”dk(A), reczultat simplu care este corespondentul teoremei lui Cayley din teoria
grupurilor: orice grup G este izomorf cu un subgrup al grupului permutarilor GG al
multimii G. Mentionam c3 un rezultat similar functioneazs si pentru algebrele Lie: orice
algebr3 Lie peste un corp K, de dimensiune finit3 peste K este izomérfé cu o subalgebr3
a unei algebre Lie generale liniare _g_lk(E), adicd cu o anumit3 algebra Lie liniard. Acest
recultat este datorat lui ADO (in caczul corpurilor K de caracteristicd nuld) si lui
IWASAWA (in cazul corpurilor de caracteristicd nenul3). Spre deosebire de cazul
grupurilor sau al algebrelor asociative, demonstratia teoremei ADO-IWASAWA este

destul de laborioasa.

Revenind acum la K-algebra asociativa A, i consideram si omotetia la dreapta

definit3d de un element fixat a€A,
aR tA—>A, aR(X) = Xa

Este clar c5 ag€ EndK(A), deci D_=a -ag G_EﬂdK(A)- Cum Da(x) = ax - xa, V

x€ A, din egalitatea
axy - xya = (ax - xa)y + x(ay - ya)

deducem c3 Da este o derivare a K-algebrei asociative A, numita derivare interioars a

lui A definitd de elementul a.

Prin analogie, luind in considerare modul prin care unei algebre asociative A i se

asociaz3 algebra Lie A™, vom defini notiunea de derivare interioard a unei algebre Lie
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arbitrare.

Fie deci q oK-algebra Lie si x un element fixat din g; functia

I o A0
definitd prin yl-—)[x,y] Seé noteazd cu ad_x sau, atunci cind nu este nici un pericol de
9

confucie, prescurtat prin adx si se numeste aplicatia liniard adjunct3 lui x sau derivarea

interioar3 a lui g definitd de elementul x. Functia adx este intr-adev3r o derivare a lui g

conform propovitiei care urmeaz3:

4.1. PROPOZITIE. Fie g o K-algebra Lie. Atunci au loc urm3toarele afirmatii:
i) Pentru orice X& g, adx este o derivare a algebrei g.
ii) Aplicatia x 3 adx este un morfism de algebre Lie

ad: g—>gl (q)

iii) Pentru orice X€ g are loc egalitatea [D,adx] = ad(Dx) unde crosetul [D,adx]

se efectueazs in algebra Lie DerK(_q) a derivarilor lui g.

DEMONSTRATIE. (i) Avem de probat c3

(adx)[y,z] = [(adx)(y),z] + [y,(adx)(z)]

adic3

Do DoV = LBl 2] + Ty, B
pentru orice y,z€ g.
Dar

LB 2] =02 Bl [y Bo21] - - [ L]

si

[ 0213 = [nTed] - Lo Geod)

conform identitatii lui Jacobi; de unde (i),

(iii) Conform definitiei crogetului in algebra DerK(g), avem

—

[D,adx] = D o adx - adx o D, deci dac3 2 q, atunci
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[D,adx](z) = (D o adx - adx o D)(2) = D({(adxX2)) - (adx)}(Dz) =
= D( [x,z]) - [x,Dz] -~ [_Dx,z} + [x,Dz} Y ['x,Dz] - [Dx,z—l = (ad(Dx)X 2).
Rezults ca [D,adx] = ad(Dx).

(ii) Evident, ad i g %glk(g) este o aplicatie liniard. Pentru a fi morfism de

algebre Lie trebuie probat c3

ad [y,x] = [ady,adx—]

pentru orice x,ye g.

(Este suficient ca in (iii) s5 punem D = ady; obtinem

[ady,adxl: [D,adx] = ad(Dx) = ad((ady)(x)) = ad( [y,x] )

Aplicatia ad_g 2 g—»_g_}_lK(gl) se numegte reprezentarea adjunct3 a algebrei Lie g.
Din 4.1. i) rezult3 c3 imaginea adg(_g) ;a morfismului ad9 este o subalgebr3 notat3 Int(g)
a algebrei Lie DerK(g) a derivarilor lui g. Din 4.1 iii) deducem c3 de fapt Int(g) este
chiar un ideal al algebrei Derk(g).

Nucleul Ker(adg) al morfismului ad_q este un ideal al algebrei g. El se noteaz3 cu

Z(g) si se numeste centrul algebrei g. Avem
Z(g) ={xe_q adgx = D}={XEQ/E<,Y] =0NIv.e 9%
Evident g este o algebra Lie comutativa& g = Z(g). Reprezentarea adjunct3d:
adg 3 fa] —9_@_;_1k(9)

este o reprecentare liniard a K-algebrei Lie g, prin reprezentare . liniarad a KK-algebrei

Lie g intelegindu-se orice morfism de algebre Lie

S =j s g}k(E),

unde E este un KK-modul arbitrar. K-modulul E se numesgte modulul reprezentarii iar in

cazul In care KK este un corp, reprezentarea Q se numeste de grad finit dac3 E este un

spatiu vectorial finit dimensional.

Fie g o K-algebrs Lie. Deoarece [x,y__\ = -[y,x] pehtru orice x,y€g rezults c3

b b L e s e % - wacd, A
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Nu existd nici o deosebire intre idealele stingi, drepte si bilaterale ale lui g; ele vor fi
numite ideale. Asadar un ideal al algebrei g este un K-submodul a al lui_(_l pentru care
[x,a]ég pentru orice xgg si aea; dar Ex,a]:(adgx)(a), deci conditia [x,a]é a
pentru xeg i orice a€a se poate retranscrie astfel: (adgx)(_a_)cg pentru orice x€ g.
Rezultd ca idealele lui g sint exact K-submodulele lui g invariante la orice derivare
interioar3 a luj g. Daca a este un ideal al lui g vorn consemna aceasta prin notatia a<1 g.

Prin analogie cu notiunea de subgrup caracteristic al unui grup se poate introduce
notiunea de ideal caracteristic al unei algebre Lie. Reamintim c3d un subgrup

caracteristic al unui grup G este un subgrup H invariant la orice automorfism al lui G,

l.e. f(H)C H pentru orice f€Aut(G). Evident, orice subgrup caracteristic al unui grup G
este un subgrup normal al lui G, caci f(H) = aHa C H pentru orice automorfism
interior fa al lui G (fa(x) = axa-l, V xeQ).

Trecind acum de la grupuri la algebre Lie si facind inlocuirile:
automorfism interior —s, derivare interioars

automorfism —> derivare

obtinem anotiunea de ideal caracteristic al unei algebre Lie. Mai precis, avem

urmatoarea
DEFINITIE. Fie a o submultime a unei K-algebra Lieq . a se numeste ideal

caracteristic al lui g dacd a este K-submodul al lui q si D(g)cg pentru orice

DEDerK('g). In acest caz vom folosi notatia gdc_q.
Evident, orice ideal caracteristic al lui g este ideal al lui q (caci Int(q)cDerk(q))

dar nu gi reciproc, dupa cum aratd urmatorul exemplu:

Fie L = 0[)(] Q-algebra asociativg a polinoamelor peste Q in nedeterminata X,

si g=L" algebra Lie asociata . Considersm idealul principal (X) :{Xf \fELS al lui L

generat de X. Cum g este o algebr3 Lie comutativa, rezultd ca (X) nu este un ideal

caracteristic al lui 9 caci dacad D este derivarea uzual3 Tn Q-algebra asociativa L,

n n-1 !
D(anX + o # alx + ao) = nanX t ...+ @, atunci este clar c3 D este si o derivare in

e i ot i
i i M pa o
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g. Cum DX=1¢(X), deducem c3 (X) este un ideal al lui g care nu este ideal
caracteristic.
Anumite proprietati ale subgrupurilor caracteristice au loc gi pentru idealele

caracteristice.

4.2. PROPOZITIE. Fie g o algebra Lie, a un ideal (resp. ideal caracteristic) al lui
g $i b un ideal caracteristic al algebrei Lie a. Atunci b este un ideal (resp. ideal

caracteristic) al algebrei g. Mai concentrat, au loc implicatiile
ba adg=pbag
bdadg=b4 g

DEMONSTRATIE. Fie D&Int(g) (resp. D€ Der(g)). Atunci D(a)e a, deci restrictia
D/§ a lui D la a este o K-derivare (care nu este neaparat interioar3!) a algebrei a. Cum

Qdcg, rezults c3 (D/a)b) = D(b)C b, deci b g (resp. 9409)-

Rezultd c3 proprietatea unui K-submodul al unei K-algebre Lie g de; a fi ideal
caracteristic, spre deosebire de cea de a fi numai ideal, este o proprietate tranczitiva.

Cititorul poate verifica imediat c3 dacd a si b sint doud ideale (resp. ideal
caracteristice) in algebra Lie g, atunci a+ b si af\b sint gi ele ideale (resp. ideale
caracteristice) in g.

Fie acum a gi b doud K-submodule ale K-algebrei Lie g. Vom nota ;Jrin[_a_,gl
K-submodulul lui g generat de toate elementele lui g de forma [x,y] , Cu x€a si YEb.
. Tinind cont de cum aratd elementele submodulului generat de o submultime si de

proprietatile crogetului, obtinem:

n

[E’E] =§Z]?[xl’yl] /neN*! Xie§’ YiGQ, v i, 1 _<_ i _<_ n}'
i= .

[9,9] =f9,§]

4.3. PROPOZITIE. Fie a i b ideale (resp. ideale caracteristice) ale algebrei Lie

Q. Atunci[g,g] este un ideal (resp. ideal caracteristic) al lui g.
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DEMONSTRATIE. Fie D&lnt(g) (resp. D& Der(g)). Dacd x &2 si y& b, atunci

D( oyl = [Dx,yl + [X,DY]e [ab],

de unde concluczia.

Fie q o algebra Lie si M, N dous submultimi nevide ale lui g. Definim citul

(M : N) al lui M prin N astfel:
M:N) = iXGQ/{-x,y_]E_M, Y yEN}. ‘

4.4. PROPOZITIE. Fie a gi b ideale (resp. ideale caracteristice) ale algebrei Lie

g. Atunci (a : b) este un ideal (resp. ideal caracteristici) al lui g.

DEMONSTRATIE. Fie D €lnt(g) (resp. D€Der{(g)) si x &(a : b). Pentru 6rice ye b
avem

[Dx,y] = D([x,y]) - [x,Dy} €a
caci [x,y_]eg deci D( {x,y])€2a si Dy&b deci [x,Dy]e a. Rezults c5 Dx&(a;b), deci
(a;b)a g (resp. (a;b)4 _g).

Luind in particular pe postul lui a idealul nul O al lui g obtinem c3 pentru orice

ideal (resp. ideal caracteristic) b al lui g, (0;b) este un ideal (resp. ideal caracteristic) al

lui g. Acest ideal se numegte centralizatorul idealului b in g si se noteazd uneori si cu

C (b). Dacad b = g, atunci Cg(_g) este exact centrul Z(g) al lui g, si aceasta este un ideal
9 — e —

caracteristic al lui g caci 0 dc—q si g ac—q'

Mai general, dacd N este o submultime nevidd arbitrar3 a lui g atunci multimea:

(O:N):{xég/(:x,y—]:[], Vyele

se numeste centralizatorul lui N in g. Este usor de vazut c¢3 (D : N) este o subalgebrs a
lui g.

Dacd acum M este un K-submodul al lui g, atunci se verifica usor folosind

identitatea lui Jacobi cd multimea (M:M) este o.subalgebrd a lui g numits

normalizatorul lui M in g. Aceast3 subalgebr3 se mai noteazs cu NQ(M). Dacd M este o
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5.SERII DE IDEALE INTR-O ALGEBRA LIE

Fie g o K-algebr3 Lie. Idealul caracteristic [_q,g] al lui g se noteaz3 cu o’Og sau
(1)

cu g si se numeste idealul derivat (sau idealul comutator al) algebrei g; el este

corespondentul notiunii de subgrup comutator din teoria grupurilor.

Este clar c3 dacs a este un K-submodul al lui g sio@_qu, atunci a este un ideal

allut g, caci[ag ]c[ga]c a

Cum g este evident un ideal caracteristic al lui g, din 4.3 deducem c3 0294109;
apoio'b(oag) ﬁlzf@g, deci utilizind 4.2, obtinem c3 o) (o'ag)-dc_q. Idealul caracteristic.
éb(o’b_q) al lui g se noteas3 cu@zg. Putem continua aceastd operatie, definind
@ 39:0@(&)29) care este de asemenea un ideal caracteristic al lui g, s.a.m.d. Am

obtinut in acest fel asa numita serie derivat3 a algebrei g. Mai precis:

DEFINITIE. Seria derivatd a algebrei Lie g este lantul descendent de ideale

caracteristice ale lui g:

& %a> &)599&)293...3&) 9> @ndg D
definit recurent Tn modul urmator:

d °a=g si @mlg=[o”0n9,o’&n9]@(05ng>’ neN
Idealul ébng al lui g se numeste idealul derivat de ordin n al lui g.

(n)

Uneori, in loc de notatia @n_q se fofoseste notatia g A

In mod analog se poate defini o alt3 serie de ideale caracteristice ale algebrei Qs

DEFINITIE. Seria centrald descendents (sau inferioars) a algebrei Lie g este

lantul descendent de ideale caracteristice ale lui q:

/A,
@ ° > 9.5 %95 2¢ g 5 g™ 1go...

definit recurent In modul urm3ator:

feen - asi ‘€m19=[9,‘é’”g], NEN.
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Uneori, in loc de notatia Zn_q se foloseste notatia _qn.

Faptul c3 gngdc_q pentru orice n€ N rezultd ca gi mai sus utilizind 4.2 si 4.3.
Este clar c3,) g C@ng pentru orice nE€N.

Folosind cele doud serii descrise mai sus se pot defini conceptele foarte

importante de algebr3 Lie rezolubils si algebra Lie nilpotent3a.

DEFINITIE. O K-algebrs Lie g se numeste rezolubils (resp. nilpotents) daca
existd ne€N astfel jncit oon_q = 0 (resp. gnﬂ = 0).

Evident, cum @mgcgmg pentru orice mé&N, rezultd c3 orice algebr3d Lie
nilpotent3 .este $i recolubild. Proprietstile generale ale algebrelor Lie rezolubile si
nilpotente vor fi date in Capitolul 1.

Definitia notiunii de rezolubilitate pentru algebre Lie imitd notiunea
corespunzatoare din teoria grupurilor, datorats lui Abel si Galois. In contrast cu
aceasta, notiunea de grup nilpotent este mult mai recent3 decit cea de grup rezolubil si
este inspi}até‘ de notiunea corespunzatoare de algebr3 Lie nilpotenta.

Dupd cum se va vedea in continuare in paragraful de fats ca gi In Capitolul 1,
existd o analogie frapant3 intre proprietstile generale ale algebrelor Lie rezolubile (resp.
nilpotente) si proprietatile corespondente ale grupurilor rezolubile (resp. nilpotente).

In teoria grupurilor este definitd notiunea de serie centrald ascendent3d a unui
grup, inspiratd de notiunea de serie centrala ascendent3 a unei algebre Lie pe care o vom

prezenta In continuare. Pentru aceasta avem nevoie de urmatoarea

5.1. LEMA. Fie g o K-algebrs Lie, b 4.9 g =g/b si P:g=»qg epimorfismul

canonic p(x) =/x\, V x€g. Atunci, pentru orice a' 4(:9" avem p‘l(év)ch_

DEMONSTRATIE. Notam a = p—l(g'). Este clar c3 a este un K-submodul al lui Q.

Pentru a ardta c3 gdcg vom proba c3 pentru orice D &Der(g), avem D(a)c a. Fie
Dé&Der(g). Cum D(b)Cb c3ci Qdcg endomorfismul D al K-modulului g induce un

endomorfism D! al K-modulului g' = g/b

St i s o
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Dar D'€ Der(g"), caci pentru orice x,y€& g avem
BRI ' N\ B L N\ oo
D(loy]) = DX By]) = B Boy]) = [Dx,y] + [x,Dy] =
(Dx,y‘l ny] [D' ,y] [xD'y]

A .
Aratam acum c3 Ox€a pentru orice Xx€a; cum x€a, recultd c3 'p(x): x € a', deci

' RS ' . . = f .
D'x€ a' caci D'e Der(g) si a' 4_g'. Deducem c5 Dx €a', adica p(Dx)e a', cu alte cuvinte
-1
Dxep (a) = a. Asadar a <39

Sintem acum in m3surs s3 dadm urmatoarea

DEFINITIE. Seria centrals ascendentd (sau sulgerioaré) a algebrei Lie g este

lantul ascendent de ideale caracteristice ale lui g:

< -
ﬁogC(ZlQCfZQC...C‘gng {;»19
definit Tn mod necuvenit astfel:
gog = {Ok si fm 19 este imaginea invers3 a centrului algebrei cit _g/gng prin
epimorfismul canonic g -» g/ fng.

Faptul ca fng dcg pentru orice n€N rezultd prin inductie, utilizind 5.1 si 4.2.

S3 notdm c3 ‘fl_q este tocmai centrul Z(q) al algebrei g.

Analog cu ceea ce se Intimpld la grupuri, se va arata in Capitolul 1 c3 algebra

Lie g este nilpotentd dacd gi numai dac3 existda m&N astfel incit cfmg =

5.2. PROPOZITIE. Fie g ¢i h doud WKK-algebre Lie si f:g—>»h un morfism
surjectiv de algebre. Atunci f(o@ng)zgan_[l si f(gmg):g’”b_ pentru

orice nEN.

DEMONSTRATIE. Afirmatiile din enunt recultd prin inductie dupa n folosind

faptul ca f([a,b]) = [f(g_),f(g)—_\ pentru orice K-submodule a gib ale lui g.

5.3. COROLAR. Fie g o algebra Lie gi a un ideal al lui g. Atunci, algebra Lie g/a



2o -

este comutativa dacs gi numai dacﬁaa_qCQ.

DEMONSTRATIE. Fie p:g—»g/a epimorfismul canonic. Avem: g/a este o
algebrs Lie comutativac=> rglg, g/g]:oa(g/_e_a) = 0. Dard) (g/a) = p(aag) conform lui
5.1, deci @d(g/a) = 0eay p@0) = D¢ Dgcs.

Dupd cum se constats imediat, corolarul precedent corespunde urm3atorului
rezultat binecunoscut din teoria grupurilor: dacd H este un subgrup normal al unui grup
G, atunci grupul factor G/H este abelian dacd gi numai dacd subgrupul comutator
TV} ) o A

In general, o algebrs Lie nu este asociativad. Algebrele Lie care sint si asociative‘

sint complet caracterizate de rezultatul care urmeaz3

5.4. PROPOZITIE. O K-algebrd Lie g este asociativd dacsd si numai dac3

8 q<Z(g).

DEMONSTRATIE. Algebra Lie g este asociativd dac3 si numai dac3, pentru orice

X,¥,2&q are loc egalitatea

T ) -[ 003 ]

Dar, conform identit3tii lui Jacobi,

[0 047 + [»1A] + [& [xv]] =0
Deci, algebra g este asociativd daca si numai dacs
[Cxy12] = [Cax]v}+ [Txv].2)
pentru orice x,y,2€ g, adica
[ LX) v|=0
pentru ofice X,¥,2 € g- Ori aceasts ultima condifie este exact conditiaoa_qCZ(g).

In teoria grupurilor mcluzluneaoa_gc Z(g) are drept corespondent incluziunea

[G Gl C Z(G) si care este de fapt definitia grupurilor metabeliene. Acestea din urm3
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sint exact grupurile nilpotente de clasd de nilpotentd cel mult 2.

5.5. EXEMPLE. (1) 55 consideram un corp K si K-algebra Lie necomutativa de

dimensiune 2 descrisad in 3.1 (4). Not3m aceasts algebrd Lie cu g si o basz3 a sa cu
{e,f}', unde [e,f]: e. Avem
wE:[Q,g]:Ke;éU
@ Zg = [l@g,o’og] = [Ke,Ke] =4()
Deci g este o algebr3 Lie rezolubils. Ea nu este insa nilpotent3 deoarece
Pl -2la-Da-we

P - [ake] = ke

'609 = (g,Ke] = Ke £ 0 pentru ori‘ce n> 2.

(2) Fie K un corp comutativ. S5 considersm iK-algebra Lie gl(n,K). Este bine stiut
c3 aceast3d algebr3d Lie are dimensiunea n2, 0 baz3 canonic3d a sa fiind format3 din
matricile Eij’ 1< 1i,j <n, unde Eij este matricea din gl{n,K) avind 1 in pozitia (i,j) si 0 in

rest. Deocarece E.. - E = S E. , deducem c3
1) Pq Jp 19

: L LS ERIER
[EPVEPQ]"EUqu"quE” ipTiq T Tqitp

Avem asadar urm3atoarele relatii

[Eij’qu] =0 pentruj £ psii# q
[Eij’qu = Eiq pentrui # q

() [Eij’Epi] = 'Epj pentru j £ p
[EwEﬁ =5 £y,

Reamintim ca prin sl(n,K) am notat subalgebra Lie a lui gl(n,k) formata din toate

matricile de urm3a nuld si numita algebra speciala liniara:

s0,4) = JUeglin k) /TriL) =0}

i
g | ! st
e, it it I e it O - 2 v bl b i




i 2-49-"

Este’ clar c3 _s_L(n,K)#g_l(n,K), deci dingl_(n,k) <nZ Pe de alt3 parte, se verificd

imediat c¢d multimea

B {Eij [1<ij<n it j.g U {Ell e e T Enn}
. - - . 2
este o submultime liniar independents din sl(n,K) avind exact (n2 -n+(-1)=n"-1

elemente. Cum dimks__l(nk)s n2 - 1, deducem c3 dimk§_l(n,k) = n2 -1 gi c3 B este obazgd

in sl(n,k).

Avem

D gl ) = [ gl g1 0] = st
Intr-adevar, 'pentru orice U,V& gl(ﬁ,k),

Tl UV =TrHU-V - V- =TrHU-V) - THV-U)=0 deci
03 gl(n,k)C sl{nk). Pentru incluziunea invers3 se aplicad formulele (%) de mai sus de unde

rezultd c3 B C.'ggl(n,k), deci sl(n,k)C @gl(n,k).
Asadar, algebra derivat3 a algebrei Lie gl{nk) este algebra sl(n,k).
(3) Am definit la 3.1 3) iii) subalgebrele-t(n,k), n(n,k) si _S_(n,k) ale lui gl(n k).

Se observad imediat c3

Hnk) = (gD $ (k)
(sum3 direct3 internd de subspatii). Pe de alt3 parte, avem

Lg (n,k),g(n,k)] = n(n,k).

Intr-adevar, incluziunea C'." se verifica imediat, iar pentru incluziunea invers3 se

foloseste egalitatea Eiq:(Eii’Eiq] pentru orice i#q si faptul c3d multimea

{Eij \1 Kil<lils n]K este 0 baza a lui a{n k). Cum
[g_(n,k), _(Oi(n,k)l =10

rezultd ca

[t(n,k),t(n,k)] = [S_ (ﬂ,k) + ﬂ(nsk), &(an) + ﬂ(ﬂ,k)] =

= [ 80kt + [ alntnnio] = nlag).

[r——_— =g st | s ot N




Asadar,
0 tnk) = nin,k).
(4) Ne propunem 1in continuare s3 g&dsim seria derivat3 si seria centrals
descendent3 a algebrei Lie t(n,k). Este clar cd o baz5 a lui t(n,k) este
{Eij 1§i§j5n},

n(n+ 1)
T

deci dimkg(n,k) = ISP =

Avem (jS(n,k) = {i(ﬁ(n,k) =@£(”!k) = n(n,k).

Vom lucra in continuare in algebra Lie n(n,k). Fie 1 < i < j < n; numim nivel al lui
Eij numarul natural nenul j - i.

Dacd i< j, p<qsiqt#i, atunci

el
[Eij’Ep 1-

0 dacd j £ p

dacad j=p

lar dac3 q = i, atunci

[EiJ’Epi-I T
deoarece p # j (altfel am aveai < jsij< i).
Deducem c3 fiecare Eiq cui<qgsiq-i>Z este comutatorul a dous matrici din
Q(n,k)alec‘a’ror nivele prin adunare dau nivelul lui Eiq'
Asgadar, 0@ Z_t_(n,k) :@(ﬂ,k) este genelrat de matricile Eij de nivel > 2,
&0 B_E(n,k) =zzg(n,k) este generat de matricile Eij de nivel > 22,'$.a.m.d.,(®k£(n,k) este
generat de matricile Eij de nivel > Zk'l. Deducem c3a @ki(n,k) = 0 pentru orice k astfel

fncit Q_,k'l >n - 1, deci t (n)k) este o algebr3 Lie rezolubils. Mai mult, seria derivats
R °tin,k) 200010 D R 2t g > ...

a lui t(n,k) beneficiazd de descrierea efectiva data maj sus’.ébk_g(n,k) este subspatiul lui
t(n,k) generat de toate matricile Eij cuj-i> alig

S3 calculam acum seria centrald descendent3 a algebrei E(n,k). Avem




TN Y

@10 = Dt k) = ()
f Z_E(ﬂ,k) - [_t(ﬂ,k), ﬁ(n,kﬂ = [D(n,k) + E(ﬂ“);ﬂ(ny‘(')] =

L [g(&,k),g(nk)-_‘ + [_S_ (n,k),g(n,k)] = n(nk)

$i aga mai departe,
K, .
€ “tin) = alok) Vv kEN

Deci t(n,k) nu este o algebr3 Lie nilpotent3, cécigki(n,k) = n(n,k) £ 0 V k& N*\{4}

In schimb, Q(n,k) este o algebr3 Lie nilpotent3, caci, ca si mai sus, obtinem
1 ; . ¢
‘@ nn,k) = [Q(n,k),g(n,k)-] este k—subSpatlul lui

n(n,k) generat de toate Eij de nivel > 2.

(gzg(n,k) = [g(n,k), ﬁlg(n,k)-] este K -subspatiul lui

n(n,k) generat de toti Eij de nivel > 3
g kg(n,k) este K-subspatiul lui n(n,k) generat de toti Eij de nivel > k + 1.

/—\sadar(g n-lp_(n,k) = 0, deci Q(”}() este o algebr3 Lie nilpotents.
Legatura intre algebrele n(n,k) si t(n,k) pe de o parte si respectiv algebrele Lie
nilpotente si rezolubile pe de altd parte este furnizats de teoremele lui Engel si Lie pe

care le enuntdm mai jos si care sint demonstrate in Lectia I ( par. 2 si respectiv par. 3).

TEOREMA LUI ENGEL. Fie V un K-spatiu vectorial de dimensiune finitd n
(K-corp comutativ) si g o subalgebra a algebrei Lie _g_lK(V).
Dacad V x€g, x este un endomorfism nilpotent, atunci exist3 o bazad B a lui V

astfel incit matricile asociate oricarui element din q in aceasts bazs B s3 fie in n(n,K).

TEOREMA LUI LIE. Fie K un corp comutativ algebric inchis de caracteristic3
nuld, V un K spatiu vectorial de dimensiune finita n > 0 $i g o subalgebrs a algebrei Lie
g{k(V). Daca g este o algebrd Lie rezolubils, atunci exists o baz3a B‘ a lui V astsfel ineft

matricile asociate oricarui element din g n aceasts bazs B s3 fie in tlnk).
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APPENDIX B. DESCOMPUNEREA PRIMARA
Mirecea Martin

Fie V un spatiu vectorial finit dimensional peste un corp comutativ IK de
caracteristicd cero si algebric inchis. Prin End(V) notam algebra endomorfismelor

spatiului V, iar prin gl(V) algebra Lie asociata.

. AN
1. Date a€End(V) si A€l consideram subspatiul a-invariant Va definit
prin
. ¥ 'l u g n
(1) V. o= ker(a -\ ).
&l
Evident Vz;é 0 dac3 si numai dacs A este valoare proprie a endomorfismulu a. Mai
mult, dacad notdm prin G(a) spectrul endomorfismului a format din toate valorile
proprii ale lui a, avem descopunerea tn sum3 direct3
) VAT
ace(a) 2

£

Subspatiile Va(?\E 6(a)) se numesc subspatiile proprii generalizate ale lui a. Dacs
endomorfismul a este nilpotent, adica exista n 2ulieu al = 0, atunci descompunerea

(2) se reduce la V = Vi,

2. Fie g o algebrd Lie peste W, V un spatiu vectorial, iar Q:g —gl(V) o

reprezentare a lui g pe spatiul V. Pentru x€g, v&V si AEIK notsm 9 OV) = x- v sj

i
9(x) X
Conform celor spuse anterior putem scrie
(3) Ve @& vh ey,
A €6TQ(Kx)) X T

unde V;’:': {vev : exista n > 1 cu(x N )n_ v :0}_

In particular s3 consideram reprezentarea adjuncts ad : g —» gl(g) ;

obtinem descompunerea in sum3 direct3




(4) = :
S S B e

o} ;
S8 obsevdm c3 9, # 0 pentru orice x € g2 ™ntr-adevar, dacsd x = 0 atunci gg = g iar

dacs x # 0 atunci X& gg.
3. LEMA. Cu notatiile introduse, are loc relatia
(5) P.A
e \)xﬂ"(xe'g, A RE W)

Demonstratie. Fix3m x,’)\- $il.\ . Pentru orice y€ g si v& V avem
X -(R+ﬂ))'y'v:(adx - }4 v+ ye(x -})-v

Prin inductie dups Kk 2 1 deducem

4

k 4 g :
(x -()\+l‘4 ))k'y-v:: Cll((adx —lA)k-IY'(X AL
i=0

ik : A ! : .

Dacs YG_‘Q)‘: si VEVX atunci existd n>1 cu (adx - b )ny ='04gil 0 -\ )n-v = 0.
e 4 2 i

Rezults (x - (A + ")) “.y-v =0, deci y* VGV?:H . Lema este demonstrata.

Ca un caz particular s3 not3m urm3atorul

4. COROLAR. Pentru orice x€ g si A’P‘E IK avem

: ' AR A
(6l Ex’gx] C 9;"‘ ’
In plus, g© 5 4 ' :

Pius, 9° este subalgebra 1n g si contine pe x.

5. Fie g si V ca mai sus iar {:g =K © functie oarecare. Definim

Y4
subspatiul V  al spatiului V prin

(7) Vu = ﬂ Vu(x) :

xe&q X
; ol .
In general despre spatiul V. = nu se poate spune prea mult. Exist3 totusi o situatie

; & oL ) J !
interesantd dind V= este g-invariant, pentru orice functie o , anume dacs g este

algebra nilpotenta.
Intr-adevar, sa presupunem g nilpotent3. Atunci adx este endomorfism

nilpotent al lui_t_;., deci_g. = gg, pentru orice x€ g. Utilizind (5) deducem

AN %) M
g e ) ey

N e 8 M as o e > P ey AP R—— R et




- A%~
o o«
decig-V C V .

6. DEFINITIE.O funtie & : g —»IK se numegte pondere a g-modulului V dac3a

—

X - o ;
V' # 0. Subspatiul V  asociat unei ponderi ® se numeste subspatiu ponderal sau

componentd primara al lui V.

In acest moment pufem enun‘ta teorema de descompunere primara.

7. TEOREMA. Fieq o algebr3 Lie nilpotents si V un g-modul. Atunci:
i) existd numai un numar finit de ponderi;

i) subspatiile ponderale sint g-invariante iar V se descompune in suma lor

—

directa;

iii) ponderile g-modulului V sint forme liniare pe g care se anuleaz3d pe

—

Losgl.

Demonstratie. Demonstram it afirmatiile i) si ii).

1°. Dac3 fiecare dintre endomorfismele S)(x), xeg, are o unicd valoare
proprie,i) si ii) sint evidente.

74 C;ntinuém demonstratia prin inductie dupd dimensiunea spatiului V.
Dacd dimV = 1, sintem 1n situatia 1°.

Presupunem dimV > 2 si In plus presupunem c3 exist3 xOE g pentru care
?(xo) are cel Pulin doud valori proprii distincte. Cu un argument deja folosit rezulta
cd subspatiile proprii generalizate ale lui g(xo) sint _g_-invariante si demonstratia
afirmatiilor i) si ii) se incheie aplicind aéestor subspatii ipotesa de inductie.

Ramine s3 demonstram afirmatia iii). Algebra Lie g_fiind nilpotent3 este
si rezolubila. Fie & o pondere cu subspatiul ponderal V%Conform teoremei lui Lie
(I.3.6) exist3 vEVd nenul, vector propriu pentru toate endomorfismele g(x), X € g,

adic3 astfel Incit

(8) . x*v =0 (x)v '(xe )

Atunci, pentru orice x,y €9 i A€ IK avem

KX+ Y=+ y)v=xviy-y=

)
|




UG
=(o (x) + X (Y))v ;
o€ (Ax)v = (A x)-v=ALXW;
X(Doy]) v = Dxyl-v=xey-v-yoxeve=
= x = (0 (y)v) - y= (& (x)v) =
=0k (y) X (x)v - X (x) X{y)v = O.

Teorema este complet demonstrata,
In completarea teoremei s3 analizam urmatoarea situalie.Fie ojoleloEDEe
Lie, V un g-modul iar hC g o subalgebrs Lie nilpotentsd. Consideram g si V ca

h-module cu descompunerile in spatii ponderale
) ‘ = i
g9=9 @49 D...
(10) V = vq’@ VW@. o
unde O_(,(’:,... sint ponderi ale h-modulului g(numite si radacini) iar Cf,'\Y,... sint

ponderi ale h-modulului V.

8. PROPOZITIE. Cu notatiile precedente avem
(>4
i) g -V(?C vI¥*Ye dacs o(+(f este pondere pentru V;

) g°‘ -v¥ - 0 dacs « +(@ nu este pondere pentru V.

o e
Demonstratie. Fixam yGS_ si ve_V(P, Pentru x Eh avem yeg‘:\x) i

VEVCE(X); conform Lemei 3 deducem

o ) st
y,ver(x%(Q () _ \j%ug )kx), Gl
x fiind arbitrar, y * v QV«H{) s

9. COROLAR. Cu aceleasi notatii avem
i) [g_d’ g@JC go(+(5 dacd & + (3 este radacina;
ii) [g«’ g("'] = 0 dac3d & +(5 nu este radacina.

In plus, go este subalgebra a lui g gi include pe h.
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APPENDIC C. ELEMENTE SEMISIMPLE SI NILPOTENTE

Mircea Martin

1. Endomorfime semisimple si nilpotente
Descompunerea Jordan

2. Elemente semisimple si nilpotente in algebre Lie semisimple

In primulparagraf reamintim citeva notiuni si rezultate de algebr3 liniara.
Sint caracterizate endomorfismele semisimple si nilpotente si este complet
demonstratd descompunerea Jordan a endomorfismelor. Al doilea paragraf prezinta

descompunerea Jordan abstract, posibila in orice algebra Lie semisimpl3.
Toate spatiile vectoriale si algebrelelie care intervin in continuare sint

considerate peste un corp IK de caracteristica zero, comutativ, algebric inchis si sint

presupuse de dimensiune finita.

1. Endomorfisme semisimple si nilpotente. Descompunerea Jordan

Fie V un spatiu vectorial peste corpul K. Vom nota nota prin End(V),
respectiv gl(V), algebra asociativd a endomorfismelor lui V, respectiv algebra Lie

asociata. Prian[T] este notat3 algebra polinoamelor peste K intr-o variabils T.

L.1. Date a€ End(V) si €W [T] cu

i m
(.( _O(mT +...+0(4T+()(0

construim ({(é)eEnd(V) prin .

m

(_f(a)=0(ma A R 0(18+ O(Olv

unde 1, este unitatea algebrei End(V).

Presupunem a€EndV) fixat si consideram idealul

I, = i(eEIK [T] :Ce(a) = 0} al algebrei IK [T] Deoarece idealele in IK [T] sint

toate




e —

principale, existd upunic polinom monic (i.e. coeficientul dominant este 1) P’aela’
astfel incit orice polinom din idealul Ia sadivide prin pA ) acest polinom se numegte

polinomul minimal al endomorfismului a.

1.2. LEMA. Fie a€EndV) cu polinomul minimal § . Dacs Pa= 9.9,
unde (fl,‘fz sint polinoame prime intre ele, atunci exist3 Vl si V2 subspa!ii ale lui
V astfel Tncit

i) Vl si V2 sint a-invariante;

i)V = vlevz;

b Ha‘vl : (fl i F a\v :(f 2%

2
Demonstratie. Definim Vl = Ker(fl(a) si V:2 = Ker(Pz(a)-

i) Deoarece a comut3 cu Cf(a) pentru orice ?EM[T] subspatiile V; si V, stnt

a-invariante.

wile . L) " 7 Lk ! b - V
i1) Exist3 \Pl si 1})26 IK[T] astfel fncft \Pl('?lJf YZ‘PZ 1. Pentru orice vég
consideram vlzllJZ(a)(f’z(a)Vsi VZZ\Vj(a)(]Ol(a)V' S3 observam 1ntli c3 avem
Vi i

Apoi (-fl(a)vl = 'l.yz(a)\-la(a)v = 0 deci le_ Vl’ si analog VZEVZ’ incit V=V.+ V..

1 2
In sfirsit, dacs vE‘Vl(\V2 atunci fi=idisi v, =0 deci v=0, ceea ce incheie

demonstratia afirmatiei ii).
iii) Fie ’41 si l-l 2 polinoamele minimale ale lui alvl respectiv a\VZ. Din modul
cum am definit V, gi V, rezultd ca Hl divide ‘fl iar {1, divideCfJZ.

S8 presupunem c3 grad ‘41 < grad Cel si sAa consideram endomorfismul

W, (a)§(a). Pentru orice vEV, cu relatiile anterioare avem
W@,y = Qo) H ((alvy + H (@@ (a), =
=@,(a0+4 (a0 =0
deci pl(e , €1, adica Vl‘fz se divide prin 4 _ = ?1‘?2’ imposibil deoarece
grad pa, = grad(p) + grad(, > gradh )+ gradep, =

Raradit .




Eollihe:

Recultd c3 Pl = Ch si analog Pz :(.()2.
1.3. Fie dinnou, a€ End(V) un endomorfism. Polinomul caracteristic al

endomorfismului a, notat prinf g € defineste prin

|
o (T'e 8 7
j.a_detﬂ 1y a). .
Un recultat bine cunoscut (teorema Hamilton-Cayley) afirmad c3

'f Jla) =0, deci} , se divide prin polinomul minimal W4 _ al endomorfismului a.
n n
' : . k
(1) = (T - " A -
gl A (T-A,)

unde scalarii ‘\ 1,?\2, s ,?( sint distincti, decarece cor(wl- K este a[aebﬁ'c tnchis.

k

Acesti scalari sint numiti valori proprii ale endomorfismului a i impreuna

formeacza spectrul lui a, notat prin @ (a).
Deoarece pentru orice ‘A € §(a) existd vE€V, v # 0 cu av =A v, polinomul

minimal se divide prin T -')\ , deci (4 L este de forma
: g e
(2) Ho=T-Ap .m-A)

cul<m < ni pentru orice i = 1,2,... k..

Pentru fiecare i = 1,2, ...,k definim subspatiul

m.
¥ - 1
(3) V, = Ker(a -\ .1,)
Din Lema 1.2. deducem simplu
(4) | V=V ®V.B... 8V,
i s
(5) H alv. - QN S e I A,

In legatura cu valorile proprii ale unui endomorfism a s3 mai observsm c3
dat un subspatiu a-invariant W avem 0’(3\W)CG’(a), lar orice subspatiu propriy
a-invariant W In care singurele subspatii a-invariante sint 0 si W are I1n mod necesar

dimensiunea 1.

1.4. PROPOZITIE. Fie a €End(V). Urmatoarele afirmatii sint echivalente:

i) orice subspatiu a-invarint W admite un complement a-invariant in V;




0
e S e, s A T T S —
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ii) a este diagonalizabil;

iii) polinomul minimal p , are doar radacini simple.

Demonstratie. i)=pii). Din observatiile anterioare cu un argument simplu

de maximalitate deducem c3 i) implica existenta unei descompuneri

V=W, @W,@... W

In subspatii a-invariante, fiecare de dimensiune 1,

Fixam in fecare subspatiu Wi un vector nenul e;. Existd atunci A iE (K

€801+« -

endomorfismul a se reprezinta printr-o matrice diagonal3.

astfel ncit aei='kiei incit In raport cu baza { ’en} a spatiului V

i) =i). Alegem o basa { ,en7] a lui V care diagonalizeaz3 pe a.

€11€py -
Fie W un subspatiu a invariant, W £ 0,V.
Fie 92 1 cel mai mare intreg pentru care existd 1.< i1 < i2 GRS its n

astfel incit WM (Ke, + Ke. +...+ Ke, )=0. Alegem W'=Ke, +Ke, +...+Ke
1 2 ‘e 1 2 r)

si demosntrdm c3 V = W@ W'. In primul rind avem W QA W'=0 si evident
éil,eiz, o ’eiee WEW'. Fie i # ijjoy -« sip-

Din modul in care am ales numarul £ rezults c3 wn(W' + tKei) # 0. Alegem

un vector nenul w in aceast3d intersectie, w = w' + 181 cu w'eWw' si A€ K. Atunci

7\ # 0, deci e :K_l(w -w)EW+ W', ceea ce arati c3i V = W@W'. Ramine s3

observam ca W' este a-invariant.

i1)¢&=)iii) un exercitiu simplu l3sat cititorului.

1.5. DEFINITIE. Un endomorfism a care satisface conditiile din Propozitia

1.4 se numegte semisimplu..

Propozitia urmatoare grupeaczd citeva proprietdti ale endomorfismelor

semisimple.

1.6. PROPOZITIE. Fie aEEndV) un endomorfism semisimplu.
i) Dacd W este subspatiu a-invariant atunci a l W este semisimplu.

ii) Dacd b€ End(V) este semisimplu si ab = ba atunci a + b, a - b, ab sint
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semisimple.

iii) Pentru orice (_?EIK[T] endomor fismul te(a) este semisimplu.

Demostratie. i) Este suficient sd observam cd polinomul minimal l,| aIW
divide polinomul minimal }A i Cum H 2re doar radacini simple rezultd ca Ha\w are
de asemenea toate radacinile simple.

ii) Afirmatia rezultd din faptul cd doud endomorfisme semisimple care
comutd pot fi diagonalizate simultan.

iii) Fixdm o bazd in raport cu care a se reprezintd printr-o matrice
)\

2

diagonala diag(A P

"""An). Relativ la aceeasi baz3a (p(a) corespunde matricii

diagonale diag(({ ( Al)’ (f(;\ 2), A0 ,(fv(}n))-

Demonstratia propozitiei este incheiata.

Introducem 1n continuare o altd clasd de endomorfisme.

1.7. DEFINITIE. Un endomorfism a se numeste nilpotent daca existd k > 1

astfel Incit ak = 0.

1.8. Urma3atoarele proprietati ale endomorfismului nilpotente sint

consecinfe directe ale definitiei:

i) daca a€ End(V) este nilpotent atunci a\W este nilpotent pentru orice

subspatiu a-invariant W.
ii) Daca a,b€ End(V) sint nilpotente si ab = ba atuncia+ b, a - b si ab sint
nilpotente

iii) Un endomorfism a este nilpotent dacd si numai dac3d exists k > 1L ¥
k

PazT .

1.9. COROLAR. Fie a€End(V). Daca a este semisimplu si nilpotent atunci

Demonstralie. Deoarece a este nilpotent avem H 5 = Tk unde k > 1. Cum a
este si semisimplu, ‘4 q are doar radacini simple, deci k= 1; reczultd c3a

a=l‘|a(8)=0.
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1.1 D15F =
10. Fie ad adg_l(V)

reprezentarea adjuncts a algebrei Lie gl(V).
LEMA. Dac3d a€ End(V) este semisimplu, respectiv nilpotent, atunci ada

este endomorfism semisimplu, respectiv nilpotent, al lui gl(V).

Demostratie. i) Presupunem a semisimplu i fixam o‘bazé{ EI’EZ’ S0t ,En} a
lui 'V in raport cu care  a se reprezintd printr-o matrice diagonal3
diag(ll,?tz, coe ’?\n)' Fie {EU B0y n} baza standard a lui E.I.(V) relativ la
i. € oyt ,En} defints prin eij(q() = Sjkel. Dintr-un calcul ' direct obtinem
ada((’ij) = (7\1 -A j)elj deci ad a este endomorfism diagonalizabil.

ii) Prin inductie dupa m 71 se arat3 ca
. m: AL m =i i M =1
(ada) (x) = 'S_ (-1) "C'ma‘xa
} o
Ir_1 particular, dacs ak = 0 atunci (ad a)zk =103

1.11. Sintem 1in situatia s putem enunta si demonstra . rezultatul

cunoscut sub denumirea de descompunerea Jordan.

TEOREMA. Fie a€End(V). Existd atunci ag anéEnd(V) unice care
satisfac conditiile i) a = ag+ a_;
ii) a_ este semisimplu, a_ este nilpotent
iii) a;a =a a. 7
In plus existd polinoamele GlgélK[T] fard termen liber astfel incit
a =G (a) si a_ =y (a). In particularas si a_ comutd cu orice endomorfism care

-

comut3d cu a.

Demonstratie. Conform celor sp use la R dac3
H = (TN l) TN k) este polinomul minimal al lui a atunci V se

descompune:
m

V=Vi@V,®. - 8, sV, = kerla -A 1)

m.
- - 1 - :
lar}la‘viﬂT-')ti) Bl ey
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Aplicind teorema chinez3 a resturilor in [ [T], existd un polinomG' astfel Incit

3 m.
G = (modT -4 ) B, 1<igk

= 0 (mod T),
ultima congruentad superflus dacad 0 € G(a). Fie Y=T-0.EvidentG si ¥V nu au
termen liber.

Definim a = G (a) #i a_ =V (a). Din 67 + Yy =T avem S E Este de
asemenea clar c3 aS si an comutd; In plus a si an lasad invariante subSpatiileVi. Dar
(35 -A il@\Vi =0 pentru orice 1<i<k, deci a aclioneasz3 diagonal pe ‘Vi’ cu
valoarea prOprie')\ i Deducem astfel ca aS este endomorfism semisimplu. Deoarece
api=taizaan obtinem (an\Vigni = 0 Incit (an)m = 0 unde m< max(ml,mz, Yok ,mk).

Ramine s3 demonstram unicitatea descompunerii. Fie a=a'+ a" o alta
descompunere cu a' semisimplu, a" nilpotent a'a" = a"a'. Avem-a_+a'=a_ - altye
Deoarece a' gi a" comuta cu a, rezultd cd a' comuta cu ag iar a" comut3 cu an.

Dar atunci Choy a' este semisimplu iar a_ - a" este nilpotent. Din Corolarul 1.9.

obtinem as -a'=0-= an - a'; teorema este demonstrata.

112. COROLAR. Fie a&End(V) cu descompunerea Jordan a=a +a.

Atunci ada=ada_+ ada_ este descompunerea Jordan a lui adx in End(gl(V)).

Demonstratie. Din Lema 1.10 stim ¢33 ad és si ad an sint semisimplu si
respectiv nilpotent. Din [ad agr ad an_l = ad [as’an] =0 recsultd c3 ad a si ad a.
comutad. R3mine s3 utilizdm unicitatea descompunerii Jordan.

(4

2. Elemente semisimple i nilpotente in algebre L ie semisimple

Presupunem 1In continuare dat3d o algebré Lie L semisimpla si tie

ad = ad, : L,-—»gl(L) reprezentarea adjuncts. Reamintim (vezi 1.4) ca reprezentarea

L

adjunct3 este injectiva.

DEFINITIE. Un ele_:ment agl se numeste ad-semisimplu, respectiv

ad-nilpotent, dacd ada este semisimplu, respectiv nilpotent, ca endomorfism al lui

15
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2.2. TEOREMA (descompunerea Jordan abstractd). Fie agl. Existd gi sint

unice s,n€ L astfel Incit )a=s+0n;

i) s este ad-semisimplu iar n este ad-nilpotent;

iii) [s,n] =0

Demonstratie. Notam ada =8 . Conform celor demonstrate in Appendix

B, spatiul L se descompune in subspatii propril generalizate

. : N LA k
. (6) L=.@ L, - U ke -
e afia k>1 il

: A
iar [La’ LVE]CI}JV pentru orice A ,k\E K.

Fie g =g +Y , cu G~ V@ ; O’ semisimplu si Y nilpotent
descompunerea Jordan a lui S in End(L). Partea semisimpld O a lui 8 actioneaz3d
pe La prin inmultirea cu )\ . |

Endomorfismul 8 este o derivare a algebrei Lie L. Aratam c3 G si VY
sint de asemenea derivari. suficient s3 demonstram acest lucru pentru g , adic3 s3

aratdm ca
) G ([x,y)) = [80yl+ D8]

pentru orice x,y EL. Datoritd descomFunerii (6) ne putem restringe la cazul x€L_

si y€ L‘Aa' Ins3 atunci [x,y]&l_l;t' si (7) capata forma evidenta

(l+ \4 )(X>L9= [_')\X,y_l + [x,kly] 2
deci intr-adevar o si Yy sint derivari.
Dar orice derivare a unei algebre Lie semisimple este interioara, conform
T4L7 S inett existd s,n€L unice cu G = ads si y = adn. Pentru aceste s si n
conditiile i) si ii) sint verificate.
Deoarece ad[s,n] &= [0’ ,\)] =0 avem si [s,n'] = 0. Unicitatea este O
consecintd a unicitatii descompunerii Jordan a endomorfismelor si a faptului cd ad

este injectiva.

2.3. Presupunem, doar in cadrul acestui punct, c3 algebra semisimpld L
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este o subalgebra in gl(V) pentru un anumit spatiu vectorial V.

TEOREMA. Fie a€l si ag anE gl(V) partile semisimpl3 $i nilpotentd din
descompunerea Jordan a = a+ a_ in End(V). Atunci as,ane L. In particular

a=a + a_ este descompunerea Jordan abstracts a lui a.

Demonstratie. Afirmafia a doua este o consecinta a primei afirmatii gi a
unicitatii descompunerilor Jordan.

Intr-adevar, presupunind ca as,ane‘l—; avem ad a_ = ad_g_i(V)as‘L %
sint endomorfisme semisimplu i

ad a_ = ad 1(V) \L Cum ad a_ si ad

gl(v)°s gl(v)?n
respectiv nilpotent, conform Lemei 1.10, care invariaza pe L, rezultd c3 adLas gl
adLan sint, respectiv, semisimplu si nilpotent, deci, 3, este ad-semisimplu iar a,
este ad-nilpotent.

Ramine deci s3 arstim c3 a LN € L. Deoarece ad lkV)a invariaza L, 1ar

adipeieiai= a_+ ad este descompunerea Jordan uZzual3, rezultd c3.

glV)? = 2%g1v)% * %10
adgl(V)as si adgl(V) 1 invariaza L, adic3 [aS,L]C Lisi ]:an,LjC L, deci as,ane N
und—e cu N notér_n- normalizatorul lui L in gl(V), subalger3 Lie in E_I_(V) carecontine pe
L ca ideal.

Daca am avea N = L demonstratia ar fi terminat3, dar, in general aceast3
egalitate nu are loc. De aceea trebuie cautat3 o altd subalgebrd, mai mic3 decit N,
care s3 conting pe 3, gi a gi care In final s3 dovedim c3 este exact L.

Pentru aceasta, £3 notam cu LatL multimea L-submodulelor lui Vs i

pentru fiecare W& Lat L s3 consideram subalgebra LW a lui gl(V) definita prin
Ly ={x€aiv): xWew si Trixiw)= 0},

Deoarece L :[_L,L] (vezi 1.4.12) avem LCLW pentru orice WelLatl. Mai mult,
deoarece a sl a sint polinoame In a fard termen liber, dat WE&Latl. avem
aS(W)C_W si an(W)CW. Cum an\w este nilpotent, rezulta Tr(anlW) = 0 si deoarece

aslw = alw - a lW avem Tr{a \W = 0, deci as,anGLW.

~F

S3 notam L NO( O ). Conform celor spuse anterior aya €L

WE LatL w
~
iar L contine pe L ca un ideal.
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Aratdm céhl'_ =L, ceea ce va incheia demonstralia.

Conform teoremei lui Weyl T./-l.ll;.,hL’. fiind un L-modul existd M un
L -submodul a lui L incithl"_ = L@.M. CumT_C N avem [L:t]CL, deci actiunea lui L
pe M este triviala. Fie W un |-submodul ireductibil al lui V. Dacd x&M atunci
[L,x] = 0 si din lema lui Schur rezultd c3 x actioneaza pe W ca un scalar. Dar

Trx|W = 0, deoarece x€L deci le = 0. Cum V se scrie ca sum3 directd de

W7

L -submodule ireductibile (din nou intervine teorema lui Weyl), obtinem x = 0, deci

~
M=0, adied L =L.

Teorema este demonstrats.

2.4. Ultimul rezultat pe care ne propunem s3 il demonstrdm arat3 o

proprietate esentiald a descompunerii Jordan abstracte.

PROPOZITIE. Fie L algebrd Lie semisimpld, a€L cu descompunerea
Jordan abstractd a=s+ n si 9:L-—>gl(V) o reprezentare a lui L. Atunci

?(a) 1) (s) + P (n) este descompunerea Jordan uczuald in End(V).

DEMONSTRATIE. Conform teoremei 2.4. este suficient s3 aratam c3
S;(a) = 9(s)+ S) (n) este descompunerea Jordan abstractd 1In algebra Lie
semisimpla(!) 9(L).

Deoarece L este generat3 (ca spatiu vectorial) de vectorii proprii ai lui
adLé, rezults c3 ?(l_) este generat3 de vector'{i proprii ai lui adg (L)?(S) deci g(s).
este ad-semisimplu. Analog deducem c3 g)(n) este ad-nilpotent. In final mai
observam ca E?(s), ?(n)] = g( tsn]) =0

Incheiem cu o precizare. Datoritd celor demonstrate, in cazul algebrelor
Lie semisimple putem denumi elementele ad-semisimple sau ad-nilpotente, pe

scurt, semisimple, respectiv nilpotente.
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APENDIXUL D. 0 lems de geometrie algebrics

1. Fie &K un conpialigebiriiclininchi's’ de  'caracteristica 'Zero.

Spatiul K" se identifica, prin lema ' lui Hilbert a zerourilor,

cuU spectrul maximal al inelului de polinoame lK[k],...,X;]. Tono-

logia Zariski pe K" este generata de deschisii

[)(P)':{ZEIKn : p(z)#O}, [J€|K[X],- ..,Xgl,

numiti deschisi principali.

Datorita noetherianititii inelu]uilK[x], ..,X;] orice multime

yichiiisiatn o pollio atila Wiz alilsTkEii S  R o st e d S F O - na's
V(1) -jzek": pl2)=0, peI} ,

unde I este un ideal (Tn mod necesar

Kl el

Dalcladidl s eI isiiinit: itdealle proprii ale luilK[X1,,,,,x;] atunci

finit aenerat) al alaebreij

[ \Jit lels it et oit it ' dealliip ropimiiul (lcon's'eclint&iia intearitatii inelului

de polinoame). In particular

VIDUV(T) = v(1.7)

J : : L1t W) I
este undinchis ‘propriuraliilui K, Trecind 13 complementare am

demonstrat in definitiv cd intersectia a doj deschisi Zariski

nevizi este un deschis nevid.,
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2. 0 aplicatie cu componente polinomiale
P :lKn—-—qle
induce un morfism de algebre
.P*:IK[Y1,...,Ym]—-—>lK[X],...,Xn-1, P*(q)=qeP.

In consecintsi aplicatia P este continua relativ la tonoloaiile

AU RIRT -

= ~ - m . - =
3. S& presupunem c3 diferentiala doP:IKQ—?IK eisite s imire ctinviae
Atunci P* este un monomorfism de inele,
< by - e
Intr-adevar, daca ar exista un element qQK[Y],...,Ym] cu P g=0

si g#0, am obtine derivind orin narti:

X
(P m PP
1)y i Sl S (P*?—B—) ey 1€i<m
A% T PN PRI TS
P _
Daca rangul matricii Jacobi (—Yi) este maxim, asa Tncit ar

iy
rezulta P*(QCUQYJ)=O pentru orice j=1,...,m, Continuind. Tn acelasi

mod am obtine P*1=0, evident o contradictie,

b, Lemd., Fie P:K"—=» K" o aplicatie polinomiali cu dOP surjectiva,

Pentru orice polinom PEIKDH""’X;]’Y)#O’ existd un polinom nenul

ClelK[Y1,...,Ym-1, astfel incit P(Dp)CDq.

Demonstratie: Cu observatia prtecedenta,
\

BRI KX X ]

este o algebrad finit genenatd peste
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via aplicatia P*:A—qB. Atunci putem scrie B=A{:u1,...,u;], cu
elementele u _ apartinind unci extinderi L a corpului K, carc con-
tine 1n acelasiitimpipe A

Deoarece exista o bijectie intre multimea K" a idealelor maxi-
male ale algebrei B si morfismele de IK-algebre B—»K, avem de de-
monstrat urmatoarea afirmatie:

Fiind dat un element nenul péB, éxista q€A, q#0, cu nroprieta-

teavicalionlice L{)EHom _a{g(A,H(), (F(q)#f) se extinde la un

K

(QIE Hoth_a]g(B,K), astfel Tncit (QI(P)#O:
ge A
&
* b /
p /’u\ cf(q);éo, C{(n)#U.
pE B’/‘f’

Este clar c3 putem reduce demonstratia printr-o simpla recuren-
ta la cazul r=1, Asadar B= A[y].

Daca u€L este un element transcendent peste corpul de fractii

al algebrei A, atunci putem lua 1=Pp unde
! t
PP D Lk el oDy BY s P EA, p,#0.

Fii e LQEHom‘K_a]g(A,lK) dat, asa Tncit (()(q)=l€(pt)#0. Atunc
polinomul h(U)= ?(Po)+(?(P1)U+---+(€(Pt)Ut, cu U o noua necunoscuta,
este nenul, In particular exista KQIK, astfel Tncit h(;\)#r),

Definind (,(?’:B-—-)IK prin

AODIRIED I ER
j ]

J
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obtinem extensia cautata,

Mai ramine de analizat cazul in care ug€B este un element alage-

birgiicEipe StLERAR

Fie U o noua necunoscuta si T,SEA[U] polinoame de grad minim

asa incit r(u)=0 si s(p)=0, Dacd a, este coeficientul termenului
de grad maxim al lui r si a2=s(0), atunci q=a a, este elementul
cautat,

Intr-adevar, fie ? :A-»K un morfism de K-algebre cu nronrietatea
?(Q)=?(a1)q(az)#0. Daca (Q/ este o extensie a lui Q)ia alaebra
B=A[U], atunci(?Qp)=0 implica CP(azk?%&J)=0 5 i deci(?zp)#o,
deoarece ({(a2)¢0.

Mai ramine de aratat éé morfismul CfiA——>M admite o extensie

u(':B—a,tK.

Fie X o riddicini a ecuatiei ((r)(U)=0. Definim w:nfu] =K
prin '\V(a)=({’(a), aEA si '\{»’(U)=(A

Atunci orice element hé;Aipl, hilu) =04 se (dilvide in L[d] 1a
rEl\Bﬂ (din minimalitatea gradului lui r), asa Tncit existd un

Tnitice gipoZittiviilisira s it f ellinincnit a#h s edbdiiiviiid etiiliapinsic h e risin A[U].

Prin urmare

(f(a1)'k'2(9(h)(7\) - 0,

cu alte cuvinte\y(h)=(f(h)(l)=0, deocarece C?(a1)¢0-

Dar B?:'A[-_U]/J, unde J este idealul elementelor hel\[U] cu
h(u)=0, Din cele demonstrate mai sus rezulté\V(J)=0, astfel c3
\V induce morfismul de extensie %/:B —>K si demonstratia Lemei 4

este Tncheiata.

5. Lema precedentd poate fi interpretatd ca un analog algebric

al teoremei aplicatiei deschise din topologia diferentiali.
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APPENDIX E. Diagrame Dynkin in alte probleme de clasificare.

Andras NEMETHI

In mai multe ramuri ale matematicii, pentru descrierea usoara
¢ si intuitivd a unor obiecte, pentru depistarea unor proprietati
aritmetice, combinatorice si geometrice se folosesc grafuri. In
clasificarea unor obiecte "frumoase' aceasta asociere reduce pro-
blema la clasificarea unor grafuri cu o anumita proprietate de

g nim atliiRe e el CIcTele Bl e S i S e T B notiunile de "minimalita-

te'' care provin din domenii foarte diferite ale maitemaitiiiciifitoitd e fiil=
aAZTa uner
nNite cu metode si pe 6?Tgéipii fioartelidiferite, ‘totusi, ! neliconduc
. la clase de grafuri identice sau aproape identice.

Aparitia grafurilor de tip A-D-E 7n probleme foarte diferite
2 alel matematicii a contribuiit la aparitia credintei 'intr-o teorie
care unificd toate aceste ramuri.

In acest capitol vom prezenta trei exemnle Tn care clasifica-
rea unor grafuri joaca un rol crucial, si teoremele de cllia'stitfiiica-
re au o asemanare uluitoare,

1) grupuri Coxeter finite

2) algebre Lie semisimple

3) matrici cu coeficienti Tntreqgi cu normd operatorialsj Rl

In prima parte a expunerii vom prezenta pe rind fiecare teorie

A pellisiciiimt iide fiiintinttiyitlie s it iciitienal  diin't nelinez ullita talle cele mai impbor-
tante, iar in final vom prezenta o /legdturd existent3 Tntre aceste

domeni i,

2, Grupuri Coxeter

2.1. Fie grupul W generat de submultimea SCW. Frupul W se



numeste grup Coxeter daca avem urmadtoarele conditii satisfacute:

(C1) orice element din S are ordin doi;
At g L / ;
(C2) pentru orice pereche A si /4 din s, fiem(# ,A ) ordinul
’
e
AA

relatiile de definitie ale grunului W relativ la ceneratorii S

/
produsului,&.ﬁ’. Atuncinineiliatitiilie R={(6.1§ )

(adicd W dat ca qrup cu generalori si relatii) este

0 =(;i(66’)m('$’4’)}£’5/ ) {62}43

In acest caz perechea (W,S) se numeste sistem Coxeter.,

Deoarece scopul ﬂLnal este clasificarea grunurilor Coxeter
finite, Tn continuare vom presupune cd S este o multime finita
(Dar chiar si cazurile importante % care W este qrup infinit,

S este presupusd o multime finitd!),

EAiteiis ={P],...,sn1 5 i mij=m(si5j) ordinul produsului Si6j TNVl
Atunci structura grupului Coxeter este determinata unic de matricea
h1EV4{(n,n); M=(mij)?,j=1' Evident coeficientili m sint numere Tn-
tregi (sau simbolul ©O 7Tn cazul Tn care ordinul produsului 6géé

esiteirlinAste) s c ul:

M= ) mibiE= U Rie2 )

i ? i
Vom vedea mai tirziu ca orice matrice simetrica ”16/4C(n,n' “Q\J
-

l)oo} care verifica (1) estte o matricelasociatd unui qrun Coxeter.

Matricea M poate fi reprezentata cu ajutorul unui graf neorien-

tat, numit graf Coxeter (sau Dynkin-Coxeter), cu virfurile v

1,.-.,Vn

in corespondenta bijectiva cu generatoriiﬁl,,_,,ﬁ RS e m U chilia
n

nte Vs v, (i#j) cu multiplicitatile mij-Z (deci daca m..=2 atun-

cijintre v. s v, nu avem muchie).

Simetria matricii M ne asigura ca graful neorientat este bine de-

Flitn il R
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S3a observam ca cunoasterea matricii M este echivalenta cu

.

cunoasterea grafului JIO

Reamintim c3 intr-un graf (neorientat) virfurile v, u pot fi

conectate, daca existd un sir de virfuri Visioiaists s Mo a.,l. WA LI (1
siOL‘JE sint unite cu o muchie (de multiplicitate21) (i=1,...,m).
Graful se numeste conex: dacid virfurile sale pot fi conectate.
Daca U este un virf, atunci virfurile cu care poate fi conectat
VaRlla e addaugam si muchii]q&wmenimm$yafun{xmaxima] si se numeste

componenta conexa a virfului v .

Orice grup se scrie in mod unic ca reuniune a componentelor co-

nexes

2.2, Fie (W,S) un sistem Coxeter si fie ]| graful asociat.
Descoﬁpunerea iuiTﬂTn k (k22) componénte conexe ne da o partitie
S=S]L)SZLL..USk (SiF\Sj=ﬂ) a.i. Subarupurile W. generate de S .
(i=],...,k) in W formeazd K sisteme Coxeter (Hi’si) si avem o des-
compunere de produs direct a grupului W=Hix...ka. Invers, pentru
orice partitie a lui S=%U...US“ si subqgrunuri Vi generate de Si
E13 ) & W%W]x...xwk, subgrafurile Ty,...,rl-corespunzétoare virfuri-

lor din S]""’Sk nu pot fiilconectate,

2.3. Definitie. Sistemul Coxeter (1,S) se numeste ireductibij]l

daca graful TanOCIat este conex.

Conform 2,2 orice sistem Coxeter se pboate scrie ca produs direct

de sisteme Coxeter ireductibile, Deci clasificares sistemelor Coxe-

ter se reduce la clasificarea sistemelor ireductibile

-

Metoda cea mai eficientd Tn studiy] sStructurii 'sistemelor Coxe-

ter este prezentarea elementelor siGiSslicla finli's ivia reflexii Tntr-un

spatiu vectorial real,

..2.’1-&2 (W,S) un sistem  Coxeter cu S={5h52""35n§
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Fie V un spatiu vectorial real cu o baza {_b1""’bn15 fixata.

Definim forma biliniard (simetrica) B:V x V—»R prin

o~ o
L B9

B(b.,b,)=-cos (daca m..=00 , atunci o = 0)
| ] mij 1) I]

Definim transformarile liniare GEEGL(V) nrin

G (x)=X-28B(b.,x)b, = s

2,5, Citeva proprietati a transformérjlorc;L

a) Fie H.={x|B(b.,x)=0} . Atunci .| =d
S i G"._2= 17

b) ordinul produsului G’i G’J, (Tn GL(V)) este m, .

c) B(giQ(),Gi(y))=8(x,y) deci GIEO(B,'Z_) ortogonal (peste Z)
al formei bilintare B .

d) reprezentarea G :W —»RL (V) G(6i)= qi este fideld (ker G =0)
In particular w={grupul generat de Gck

(Aceastd constructie ne aratd de ce existd pentru orice ma-

HriicelsMisciu mii=_l, mij?'z un grup Coxeter cu matricea asociata
éxact M).

Cum §(W) este un subgrup discret in 0(B47Z) finititudinea lui
este asigurata de compacitatea grupului 0(B,R). Mai precis:

~sictem

QUBBEClve | (IWh/St) un\Coxeter cu formd biliniar3 B. Arupul W este

finit atunci si numai atunci cind B este pozitiv definita,

Deci clasificarea sistemelor Coxeter finite se reduce la cla-

sificarea grafurilor Coxeter cu forma B pozitiv definita.

246 Te o rematideiicilialstiifitlicalre

Grafurile sistemelor Coxeter ireductibile cu forma biliniara

asociata pozitiv definita sint date exact de lista urmatoare:



E8 o—o ° o I LA indexul inferior=nr.virfurilor
FL& h—o——z—.-o—-——o il

G e

H 3

3 O OeeenD)

H}-} 0——-0——9—3—0

il s e (p25; p#6)

) P OO P/ 2 P

(Ultima restrictie este impusa ca sa evitam coincidentele:
1 (3)=Ay, 1, (H)=B,, 1,(6)=r)).

Cardinalele grupurilor Coxeter finite sint listate tn urmatorul

tabel:
A an ,D.n. ’5_6 l E, | E.8 | »F“ 5, lH3 |Hu \'2(F)
(nea)lf 2 nl2%0 nl | 2% %5120 3163 2823 | 152 l 2 l 420 |i4oo | 20

Grupul Coxeter asociat grafului An

este chiar arunul simetric

S.,41» deoarece in Sn+l transpozitiile ti=(i,i+l) R

meaza un sistem de generatori cu relatiile de definitie t2

= (Srr )3=I l

iyl i 2
o s | '_]:2’-'~;n s (titi) =] daca li'il>],

“
) f I C i 2 ] '
Grafu oxeter de tip Bn este un produs semidirect (Z 2\ > S“

si se poate identifica cu subgrupul lui S,, generat de elementele
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6i=(i,i+l)(n+i,n+i+l) Iiignisti 4n=(n’2n)' Sl i pulden erathiin

S2n de

6i=(i,i+])(n+i,n+i+]) i€ i dnitiis

6n;(”']r2”)(ﬂ,2n-l)'se identifica cu qrupul Coxeter de tin

WE
(et Vi
Cazul IZ(D) (Gz) se identifica cu grupul diedralé@F(&%).

2.7. Lista grafurilor asociate sistemelor Coxeter ireductibile

cu forma biliniard pozitiv semi-définita este urmatoarea:
~ o0
A1 00—
Y - - -— -
Ag, (41 wvirfuri,€22)
~ Z Al :
BZ [« P S wmdexul nferior =
it a4 o TR T W S |
o~ P2
BQ O O~ = - - -—I——-o (Q,),’;)
~
22 2
Ce 0—-0—-0——0 ““““ Obvemmemrsa() (e_?,%)
~
D _____
e
i | (2 2u)
~
Ei

o™
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3. Algebre Lie semisimple

3.1. Fieg o algebrd Lie (neste un corp K algebric inchis
de caracteristics zero). Unicul ideal maximal rezolubil Radg
S€ numeste radical_u_l_ luig.

Algebra gq se numeste semisimpli dacd Radg = 0 (simpla, daca

Nnu are ideale proprii).

0 subalgebra n q se numeste torald, daca contine numai ele-

mente semisimple, Fie h o subalqgebri torald maximala. Deoarece h

este abelijana ad h este simultan diaqonalizabila, deci avem descom-
g-

punerea Cartan: g = h @ (@ g“) unde g“={xeg\[hx] =x(h)x ¥ hé:_fl}
xed —

sint subspatii proprii generalizate si @ {o(eh“{ geste mul-
! a‘ﬁ 0
timea radacinilor algebrei Lehe g. Fie (h],h2)=T (adh1adh2) forma

Killing restrictionatd ne h. Deocarece ( . )este nedenenerata putem

—

defini forma duald (notatd tot cu (,)):pe h*. Daca E=R®_ E. undeE

QA Q

este @ -subspatiul generat de @ n h*, atunci forma (,) ne E este

pozitiv definitasi sistemul de r3d3cini (@,E) are proprietatile:

a) @ genereazé E/, 0¢(_p
b) dacs DLG(% atunci Zoﬂ.n¢={o( -“E

c) daci & (36@3 attiuncih'= :(-O(L&a(To{ e@

d) daca ot PQ@D atunci 20(‘0( =y A ° -

Conform teoremei lui Serre clasificarea alaebrelor Lie semisim-

ple se reduce la clasificarea sistemelor de radacini.

Un sistem de raddacini este ireductibil, dacd nu se poate parti-

tiona multimea radacinilor in dousi submultimi proorii a.i. fiecare

radécina din prima submultime si fie ortoqonalj pe orice radicing

din a doua submultime, Descompunerea aloebrelor Lie semisimnle Tn

suma de algebre Lie simple 3_=3£B"£93§, coresnunde exact la des-
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compunerea sistemului de radacini ca reuniune de radAcini ireducti-
bile.

Deci in final ajungem la nroblema clasificarii sistemelor de ra-
dacini ireductibile, Evident sistemul de radacini (§>,E) este unic

determinat de matriceaCartan (<0( i’o(j)) undeA={°‘4,---->°(e.g
este o baza in ¢

5 sy NG e

Sa observam c3 pe linga\matricea Cartan (<@(i’°<{>)i IS EE
pozitiv definita avem si o proprietate de integralitate <°‘>("’>€Z"
PENtru orice d,@ﬁi@% ceea ce ne conduce la faptul cd sinaurele un-
ghiuri posibile intre radicini pot fi {ﬁ}Z, N/3,‘lﬁ73’ 'W/q

r

3Wy e g‘/6’kadicé (o(i,ozi§<o<i,o<i$e{0,l,2,3}

Graful Coxeter asociat sistemului de riadacini (qb,E) este un

b

graf neorientat careMvaTrfuri Visessr Ve S i v, se uneste cu v.

|
cu o muchlg de multiplicitate <di,dj><dj,ci{>€{0,1,2,3k . Deoarece

matricea Ca?tgn nu este simetrica graful Coxeter nu determinad unic
matrice 7 ’ i 4 {2 }
amCamtianit(in cazur|1e<i,0(J.>(0(J.,O(i>E 1502 4

In diagrama Dynkin nu se pierde aceasta informatie. In cazul

produse]or(D(i,O(J.><o(J.,o(i>e {2,3} muchifili el (il i) i'cu multipnlici-

tatea 2 sau 3 se marcheaza cu o orientare

o—r—1 daca (O(L)o(3>=2><°(8,*.'_>=’3
: daca Log iy =2 P Xy, % y=1

3.2. Teorema de clasificare

Lista diagramelor Dynkin ale sistemelor de radicini ireductibile

este urmatoarea:
Ag O gy e e Uil (E)])

B

O——O—0 - = = = = -

(2 =0 (C)Z)

C o A

Ble e s (€2 3)
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Consideram grupul W generat de simetriile 'g’«_ E—F,
L5
GL,(X)=X-<X,M>0§, atunci \/ este un grup Coxeter de tin indicat
(%

Tn tabelul urmitor:

g e e Ce De |Ep M4 Gi Sa observam ca W este de-

VWi Ae Be BQ De (Ee ) terminat si de qraful Coxeter

asociat sistemului de radacini.
Grupurile Coxeter de tinp HB’ HQ’ Il(p) evident ca nu anar, din
cauza restrictiilor sunlimentare asunra unghiurilor Tntre nlanele

de simetrie,

L, Matrice cu coeficientii intregqi pozitivi

4L,1. Introducem citeva notatii. Pentru o submultime SCIR si

™M, n numere naturale 2 1, notdm cu Mo n(S) multimea matricelor cu

]

meliiiniitiistigintic ol oanevicutsiinitinairii 'd i in Sk Mm(S) €steé o prescurtare pen-

tru Mm S Mfin(s) este reuniunea tuturor matricelor de tin

,m(

My a(5). Un element X€M_  (R) se poate

L i deniti'fiicalcu o aplicatie
’

. . 4 = i a 3 i Q0 |
liniard (dupa ce am fixat o bazj ortonormald Tn R pentru fiecare

n i RE S R o iAo be ra to i s (euclidiani)
Xl = sup yx g |
HEN&y

Este o problem3d f®arte dificils (si

se defineste ca

inci deschisi) determinarea
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@

multimiiMS)={t€(R+\3Ye_Mfin(S) cu “Y“ & t} chiifarasiitipenit nueS=
N sau Z, sau {0,1}. Se banuieste (A.J.Hoffman) de exemplu, ca
/4W({0,13) este densd, dar nici acest fapt (numai informatie calita-
tiv3) incd nu s-a demonstrat.f.S5candalis a demonstrat ca /VKAYS))=
3”25), ceea ce arati comportarea foarte ciudata a mulgfimii _Af
in functie de S, deoareceJV(S) este o multime mult mai bogata de-
i cit S. De aici, am putea si conjecturam c5[(ﬂ)=/W(l), dar farAa
sa stim s-o demonstram.

Chiar si rezultatul clasic al lui Kronecker, arata ca 1in spatele

problemei stau (poate) proprietati combinatoriale-arittmetincevifime

ale numerelor.,

Teoremd (Kronecker). Fie X o matrice finita cu coeficienti
-~
din Z . Dacd. kxh <2, atunci | x|= 2cos:;—: cu q numdr natural 3z 2.
Pentru orice q23 existd o matrice XeHCq/?}({O’]X) asitifetlnic t
Iy . ik T . :
nX“= 2ilclos & (deci aceste valorid2 cos -El-]s se realnzeaza).

0 reformulare a teoremei lui Kronecker este eaalitatea multi-

3 [ ]
milor:

w2 Al@info.2] o A udeeos Th L o

Este imediat cé/()(lN)f\EO,Z) =/1[.({0’]})n[0’2) ol
Aonfp.2] Alfo, 1,200, 2].

Deoarece scopul nostru este clasificarea matricilor (intr-o

) anumi ta echiva]enté)XEMfin(N) cu [Ixl|¢2 putem presupune c3

xemfin({o,l,z}).

it Xiiseltipoaitieitdesariiel complietiide "un "qira'f bicolorat. cu

multiplicitatile muchiilor 1 sau 0® (imitind notatiile din teoria

grupurilor Co>’<‘e‘ter). Deci fie X =(xi_i)€r1m’n({0,],23). Atunci gra-
ful bicolorat F(X) are:.



- m virfuri neqre Nyseenyn
=N VI r B U et ibie e 3 S E]
112 n

- nu avem muchie Tntre virfuri neqre si Tntre virfuri albe,

=Svigrfal n. se uneste cu virful ai atunci si numai atunci cind

x'i j#O si 1n acest caz multiplicitatea muchiei este 1 daca X, i=]
y 3
siiesite ¥ malrcatiic 00 daca X L=2),
g ’
Exemplu
vy n.
(1 0 E 1S D o) ~ oo
X (x)
Ol i} o o
Oy S 2 S
b4, 0 permutare X a multimii {l,Z,...,mE se identifica cu
O matrice deHm({0,1}) (a automorfismului liniar care permuth ele-
mentele din baz3i: ei—ye‘x(i)), Similar nentru @esn. Matricile
XS HAX i M n(ﬂ?) se numesc pseudoechivalente daci exist3 XES
s i (’5esn Sallgline] =.o(x1(5 (deci din X, nutem s3 obtinem pe X, nrin
permutarea coloanelor si liniilor).
0 mafrice seé numeste redusa daca nu contine o coloansi sau o
linie formatd numai din elementul zero. 0 matrice reduss XEM
: m,
! Lty ¢ IR i
~se numeste indecompozabila dacd nu exist3 X‘eMm’,n' ST €Mm“ o
/ i X' 0 - - Y
i m'+m“=m, wen'=n a.i sa fie nseudo-echivalenti cu X
0 Xll

Avem echivalenta urmatoarelor fanpte:
aniain) X redusa
~~
e T contine un virf izolat
b) i) X indecompozabil
~
ii) T(x) graf conex

cH) X4, este pseudoechivalent cu X,

~ A
ii)I1(X]) SiIﬂ(XZ) sint izomorfe ca grafuri bicolorate, -
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L.,5, Citeva observatii:
t .
a) Trecerea de la matricea Xer%}n la transpusa X E?%1n se iden-

tifica cu schimbarea culorilor in qgraful bicolorat fﬂX).

o . O ™
ie matricea X = 0 ]) cuiiTICX)i=

X este pseudoechivalent cu Xt= (: ?) ceea ce este 1n corespon-

dent3d cu faptul ca grafurilee—o0 o 051 O—8——0—8 sint iso-
morfe ca grafuri bicolorate,

c) Matricile X =(l ])em1,2 SHi xt = (:)Ehg,] nu sint Qseudo—
echivalente ceea ce se vede si din neizomorfismul arafurilor Eiﬁg-
lorate: 0—@——) si o o °

Deci bicolorarea grafurilor este esential . fraful subiacent
necolorat nu distinge Tntre X si Xt. X si X' sint nseudo-echiva-
lente atunci si numai atunci cind graful necolorat are un singur
Fip de bicolorare.

d) IR il vla id e ticl /A stEitc Blne i i m 3 tio al ey dia Clal e ulit s X% nu sint
pseudo-echivalente, vom trece numai matricea X cu mentiunea ca

aipaipeliicastiiipisdiifie r'i't s ¥t

4L 6, Teorema de clasificare

a) Matricile indecompozabile din Mfin(n) cu normda< 2 (modulo

o pseudo-echivalentd) sint clasificate de arafurile bicolorate

date de urmatoarea lista:
AAg,... © Wt
e:Zm M OAA-.O'--
m,m ooi..:-_-. oO—@—O0—9----- (Y NU
000+ - AA S
AQ, mzi 000 -+ 0a O..POJ'G_
AA
0=2msd M Atk ©
) M W 0—& —OD-=--= =~ — 90— DA
m 2A 0 ‘M ‘
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&A.o
(APl M o141 O :
s o WLEES Vo “R WY e NI R o 'DA
L Y | \.‘go
Q:2m+1 20 0
: ™M s o pitaclisid A L DA
m22 o 400 i
TR
Miloito
[ - —
Ee t=¢ Mn (1 A 1) DA
4 0o 4
A O 0 o
E; t=3 Hm A A A o) DA
O GTAIEA
Ao o o *——0——I—~6——6——0——J
= 0 444 o
g lit=x MH,‘; 004 A D
o 0 0 14
======J=======J=======;J===:===:::===::====:====:==_—_=========J ______
In plus | X[l= 2cosE€r unde hn este (numirul

f\.Ae= P A = 28 ol
b) Matricile

(modulo

rate data de urmatoarea

pseudo-echivalentd)

VAR R AR
GG 5 E*

indecompozabile din

Ififsitia

Coxeter

?

f

M in(w) CU nofma eqgalid cu 2

€8==30;

)

sint clasificate de grafurile bicolo-

==f=================='—"=========]'=======
) : i
A4 M4,4 (2.\ o NU
@)
Ay 14
i A
e.-'lw\d LN S : D NU
4 T4
m?2 A A
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ek 44'1\‘ o
=dm e
M ) LAA e TR TR TR DA
Q) Mm22 : O AAA
De
A
A
Aok O
€=2usy M“H A AV RN i
St iy
e o A4
ABARA

s e e i e e s o s e o s s i e e e e e )

L,7. Legdtura cu algebre Lie semisimple si grupuri Coxeter

? R ) %
Fle X€Mm’n({0,13) cu (XM« si sa consideram

0 L X '
Vili= (Xt O)GMm+n({0,1}). Atunci ZIt -Y este o matrice reala (R =m+n)

simetrica, invertibils, deci se poate scrie 2%,-V = ZiatR

zerye(m), Z simetrica cu valori proprii strict nozitive. Fie

“1"-*'“3 coloanele lui Z. Deoarece Z este inversibila, vectorii

“4*"')“& sint liniari independenti si nrodusele scalare <di,<xj>

i AN S LA
sint egale cu (Z7). j=2gij-Yi,j , adica vectorii & . au lunqime N2

Iy

w 20

siunghiurnitkefiintiresiacesitiifive ctorilipo tififiitieqgalie icu tilsiau 'cu e
A

Ei formeaza un sistem de radacini, care este ireductibil, atunci

si numai atunci cind X este indecompozabilid. Deoarece in acest caz

apar vectorii de aceeasi lungime, sistemul de radacini trebuie s3

fiel ided tilpadAly Diisiad. JE¥
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Prin considerarea grupurilor Weyl al unui sistem de radacini,
avem legatura si cu grupurile Coxeter., Gfrafurile Coxeter asociate
grafurilor Coxeter nu 87nt altceva decit grafurile necolorate subi-

~J
| I? 4 0 X . ’
acente grafurilor (X), MaltiriiclealByie=" este chiar matricea

Mg
de adiacenta a grafurilor Coxeter,

4.8, Cu aceste: .observatit (foate)nu este surprinzatoare

$i posibilitatea obtinerii grafurilor de tin BLF,R,H, 1,

Fie “(={0,1,2.SU{_2 cos El{ (vezi 4.2)
q C!:L"556,¢-. ~
Fie XEM (K). Construim ca si in 4.3 graful bicolorat IRED
cu diferenta c& multiplicitatea muchiei Tntre n. si aj este g-2 da-
- w
caiXhiis=2lico s a (aceastd definitie este valabilid si in cazul q=2,3,%

cu observatia c3 00 -2= 00))

Exemglu:
~;
x=\E- Qi TE ol Al T
N[
Teorema

Matricile indecompozabile din Mfin(M) cu norma<:2‘sTnt clasifi-
cate de grafurile bicolorate de tip [\Q(Q;,z) BQ(QZ'Z) DQ(Q;Q)
Ea(e=6,7,8), FL|’ FZ’ H37 HL*’IZED) (p}S p#6).

Tabeliuliiicazurilon BQ(sz)th’CZ’HB’Hh’IZ(P) este urmatorul:

e e e e wem e -
e e e e n o v — T = == e = . -
——--—-——.«.-——1—._——

AL S
~ A A
€=2m AA
L e S R U Y

ATa e
e=2m+i Mm‘)mﬂ 41-\ ) (sl NN _....---Qio :DA
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2 NuU
o0 —e—9
' 4
G2 Mlxi \ et A
H3 12 R C 0 STRIES .
L MZXZ Q__{)___.io }A
ad P2 NU
12(p)M1x1 il o
p
-.......__L_____._ 14 ALt ot b i R ey I R B o S St S
Norma matricilor se calculeazi cu formula ||,‘(“= 2cos unde
h‘p este numarul Coxeter:

Be

L0 h(F,)=12, h
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APPENDIX F  Teorema Poincaré - Birkhoff_Witt.

In cele ce urmeaza vom prezenta teorema P.B.W. sl conse-

cintele sale care ne dau o imagine asupra structurii algebrei

universale envelopante asociate lui L.

Fie V un spatiu vectorial finit dimensional fixat peste
un corp K de caracteristicd zero si TOV = K, ™v =V ® coei D
’ b oQ
@i Videimiioris zﬂv) = GB TV cu structura evidentd de pro-
i=0 j
dus data de (v1 @...c&vh)(w1 Q@ T D wm) =V1 (o e
k+m
@ Vil ® w, R meT V. T(V) se numeste algebra

tensontal s hiar iiggbra~53metricé CT(V) se obtine factorizind
it'(V) la idealul I generat de et O ivill— MR O il s de C 1 CT(V) =
= E(V)/’I;cuo’ vom nota proiectia canonicd (¢ : I (V) —> G(V).
(?(V) are o graduare naturala [y(V) = é§ SiV obtinuta
prin proiectia ¢ din graduarea naturald de ;éoflj(v).

Fie L o algebra Lie arbitrara.

Definitie Se numeste o algebrd universald envelopanta

pentru L o pereche (?L, i) unde ZL este o alaebrd asociativicu
unitate 1, iar i : L =W o aplicatie liniari cu i/( L asiaies

= i(x)i(y) - ily)i(x), x,y € L, astfel Inclt pentru orice alty
algebra asociathﬁB cu unitate si orice aplicatie liniari j:L—B
iy A [x,y] Yaki= g () ) = a0 ) X Gy E CHD s a e xd st in i mor £ism
de algebra q :?&._7B ducind unitatea in unitate astfel .ncit

diagrama

sy fie comutativa.



ST R Ei

Unicitatea lui (u, i) rezultd printr-un procedeu standard.
Pentru existentd consideram idealul J al lui T(L) generat de
x @ y-y @ x - Ex,y] SR e ST S T de £ pd QL(L) = ‘:f(L)/B
Notind cu 9\ proiectia canonicd {E(L) -—?Q((L) perechea ( &(L) k)
va fi o algebrd universali envelopantd pentru L dacd i este res-

i C A O T S R AT e Ly om nota ZL = ZL (TS

m e :
VOmMENOTaM Uiy ) componentele gradudrilor canonice de pe

T: I(L), G= G (L) si definim o filtrare peTprin Tm =

= T0 © T1 St SY S Um =0 (Tm), U_1=O astfel relativ

la inmultirea din (UL avemiRiy IR G0 SIS Grralat] L by el
m p m+p m m+1
AlalE T g
notind G* = U /U si 9: &P ¢, cj capitd o aplicatie biliniard
m=0
g X 6—39 in raport cu care g devine o algebra asociativd cu

; il b4 m
unitate. Notind cu ¢m compunerea) aplicatiillon Tm-—bUm——sG obg

(o ad
tinem o surjectie care se extinde la o surjectie liniari 4),[;“98

(ducind pe 1 in 1). Avem mai precis
~
Lemd :Cp: ,\1,—»,5 este un homomorfism de algebre. Mai mult
@(I) = 0 astfel incit CID induce un homomorfism de 1la G(L)=T/I
in g

Demonstratie. Faptul cé@ este un homomorfism rezulti din

felul cum a fost definitd structura de algebra pe S . Deci pentru
a demonstra ca qD (I) = 0 este prin urmare suficient s& aritsm

Cé@(x®y—y®x)=0.Dar T(X®y-y®x)€U2 si

—

g Qi i IR @ i) =
uell ) X 2
=il y] ) € U, deci (p(x e B RO I SR

din definitia idealului J avem ca

deci @(X@Y‘Y@X)=0

Putem formula acum teorema P.B.W.



g

= 5 L

Teoremd. Homomorfismul w: G "'"g este un izomorfism de al-
gebre. Inainte de a da demonstratia teoremei vom deduce citeva

corolariit

Corolar 1. Fie WC;Tm un subspatiu liniar astfel Encatapiic
. : i m
catia canonica Tm-—¢ g™ 1 duce pe W izomorf si surjectiv in S5 .
Atunci V(W) este un complement al lui Um-1 in Um'

Demonstratie Avem urm&itoarea diagramd comutativa

Deoarece W este izomorfism rezultd c& aplicatia compusa

'PO)T duce izomorf We T pe G" care este chiar afirmatia

din enunt.

Corolar 2.  Fie (x1, Xop e Yillotbazat ordomatal 'asiliaisems
Atunci elemente SR s e W(xi“) ® Xi(2) - " ® Xi(m))
m € z*, df(a S it onE S < i m) impreund i culliitormeaz sl ollbaza

RETp ] )

Demonstratie Aplicam corolarul precedent pentru W spat!iu

liniar generat de X3 (1) (V4] Xi(2) w S G Xi(m).

Corolar 3. Fie H o subalgebrd a lui L. Atunci homomorfismul
2{ (H) —> Z{(L) indus de injectia H—-— L —5Q((L) este injectiv
si MUTeste fun iy(H)—modul hibe s

Demonstratie. Aplicdm corolarul precedent prin extinderea

unei baze a lui H la L.

Pentru a demonstra teorema P.B.W. fixdm o bazi ordonatad

(x )AG_Q. a lui L si pentru orice sir Z= (RN LA AR )m)
in () ludm x Z=X A A ol WA R T @x;\me"rmiar
VA imaginea sa 1in SikL ]

2

e e R R A - I I SRR M e ¥t T



L 4

SR O

f
Spunem ‘A & E daca N ¢ h pentru orice pH in 2 .

Urmdtoarea lemd tehnicd pentru a cdrei demonstratie trimitem

la [H] va fi esentiala.

L —» gl 6) astfel incit

DL

Lemd. Existd o reprezentare 9

(a) Q (x4 )ZZ = Z"LZZ pentru
(b) < (x o )Zz = ZZ_: modulo S_ daci 2, are lungi-
me m.

Din aceastd lemd deducem usor urmitoarea lemd

Lema. Fie t € 'I‘m (\ J. Atunci componenta omogend a lui t de

grad m se gdseste in I.

Demonstratie. Prin compunere homomorfismul din lema preceden-—

tavdafoWapildiicatie ) lindars ? ::LV —> End (T) al carei nucleu 11
contine pe j deci ? (t) = 0. Insa conform lemei precedente 9 (t).’l

este un polinom al cdrei termen de grad maxim este chiar Iy (tm) 4

Deci tm E S -

Demonstratia teoremei P.B.W este acum o consecintd imediati
atilemeifinprecedente:;

Demonstratia P.B.W. Fie t € ™ astfel incut SVTE(E) G Um S

Vrem s& ardtam ca atunci t € I. Deoarece W (t) & Um—1 Lol sy A
existd t’ € T . astfel inc.it T (e =TV (e R
t - t’E Jﬂ Tm; In acest caz lema precedenta implica faptul ci par-

tealomogend de.ordin m dinjiti=it leste’ in I, 1Insd aceasta este chiar

1
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