SEMINARUL DZ ALGEBRA COMUTATIVA

Conducztor stiintifice Prof.N.RADU

TisMA s OMOLOGIA iNELELOH LOCALE WOBTHERIBNE

Expuneri: S. BARCANzSCU
C. MATEESCU

Perioada. septembrie 1983 - januarie 1984



INTRODUCERE

Ciclul de expuneri privind omologia inelelor locale noethe-
riene a fost finut in cadrul geminarului de Algebri Comutativa
(Facultatea de Matematicd - INGREST), in perioadas septembrie 1984-
Qianuarie 1985, de cdtre S. Bircinescu gi Cristina Mateescu.

Tema aceétui ciclu de expuneri & fost propusi de Dorin Popescu,
§rezenta redactare fiind ficuts dupd notele de seminar luate de

Cristodor Ionescu.

Reugita expunerilor a fost asigurati de indrumarea competenté

a.
prof. N. RADU (s Mabe) dr. D. POPESCU |
ar. Al. BREZULEANU ar. A1, BUIUM (INCREST)
' dr. A. CONSTANTINESCU

La buna desfésurare 2 lucrarilor seminérului, au contribuit:
1. S.Barcinescu 6. C.Mateescu
2, I.Buruiand 7. V. Nica
3. G.Chiriaceséu 8. A, Nit3d
4., M, Cipu g, D, StefZnescu
5. C.lonescu Jo. R. Urstanu

Redactorii exprimi multumirile lor tuturor celorlalti
participanﬁi, care au contribuit in mod substantial ca prezenta

redactare si fi.e considerabil tmbundtiatité fatd de expunerile inses:

junie, 1985 5. BARCANESCU
¢. MATEESCU



i

gy e RI-N& : pag?

EXP.I - COMPLEXE DE LANTURI PESTE POSETURL FINITEe ¢ o » o ¢ o @ 1
§1. Complexul combinatorial - - - < * * ° ¢ L L
§2. Complexul topologiC . . & 4 o o s o o s 60 o o 7

§3, Complexul algebric

00.Q100000..0O13

EXP.II - COMPLEXUL KOSZUL { DEFINITIA |, |, 18

& » L d L & L4 e ® ® ® L 2 ®

$1. Complexul algebric al lenturilor wnui lant
finit [ 2 ' [ s @ &

¢
L4 L] * L ® * ® s ® @ L4 L3 ® };8

§2. Complexul algebrei exterioare o+ ¢ « « & o « « ;25
§3. Complexul minorilor unei matrici generice , . 30
§4. Produsul tensorial al complexelor simple . . 36
EXP.III - COMPLEXUL K0SZUL: STRUCTURA MULTIPLICATIVA o « o o 28

§1, Multiplicarea exterioard (concatenarea
lenturilor) .

® * [ ] (] * L ] L] L ] L 4 L] L ] L ® £ ] @ L] 58

§2. Structuri diferentiale pe algebra exterioard ;; he

EXP.IV — MODULE DIFERENTIALE KOSZUL , . . . 4 4 u o o o o « o

§1. Module diferentiole KOSZUL , , . o 4 o o o o » 57

§2. Structura locald a modulelor Koszul _ |,

=
e e @ Ol

§3. Omologia modulelor diferenfiale Koszul |

o o oY
§4. Siruri regulate. Codimensiunea omologicd , |, 01
§5' Apllcatil e s+ o e @ ¢ € e s s e €& © o o & © @ 7?

EXP.V — ALGEBRE DIFERENTIALE GRADUATE, . . v o o o o o o s o ¢ 82

§1. Categoria algebrelor diferenyiale graduate,,. &2
peste un inel comutativ unitar

§2. Adjunctia variabilelor gi anularea ciclilor
OMOEENL + o « ¢ o s s s » s s o s s o s o o 87
2.1. Cazul i = 1(mod 2) (ciclu de grad par) 88
2.2, Cazul 1

1]

O0(mod 2) (ciclu de grad impar%l

§3. Anularea bordurilor care nu divid zero
si adjunctia variabilelor in omologi€s ¢ « o = 95

§4. Aplicatie: complexul Koszul al unui inel local
noetherian . , |

U (S T T SR TRt RO U D M 97



EXP¢VI - OMOLOGIA KOSZUL A INELELOR LOCALE NOETHERIENE o o » ¢ o
§1¢ Intersectii Complete 4 8 & & ® ®8 ® ® o & ® ese
§2. Inele locale Gorenstein , , , . . « o o o770 s

§3. Multiplicitatea T I T N B R T R

84, Sinteza rezultatelor , ., ., o o o 5.5 s 8 .+ v o

AT

(]
0
=%
=
o5
@
.
@
o
.
®
o
.
B
.
°
®
®
®
@
e
e
[ 2
°

BIBLI

® L] » E

Page



-1-
EXPUNEREA I

COMPLEXE DE LANTURI PESTE POSETURI FINLTE

In cursul acestei expuneri vom nbta cu (P, 4) un posef finit.
prin (P (P),€) notim laticea booleant a parfilor lui F. Daci P admite
un element maxim (minim), acesta se va nota cu ﬂ'(resp.O).

§1. COMPLEXUL COVBINATORIAL

3 Definitie.

0 submultime I CP se numeste "lant" dacd subposétﬁl (I;é-)
este total ordonat. |

Multimea tuturor lenfurilor lui P o notim cu O (P).

Convenim c3 A (P) contine si lantul vid Q5 ‘

l. Propoz1§1e.

(A(P),L) este ord-ideal al laticii booleene (‘B(P) Cor Yy

Demonstratie.

Orice submuliime a unuislant, rimine lant//

Din aceastd propozitie urmeazd cé /\ (P) este un complex simplicial.

Ca ord-ideal in (P(p), <), O (P) are urmdtoarele proprietédti.

2. Propozitie

(4 ) Deei T o & A(P) si 1< J , atunci sotisgoatallr Sl

considerat in A(P), coincide cu intervalul {i,U] considerat in S>(P)

(ii) Posetul (A(P),C ) are proprietatea Jordan-Dedekind.

(iii) Functia Mobius a lui (/is(P),g) coincide cu restrictia

functiei Mobius a lui (P(),&

Demonstratie

(i) Orice submuliime intermediari K€5[1,132P(P) ramine lant,
deoarece < este lant.
(ii) rezulté din (i), deoarece laticea bQoleané (f?(P),é;) are

proprietatea Jordan-Dedekind.

($ii) rezultd din (i), Impreund cu definitia functiei Mobius.
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Rezult#i din Propozitia 2, (ii), cd (A(P),C ) este poset graduat,
mostenind de la (P (p),S ) functia rang. '

Rangul pe ({P(P),CZ) este dat de cardinalul unei submulfimi, notat

cu. ,

() mep ,  (ml =®M.

Restrictia la A(P) a acestei functii, suferd o translatie
de (-1), datoritd necesitdtii intuitive de a gradua lanturile dupd
“numérul de verigi".

Mai precis, vom numi " ungime" functia 1 Zzﬁ(P)-’%>Z+ , definita
prin.

(W) 1€ AP, U =[1)-1.

Observatii

(1) Cind A (P) este privit drept complex simpliecial, functiia
1: A (P)—> 2, ~se numegte "dimensiune”.

(ii) Cind posetul (P, <) este el fnsusi un lany finit, A (P)
coincide cu laticea booleani 5)(P). In acest caz, graduarea natural:
a lui ZS(P)Veste cea dupd cardinal, nu cea dupid lungime (vezi Bxp.1

Unicul simplex de lungime -1 este simplexul vid.

Vom nota cu 1(P) = max { (1) / 1 ézﬁ(P)} gi vom numi acest

intreg "lungimea posetului P".

Dacd (P, <) este de la bun inceput graduat (i.e. (P, £€) are pro-
prietatea Jordan-Dedekind), atunci toate lanturile maximale din
A(P) au aceeasi lungime 1(P). In acest caz spunem ca N(P) este
"complex pur".
Pentru’i é§/~1,o,l,...,1(P)} , vom nota cu

A, (P) = f[1e &) / 1EB) = i},

j-radicalul ord-idealului (AP®P),<).

Agadar, are loc partiﬁ%ag
I\ P
Ay =U 0 A,

i=-1



Ve

o A ={gy . A @ = (/xe®y, A®) =] x<y|xyer),
5k Z_\i(P) = {(xo<xl< .'..(xi)/ xkéP} ""’Al(P)(P) = lanturile
maximale din A (B).

EXEMPLU

Considersm posetul (P, £) dat de’

Kb 3 Z

D) ; i
Complexul simplicial (A(P), &) este.
(p<x< B (o<y< 1) 2-2

{=1

Q:D
Lz-d

Tot din Propozitia 2((iii)) rezultd cd functia Mobius a ord-idealu~

1ui (A(P), ) estes

W) 1,0€A®), 163, (1) = (u Il

deoarece aceasta este functia Mobius a laticii booleene (@(P),Q e
Cu ajutorul acestel functii (care este un invariant omologic funda-
mental al posetului (P, £)), definim un important "invariant local'
al complexului simplicial (A(P), <)

2, Definitie.

Fie 1€ A(P)~{g} wun lang pevid. Se pumegte "signaturi"

A A

pe I, functial &£ ¢ I—>{-1, +1] , unde I ={ye®/ (3) x€I

gi xéy} , definiti prins
' Vo (y) ;
gty Ealay= (A1) T e Byl et hx el e v}



ke

Observatie.

Signatura locald é\I' desi def;nité direct (la Def.2), este
de fapt datd de. EI(y) = —/UA(fZgl, ?I), cu yéfl\ gi /3\11 ={ xEI/xély}.
Din motive de spatiu, preferém modalitatea de mai sus de introdﬁcere
a acestui invariant.

Vom introduée fn continuare, pringipalele notiuni ce apar
$n studiul structurii locale a complexului simplicial_[&(?).

3, Definitie

Fie I €A (P) un lant.
(i) Se numesgte "frontiera lui I" mul{imea de lanfurit
R(1) ={7€A(®) / resy

(ii) Se numegte "complexul local al lui I" multimea de

lanturis ; _
L(I) ={J€ A(®) /10T =@ §1 IUJ éA(P)}
(iii) Se numeste "aderenta lui I multimea de lanturic

A(I) = B(D)UL(T) (evident, F(I)NL(I) =P).

3. Propozitie.

Pie I € A(P) un lant.

(i) F(I) este un filtrud ord-idealului A (p)

(i) L(I) este un ord-ideal al lui A (P) (deci L(I) este

subcomplex simplicial al i A (P)).
Demonstratie.

(1) Daca J €F(I), 3*'€ A(P) si JLIY, atunci I £J <3,

deci J' € F(I).
(i1) Dacd J €L(I), J* € A(P) gi J"<€J, atunci J"AT =
(cici JNI =F) ¢i J"UILIVI € (P), deci J"UI ¢ A(P), adicd

J" € L(1) o/
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Dacd I = (x) (x€P) este un lany de lungime nuld, punem: P(x), L(x),
A(x) In loc de F((x)), L(E)), A((x)). |

4., Propozitie.

Pentru orice x € P, A(x) este un subcomplex simplicial al lui

LALE)

Demonstratie.

Observim ci F(x) NL(x) =@ . Pie JeA(x) gi Jre A(P),
J'C Jd. Atunci J' se poate afla in una si numai una din situatiile.
a) x€J'=>J3'€F(x) £A(x); D) x €J'=>3"' € L(x) CA(x) v

Pentru orice ieé{-l,o,l,..., l(P)} , VOom pune.
P Ax) = F(x) N (P); L, (x) = L(x) N A (P); A, (x) = A(X)C)Li(P)

2Py | .
Agadar: A(x) =U Ay (x) si Ay (x) = Fi(x)k)Li(x), pentru
v j=-1

fo il Bl e BB s
S3 remarcim ci unele dintre multimile Fi(x) (resp.Li(x), Ai(x))
pot fi vide. De exemplu: F_l(x) =§5, Ll(P)(X) = QS.
Structura locald a lui N (P) este datd de suocomplexele simpliciale
{A(x)/x EP} .
S5 remarcim ci, dacid P are@(resp.D ), atunci:
A©) =D(P) (resp.A(T) =A(P)).
In particular, dacé (P, <) este lant finit, atunci -

/NP) = A(x) , (V) x€P .

In continuare, fixim un element oarecare x€P,

4, Definitie

(i) Se numeste "contractie cu x" functia et F(x) —>L(x),
X

definitd prin: (V) I€F(x), cx(I) = I~4xYy .

(ii) Se numeste "dilatare cu x"functia ax  nlx)—20lx);

definitd prin: (¥) I I(x), a*(1) = 1uidxy .



i ,
Pentru comoditate, vom nota: cx(I) = I,, cind I€F(x) i a%(1) = 1,

cind I€ I(x).

5. Propozitie

Functia W o A(x) >A(x), definitd prin:

I, , dacd I€F(x)

w(I) = X '
I™, dacid I€ L(x)

este o bijectie involutivd (adicid wewr = id (x))

Demonstratie

Rezult# imediat din Def.4 ed WowW (I) = a% c (1) =

X
iy = I?

y - _ X . 3 & ;

cind I EF(x}si wWow (I) = ¢ d (1) = I, = I, cind IéL(x),y
Signatura locali pe A(P) (cf.Def.2) se comportd prin localizare
in modul urmitor.

6. Propozitie.

Fie T€ A(P) un lant, 1(I)> 1. Au loc relatiile;

(1) (V) x,y€I gi x<yl E5(x). €1 (3) = - E.(3) €] ()
x y
(2) dacd I €L(x) g9i y¢c1I, atuncis EI(x) E'x(y) = - EI(Y)Ei(x
‘ I
Demonstratie

(1) Aplicim Def.2 31 obtinem succesivs
€I(x) flx(y) + fl(y) §Ié(x) (-1) = )( l)“ 9)+ (- l)y {g)( l)D‘L?*(‘K)=
==\(-1)2)I e 'H)IX@)«‘(-I)DI(%)+))L§(X) = (deoarece x<y) =
- 1) 00 7 (4)- i+ (_1)),&(3)4()/:(@ . ‘
(2) Deosebim doui cazuri.

(a) x<y. Ca mai sus, obyinem succesiv:

* = (x) +p (3) YV (9)+ 2y CK)
EI(X) EIx(y) +€1(y) éz (x) = (-1) + (-1) ©

%) (x)+2J-(%>+4 ylg)+u,(‘x)
= (deoarece x<y) = (~1) f2) I P

It



Ei

(b) y<x . Ca mai sus, obfinem succesiv.

y-(x)+léx( J Ly (gt Yy (X)
f;(xﬁ fzx(y) + & (y) § (x) = (1) * ? + (-1) ° A Ly

3 vy <)~}
= (deoarece y<x) = (-1 )Ll( K ﬁ)(— 1) LQ})f&ﬁ = Oﬂ/

Incheiem aici scurta prezentare a eomplexului simplicial
al lanturilor posetului finit (P, < ). Dintre numeroasele proprietdti
ale gomplexului simplicial (A(P),<C ), le-am selectat numai pe cele

de mai sus, fntrucift acestea apar in mod semnificativ in continuare.

§2. COMPLEXUL TOROLOGIC

Fixdm posetul finit (P, £) gi alegem un inel comutativ
unitar A. Notim cu 1 = 1(P) lungimea posetului P.
Bazindu-ne pe complexul simplicial (A(P),<) (cf.§1), construinm
un complex finit de A-module libere, in modul urmitor.

5. Definitie

Se numegte "complexul topologic al lanturilor lui P, cu

coeficienti din A" urmdtorul gir de A-module libere gi de omomor-

fisme A-liniare.

.“ﬁmdwhmﬁkfﬂlﬁmAB@' \ﬁPM On P@A)
unde, pentru i € {o l,...,l} (P A) = G}Ié;d.(P)A‘I (= A-modulul
i

liber de bazi Zﬁi(P)) si, pentru i € {1,2,...,1}

s
31: }i(P,A)~—9‘Pi_l(P,A) este omomorfismul A-liniar, definit

pe baza lui )ji(P,A) in modul urmitor:
M 1el@, d,m =2 . €001,

x€l

7. Propozitie

Pentru i é{l,e,...,l-l} ) £=9 =0 .

i+l




Demonstratie.

In adevidr, pentru orice vector al bazei I ¥4 (P) ,avem:

i+l
31093, (M =93( X £ITy) =er1 £,(x) (1) =
S S 2 £ (DI =l (€ (D+EWE ()
x€l yE Ix Lx y X, y€Ilox<y A LQ ‘

= (e2.(1),Prop.5, §1) = 2_ 0.I, =0

x,y€ls x<y
Urmeazd din aceastd propozitie ci (TT(P,A), 3.) este intr-adevir
un complex (finit) de A-module libere (de rang finit).
Complexul astfel obtinut se augmenteazi cus
o

Lm0 (@, Jx=1, & xep,

unde ]j_l(P,A) = A,
- - i IR

Omologia complexului augmentat (! (P,A), O.)—> _1(P,A)

se numegte "omologia redusi a lui P, cu coeficienti din A"lgi se

e ¢ ~
noteazi cu H.(P,A) = (Hi(P,A)) . Evident ,

H 1 (2,8) = (o)),

iSO,Ib-.-’l

o
Modulul HO(P,A) are rangul cu 1 mai mic decft numirul componentelor
conexe ale lui A. Deci P este poset conex<ﬁ=9f§;(P,A) = Lol

P "1 3 ;
Punind ci(P,A) = rgA(‘ i(P,A)), i=-1,0,1,ce..,1 = 1(P), putem

defini "caracteristica eulerian3" a lui P (peste A), prin:

L ,
X(2,a) =2 (-1 o (p,8) .
i=-1 +
Este ugor de vdzut ci:
? ) N
X (?,n) ='§: (-1)3* vy By (Pob) s
1=0

OBSERVATIE

Un rezultat fundamental al teoriei poseturilor finite, este
urmitorul (Ph.Hall): pentru orice poset finit (P, <), are loc
relatia

X(za) = i (B)



) 9' L]
AN A ¢o '
unde P = PLJ{KD,‘ﬂ?{ gi unde /A(P) este funcfia Mobius totalid a lui

VA

P o
Structura locald a complexului topologic P.(P,A) este datd de
~aderentele simpliciale ale elementelor lui P(Def.3, §1). Utilizind

notatfiile de la §1, vom pune, pentru un x¢ P gi i = =1,0,1,...,1=1(F

?1()() =@I GF(X) A1 N G[i(X) = ®I éLi(X) A.I. §i
A0 = Fim e dx

(cu conventia ci suma directi dupd mul{imea vidi este nuld).

13)

Obtinem astfel familia de submodule ale lui P.(P,A):
(R (x))

*

i="'1'0,1’ e 00 ’1

8. Propozitie

Pentru orice x €P, Qﬂi(x),éi)i este un subcomplex al

complexului augmentat (]ﬁ.(P,A), 5.).

Demonstratie

Trebuie si aritim doar ci Eii(JQi(x))‘Q\f%i_l(x),

0'1’ e e e ,1.

i

pentru i

Pentru i 0, acest lucru este evident. Fie deci i & £1m2,...,19 gi

e |
fie IQLQi(x) un lant. Conform cu (3), sint de considerat doar

t

doud cazuri:

(a) IéfFi(x). In acest caz I, € Fi-l(x)’ pentru yeSI\~{x}

4

si I, € Li_l(x), deci, din Def.5, urmeazi ci.

—

LYo
91( (yél,y;éx

=qu-—l(x) .

ff(y)ly) +2’I(x)1x£ }’i_l(x)@o&i_l(’x) =



O e
(B)uT € L.(x). In acest caz, Iyé L, 1(x); pentru orice
y€I, deci, din Def.5: o . 1(I) = > £y (y) I €cX( l(x),_gﬁzi_l(x)j

FEI .
Subcomplexul local aderent (j%.(x), d.) are o importanti proprie-

tate topologici, anume aceea de a fi contractibil. Mai precis,
pentru orice i é?{-l,o,l,...,l-l} y definim aplicatia A-liniard.
v . /]
(4) Fi bR =)= (%)
dati pe bazi 1ui.}%i(x) in modul urmitor:

. 1*¥ , dacd I €L,
(V) 164, (), fi(l) ={ £_(x) dac 5 (x)
; 0 , dacd I €F,(x) .

9, Propozitie

Pentru orice i é{o,l,...Ll-l} are loc relatia. ]

Pi10d 1+ 04410 o f = 1 (%)

Demonstratie

Vom verifica egalitatea din enunt, pe orice vector 1 al
bazei 1ui\f%i(x). Conform cu (3), I se poate afla in una si numai
o
una din urmitoarele situatii.

a) IeéFi(x) o In acest caz:

(f, 0Dy +95,° FD@ = 510G +d4,,(f(1) = (otucu

Def.5 gi cu (4)) —\f -1 ( 21_,——~ £ (y)I +-g (x)I )+—3
yE I,y#x

(0) =

i+l

%;; &_( (y) Wpl 1(Iy) + EI(X)\fi_l(Ix) = (deoarece I&GEFi“l(x),

cind y# x) = ZZ; 5 (y).0 + E/ (%) éfI (%)« I (deoarece £ (x)=

y=X X Lisz

EI(X)' cf.Def.2, §1) = EI(X)Z'I -1



Sl o

(b)e1 ELi(x) « In acest caz:

el o PP, e 2 £ 1)+ (E (x)7%) -

o cEplahts S EI(x)-.él.y(y).@+51<x>ézx<x>x§=

: I
yed Yy y 1%, y£x

M

(deoarece E . (x) = E (x)) =2_ (E,(y)é (x) +E (X)E L(NIZ 4T =
¥ye I y |

(¢f.(2),Prop.6,81) -2;2_1 0. Iy + I =1 .// ' -

i

lo. Propozitie §

Pentru orice x€P, complexul local (augmentat) (Jq.(x),é).)

este aciclic.

Demonstratie

Trebuie si aradtim ci omologia complexului local (ﬂ.(x),s o)
este nuld in toate domeniile,
In dimensiune -1 acegt lucru este evident.
Daci 1 €{0,1,...,1-1) i z €A (x) este un i-ciclu, din Prop.9
rezultis

S SELEFE LIRS VOIS M EAONEEFNG ACNE

= (deoarece o i(z) = 0) = :Bi+l(\fi(z)). Agadar z este bord, ceea
ce Inseamni ci Hi(f%.(x)) =0,
Ré&mine si aritfim aciclicitatea In dimensiunea maximi 1 = 1(P).

Fie zé\,‘qé (x) un cieclu, i.e. 5e(z) =
S5

Putem scrie: = Lo A o« I , cu oiié Ay
I¢ AZ(X) 1 |
aunci 0=2p(2)=2= < (1) = (f e () =
1€A, (0 |
LT T ok € D Bl L Zﬂ . 00 L.
¥ €1 y#EX €T1e(x
Iefo (0 L TeFolod 2 13 (x)GOZ/e‘ 9

I Bl O e W T (x))%f',,,\z';(ozzéy
sefilys - - o SE IS T€Fp )



‘ - 12 -
Cum Jg«@_i (x)

z' =0 giz" =

]

9}1(x)65 “fﬂi(x)’ rezulti din Qg(z) =0 ci

Agadar o = z"

i

<%i?ﬁzjﬁféﬁén Dar'{Ix/I € F,g(x)} este A—llnlar ;
independents, deoarece I,=1,=>I=1', dacd I I'é’F@(x) Astfel
rezults a%_z 0, pentru orice I€F (x), adicd z = 027

OBSERVATIE

In demonstratia de mai sus, pentru a avea siguranta ci A (x)
este # (o), trebuie si presupunem cd posetul (P; <) este graduate . -
Altfel, rationamentul rimine valabil, cu condifia ca 1 = 1(P) si
fie Inlocuit prin 1(x) = max {‘i/g?i(x) #~ (o)} .

Vom exprima rezultatul Propozitiei lo, spunind:

"pentru orice poset (graduat) finit (P, <€), complexul tooolovlo de

lanturi ( P (P, A) <9 ) este local aciclic" (peste orice inel comu-

tativ unitar de coeficienti 4). i
In general, complexul ( F.(P,A), ©.) nu este si global aciclic.
Acest lucru are loc, insi, Tn anumite cazuri particulare importante.:

-

11. Corolar

Dacd posetul (P, <) este lant finit, atunci complexul %topo-

logic _de lanturi ( F.(P,A),éé.) este aciclic (peste orice inel de
coeficienti).

Demonstratie

Afirmatia rezulti din Prop.lo, impreund cu observatia ci
ZS(P) = A(x), (V) x €P, In cazul cind (P, <) este lanty Y4

Incheiem aici prezentarea proprietdtilor imediate ale
complexuiui topologic al lanturilor wnui poset finit. Observim ci,
in general, acest complex este util In studiul topologic (si omologx
al posetului P, inelul coeficientilor A jucind un rol numai

ajutator.
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§3. COMPLEXUL ALGEBRIC

Ca mai sus, fix#m un poset finit (P, <£) si un inel comutativ
unitar A. i

6. Definitie

Se numegte "P-gchemd peste A" o functie a ¢ [?]~—~f>A.

Cu ajutorul tripletului (P,a,A) construim un complex (finit) de
A-module libere de rangffinit, in modul urmdtor.
Pentru orice i é{o,l,...,l(P) + l} , punems:

K. (a|a) =& AT
gt A, (@)

(= A-modulul liber de baza A . .(P)) .
Pentru orice 1£{1,2,...,1(P) + 1}, definim aplicatia A-liniard:

e Ki(a} A) —>K, ,(a|A) prin:

(W 1€h, @), a1 =2 () ag,
xel
unde 8y denotd valoarea In x€P a P-schemei date a.

S SERVATIE

Modulo un shift de +1 in graduvarea omologici, modulele
(Ki(aIA))i coincid cu modulele complexului topologic de lanturi
([ (P,A), O.). Diferentialele (di)i depind, ins#, de P-schema
aleasd al![P|—>A.

Diferentialele complexului topologic ( P.(P,A), J.) sint cazuri

particulare ale diferentialelor (di)i mai sus definite: anume,

diferentialele (Si)i corespund P-schemei triviale ¢ a, = 1,

(¥) €2,

Indexarea modulelor (Ki(a {A))i fdcindu~-se nu dupid lungimea lan-
turilor peste P, ci dup& cardinal, vom folosi urmitoarele notatii

mai comode.

punem [ (P) = 1(P) + 1 (cu Y(P) =¥ , cind nu este pericol de

confuzie) si, pentru ié-{o,l,..., ?’(P)} , punems



el

K;(a|4) =§B A.I (unde IE€ A(P)).
Il=
(Expllclt. K. (a} A) = 65 A.(x oS eee <Xy _ l)

(XO< Xy “"ixi—l)

suma directd ficindu-se dupd toate (i-1l) lan{urile peste P).

Agadar,obtinem sirul de A-module (libere) si omomorfisme A-liniare:

d.

(5)- 000 Orri fe] 1K nogle | B) = oo =K (a | A)F5K (a 8)=0.

12. Propozitie : e et i Ll

Pentru 1€{1,2,...,0-2} 73, o d, ;=0

Demonstratie ¢

Fie I€A;(P) un lant. Conform definit;iei diferentialei Gin

avem succesiv.

d. o di+1(I) = di(_Z E,(x)axlx) 25 (x)a, Z,E (y)a_I_. =

i Xe3 Xyela b7 T XY

WD (G0 & (1) +5(0g (0)22yT = (6£:(1) ,pro.6,51)=0

X,yelix<y xytxy 7

T e R

Conform acestei propozitii, rezultd cid (5) este intr-adevir un
complex de A-module libere (de rang finit).

7. Definitie

Complexul (K.(a | A),d.) descris la (5), se numegte “"complexul

algebric de lanturi ale posetului P, definit de schema a. P—>A",

(sau "complexul-Koszul generalizat, asociat P-schemei a").

Adoptind notatiile din cazul topologic, vom introduce, pentru

orice element x € P, modulele:

(6) ;i(x) - & AT o[i(x) =@ AT,
- IeF, o (x) 1€D, (x)

A0 = Fiwe L,

definite pentru i = 0,1,...,r(P) (cu conventia c& suma directd

dupd mulyimea vidi, este nulid).
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13. Propozitie

Pentru orice x£P, (A.(x),d.) este un subcomplex al

complexului aigebric (K.{a ] n),d.).

Demonstratie.

Avem de aritat ci, pentru i €{l,2,...,r—l,r} H
4, (APCA; -
: N
Or, daci IéJii(x) este un vector din bazi, el se poate afla in
una gi numai una din situatiile:

(a) Ié?Fi_l(x) . In acest caz, Iy € Fi*2(x), (Y) ye;I“{x} gi

I €L, (x), deci a.(I) =2 a_ £ (y)I. + a, & (%I
X i-2 ’ i vel,yZ x ¥y I y x— 1 x

apar&;ine> lui Sri_l(x) 48 o[i_l(X) = ﬂi_l(x) . ¥

(b) TE€L, () . In acest-caz, I € L. .(x), pentru orice y &I,
, i-1 y i-2

deci @, (1) = 5;61 ay €(y) 1€ L, (A (0

Ca gi In cazul topologic, complexul local (JQ.(X),d.) are o impor-
tantd proprietate de "contractibilitate", In sensul urmdtor,
Intfi, pentru orice i€{~o,l,...,r(P)-l} , Gefinim aplicatia

A-liniars &fi 3\£;(x)~—v\f%i+l(x), dati pe baza 1ui‘fei(x) prins

| £; {xy 1%, daen T L, (%)
(7) (V) Tea,  (x) ¢ F (D) =
0 y Gacd I Fi_l(x) s

14. Propozitie

Pentru orice 163{1,2,...,r—1%,are loc relatia.

fiope @y + 4y 07y = Bt )

Demonstratie.

Vom verifica relafie din enunt pe orice vector din baza

luiNfai(x). Deosebim doud cazuri.
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(a) Ié?F l(x). In acest caz: (‘fi_lodi + di+lof;)(l) =

yéI,y;éx wa

gl & (y) 8y Kfi_l(ly) + & (x) EIX(X)aXI;ﬁ = EI(X)ZaXI =

y€1,y#x

= a, . i

(v) 1 613-1(X)- In acest caz: (\fi—lé di + 1+1 T))(I) =

1l

(f 1( 2i~_ g (Y)a I ) + ;Z;—-E: (x) 6 (y)a I + E (X)E' (x)a I
yel yel

it

=Io
In continuare, presupunem ci posetul (P,< ) este graduat.

15. Propogzitie

Pentru orice x ¢P, idealul B, = A.ax anuleazd omologia

complexului local (JQ.(X),G.).

Demonstratie

Pentru i = o, afirmatia rezultid din HOLg.(x)) 2 A/@X 3
Pentru i.é{l,Q,...,r-l} , fie zéffzi(x) un ciclu.
Din Prop.l4 urmeazi atunci.

ooz = (Fig 08 + 4,0°73)(2) =7 5(a;(2) + a;,(F(2)) =

= (deoarece z este ciclu) = l+l( (z)). Agadar a_.z este bord,

deci g .H, (J%.(x)) (0).
Rimine si aritim ci a, H (f% (x)) (0)

Fie z = §i~,

i. I un r-ciclu din Jﬁ;(x). Atunci:

IéFr_l(x)
& o il e 2 of'a(z):Z- oz'

: 5t . . .
g_e,l (51(y) Ezg(x) + 51(X) Eix(y)) a I, + 1= (din (2), Pr0p-.6. §1)

Pioa(a) + 4 (K@) = f, (2 (el +£ (Na )=

y>

g e

s




= 1T o

+ ZZ._“__ c(IEI(X) a.l, = ot + e

IeF, 1(x) |
Cun S o1 (%) = g*rwl(X)QDO(r_l(x) gi cum z'éf}dr_l(x), zt{r e

obiinem  2' = 0, 2" = 0,
) . L. 9{ 2! ?
- = o(IEI(X)aXIx implicd IEI(X)B‘X o |
r-1 !

£
¢

e

Atunci 0 = g" = )

pentru orice I€’Ff_l(x) (deoarece Ix = Ii =I = 1I'), deci, cum j
EI(X) é{-l, +1} s Obtinem ax.oZI = 0, -(Y) IeEEr_I(x),ﬁn<_ﬁ?;:___um_§
|

Dar atunci ByeZ = z a,o; . I = 0, deci anuleazé

x 1
IéFr_l(x)

8, ,
i B (A.(x)).) i

Vom exprima rezultatul Propozitiei 15 in modul urmitor: "pentru orie

poset finit (P, <) si orice P-schemd a: P—> A, idealul ap =

= QZ;_ A.ax anuleazi local omologia complexului algebric
XEP

(K.(a/ A),d.).

OBSERVATIE

Dacd a, = A, rezulti din cele de mai sus c# (K.(a|A),d.)
este local aciclic. In particular, luind schema aZ_P-~?A triviald
(i.e. B 1, (V) x €P), reobtinem aciclicitatea locald a complexu-

lui topologic de lanturi peste P(cf.§2)vy

In general, idealul ap nu anuleazd global omologia complexului
algebric (X.(a /A),d.).
Totugi, In anumite cazuri particulare importante, aceasta are loc.

1l.6. Corolar

Dacd postul finit (P, <) este lant, atunci idealul ap

anuleazd omologia complexului algebric (K.(a ] A),d.).

Demonstratie.

Afirmatia rezultd din Prop.l5, Impreund cu observatia ci

AP) = a(x), (V) x€P, cind (P,£) este lant./

St \/'H/\("k,
}L@G\' 1, vy
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'EXPUNEREA  II

COMPLEXUL KOSZUL . DEFINITTA

FPix3m un Intreg n> o i un inel comutativ unitar A.

Prin En} vom nota lantul standard: (1<2< ...<n), completind
aceastd definitie cus [O] = gg,

Pentru o submuliime Hg;{l,2,...,n} , vom nota cu [ﬁ] lantul indus
pe H de [n} . |

0 [n} -schem# (cf.Def.64Exp.I) aIfh)-~9A este pur gi simplu

un sir de n elemente din Al a = (al,az,...,an) (ca atare, ordinea

termenilor girului este semnificativid; de asemenea, pet exista
repetitii printre elementele al,az,...,an).
1. Definitie

Se numeste "complexul Koszul asociat sirului a :'fn]-%A"

complexul algebric de lanturi (¢f.Exp.I,83) definit de tripletul
(fn] , &, A). Acest complex se noteazd print (K.(a} A)sBa)as

Pentru o bund ilustrare a acestei definitii vom da citeva realizidri
distinrte (dar, evident,izomorfe) ale complezxului astfel introdus.
In aceastd fazi initial%, vom indica doar proprietdiile imediate

ce decurg din fiecare descriere in parte a complexului (K,(a.IA),dﬁ

§1. COMPLEXUL ALGEBRIC AL LANTURILOR UNUI LANT FINIT

)

- o
Remarcim, intfi, c&, pentru lantul standard [n3 y Complex
simplicial A () ) (ef.Exp.I,81) coincide cu algebra booleand.

8 (|n7) a tuturor pArtilor multimii subiacente lui [(nl) .«

, 4 :
Pentru ié-{o,l,...,n} , vom nota cu ([?3) radicualul de rang 1

o

al lui i?([ng), adich. ([i]> & {IES[n} f 5L = 19 .
(Evident, 3 (U?/\ =( (:>) "



g

Pentru realizarea efectivd a complexului Koszul (K,(al A);d.) i
vom considera algebra tensorialid a modulului liber An, anume .
R
A" =B ™, cur, (A = WHTE (V) iz .
3 i i
izo
Vom fixa o bazi.

F=(Ejyeee,B ) tn A"

care determind pe fiecare componentd omogens Ti(An) baza
-®L |
X, X5 X4 k

(Té(An) = A, cu baza f@0= {1} )

Astfel, pentru orice i o, Ti(An) este un A-modul liber, aving
. ny _ _i
rangul!  rg, Ti(A ) = n~.
Vom numi "multilant" peste [hJ y un "lant cu repetitii®
X = 2 % & Z c
A (xl_ Xy & ....,xi) , xk<j[h] .
Monomul EA = Ex i T é?Ex y definit de un multilant ' peste [h]

3 3
se numegte '"monomul canonic" asociat lui ,A .

Dacs A este chiar un lant (i.e. nu are repetitii), A il

= (xl<'x2< ...<(xi), X, € [hj gi idn , monomul corespunzitor

E

= By & B, X ...«QEX se numeste "standard”.

1 2 i
Asocierile N\

> By gi I%——~?EI sint evident bijective.
n+i-1

) moncame

Agadar, pentru orice grad i2> o, existd exact ( B

: - n
canonice de grad i in T(A™) si, pentru i<n, existd exact (i)
monoame standard de grad i in T(a®),
Identificarea unui lany Ief(ih%) cu monomul standard EI, permite
; i

definirea complexului Koszul (K.(a(A),d.), In modul urmitor:
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(1) ¢¥) 1€{0,1,s.mn} , K (a|) = Ep = @ | AE; .

B A
I %(nj} o= 1

Agadar, intrucit {EI/IfE([?g) face parte din baza lui Ti(An),'

rezultd cd putem defini Ki(a}A) drept A-submodulul liber al lui

Ti(An), generat de monoamele standard de gradul i peste baza

£ = {El""'En){ a il A% 1 = 0yl T T

Diferentiala complexului K.(a! A) o definim prim =

(2) (V) 1€f1,2,00um) , 16 (P, a8 =5 €.(x)a, B,
X

i %E-T

unde a : [n]——> A este [n) - schema dati.

Aceastic&fiﬁiatie a modulelor si diferentialelor complexului
(K.(a] A), d.), depinde de baza ¢ selectati In modulul liber A",
Aceastid dependentd nu afecteazid proprietidtile complexului Koszul,
dupd cum rezulti din urmitoarea

i Propozdtie

Fie £,= {El,...,Eﬁk gi ¥ gFl,...,Fn% doui baze ale

B

modulului liber A" gi fie hi A"-=-A" automorfismul liniar de

trecere intre & si 3:.

Pentru orice i € {o,l,...,n% , fie h(i)i Ki(a[ A)~M~f>Ki(aX A)

omomorfismul dat de:

(0 1e (B, ) -

I ®

Atunci (h(l))izo,l,...,n este un izomorfism al complexului Koszul

(Kg.(af A),d.), construit -pe baza £ , pe complexul Koszul

J ~—
(K. (e A),d.) , construit pe baza J .

Demonstratie

h(l) este restrictia la & .AEI a puterii tensoriale

: : v [Tl=¢c .
I1®1'. h(l) este bine definitd, deoarece thl duce monoame



- 21 -

: ol s
standard peste ¢  in monoame standard peste F o Asadar, h(l) este
izomorfism de A-module.

Pentru orice lant I € ( [?3), avem. e

nV g (2 - a0 0P e = h(l-l)(gaE‘ (ke By Yoo

- 4,7 =2 £ (g, a4z, ) -Z,, £ (x)a P

Cum h(i"l)(EI ) = FI pentru orice x €1, obtinenms
¢ x

p(i-1) a,(B;) = g, onl) (Ey).

Asadar (h(i))i comutd cu diferenfiala Koszul, deci este un izomor-
fism de complexe77
Conform acestei propozitii, rezulti ci pentru studiul complexului
Koszul (K.(a | 4),d.), putem considera o bazi arbitrari

£ = (B pae B0 3 AP, utilizind definifia (1) a modulelor
Ki(a[A), T

Putem atunci identifica orice lant I¢ (Qg]) cu monomul standard

corespunzitor EI, incit vom scrie un element W din Ki(ai A)
fOI‘ma: U\/\'/: Z‘___ O<I L I $ OaIé A (i = Oylyoeo,n)o
L= 4

Laticea booleand f? ([n]), ale cirei elemente indexeazi baza modu-

e 4
lului & Ki(a | A), are proprietatea importantd de a fi comple-
i=o

mentabild, i.e. g)(fn]) posedd un operator involutiv de complementar

1P (m]) — T (W), aat de:

W) 1. e Pl s T=[H]~T ,

Acest operator actioneazi pe radicali astfel?

: - /13 e 0 S
LT NS Y e : Kln)**v“ nl} &

2k \n—l
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Structura autoduald, introdusé pe j)([n]) de operatorul de comple-
mentare, are consecinte importante pentru structura complexului
Koszul construit pe ([n] , a, A).

Pentru descrierea acestor consecinte, reamintim cid, pentru un

A-modul M; se numeste "dual al lui M" ,  A-modululs MO = HomA(M,A).

Pentru un omomorfism A-liniar f: M—> N, se numegte Ydugl sl lod £

omomorfismului A-liniar £° § N°— 1°, dat de : (¥) oL €NC,

fo(x) =o o f. Asocierile MP—%MO, £i—>f% constituie un endofunctor

i
|

contravariant pseudo-involutiv, al categoriei [Mod (a). |

Dacs M = A® este un modul liber, atunci M° = (A™)° rimine liber,

de acelagi rang. Unei baze £ = (El""'En) a lui An, i corespunde

"baza duald®  E= (Eg,...,E.), dath del Ez(Ej) =d 5 1¢4,i¢m.

j’

In acest caz, omomorfismul ¥ : An____?(An)o , dat des

¥ (E,) =Eg T RN U0 SO, .

este un izomorfism de A-module, denumite "izomorfismul canonic

de dualizare" al A-modulului liber gt (existenta acestui izomorfism

se mai exprimi spunind ci "modulele libere de rang finit peste A
eint autoduale").

Considerim acum complexul Koszul (K.(a | o), 4.), asociat triple-
tului ([n] ,a,A ). Dualizarea modulelor si diferentialelor
acestui complex, conduce la complexul co-omologic (KO.(a\A),d?)Z

(3) Kg(a A) IO TR SO —K_ (2 A) ~f‘£‘-->~1«£]‘:’1(a A).

Vom indexa acest complex dup% regula.
(4) (¥) i€ -{0,1,,...,n% , Ky (a|8)2 = K%t (ala) si

dg B , incit (3) se poate scrie sub formas
i 1
o

(3)* k%(ala) "ﬁ{_—"i’Knal(a{A)”‘“?..."“>Kl(a\A)‘~—-—)K°(a A).
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De asemenea, vom nota cu X’i : Ki(a‘A)”i:t9Knn1(aiA) izomorfismul
canonic de dualizare, i = 0,1,...,n .
Operatorul de complementare al laticii booleene 3’([h]), &Efinegte

familia de jizomorfisme A-liniare?

Kn_i(a I A)) gl(EI) == E‘f 9

1=0,1,4.0,n 94

() Te (),
Putem acum formula urmitorul rezultat. TR T e

2, Propozitie

Familia de izomorfisme de A-module: (t.) cu

; li=0,l,.-o'n’_"'
t;’L =2jrn—icgi :

constituie un izomorfism de complexe.

ko

a|A), pentru i = Oy Ly ssegllsg

Demonstratie

Trebuie sid aridtidm doar ci (ti)i comutd cu diferentialele,
adicis

Cilsedme s anl Ie(&iﬂ> s-{atat, - %,

i i1 4 )(I) =le

(%o t; = ;10 a,)(1) = a*(4,(D) - 1, _;(a,(D) =

i

BT ity o 2 £ (xa,L,) = aH(I%) - Z_g(x)a (T)° =

Xel
=Eocdmdﬁl 2%1 g(xha(I)o
Pentru orice vector J al bazei modulului Kn-i+l , avem,
(1% i féﬁr £.(0)a, (T3 =T%a,_;,,(9) -
- 2 g (xe, (T = QZL_ E,(M)ay T2(I)- 2 £(x)a,(1,)°(3)
Xel - 39 . xel
= (conform definitiei bazei duale) = ) Ej(y)a -

gel: 4

0 RN < £ T ol £(x)a, =
oy B L £ E‘T@:ﬁ G

(Y
e
i

i

(deoarece (T ) S
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- Z;~—:r~— fj(y)a ) _ £ ;(K)ay = (deoarece 1V= T =x=y)=

Xel il =

Zema Z_g(x>a = 0.

X&T Xel
 Asadar (ale by - tl_l«:di)(l) se anuleazi pe orice vector al bazei
lui K

n-i+1 + deci (dchti -ty qc di) (I ) = 0, pentru orice

M) ~ » i _ - _
Ie (,i ). Aceasta fnseamnd ci 4" o % _ ti_q1¢d; =0, ceea ce
incheie demonstratia prOpozitieivy

3+ Corolar

Pentru orice i é{o,l,.;.,n} are loc izomorfismul de

A-module.

x ul (a]a)

unde H,(afA) = H(K (a]a)) si HY(ala) = u(x (ala)) =

= H(K]_; (ala)).

et

Acest corolar arati ci proprietitile omologice ale complexului
Koszul (K.(a]A),d.), coincid cu proprietdfile sale co-omologice,

fapt pe care 11 exprimim spunindi"(K,(a{A),d.) este (omologic)

auto-duall

OBSERVATIE

Vom vedea la Exp.III ci auto-dualitatea complexului Koszul
(K.(a]A),d.) urmeazd din proprietdtile structurii multiplicative
canonice a acestui complex.

Vom trece, In continuare, la a doua descriere a complexului Koszul
asociat unui triplet ([h], a, A). Degsi aceastid nous descriere
evidentiazd structura multiplicativd a complexului Koszul, ne vom
limita aici doar la deducerea unor consecinte directe privind
structura liniard a acestui complex, urmind si ne ocupim mai

indeaproape de structura sa multiplicativi la Exp.III.
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§2. COMPLEXUL ALGEBREI EXTERIOARE

Constructia complexului (X.(a|A),d.), datd la §1, s-a bazat
pe selectia acelor monoame tensoriale din T.(An), care sint
 standard peste o baz#d fixati & = (El,...,En) din A".

Trecerea de la monoamele canonice peste E., la monoamele standard

peste E , revine la eliminarea repetifiilor In multilanturi.

‘Aceastd eliminare se poate face "global", factorizind algebra

tensoriald T.(An) prin ideélul bilateral jﬂ s generat de muitimea

{u}@fu?/lﬁ%ET.(An)j’ a tuturor pdtratelor tensoriale. Algebra-cit
/«.(An) = T.(An)é,J este, dupd cum se gtie, algebra exterioard

peste modulul liber &,

/\.(An) este o algebrs unitard, asociativi, anti-comutativi.

Ea este chiar o A-algebrd graduvatid, anume.

(4) /ﬁ.(An) = 69;;0 /«i(An), cu A&(An) =@ AE; , unde,

|I]=1i
pentru o bazi fixatd £ = (El""’En) a lui A", pentru
i é{o,l,...,n} gl I = (x1<’x2<f...<’xi)ef([?J), E; denotd
monomul exterior: ELr =E_A'E_A ... AE o
1 Xq X, X4

Astfel, /\i(An) este liver si rg, /\i(An) = ’; Yk o BaXce vt

Cu ajutorul [n} -~ schemei fixate a . [hl-—f>A, definim pe

AJ(A™) familia de omomorfisme A-liniare:
. | ' . n n
(5) () 1cii,2,...,n} , a0 A AM—=A_ (D), cu

a,(8;) = T EI(x)aX E

xel

(pentru I € ([%3))

IX L

OBSERVATIE

[n] -schema a = (al,ag,...,an) determind pe A® forma

Limjempl D AP—> A, datd pe vaza &= (Ej,...,E;) prin

La(Ei) =a.3 1 = 1,2,s00y0s Atunci familia de aplicatii A-liniaxe

it
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(di)i’ definitd la (4), coincide cu familia componentelor omogene

ale aplicatiei liniare §'L : AL —A. (%), gatd de:
a

(Y) W & /X,(An), é}}(vﬁ =W [ L, unde "[_" denotd produsul
a

interior sting pe algebra exteriocard a lui AT, (e¢f.Bourbaki,

Algébre, ch.lo, §9).A

Se verifici numaidecit ci definitiile (4) si (5) sint independente

(pind la un izomorfism) de alegerea bazei &€ a lui A", Mai mult,

familia de omomorfisme liniare (di)i’ datd la (5), verifici:

dy0d;, 4 =0, 1=1,2,...,0-1, i.eo(A.(a™),d.) constituie un

complex (finit) de A-module libered de rang finit.

Are loc urmdtorul rezultat, demonstrafia ciruia este omisi.

4, Propozitie

Fie a! [n)-—>A o0 n -schemi, definind complexul Koszul

(K.(ala),d.) (cf.81) si complexul aleebrei exterioare {/\.(a™),d.)

(cf.(4),(5)). Familia de aplicatii liniare (%&)i:o,l,...,n , date

des

o ] ‘ °
(V) i€{o,1,eemny , 1€ (M) 12 (xy<c.iiex)

il

'. (E @E @ 000®E ) E /\E AQCO/\E
K‘Vl xl X2 Xn Xl .'X2 Xn

constituie un izomorfiem al complexului (K.(alA),d.) pe complexul

(AN.(a™,a.).

Conform acestui rezultat, vom iaentifica, in continuare, complexul
Koszul construit pe tripletul ( [n) , a, A), cu complexul algebrei
exterioare ( AN.(8™),d.), definit de diferentiala (5), asociatd
schemei al [n]—>A. Anti-comutativitatea algebrei exterioare
/\.(An), are o consecinti importantd pentru structura complexului

Koszul construit pe ([n], a, A), anume invarianta la permutdri

a proprietatilor omologice ale acestui complex.
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Pentru formularea sl demonstrarea acegtei proprietdti, vom considera
grupul simetric S(n) al permutdrilor multimii {1,2,...,n} (subiacentd
lanfului [n}). 2
Selectia bazei £ = (El,...,En) in AT, determind pe A struétafé
tautologicd de S(n)-modul A-liniar, definitd prin identificarea

elementelor lui S(n) cu matricile de permutare in baza E . Mai

precis, orice s € S(n) actioneazi pe A prin extensia A-liniard

a actiuniis
(V) i€{1,2,...,mY , (s By) = E 5y -
Aceastd structuri de S(n)-modul pe A%, se extinde canonic la

puterile exterioare /\i(An), in modul urm#tors
[ \ 'Y B
(6) (V) ié‘j\'l,z,.-o,n)} ] I = (X1<...<‘xi)é(l_§’}'3)’ SE,S(II) g 5

(S,EI) = '(S,EX{\ eo o /\Exi) = ES(Sl)A ces AES(Xi) = E:I(S)E [SI} $

unde EI(S) = (~1)##{ x<y/x,y€l st s(x)> s(y)& , iar [s1]denot#d
lantul construit pe multimea sl = {s(xl),...,s(xi)} .

Pentru i = o, actiunea lui S(n) pe tAa(An) = A este cea identicd
(triviald).

OBSERVATIE

Schimbarea bazei in A™ induce la o structurd de S(n)-modul
gimilars (izomorfi) cu cea de mai sus, deci, prin extindere la
algebra exterioari, conduce la o structuri de S(n)-modul pe
Ao (AP), similard cu (6)77
A$adar;'orice permutare s £5(n), definegte pe algebra exterioard

/A (A™), un automorfism A-liniar: V) i é{o,l,...,ﬁ} 5 Iéfd?]):
(6)' Ty A=A (™), 8By = Ey(s) By, cu

£1(s), [I] definite la (6).
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Aplicind permutarea s valorilor [n} —-gchemel a. [h]-~aA,

obtinem o noui [n]«schemé :
(7) sa ¢ [n| —>4, cu (sa)(x) = By (x) (¥) xe[n] .

Agadar, cele n! permutiiri din S(n) determinid < n! diferentiale
Koszul pe /\.(A™), asociate permutirilor {isa /s&ES(n)% ale
schemei initiale a ¢ [ﬁj'—~*f>A.

Pentru a urmiri dependenta de schema aleasd, vom nota diferentiala
Koszul pe /A\. (A"), asociat# unei scheme al [n)—A prin:

A.(a [A), |

Sintem acum Iin misurd si formulim urmdtorul rezultat.

5. Propozitie

Pentru orice permutare s€S(n), familia de aplicatii

A-liniare (5)), ,oou B\ (A=A (AT dat de

i=0ydy e s i

(7), constituie un izomorfism al complexului (/\.(An), do(a A)) pe

complexul (/\.(An), dg(s"la} A)).

Demonstratie

Trebuie sd aritim doar ciA s. comutd cw diferentialele

Koszul, adicd: (V) i€{1,2,...,n} :
~

. ~ -1 1 ~
Si—l"'di(a A) = di(s a }A) 055

Verific#m aceastd egalitate pe fiecare vector al bazei lui

A (A™). Agadar, congiderim un lant I€ ( nl) gi calculdm.

i
(8j.1°4;(ala) - a;(s7F al ) o BB = F,_j(a,(a] AED) -
- g, (s7tal A)(E,(E)) = & il 2 Eplmay By ) -
-1 1, ;
ACEINENOETIE XZG,IE (x)ay B(E; ) -
- g By o > ‘ EL’st(Y) as__l(y)_ Bra) gy = (punind ¥y = 8X,x I)=

gcfaﬂ
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= z . & &
Xel E S glx(S) EESI]X xzflg (S)éLSI](SX)a “Ls(x) EESI}A}{"'

f

(deoarece [slx] = [Sﬂsx ) -—XZ;I(E (x)& (s) 5 (a) £ 1) (SX))axEZM)‘]i

Vom ar#fita cd fiecare coeficient In ultims sumd, este egal cu zero.
Avem (conform def.2,Exp.I si (6) de mai sus)

4(%) (4 )
£, 00 €5 {8 - ENE 3c><):/. m‘ A)sz 4\/%(* (i)l_
unde )J(x) #{gel/g.cx}' ](A>_#{wellow<_[)x}

/L( L) t<,a/i a€l] %,ﬁfwm} )) ](AX)"-:,EF{W(_I/AW’.:: Ax}

Anularea coeficientului lui B E[SI —Bin ultima sumi, revine
X

N

asadar la urmdtoarea congruenti:

(sx) (mod 2),.

() Y o(x) + (s) = (s) + )
s /MIX /’LI 1)
pentru orice x€1I.
S& remarcim, intii, ¢é, pentru x €1 fixat.
/UvI(s) =#{ y<z/ Y,z el gi sy>sz}=#6y<z/y,z éIx gi
sy > sz} +'#{ Y& XK ]yél si sy > sx} +#{x<‘z/z€l si szc’sx} =
"/('CI (a) + @ (a,x). 4 @I(S,X) '

unde : 9 (s X) -x#& ycx/yéI gi sy‘;sx} ) eg(s,x) = §x<z/zé1
si sz<sx} .
Pe de alti parte.
))[-SIJ(SX) ='ﬁf{’uf€ I/sw“<sx} =#{u<x/ uel sgi su<g sx}
+'<‘H={v>x / VEIL si sv<sx}:#{u<x/u€1 si suasx} +
+ @{(s,x) . ' '
Astfel:
/J,(s) +D'I](SX) —/«II (s) + 8 (s,x) +@ (s,x) +#{ w<x/u€l gi
su(sx}‘ @ (8,%): /Q (s)+é(s %) +ﬁ1l u<x/uéI gi su\sx}

(mod 2).
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Inlocuind In membrul drept din (x) gi efectuind apoi reducerile,
ramine si aritim ci.
}‘I(x) = ‘u\ y< x/y'él gi sy> sx} +:{#{u<’x/uél gi Sg"??ﬁ_}":}
' (mod 2)
Cum s este o permutare pe fﬁ], definitia lui )Jl(x) aratd cé
aceastd ultimd congruentii este valabilévy

6. Corolar

Fie a. Ln]~~%>A o [M)-schemd si s€S(n) p permutare.

N

Pentru orice 1€ 10,Llg0e. n} are loc izomorfismul de A-module’
b K

Hy(K.(a| 8)) = Hi(K.(sgi( 4))

Demonstratie

Afirmatia rezult# din Prop.5, Prop.4 gi observatia cid g

parcurge grupul S(n) odatd cu SlES(n)”y
Corolarul 6 arati ci proprietitile omologieil complexului Koszul

(K‘ka]A),d.) = (f\(ﬁn),d,(a[A)) devind de imaginea [h]»schemei

- e
as [n}«~m~9A, adicﬁ‘de multisetul‘_ial,...,an} si nu de sirul

-

(al,.no,an)t

In particular, daci shema a. )] — A;egte_injecﬁivé,
H.(K.(a]|A)) depinde de muliyimea {al,az,,.,,ang%i(éé au de girul
(al"°"an))’ deci de idealul =., generat de elementele imaginii
lui a.

In cele ce urmeazi, vom considera dependenfa omologieil
complexului Koszul (K.(a A),d.) de idealul a.& A. De sceea, [n =sche-
ma (girul) care di structura diferentiald pe K.(a}A), va fi in

mod tacit presupusd injectivé.

§3, COMPLEXUL MINORILOR UNEI WATRICI GENERICE
Vom da o noud descriere complexului Koszul asociat unui

triplet ([n], a, A), bazindu-ne pe observatia cé, intr-un sistem



=T =
n iy A n ; .
de coordonate pe A", baza modulului liber i(A ) este indexaté
de toti minorii maximali ai unei anumite ixn-matrici generice peste
A,Cu i = 0,1,..0,11. o

Pentru aceasta, considerfm inelul de polinoane

Rﬂﬁ[xél)] lgi,jgn’?

”~ . . k3 o . 3 ¥ e ) - i
avind ca variabile intririle nxn-matricii generice X = (Xg ))1 i

% e

: . " " o . . ; n
[h] -schema fixatd a: Lnj—~<9A. pune In evidentd vectorul din AT

(iae.g X(O)= Bipd = Lyoeeyn )

(X§0)’°'-v Xéc)) = (al,...,a ) j

nl

Pentru k é{l,Z,...,n} , considerim kxn-matricea genericé.
) = (x(i)
X(k) = (X577 )3 50k, 143¢n ?

ai cArei minori maximali (indexati de toate lanturile Ié’(lﬁ} ))
i notdm cu:
N (1)y - ]
A(I) L det(xd )léié}C9jéI 9 (\Qz) I 6 ( k ) e
Convenim ci determinantul matricii vide este L&A

Pentru k €4 0,1,...,n}, definim atunci!

(8)  m(a]A) :@m: L AOM (ew AQ) = 1),

Astfel, Mk( a|A) este A-submodulul liber din inelul R, avind ca
bazi to%i minorii maximali ai matricii generice X(k). Acesgti
minori sint polincame omogene de grad k, ireductibile in B

Pe familia de module (Mk(alA)) , definim aplicatiile

k=0,1;..0y0
A-liniare.

(9) (¥).k é{1,2,-=-,n} , a(a|a): Mk(aja)«~<>mk_1(a]A), unde ,

pentru orice I é ([ﬁl) .

d, (a|a) (ZS(I))'z det(Xgi"l))léisk, 363
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OBSERVATIE

‘Actiunea lui dk(afA) comportd pagi distincfi
(a) coborirea cu 1 a indiceluil superior dinvorice-ﬁinargh(i]
(b} dezvoltarea determmn@ntulul astfel obfinut dupi minorii

primei linii, pe baza definitiei. Xgo) 2 aa, J ® 1y240wsghia

Explicit, pentru orice lant I = (31<( 32§ oo <jk) € (En])
(U

“)
rk s . XtL

dk(aIA)(ZS(I)) = dk(alA) det | - \) =
. (b)
AR )
.X[‘o) X;‘D) . QG{(} . ‘} A()- )/
21’ « eom : )é) e X(() X $’ E (X) a)( : /
= 4¢f xﬁ{ Xy, - ek gl | <25 E,
X) « o & XJ;,, o LX& - X;k) J

Cu notatllle de mai sus, putem formula urmitoarea

7. Propozitie

Pamilia de A-module (libere, de rang finit) si aplicatii

A-liniare (M.(alA), d.(ala)) constituie un complex peste A,

Demonstratie

Trebuie si aritém ci (d.(a]A)) este o diferentiali, adici:

dk(a iA)<>dk+1(a IA) =0, () k‘€{1,2,...,n-l} ¢

Pentru orice lant I€ ( [n) ), I = (314. . s ij), avems

; B | . (i-1) _
dk(a} 8) e qy  (a{a) = aala) (et (X M x,jea ) "

/ ycg. > -a@ﬂ\ [ e
X

%u 4 ? ] ,Qf %‘ . .@g 4
R SO PP 1
fe-1) | | X (F 2)
(ki) , -0
(X}, ¢ %jk 3 XJr h <§k

(deoarece primele douf linii ale acestui ultim determinant sint

egale) //
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8. Propozitie

Complexul de A-module libere M.(a]A), a.(a | A))

canonic izomorf complexului Koszul (Ko(a | A),d.), asociat tripletulu:
{lnl, a, A) (cf.§1).

Demonstratie

In adevir, modulele pe care sint construite cele doud
9 P

complexe sint izomorfe, deoarece, pentru orice i E'[o l,...,n}

K, (al A) =@ AE L, M(ala) = B AA(T)
Ti=1 I=i

Astfel, pentru orice iE{{ o,l,...;n}' y avem izomorfismul A-liniar:
hy :K(al A)—~>M,(a |4), dat de:
r
’ [n] -
W) 1€ (), n(Ep = A .

(hi)ié{o 1,...,n este chiar izomorfism de complexe, deoarece
diferentiala d.(a | A) a complexului (M.(a |A),d.(a | A)) ac{ioneazs
prin dezvoltarea dupi minorii primei linii ai unei matrici pdtratice
(cf.(9)), reguld care coincide cu cea dupd care actioneazi dife-
rentiala Hoszul (of,§l)vi

Aceastd propozifie arati ci (8) si (9) de mai sus ne pun
in prezenta unui nou model al complexului Koszul asociat unui
triplet ( [n] , a,A).

Cu ajutorul acestui model, putem demonstra rapid anumite
proprietd{i ale complexelor Koszul.

Ne limitdm aici la indicares legidturilor naturale Intre

mai multe ‘disferentiale Koszul pe un acelasi modul subiacent.

n
Pentru aceasta, fixidm modulul M. =P Mk(.\ A)
k=0

(remarcind ci definitia (8) a acestui modul nu depinde de [n]l-sche-

ma aleasi) sgi, pentru orice intreg m>1, fix3m m scheme:
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{
84( ): [n}—""‘"‘“‘?A, 1 = 1,2,...,!11 °
Fiecare asemenea schemi introduce pe M. diferentiala Koszuls

dw{ = d.(a¢” A)e

Agadar, obfinem m complexe cu acelagi modul subiacents

(1)
(lp -]
(IY 4 d ) 13192,0‘00'13

9, Propozitie

Pentru orice 1,p €41,2,...,mY au loc relatiile:

: {
R

(1) =
() ( ¢)
(ii) daz 0 d!L + dF{O d. =0
Demonstratie

@)

(i) spune doar ci d. este o diferenfiald pe M., fapt
aridtat deja la Prop.T.

Pentru a demonstra (ii), considerim un intreg k é?{1,2,..,
...,n}‘, un lant I = (jl< ..c<fjk)€§([§3) gi verificdm relatia
pe vectorul A(I) al bazei lui My .

Avem (cf.(9)) * .
P @)
o @ N

dy_q o9y (A(I)) = det JM) . (”> , respectiv?
= 1
a)

Q

=
e
< e
)
L
L__.__

. 3

® B el . aft
Gy 0 9y (A(1:)) = det ig) (t)




Beps

Acegti determinanti diferd doar prin permutarea intre ele a primelor

doud linii, deci (ii) rezulti./)/

Considerim acum cazul m<n.
(t .
Cele m scheme a o [n]——>A4, 1 = 1,2,....,m , definesc
mxn - matricea peste A

JQ = (a(.e

)
i ) 141<m, 1<i<n

Pentru orice k<m gi orice lanturi IGI(LE] Ys Jéi(fij ) vom nota

cu J%(JII) kxk-minorul lui A y avind liniile indexate de J si
coloanele de I. Astfel:
AT T) = det (ag)
‘ 1¢d, i€l
De asemenea, daci I = (i1<'...‘(ik), reamintim ci /N (I) este

. . o . , B (i)
kxk-minorul maximal al matricii generice ¥(k) = (Xj )lsjék,iGI .

Dacd J = (j1<.... <jk), vom nota compunerea diferenfialelor Koszul
(i)

...C‘d- L

i) - .
(d(Jk ), prini ald) - d(Jk o d(Jk—ll

Cu aceste notatii, formulim urmdtorul rezultat

lo. Propozitie

Pentru orice k €{1,2,..-,m} §i orictlanturi Ié;(tﬁl )y
s (I

a7 (D) = Mgl D).

Demonstratie

Avem succesive
(1) -

. I‘ PN

. ' G'\q (a‘g) @1) , ~bA g
J(j)(ﬂ(,[»: C{@h>° AJ' )o,, .clc7{ 04 M : B
Lx-“z’ DS

' L .
Y k



. aéﬁ GQJ
2 V L £ Ch
J(l}f’) 0((})’ A o J@> 0&1‘ Ull) ><(j)
L1 . 94 :
(b1 (s
\ Xg : 'X“h
Yu;,) aq‘)‘
( ai:'. 2 v & ‘,’k
B0 ) B \ | -
G4 - ‘h $1"se-ecntxnua—anduntlvzy~
i (0
XQ)" ‘ Xdk )

.
P X /

'§4. PRODUSUL TENSORIAL AL COMPLEXELOR SIMPLE

| Aga cum am vizut la §1, indexarea bazei modulului subiacent
complexului Koszul asociat cu ( [n) , a , A), se face dupd radicalii
algebrei booleene ( ? (n)), <

Teorema de structuri a algebrelor booleene finite arati ci

(j’(ﬁdﬁ,g) este produsul direct de n copii ale lantului simplu
(i.e. cu o singurd verigi) ¢ ( 0<1).
Profitind de acest fapt, vom da o noud descriere complexului Koszul
asociat unui triplet ([h] , 2, A)e
In acest scop, introducem urmitoarea terminologie.
Pentru un element oarecare § & A, vom nota prin (S.(g LA),/Mg)

gi vom numi "complexul simplu definit de £ ", urmdtorul complex

de A-module libere:

(1o0) cee —30—>AJ8 —‘~§ —~> A
unde /Uf('é) =F (i.e.. //Lg(o{.e) =%ol , (¥) A €14).
Agadar S.(T|A) = @ S5;(x|A), unde 5,(Z]A) = (0) daca

70"‘-—?.000 s

i<o sau 151 sgis Sl(gl A) = A-modulul liber de rang l: A.e ;
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S (g\ A) = A-modulul liber de rang 1o A.l.
Diferentiala /Lg a acestui complex simplu acfioneazd (liniar) prin
multiplicare cu elementul fixat . | Fhe

S# considerim acum o [n]| -schemd a = (al,..,,an).

Cu ajutorul ei, construim complexele simples
(S.(a; | &), ) 4, i= 1s2p0300 B 9
i) P ey

~unde Sy (ai] A) = A.e; . ‘ e e
Efectuind produsul tensorial (in categoria complexelor de A-module),

obtinem un nou complex:

1=

. n .
(11> ( }C e(a 'A), d.) = @Q 3 (So(ai\ A)v fxai)

11.Propozitie

Complexul (K .(alA),d.) definit la (11), este canonic

izomorf complexului Koszul (K.(a |n), d.), asociat tripletului

([1’1] 3 Sy A)'

Demonstratin. acestei propozitii este omisd, fiind o simpld

aplicatie a notiunii de produs tensorial de complexe.é/

Importanta acestui model al complexului Koszul (Kelal &),8.]
consti In faptul cid permite studivl omologiei sale prin intermediul
unor tehnici standard de topologie algebrici.

In expunerile de faftd nu vom utiliza asemenea tehnici, trimitind
cititorul interesat la: J.P.Serre, Algebre locale Multiplicités
(Lect .Notes, 1956).

Avind la indemini, acum, cele patru descrieri de mai sus
ale complexului Koszul asociat unui triplet ( [n] , &, A), vom
utiliza, in ceea ce urmeazd, pe oricare dintre ele, dupi cum va

fi mai comod, In demonstrarea unor proprietédti ale acestui complex.
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EXPUNEREA TIT

COMPLEXUL KOSZUL ¢ STRUCTURA WULTIPLICATIVA

Vom fixa, in cele ce urmeazi, Intregul n> o, inelul comutativ
unitar A gi schema a® [n]—sA , a = (al’aZ"‘°’an)'
Studiul structurii multiplicative canonice a complexului Koszul
asociat tripletului ([h} ; &, A) se face pe modelul algebrei exte-
rioare subiacente acestui complex (cf.§2, Exp.II).

In utilizarea acestui model, vom folosi in mod constant identifi-

BYaTaLL

I xel “x!
construit pe o bazi fixati & = (El,;..,En) a modulului liber

carea unui lant Iéﬁ(Q?] ) cu monomul exterior standard E

An (i = O’l,ooo,n)n

§1. MULTIPLICAREA EXTERIOARA (CONCATENAREA LANTURILOR)

Operatia de multiplicare a algebrei exterioare /\.(An),
poate fi descrisi in modul urmitor.
Pentru orice doué'lanturi I,J peste [hj y vom nota cu I*J gi

vom numi "concatenarea lui I cu J", lantul:

[TVd] , dacsd InJ =¢ ([K) = lantul pe K (V) Kcnl)
I xd = )

gﬁ , dacd INJT £A¢ .
Analogul in A\ .(A™) al acestei operatii constd In multiplicarea
exterioard a monoamelor corespunzitoare, %tinind cont de semnul ce
rezult® prin aducerea la forma standard a unui monom exterior.
Pentru GXplicitafea semxnului, introducem pe algebra booleani a
lanturilor peste n 7, urmitoarea signaturd, ce generalizeazi
signatura simpld definitd la Exp.I, §1, Def.2.

1, Definitie

Pentru oricellant IéEﬂ’(En]), numinm "I-signaturi" funciia

5 >
EI : J([n})-9{ o 1} , definitd prin:



Wi ek

o€ Dol ), E8 =TI Entx)
v x€dJ

))()
unde EI(X) f= 1) o, cu )JI(X) z#&y 1/ y<x§’.

Signatura astfel definitd pe ? ([n]) are urmitoarele proprietiii.

1. Propozitie

(i) Dacd I;NI, = ¢ , atunci pentru orice lanl K € iy QE N
4 )

£ (I% 1) =&, (1)) E,(1,)

(ii) Dacd I,N I, =¢ , atunci, pentru orice lany K€ g‘)([n'})i

&

EI (x) . & 12(1{)

(B) =
I,*1, 1

(iii) Dacd Ilf\I2 = ?é , atunci 3

: (1,1 |1,
EI (L,) - EI (1) = (-1) 1 2
1 2
Demonstratie
(i) E (I,%1,) —_TTIEK,(X) = (deoarece I;NT, z¢) =
Xé)—# 2
TTg . TT €.ty = €,00) & (1),
xeT ;&Ua .

(X} LIRS o = ( Jororoce LA{\IL &)

T xek Li*l XEK U 2, (%) ﬂ, ( 2 C?i)
. )) () + 2 Lx) v (9 12 &) §e -
ST 69 ™ T eo® =l
T xeK Xex
s E'):q (K) E'ZL(K) .
(iii) Fie I, = (ilé — Cip), concatenarea Il-Xrl2 conduce la:
(N @) @ (8]
o i <
Il¥ 12 12 <<11 < 12 via S 12 < 1p<i 12
e r\.+‘ GA) .
unde 12 = %;4 12, fiecare 12 fiind un sublany din Iz.
- i} (0<) o{ o Ny @
Notdm eu h, =# I, = 1,2,.00,p+1, fneit: |I, | = hy+hot...

oeoth

p+1
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( 2
Aven® u,, x) 7, »
e, (3) = T &) =T7 (1) “ﬂ:‘,’“ ]In)( )
) xela yeLZ o )fl
L 5] s
T €051 = T0 07 T 00 T,
eId" xeid! X{IL | e
oy il Bt - A £p+z
=

Pe de altz parte:

| (\;):3
(1() - (()¥I2€‘)l o ’*'ZL(/“”(If ( Z(LL)) E “)Qt) <é>l (f40) ;
{ (4 ( ; (v : ﬁ (\. 2
:ﬂ(’”%”” T (0@ -;LL e % i
€1y A jefi ‘ 4 . - o
— TT \'@> ‘ H \ HR TT } 73\55;(, . 11} ';;/]_C‘) s
el gernqoy  gelb G E oo
2T 42, (0i-1) + 25 () 1T, -2) + - v ﬁjnn(“%l"i“)_:
= (=1 :
( 6f19£z fooeet 'p+L)jI\)‘"( °'£11'4'f¢~#-- -+ ﬂ,£%¢4>
5 &1 =
/L
g T = T 1)1
] . ; )\-H
Inmultindg, obtinem: Eidcle*»i)ﬁx ' ‘11J1162 L iQijJ{
£ (L) £ () =60 7 (-1) | =

1541 T
=0 )
Putem acum defini pe /\.(An) analogul concatenfrii lanturilor,
anume ,

' /
£(1).By; o daca INI =¢
(1) (W 1,5 €P(@)) : ELAE; = 7 Twed
| © , dacd INJ #
ultiplicarea astfel definitd pe /\ .(A") este, evident, cea

exterioari obisnuitid. Ea are proprietitiles
- bl . . ) 7 o (I} }J‘l D [
(2) 1«,1/\1:,1. = & g LI/\I}J = (=1) . B AE

pentru orice lanturi I, J & 5)([hj) ;



A

 (dup# cum se vede din (1), fmpreund cu (iii), Prop.l) .
Multiplicarea (1) pe /\.(An) este evident asociativd si unitard
(cu unitatea 1 = E¢g€§ A), incit obfinem  A-algebra anti-comutativad
(Al )
Relatiile (1) constituie tabla inmultirii acestei algebre.
 Algebra exterioard /\.(A®) este chiar graduats, in sensul cd
graduarea ei canonicd este compatibild cu multiplicarea.
Mai precis, pentru i,] é'{O,l,...ﬂﬂ} .

Ay A A N g D,
unde /\k(An) = (0) pentru k <o sau k> .
Graduarea algebrei exterioare /\.(An) este chiar standard, adicé.
f) 1€4 2,3,...,my , N@H = AN P AN e
(i factori).

Acest lucru rezultd numaidecft din observatia cd orice lany

I = (Xl<‘...<Xﬁ.) Q(L§Q) este concatenarea elementelor sale, i o s

1= (x)* X% .. ¥[x) .
Agadar, /\.(An) este generatd (ca algebrd peste A) de componenta

sa. omogeni de gradul 1, adici.

(3) AP = a<A (M7

2. Propozitie

Fie DU'G/\i(An) uan element omogen din algebra exterioaré.

Dack i = degW este impar, atunci:

WAW =0
Demonstratie
° ‘__‘S ~ . @
Avem: W =2 7. oL1e Bp , cu ¥I<:A .A¢?n01.



'J

e

[£7

. D‘) o - 5 ? g g A =
'y uiﬁ+@w¢9%)tiAE;m)awaLs4mmgg

o

_ , _ _ . -
(unde " A " denot# ordinea lexicograficZ pe lanturile peste ﬂnj )27
Pentru formularea urmidtoarei proprietfdti a algebrel exterioare

/\.(An), reamintim ci o A-algebrid graduati (finitd) anti-comutatival
A } N ~
C-®_, C, (=0 = (i Cye Cyyg

- . / s § o ” . :
se numegte "algebri Poincare" dacd forma biliniard datd de multi-

) ol o e bl
plicarea algebrei C:. , este nedegeneratéd. Aceasta 1inseamna ca,

pentru orice i émﬂo,l,...,r} , aplicatia biliniari.

L,

i i‘"“ﬁ%fr y /&(X,y)kvwwé Xo¥

este nedegeneratd, adicid determini izomorfismele liniares:

' C 5 ~==> Hom, (C

r”i,fr), prin X Mx , cu /ux(y) = XY
(v XGCi 5 yécr_i'

Are loc urmitorul rezultat.

3, Propozitie

. . - n
Pentru orice n>” o, algebrs exterioari vﬁ\. A") egste o
%

” . s
algebrd Poincare.

Demonstrafie

Fie i é‘&o,l,...,n} . Trebuie si arstim doud lucruri.

(a) Pentru orice'xufé/\i(An), asocierea'vdﬂ~w—<%ﬁiv-este

injectivd, unde /Uu,i AN (a") — /\e(An) este multiplicarea

exterioard cu W (i.es ths (W) =W Aw, (V) weN M),
i, dacd ' B IR N DS T El W )
Ori, dacd M,,.= L, / cu W S L— w' = 2— 1



Sill3 A
. , N
atunci W A 2 =W A3 pentru orice z€ LM

In particular,wdacé 1¢ (L?S ) este un lant oarecare, luind

Zp = Em (T = lantul complementar), obiinem:

WAL, =W /\sz—v ( diw () <& d5E 4 E5 “ﬁxE ’\E

Cum EIJ\E ste vectorul unic al bazei lui /\ (A 1= , rezultd
“de aici: = ?I’ (V) Iéi(&.l3 ), deci w=w’

Agsadar, asocierea LU'P*—ﬁyuuyeSte injectiva.

(v) Orice formi A-liniard f. /\ (A )~—;,/\ (A Y = A este

de tipul Ay , pentru un anumit vector W = w (f)C
Aplicatia f este unic determinati de actiunea sa pe baza lul

ny . g 2 % .
/«sn_i(A ), ie€o dg familis de elemente (tll)\llz i * datd des

() Ly g
(V) I é ( (\’C )’ f(hI) - 0<I o E n ' V(I € AQ
Considerim elementuls

W =W I(f) = 5 E-*(I) ”< . By é/\.(An), unde
(I =

-
denotd operatorul de complementare pe 5 ([n))

(7 N |

Avem, pentru orice lant J &( [n} i -
Nei

W/\Eja(% e 1)y €3) Eq= (¢ oA 0 ,@) =
}’\L
D e () 4y LB /\Ej) =g, (9) 4y Ey NE =

(xl=rc
| -
o £o(3) (M E 7E )
Asadar, /uufsi f actioneazd identic pe baza lui /\n»i(An)’
deci sint egale,AV

4, Corolar

: . o)
Pentru orice i é»{ o,l,...,ny . /\i(An) = /\n—i(An)

Demonstratie.

Afirmatia rezultd din Prop.3, fmpreund cu observatia

cé /\n(An) A %



i
OBSERVATIE

Corolarul 4 arati ci algebra exterioard A (A?) este

autoduals. Aceastd auto-dualitate este compatibiléd cu struqturile,_

diferentiale Koszul ce pot fi introduse pe /\,(An), dupa dﬁﬁuém
vazut la Prop.2, §1, Exp.II .

n .
Fie 5}:=€9 jS un ideal omogen al algebrei exterioare

1=0
/\o» (An), unde gl =‘Um Ai(An); iz Q,l,..;.,l’l.

5., Propozitie

Daci idealul omogen Qj este nenul, atunci le £ (o) si

reciproce.

Demonstratie

*gn # (0)= <= (o), deoarece a9

Reciproc, fie 2 # (o). Atunci existd i€ { o,l,...,n8 si existd

uefijé , incit u # o. Fie u = 2;71441 E; . Cumu # o, existd
- 1L
ln’) . _ . - _ ATe = t -
LE(H Yo gt g = 0 Bar atuncl uABz =o; ENE; == EngC

| I I I
siu/\EIéJM . Deci E,W:;( (o).// |
Vom nota cu /\+(An) = é@fx /\i(An) jdealul omogen "irelevant”,
al algebrei exterioare = A L (a™,

Anulatorul acestui ideal se numegte "soclu al algebrei /Au(An)

si se noteazd cu Soc(N.). Astfel:

Soc ( A.) ={ure/ﬂ‘(An) /W e u = 0, () u.é/«x(An)& i
Este ugor de vdzut cé soc(/\.) este un ideal omogen al algebrei
exterioare /\.(An).
Are loc urmdtoarea proprietate, ce reflectd In structura multipli-
cativd canonic#d autodualitatea algebrei exterioare (Cor.4 de mai
Sus) |
6. Propozitie

(1) soc (M) =N\ (87)
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(ii) Orice ideal omogen nenul QJGQ/\.(An), are proprietateas

sJNsoe (AL £ ( o).

Demonstratie

(ii) rezultd din (i) si Prop.5 de mai sus. Asadar, vom -
demonstra (i). Este limpede c3 /\nKAn)gg Soc(/\.), deci rimine de
ardtat incluziunea inversi.

M
Pie W = 2 Wry € Soc(/\.) . Ardtim cd LUi = 0, pentru
i=o

i=o0,l,c00yn-1, Cum Soc(/A\.) este omogen, aceasta revine la a
aréta cd orice element omogen W€ Soci(/“.) este nul , de fndati
ce i A n.

Fie W = ZEN_T___cXI « Efy oui # n. Dacd W# o, atunci existi
[1l=4

3 6(123) gi o # 0. Cum i # n, complementul I € ( é?g ) verificd:’
|Z{# o. Din W€ Soc( A.), rezulti:

0. = Wl A Ef = “II - EI,A Ef =1 ‘XI th) s Ceea ce
implic& C{I = 0, contradic@iev/

OBSERVATIE

Rezultd din Prop.5 si 6 c# un ideal omogen ) Q-/\.(An) este
nenul dacd gi numai dacid . /) Soc(A.) £ Q5 .47

. T TR . . n o -
Studiul multiplicirii algebrei exterioare /\.(A™) ridic#d in
mod natural problems caracteriziirii non-divizorilor lui zero din

n - . s ; ' e :
/\.(A )o Adci, ne limit3m la indicarea unor importanti non-divizori

omogeni ai lui zero, in algebra exterioard.

Reamintim ci un element W & /\i(An) (i = 0,1y00.,n) se

numeste "non-divigor al lui zero" daci:

5 u=0, cind i = deg(w) este par
(V) ué¢ /\.(A ) si WAu=o0= i &
ué/\..(A ) y ¢Ind i = degWw)

este impar



- A6

g : Y ; : n 5
Evident, orice non-divizor al lui zero din A :/\O(A ), rémine
non-divizor al lui zero si in algebra exterioard.

7. Propozitie Fir

Monoamele exterioare de gradul 1: '{E /x:é[n]} sint

non-divizori ai lui zero In /\. A"

In adevir, fie u.é/&i(An) un element omogen (ié.g Digbig bosivs

incit u A E, = o, pentru x ¢ [n] fixat.
Putem gscries 4L3 % - °< E + ZL~_¢—f~ oﬁ;EI ) " e
iT)=L31>x Hki)l?x
Atunci : 0 = uAE_ Z____l_—- Ly EI 4 Ex. Cum{EIAExll—ﬁbxk
[Tl=0; L3X

este in baza liberi a lui /\i+1 (a™), ob{inem de aici: OFI = 0,

(V) I cu III =i gi I ':49 X, Rezultd: u = Z__,_._—_ odg EI:
=1 12X

_ D +O<Ez ANExe AN (A)NnEx y

OBSERVATIE

Pentru monoame exterioare de grad %; 2, regultatul de

mai sus nu rimine valabilzy

§2. STRUCTURI DIVERENTIALE PE ALGEBRA EXTERIOARA

Fie a! [n] —> A o schemd gi fie d. = d.(a]a): Ac(a™) —

—/\ . (4™), diferentiala Koszul introdusd de a pe modulul liber
A. (A™). (ef.Exp.II, §2).

8., Propozitie

d.(a] A) este o derivare omologici a algebrei exterioare

A . (A™), adicit (V) uLwUégf\.LAn) cu u omogen =2 d.{u AW)

= d. (WAaw +£_1)deg(u) u AN _d. (W)

Demonstratie

Datoritd biliniaritfi{ii produsului exterior gi liniaritatii

lui d. , este suficient s#i considerim cazul a doud monoame



o1 e
exterioare standard: uw = E; y W= Eg avind de ardtat cé.
] 4___ W 2 {Il \ 3
(%) a.(EfAE;) = A.(EPAE; + (=i} Br Al (E)).
Conform definitiei (1) a tablei de Inmulfire pe A (™), trebuie

s% considerim separat doud cazuri.

(a) 107 =4

In acest caz EI/\E = E (1) By .5 » decd oﬁtinem'
+%‘3(I) Z— ?I»a‘ff) 2 Eaa)y = <c7f3. fw%ﬂ ,64) =

_ ) «
¢ (DZIE () &) Ax £ (I ).

- (din definitia concatenirii lanturilor) = - ;
=t (I)L& (X) &5 () Ax £y & (1X>Lm AC +€(z> E(;)? [9)ay Z4 (r)é AE 7
) 5 /\[WGJ ()¢, (g)é e JE

+£,(1) jiéjfﬂw €584y Eé-xwg :

% ]

S &m0 6, (1)¢; 00 ax by JAEy S
“Lxes

[Y 2(x,3,7) & waxEy A (D E»A[Z Bl ”)5“1 1€ J;_

Xel

o < (x1,3) =6 ()€ E (1,,) i ply,3,7):=5 D &5 /T)/

Din DRefinitia diferentiald Koszul, vedem ci () are loc dacd

o (x,1,J) =1 si ﬁ(y,I,J) =1, (YY) x€I siyed.

Dar, din Prop.l, §1, obtinem:

_ e
206 1,7) =, m[g,odé (1] = €500 €5(D = _JEm] =1

(deoarece lanturile ij si I, sint disjuncte si 1= [&J;*I } o

Analog, tot din Prop.l, §1, obtinem:

} B
b3, 1,0) =650 £ (9 &5 (I)(i) *3 e > [2m(1) éj @
:(o&mmug L?] N 39 "524 j)/\ J ,égjaév >

Sl s
=£4(2) (*l)mEj(l) (-1) =[6, (1) (1) J =4



Sy

Cu aceasta, (%) este verificat#, In acest caz.

() I0OJ ;4¢

In acest caz E /\E = 0, deci membrul sting din (%) este nul;

Calculdm si membrul drept din (%), aritlnd c% este nul. Avem.

d(ENNE; )" E/\oi E.) #LZ; £,000,E; AEL T
iﬂz ¢ (9)6{3 E ANE A—(wn}?ﬁ*’bm rwuztua Wtﬂﬂ/w wte)uowa -

? L
_  crayEy nEren IS ¢Ci‘"v»%5-—~/\63:5‘”
Xel: I NJI= E 1IN =

Ipoteza (b) aratd ci { xéI/IX(‘ Q(L A 0{/::5«3(1 nd) =

i.e. INJ ={x‘; , pentru un element X é[n]. In acest caz, avem de
asemenea. {yé J/1 f\Jy = ¢ } = {x}, deci ambele sume de mai sus
au un singur termen, fncit ultima expresie se reduce las

- 1)
£109 ax By AE7 4D Z___,_, BEAE e 0D = ={x}
26] Lﬂj‘&j-

Dar atunci I *%¥J = I;@J [x]*l >€J i= K, deci obi{inems
£5 60 ay €5(1) £ L0 e, ‘DE, =

v[f,(x) Ej(lx) +(—1)m£j(x)fj (I)jaxfk _
Dar: 8 (x) Ej(lx) +(vi) jéj(x) EJ (1) = (devorece €4 (9= &7, il

=& (0 o+ ey gy (1) = € ey, bap- 1,410 =
= &5, (0 & ) D il }+(—1) j () &4 09 g5 (Ix)=
[, o &, 0608, 6 gy [g (0 84, 3} 85, (1)
3
- (patialid wnsd pgnefis %H)%o ¢, 00, )J,(—i) e (1)

IKHJ . })g”Jx
_ (. B 1§ =G0 )gjx(zx)m ijcmz

-

1Tl (|9 A : . = RO :
I Ix) (| )HJ s )HIJ EJX‘UQ.AN‘&JCW C(ZMM@ZQC,,]%& e

i1,)017)+13.]) Izl IT,) (2 11.]44) 1)
M Ll e + (-4) ] =60 ( | L=l =
(1]

_,(4) + () ':O//



A
Din aceastd Propozitie rezultd cé orice [n] -schemd a. [n3~—7>A

determind pe /\.(An) o structurd de algebrd diferentiald graduatd

(vezi Exp.¥): (A.(a™), d.(a|A)). Complexul subiacent acestei
algebre diferentiale este complexul Koszul asociat tripletului
([n] , a, &) (cf.Exp.III).

Altfel spus, concatenarea lanturilor peste [nja , introduce pé
complexul Koszul (K,(a) A), d.(a|A)) o multiplicare {qff(})l

compatibild cu structura diferentialsd a acestui complex (i;e.difeu'

aw
~—

rentiala Koszul verificd proprietatea din Prope.
Algebra diferentiald graduatid (A.(a™), d.Ga( A)) = (K.(al Al
d.(a[ A)) este o algedrd Poincaré, cu graduarea standard (Prop.3 si
rel.(3), §1).

Pentru o diferentiald Koszul fixata d.(a) A): = d, !/ﬁ.(An)w—a
—N\.(A®),. vom nota cu 2. (a )A) = kerd.(a }A) nucleul si cu

B.(a | &) = [ a.(a|A) imaginea lui d. . Elementele lui Z.(a|4)
se numesc "cicli", iar cele ale lui B.(a | A) se numesc "borduri"
(sau "frontiere") ale algebrei diferentiale graduate (A(al);

d.(a | A)). Evident, Z.(a) A) si Bm(al A) sint submodule graduate

ale modului /\.(a"), i.e. Z.(a \A) = Gan' z;(a | &) si
1=0
B.(a} A) ==Q§n' B, (a | &), cut 2,(a |8) = 2.(a] A)f\/\ig?nj,
1=0
respectiv Bi(a \A) = B.(a )A)(\/Ai(An) s 1 = 041y wewplie

g, Propozitie

Z,(aJ A) este o subalgebrd a algebrei diferentiale graduate

(/\.(Anj,d,{a |A)), iar B.(a [A) € %2.(a _A) este un ideal al

subalgebrei Z.(a} A).

Demonstratie
Fie Z1s 226 Z.(a )A) doi cicli omogeni. Trebuie sd aritim

cid produsul Az, rimine ciclu. Aplicind Prop.8, rezultd:

Barirey



- 50 =
deg(zl)
s |

degzl :
Z-N0 =
1

d.(z9A2,) = alz) Az, +(-1) f\d(zz) = 0 Azy+(-1)

=0+ 0=0, deci 27z, <€ Z.(a |A).

Agtfel, Z.(a }A) este subalgebri in /\.(An}. Aceasti subai%éﬁré
este chiar diferentiali, deocarece d.(Zs(a! A)) = 0(i.e. restrictia
la Z.(a A) a diferentialei Koszul d.(a [A), are imaginea nuld,
deci fnchisd in Za(a) A)).

Daci bE€B.(a)] A) este un bord, i.e. o =d.(e), cu ¢ €N (&),

obtinem d.(b)

i

d.(d.(c)) = a®.(¢c) = O. Agadar beZ.(a |A).

Deci Bu(a| A) € Z.(a]A), i.e. B.(a |A) este submodul al lui

I

Zo(a | A).

Fie b EB.(a EA) un bord si z € Z.(a{ A) un ciclu omogen. Atunci

b= d.(c), cu c€N\.(a™), deci |
bAz = do(e) Nz = do(e Az) (cBei d(z) = o), adicd

bAz = I zAbEB.(a|A).

Astfel, B.(a }A) este ideal in Z.(a | A).

2. Definitie

Algebra cit: H.(a }A) = %2.(a | A)/B.(a | &) se numeste
"glgebra de omologie" a algebrei diferentiale graduate

(A.(a™), d.(a]h)).

He(a | A) este o algebri graduatis H.(a | A) = (B Hi(a | 4), cu
i=0 '

Hi(a

A) = Zi(a} A)/B,(a JA), 1 = 0,1,.00,00

Diferentiala Koszul d.(a }A) indﬁce pe algebra de omologie aplicati:
(diferentiala) nuld. Astfel, H.(a iﬁ) are structuri de algebrd
diferentiald, cu diferentiala trivialid. ‘

S4 remarcdm ci, pentru un sir dat a = (al,,.,,an)ﬁ

Ho( a |[A) = A/ a

n
(cu 2 = 2
121

A.ai), dupi cum rezultd numaidecit din



e B

Definitia 2.

’ & -~
Dacd Hi(a A) = (0) pentru i = 1,2,...400 , Spunem cé

algebra diferentiald (/\.(a™), d.(a 4)) este aciclicé.
In acest gir de expuneri, studiul algebrei de omologie H.(a iA)
ocupsd un loc centf&l. Incepind cu Exp.IV, ne ocupim de revelares
semmificatiel pe care o au algebrele de omologie ale anumitor

. complexe Koszul, construite peste inele locale noetheriene.

O primd proprietate importantd a acestei algebre este urmétoarea.

lo. Propozitie

Fie a. Cnlw»-9A 0 [ﬁ] ~gchemd, a = f;“,:: A.a_
e xémj =
Atunci a. Ho(a|4) =0 .
Demonstratie.

Afirmatia rezult# din corolarul 16, §3, Exp.I 047

Aceastd proprietate aratfd ci idealul a anuleazd omologia
complexului Készul definit de schema a. [n] ——>A pe algebra
exterioari /\.(An). In particular:

11, Corolar

<

Daci a = < A.a_ = A, atunci algebra diferentiala
x & (n] .

(A (A™), d.(a 1)) este aciclici.

In continuare, vom studia mai in aminunt legitura intre

structurile multiplicativi si diferentiald pe algebra exterioara

/N (8.

S& considerim urmiitorul endomorfism A-liniar al algebrei extericare
AJA™ 1 (% ;je;J2 1,2,.,.,1&
/uj : AL —AL(A®), cur () weA ™ y ) = EyANT

fr

ey R
unde E % ,.,., n} este o bazid fixatd In A .



12. Propozitie

Pentru orice i,j 6{1,2,.,.?n}

(1) {; aby =0
[t

(ii) /L /UJ + 'Uj %ﬂi -

Demonstratie

(1) (V) weA (a™
= (E ANE )Aﬂﬂyw (deocarece deo(L ) = 1, cf.Prop.2, §1) = 0/;y7“ 0. v
(ii)(y)'we/\,( ) (/~/ J +/ud /u ¢ Jlw)= E Al €A1@»)+E /\( A )=
=(E.AES) AW +&?A&)M¢:&u%y'@Atﬂﬂw'm““z/

Rezultd dln definitia omomorfismelor de multiplicare {/%Jylmngunx

cu Prop.l2, (i), c#, pentru orice j C{i 2,,..,nf} . /Lj este o

o PR ‘ ¢ s g -y .
diferentiald co-omolosici pe /\.(A ) (aici "co-omologicad"

inseamnd ci /*j este omogend In raport cu graduarea luil /\.(An

de grad +1).

Diferentialele co-omologice i/Al,...,/unﬁ se leagd prin relatiile
de anti-comutare (ii), Prop.l2.

OBSERVATIE

Rezultd din demonstratia de mai sus c¢8 orice element omogen,
. A .n 5 : : o
de grad impar W €/\ (A"), definegte diferentiala co-omologici
° A n / n , v ; n
MA@ = AT, g fu) = wA g, (W) uw €A,
v /W
Aceastd diferentiald este de grad egal cu deg(kvjséf
. . Y o A (a7
Diferentialele co-omologice date de multiplicarea pe &) cn
elementele E Q{ au urmitoarea proprietates

1.3, Pr00021 bie

Pentru orice j <fn1 ?,...,n'y ker /ij = Im/Aj
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Demonstratie

Este evident (ef.(i), Prop.l2) ci LW\#ij C ker ;Aj .
) /
Recipro ie Wr k .« Cum k (resp. ) sint stibmodule
eciproc, fie < eT L m ker fza(re P 1”%%) sint sUbmoc
graduate ale lui A .(a%) (/uj fiind aplicatie liniari omogeni),
putem lua elementul W omogen.
Dar atuncis: w € ker/u j<::>pU/\Ej = EjApvﬁ 0.

Cum Bj este de grad impar si nu divide zero in /\.(Aé) (cf.PropsT;

: c‘\/\’ PR /\ = I e
§1), rezultd ciw ¢ A./A™) EJ Im/bj Vi

3

;oA s Fa ByEuiy
Aceastf propozifie aratd ci fiecare din complexele (/\.(A‘),/mj)

are co=omologia nuld, J = 1,2, ¢se38l &

.. ol i ; P e . :
Agadar, omotetiile definite pe /\.(A ) de vectorii unei baze a lui
An, induc structurii de complex co-omologic aciclic pe algebra
exterioari.
Fie acum a. th'-~i>A o schemi gi fie d. (a A) diferentiala
. g . - /\ n
Koszul definitd de a pe /\.(A").

14. Propozitie

Pentru orice j <';3 200yl ny &

d.(a }A)d,uj +/u3<: de(a A) = U ;

A
. [y 7 I’l 4 I’l . . « y et §i
unde U _ o /\. (A )'*”9/\.(A ) este aplicatia A-liniarsi de multi-

plicare cu elementul 2y € A,

Demonstratie.

: 5 . - n Rt L2
Fle d. = d.{(a /A). Fie W €A (A™) un element omogen. Avem!:

(o{ oMt u, ')(W> = d. (1 v (w ) + My (A (w)) = ol (C(; AW
Aw) = A (%}f AW +( l) /”). A ol W-%grd,w:(&w\ [
— \ < = —
f{ AW *-t?’ Al W J’rc\v Ad.w = d (E;)AW
a . — ;

= (deoarece (C C J 2' ‘ # J'
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15. Corolar

Pentru orice i é”&lLQ,...pn} " xxj induce endomorfismul
7 )

nul in algebra de omologie H.(a | A). F

/

de multiplicare cu aj, care este nul conform Prop.lo.

Din Prop.l4, rezulti ci . = M. induce pe H.(a | A) endomorfismul
7y §} :

Rezultd din aceastid propozitie ci generatorii E ,...,5 a8l algebrei
prop & 1? o

ol

iferentiale Koszul (,ﬂ,(An)' d.(a} A)) "se trivializeazd In omologia

e o]

.(al A)". Asadar, proprietitile algebrei H.(a }A) difers in mod

A 4

esential de proprietffile algebrei diferentiale (/\.\An}

A
,u.o\a.‘ £
In continuare, vom da o altd exprimare autodualitdfii algebre
. /\ An e ¥ 5 v
exterioare /\.(A") (ef.Cor.4,81), in raport cu structurile diferen-

tiale Koszul ce pot fi definite pe A L (a™) (Prop.2,51, Exp.I1).

Anyme, fie: a(l), a(z),..., a(n) n scheme peste A, strinse in
matriceas

e ;
(4) Jt= (i)

J 1i;in
Liniile matricii JQ. introduc pe algebra exteriocarid /\,(An) dife-
rentialele Koszul: d.(a(l)] A)y d.(a(z)& A),...,d,(a(n) | 4), pe
care, pentru usurarea notafiei, le notdm cu.
(5) aft) ¢ < e,

.. : . n s
Considerim acum duala algebrei exterioare ﬁu(A ), anume.

A (A% :@n NG, cu  A@H =A (a0,

-1

Aga cum am védzut mail sus, /‘ (An) este liniar izomorfA cu algebra
exterioars /\.(An) (Cor.4, §1).

/{ (a™) posedd o structurd multiplicativd@ canonicéd, ce poate Ti
descrisid prin tabla de Inmultire urmitoare (In raport cu o bazéd

fixata & = (By,...,B)) a lui A7) ¢
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(6) EZVEgz(]%AEyO S P P TR
Algebra (/{(An),vf) astfel obtinuti este asociativd, unitard gi
»anti—comutativé. Asocierea Eik~m~7Ez, i=1,2,00050 stabilegte
un izomorfism intre algebrele (AA™),A) si (A, v ).
Ca algebri graduatd, /A'(An) este standard.

Fixarea n xn-matricii J% = (a%i))l i,jn ? determind In mod canonic
. ' #
o structurd de A (A®)-modul pe A (A™), in modul urmdtors
o i o2 . 5% ) ey 2 a(3)
CT) oY - 4 C%142,..”n} i By . By =l (B5) = aj
(cu dé})..., dén) date de (%))

Astfel, pentru orice lenfuri I,J, cu |1]= |d], relatiile (7)

fmpreuns cu Prop.lo, §3, Exp.II, aratid ci.

)
(8) E; . B = AT]D),
unde [&( il ]J) este minorul matricii\j% , avind liniile indexate

de I si coloanele de J.

OBSERVATIE

Cu notatijle de mai sus, veden céd, scriind /\.(An) =

. @
- o B rem® My oy { [ et
- Aq' <L1,ocn’.&n7 $ awbmp /\ (A ),« A <«/V{,’\ ,...,/Ufy\> ] Ul’ldé /1:’;' W/LXE
P
este aplicatie liniarid de multiplicare (exterioard) cu E. ©pe

J

‘ n

AN (A™) .

2 4 | ‘ - . 208 o .
Fixarea matricii (T determina, datoritd Prop.9,33, Exp.ll,

@ l . « . v 3 - % ¢

algebra. A £ d( ),,..,d( >;> (asociativid, unitara, anti-conuta-
tivad), 1In care tabla de Inmultire este datd de compunerea genera-

toriloxr ﬁ(l)

g d(n) . Asociereas g Z‘M-}*f>d(l)
A
i =1,2,...,n, stabilegte un omomorfism al algebrei A‘<}%,-»={ﬁ@m>
pe algebra A <oV L, d(n)>
Dar A <_d§l) you, 8 d(nX) C End, ( /\.(a™), incit structura

de. /\ (A)emoaul {17) pe /\&(An), provine din reprezentarea de
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algebre 9% de mai susS.
A

Definitia (7) a structurii de /\ (&™) - modul pe /\.(An) o putem

exprima astfel: E .
= 7
, Ca
T I L BN (A

En

unde " o denoctd operatorul de transpunere.

Dualizind (7)', obtinem imediat o structurd de A (5%) ~modul pe
A (a™), datd de I ,
i

() (Bppeees B o | A

- M

n o
v
\ e /

; . N .. e
Asadar, fixarea matricii -JT determina, doud gstructuri liniare

reciproce . anume, structura (7)' de A (A™)-modul pe A

®
si structura (9) de /\c(An)ﬂmodul pe /ﬁ (a™). Aceste structuri

reciproce exprimi autodualitatea canonici a algebrei exteriocare

A (a™).
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EYPUNEREA IV

MODULE DIFERENTIALE KOsSZUL

In aceastd expunere definim categoria modulelor de tip
Koszul peste o algebrd diferentiald Koszul (Ke.(a | A)s d.{al A)),
unde at [n)-—A este O [n] -schemd fixaté. Structura multiplica-

tivd pe K.(a‘ A) este datd de concatenarea lanturilor (Iinmultirea

exterioari, cf.Exp.III). o b o S eSS e N

§1. MODULE DIFERENTIALE KOSZUL

1. Definitie

Fie M un A-modul: Complexul (K.(a | M), d.(a| M) =

= (K.(a{ A), d.(a]A)) & M (unde % este complexul trivial

definit de M) se numeste "modulul Kogzul, definit de schema a si de

A-modulul H".

n , ,
M) =62 Ki(a }m), unde Ki(a\M) = K.(a iA)Qﬁ

Astfel, K.(A , i i !
i=0 n
A WHen =@ E QN = VJC) de 4B, /[T = 1Y, 12
ows i \,A;- — i:):):\’:ut o= i ¢ url e \ JI i = 1 ) v e | v,/oe

" \ E s n . . .
este baza modulului liber /\i(A )). Modulo twist-ul canonic

E;®m——>mn & Ei (V) m¢M, rezultd cd un element din Ki(aim)
se poate scrie. ﬂw’=22rf’W};CI (unde mm notat mQ@EI prin mEI,
[E]=t -

(¢) méM), cu & mléiﬂ, () 1€ ([i;})

Diferentiala d.{(a| M) < Ki(a\ M)"wwﬁ*Ei_l(al M) (i = 1,2,000,8)

: g (a]W)(n Bp) = medyla | a)(Bp) -

P e
<
S
2
Qa
-
o B
s “; -
. wa
W
~—
°

(Explicit
di(a\m)(m By) = ?i,,uéil(x> am. By ) e
Xecl '
Orice aplicatie A-liniard f. M—>N, determind In mod unic

)

morfismul de complexe . K.(a)f) : K.(a\m)--€>K,(a}N), dat prin

(v¥) i é{o,l,.o.,n§ g Ki(a Yf)(m EI) = f(m) B, pentru orice

o ey
me M, 16 (v’_:.l”)s
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Evident, asocierile Mk (K.(a| M), d.(a iM)) gi fir—>K.{alf),
constituie un functor covariant de la categofia;ﬁod(A) o A-modulelor,
1la categoria © (a) a complexelor de A_module.
Vom nota acest functor prin K.(a] ), omitind, pentru comoditate,
mentionarea diferentialed d.(al ).

1. Propozitie

Functorul K.(a] ): Mod (A)- iff(A) este exact.

Demonstratie

Fie O~—9M'~£~¢fﬁ_§9kvhaw+90 un gir exact de A-module.

Trebuie si aritim cé girul de complexe.

oy
0—— K.(a M)Eiﬁﬂi; K.(a M)Eiﬁﬂ%l Ke(a WM")—>0

rimine exacte.
Acest lucru este imediat vizibil, dacid Yinem cont de faptul cé

K.(a | M) este sumd directd de (%) copii ale lui M, iar K,(a Ls

este gumd directd de ( ? ) copiia ale lui %, pentru i = 1y2p000s0

gi pentru orice modul M si orice aplicatie'A-liniaré £

sS4 mai remarcdm cé, pentru orice A-modul M, K.(a iM) este un

K,(az A)-modul (@iferential). In adevir, pentru orice iéé{oﬁl,...,ni
- ﬁﬂ . 2 [T : el - ' I

IC( i )9 mI e m@hl é Ko(a{h) S1 °'<j-- = Ej (:K.(a IA) ( e me My

£¢A), putem definisc

T T PARASU ELE

, Exactitatea functorului K.(a| ) permite construirea (in mod canonic

a uvnui gir exact lung de omologie, agociat oricérui gir exact

gscurt de A-module.
Intrucit vom utiliza acest gir exact lung, reamintim aici definitic

aa canonicd.
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#

Fie O*”ﬁ?ﬁ";fﬁ;M‘ @'>Mﬂ--w:>0 un.sir exact scurt de

A-module. Atunci are loc urmatorul gir exact lung. ¥

(1) oeein (am)i‘, Hplah )45 1 (6114%) B Hy mm/fiji it

o* U (aln) L5 B th@! ) 2oty () 25 Hy (2 11) 25 e
e ‘

2, (A IRy S H R 0

Ok n & P >
Omomorfismele £ 5 & » , care apar 11 (1), sint definite -in modul
urmdtor.

¥ * ,
(a) f_si ¢ pentru orice 1é~4 0 1,...gn} Prop.l taratd ci

f gi g induc omomorfismes Ki(al s Ki(aﬂ M‘)m-9Ki(a\ M),

Ki(a ]g) . Ki(a[ M)-——19Ki(a/ M), Aceste omomorfisme transporta
cicli in cicli gi borduri in borduri (fiind componente omogene ale
morfismelor de cnmplexe K.(a\ £} 4 K.(a| g))e

Atunci, prin trecere 1a cit, ele definesc omomorfismele de A-modules
£ 1 i, (a | ) —> H.(a\ My, ;: i, (a | m) —=>H, (a }m”) gi Prop.l
arats numaidecit ci giruriles

% }. .
Hi(a ')—ﬁ—H (a] M) - g u, Ja)um), i=o0 N P

aint exacte.

i

p) omomorfismele de conexiune /A ¢ pentru orice . 6{1,2,..,5n; R

[&Z H.(a 3 ”)—-e>B l(?; M') se construiegte tn modul urmidtor.
Fie Z ¢y (a |H") o clach de omologie, cu Z¢ £ . (a f‘”) un ciclu.
Surjectivitatea lul Ki(a{ g) (Prop.l) aratd c# existd u ~Zi(a‘ M),
tncits z = Ki(a (g)(u).

Cum 0 = di(a (M”)(z) = di(a ) e K. (1{ g)(u) =

i

> | &Y « W — 1B - ™ e
ki_l(a( g) e di(a ﬂ)(u).;;di(a}m)(u) & ker Kinl(d \g) =

i

In K, ;(a] %) .(cf.Prqp.l) — @) w € K,;_q(a|N) a.l. :

a;(a|MW(u) = Kiml(a\ £) (W)



g,

Fiind unic definit modulé pordurile, W este chiar unic datorité
injectivitatii lui Ky 1\d\ £

Mai mult ¢ K; o8 |£) eq;_(a ) (W) = diwl(g’ m)c>Ki_l(a§f)ﬁM3

= di»l(a | 1) o di(al 1) (u) = 0, deci di-l(a\ M')QW) = 0 (Ki_z(ai £)
£iind injectiv). Agadar W este sipdin te ¥, ghelith, 0ot B

sens w € Hi«l(a M.

Vom pune, agadars

/\

"‘.

() zcEHi(a \M”), A(zZ) =W cu K, (a \f)(VJ) = di(a lM)(u) gi

e o i

= K (o | 8){w)

(unde wAn genoti clasa de omologie 2 unui ciclu)e
Pentru aplicatiile ulterioare ale teoriei modulelor dife-
renfiale Koszul, vom explicita structura 1or locald (cf.Exp.l, §3)

Datoriti tipului particular de poset utilizat aicd (lantul [n] ),

ooty
2

structura locald coincide cu cea globald In jurul oriciArui x€ln

De aceea, este suficient si considerim cazul particular X = e

~t

Aceasta Inseamna gh studiem legitura intre complexele Koszul defi-

nite de [n)- schema a = (Bqs8pseces an) peste A sl de restrichi:
ei la &an} odige ge n—i} -gchema a' = (al?.@.,an i). Pentru

claritate, vom nota complexele Koszul respective prin K.(al,g,e
: v
1), respectiv Rb(ul,...,a \ﬁ), (¥) vie Hod(A).

ORSERVATIE

Datoxriti invariantei la permutiri a complexului Koszul
(Prop.5, 52, Sxp.I1), struetura 1ocals, Injural; Mud X = oy S
omologiei luil Ke(m,.o.WI }M), coincide cu aceea $n jurul lul

X (V) € nﬁ s

o



e

Agadar, concluziile pe care le tragem an consideratiile urmitoare,
smin. valabile dacd in loc de x = n lufim orice alt virf x = i al

langului Lnl 4/
§2. STRUCTURA LOCATA A PODULULOR KOSZUL.

Datoritd invariantei la permutidri a complexului Koszul
(Exp.1I, §2, Prop.5), precum i structurii de lant a posetului de
bazi [n] , studiul local al complexului Koszul revine de fapt.la
explicitarea legdturii inductive fntre complexul construit pe ©

[n«l] -schemd a & Lnui} ——>A gi complexul construit pe o prelun~
gire a lui a la o Cn}-schema peste A(adic#, este suficient s# ne
1imitim la studiul in jurul lui x =n % max [n]).

Vom conveni, 4n cele ce urmeazd, si notam prin X(§) translatia
cu A&7 a unui complex de A—modulei

faer 2 2 Bax o ) ne s

L= (X d ) Xned

n’'nc ¥’
Pie acum 2. [n]-f>A o schem# gi M un A-modul.
Considersm modulele diferentiale Koszul.
K.(alg.,.,anmﬁ M) , Ke(@gpeoesdy | W), Kg"l)(al,.,o,a en | )

Aceste module sint legate prin urnitoarele morfisme de complexes

(2.1) fo : K (al’nao,a l‘Ll) MM”)I\ (dly.‘yan\ HI)’

R S gty

fo = (fi)ogién

m¢ M gi orice 1€ ( [n713) % fi(E &mnm) = Eléém(fn fiind aplicatic

, unde, pentru grice ié;ﬂo,lg...,nmly , Oricare

g

nuld, intrucit K (al,.oo,an 13 M) = (0)).

) ga : Kﬂ(algoopgan \Ei) "_'_'”—“) K(:l) <a1,ccc;an’l .‘} HI) 9

KS

g, = (gi)o<i<n , unde, pentru iéﬁ o,l,...pn% , mEM gi 1¢ ( “’

(EI ¢ m, dacd n€l
gl(Elgj Yﬂ) = A ‘
0 , dacd ngl

(unde T = I‘\énﬁ coof Bam T, S1).
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Faptul cd f. gi &. aint morfisme de complexe este lisat pentru
demonstraftie cititorului.

o ‘Propozitie

Pentru orice schemi a. [ﬁ]-7A si orice A-modul W, girul de

comglexei
J : ;
(3) O"‘“"‘""? Ke(al,c ¢ o ,an_l\M)-i——7Kg(al,- e & ,annﬁ)&')}:{(?l)(al,u @ & §

e

eagte exact.

Demonstratie

Intrucit f. este injectia canonicH (ef:(2+2)) 5 ©d e8kE
morfism surjectiv de complexe.
Intrucit orice i-lant I<§([h;1]) provine din (i%l)—lan@ul
% = I%Jﬁrﬁ e g?} ) prin contractia lui n (i =0,1ye00,n-1), Tezultd

cd g. este morfism surjectiv de complexe.

Pe de alti parte, pentru orice i é{o,l,..e,anS , m & M Iéé(ln;lj)i

i

g, o fy (E;&m) = & E;Gm) = 0, cdci n ¢l (cf.(2.1i)).
Agadar )wnf. Cker ge.

iy S

BB S E;© mp € ker 8. rezults din (2.ii) ci

e
PR

0

4 'C7 = T L o o ‘ 14
%?f"i = ciI " LI£¢>mI 0. Cum Liml(al,..e,ﬁnwl\ M) e
=i, n¢

sumd directd de copii ale lui M, rezulti de aici c<1 = 0O , pentru

i : ; p . 2 £

|I] = i ¢i n€Il. Asadar 2z = z;ﬁwﬂra~au7« 1 &1 - aer s
(114 ,m &1

~

aies el Cuietel2:i)
Aplicind girul exact lung de omologie, asociat unui sir exact
seurt de complexe de A-module, obiinems

3. Coroliop

Pentru orice fnwmgchemﬁ as Ln1-M?A si pentru orice

A-modul M, are loc sirul exact lung de omologies




e e

A L) 2
(4) ...———:vHi(al,...,an_l\M)—:f—;Hi(al,...,an\M)———?Hi_l(al,...,an‘_l M)

o

. 2
A ¥ o &
..—_;Hi_l(al,. . .,an_l} M) > Hi-—l(al’ i ..,an\M) = S

(1 = n, n-1y.00,1)s

Pentru i 6{ 1,240 ..,n»—l} , omomorfismul de conexiune

A Hi(al""'anallm)"""fyﬂi(al'°°"an—1\,M)

consti din multiplicarea cu (---l)lan .

(i.e.(%) Z éHi(al""'aﬁ-l\ ), A(Z) = (—1)ian(£).

Demonstratie

Utilizim explicitarea de la §1 a morfismului de conexiune

A. Anyme, fie z = ZTW D(I EI ®’W\I un ciclu din
v 1ot
Zi(al,...,an_llM), reprezentind o clasi de omologie Z din

®

Hi(al,..-,an__l M). Atunci
N
(zZ) =W, unde g.(u) = 2 81 d.(a\m)(u) =W

0 g. - preimagine u a lui g este, evident, urmitoareas

u;—_s‘- 04' E—‘h®ml
N A

Dar atunci, aplicind diferenw;iaia Koszul, obtinem:

e d (a0 = T g 4 (En® ) 2
:Z— < E EIT\(X)C\X EIY‘®MI +

7 I Xézn)X¢h - X o P
~ _ Do dodiand e dbolinn
L S ou &M A, Cln o = (LT S
L I .
1 , i) (2) 4
ol WN‘,W{ M kw(a1}/\>>: En ‘7(- (ay,--+) a"’“r /0 4 ;
o T P = AR
Fo(ny 24 € @y =( B L ’
§ G 1 Pl -3\ =
HE o g Tl )
Eh(ﬂ) =) e L ,
¢
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Trecind la clasele de omologie, obtiném!
AB) =w= (-1 2 L2y
_Pehtru a urmiri mai indeaproape structura 1locald a modulelor dife~-
rentiale Koszul, vom da O noud legdturd inductivid intre asemenea

complexe.

Anime considerim urmédtoarea modificare a schemel date a:[hjmaA-

: a daci x €[n-1]
= [h}"“’QA’ cu B, = { x -

1, dacd x =1 .
Complexele K. (a} i) = K. (al,...,a _178n ] M) si K.(E’}M) =

= K.(al,...,an_l, \M) se leagd prin morfismul de complexes

(%) ‘ﬁ_ : K.(a )M) “-€’K.C§\ i), unde, pentru 1 = Oplyeeesnl g

E]-_@ m, dacd m # max 1
I€( [‘Qi y gimen: Yy Eg

m) = a, El@m, daci n = max I o

OBSERVATIE

Este usor de vazut ci &P . este un morfism de complexe.
Demonstratia este 1dsatid cititoruluini

4., Propozitie

Urmatoarele afirmatii sint echivalentes

(i) Elementul a €4 nu divide zero pe M

(1) Worfismul de complexe (5) este injectiv

Q-

In plus, dach (i) are loc, atuncis

o) coker () = K5 (apseieimg g WD

Demonstratie

Aratim, Intii, echivalenta (3 )<;~>(11)

Fie & = gzwd,(xz @nm €K, (al,..¢,an IJ) . Scriemt
1)=&
Z el ; R .
P ST S

ﬁkd%nel ey u)—gxwél
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Definitia (%) a lui ﬁp. aratd of
(f.(z) =t€.(z') +Y.(z") = az' + 2"

) ; "
Agadar, daca ﬁ’.(z) = @ ~:;7anz' + z" = O::;yanz' =0 giz" =o0

/

@ sl

{i E({?x)/ neél} impréunﬁ cu {I € ([?]) /nwfl } indexeazi factori

4

(tntruest {I€( )/ nery Nre™) /n g1l

directi diferiti ai lui Ki(al,...,an_l,l} M)).

Agadar z ¢<ker kf.(::}z = z' gi anz' = o, ceea ce se mai scrie:

z €ker \D,Wﬁ=ﬁ an.% = 0. Conform definitiei modulului

i
Ki(al""’an-l’ 1 {M), aceasta constituie exact echivalenta (1)&D
&=>(ii) din enunt.

S# presupunem acum ci a  nu divide zero pe M.

Conform primei pirti din enunt, rezultd pentru orice

U _ .
COker | 1+l = Ki(ali""’an__bqlld)/)wk‘oi‘l‘l

Considerim aplicatiile.
Q‘i ° Ki(al’.to’an_l, l} iﬁ) """“"‘) Ki—l(al’...’an_l{ Iﬂ/an lal) ]

date de: (V) Ié(%ﬂ), méEM ¢

_l

N\
}:,I ® /r.rT, daci n €I, cu m = m(mod anM)
(3x) O (E;8m) = n
0 , daci né?l
Cum mi—> m(mod anm) gi BI\*—f9EI (cind n€I) sint aplicatiil
n

surjective, rezultd surjectivitatea lui 9, (V) 1.

o~

N
Aritim ci lmq\f. = ker 0., ceea ce va demonstra (6).

Evident, utilizind (x) de mai sus, vedem ci I

O_.(\f‘(EI@m)) g g\g‘.(ﬁ:lwm) =O, d&Ci’u n(ﬁl

w08 - K = = i
G.(bléfanm) =E; am=E o= 0, n I

Agadar <7,°\f§ = 0, deci hm‘ﬁ(Zker' G o o

Fie Z €xer O . . Din () rezulti ci putem scrie.

[
1ol

B Saape Y

z = z' + 2" (modulele Ki(al’°‘°’a ¥M) gi Ki(al,...,a1

nj
coincid).



i B, =

Seriems 2 = L A _E @m
i 1

Atunci @.W)=:m(z)+-ﬁJWW~:€JzW-+O==UAZW =

S" . N ‘ i n ,v,/ e
= ]1\~i e 4 b1§9m1 = Qe Cum'Ki-l(al""'an\N/gn.m) este suma
=i, .

directd de copii ale lui %/an M, rezulti.

z Cker (i(f—:)ozl. my =.o (mod anm), () Ié([gﬂ) cu nel .
Asadar: z € ker 0. (=72 dLIQI = a Pyy CU Pp M, pentru oricé” " T
IG“(Qﬂ), cu nél.

Agadar z = z' + 2" € ker G , —> z' = a 2{,,,/ﬂ_ EIQQpI ,

ceea ce se scries
7z = z' + z" € ker (0, &y z = anZ' + z", E'élK.(al,...,a M)
Utilizind iardsi (x), urmeaz? de aici ci
; l
z=z‘+z"€kwﬂﬁéﬁ>z:fué'+zﬂ&:>zé’MY

Astfel, ker Q. . ‘f., ceea ce termind demonstratia lul (6)2/

5, Corolar

Fie ai|n]—>A o schemi si fie M un A-modul. Daci a2 nu

N e
4

4

divide zero pe M, atunci are loc sirul exact de module diferentiale

Kogzuls

1A |

){ (al,...,anim)*?}{.(&l,...,annl ‘L‘Xl)'—"Q}fx;(tﬂ—],coogv —; .:

I/a ix)-~

Din (7), in condifiile din enuniul corolarului 5, rezultd sirul

exact lung de omologies ' e

(8) ees 'L)Hl(.aly R ,an__li Ifi/a,nl\l)

)}Ii(al, e o @ ,anl M) ML”?

N . q. P
(. = ol N e 3 i T\ o 2
,.w-—’-f}{i(uul, e ¢ @ ’an‘l, l; Y‘ ) }I (al’ e e ¢ ,an_‘l} Iﬁ(/an 1\“‘)

A 7

/’—; Xil_l(al,oov,al’l} hl),.,-..,._«) ¢ o @



-

Obtinem imediat urmdtorul rezultat.

6. Propozitie

Fie a:‘rn]

>A o schemi si M un A-modul.

Dacéd a  nu divide zero pe M, atunci au loc izomorfismele.

(9) Hi(al,...,an]m) = Hi(al,...,an_lIM/anE Y, (¢) i

Demonstratie

. ~ -~ & - 2 e T o~
Considerim schema modificats a .Ln}——»;Aq cu a, = ax

pentru xe{fn—l} gi En = 1. Atunci idealul 2 coincide cu A, deci
conform Cor.ll, §2, Exp.IlII, K'(al""’anwl’llm) este aciclic.
Agadar Hi(al,...,an_l, 1]m) = (0) pentru orice i, deci sirul
exact lung (8) de mai sus aratd cé omomorfismele de conexiune £

gint izomorfismevﬂ

In continuare, utilizam rezultatele de mal sus asupra
structurii locale a modulelor diferentiale Koszul (i.e. girurile
exacte lungi (4), Cor.3 si (8), Cor.5.), pentru a deduce anumite
rezultate utile privind modulele de omologie ale modulelor dife-

renf{iale Koszul.

3., OMOLOGIA MODULELOR DIFERENTIALE KOSZUL

Fie a :&ﬁ—~*>A un sir (&ﬁ— schem#) si M un A-modul.
Considerim modulul diferential (K.(a] 1), d.(a] M), al carul
modul de omologie 1l notém H.(a} M) = (Hi(a] M))e

o, Definitie

Fie a = (a.). o familie de elemente din A. a este
i’i1€l ,

complet secantd pentru M dacd Hﬂ(a\ i) = O pentru i2> l.

7. Propogitie

(1) Ho(a} M) = 1i/a M
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. A X .
(ii) Hn(a[ i Annm(g) = (0 ¢ Q)M

(1ii) 2 + Ann, (M) € Ann, (H. (a] 1))

(in particular 2. H(a) M) = 0).

Demonstratie

() Ho @) = ka(a M)/IWL _ABM o , sem ~

Xeind
g‘M/ﬁ; ay M = /aM ]
) om €
(11)H, (a1M) = Ko (dnlalt) = 1€,y & s E_. ®@am:
/(,( (E[J(EQWY\) = (D) -'(/V\ K,h_ Cl”“’) QE(JQ@ < LLn’.\x{j\

*‘O} (35“““°’ & fh] g + & L} eﬂi L&?ﬂ o '4rwwxWLw£QL£
/ax =0 Vxeff‘jﬁ'-;::

o (211 /

o~

== A’V"“M [@) ‘
(ii1) Annk(m) anuleazd modulul diferential K.(a‘ M), deci cu atit
mai mult omologia acestui modul. Pe de altid parte, idealul a o
anuleazsi omologia complexului (K.(al A), d.(a }A)) (cf.Prop.lo,
§2, Exp.III). Relatia din enunt rezults atunci pe baza definiftiel
complexului X.(a ]M) = X.(a | A) (@A'ﬁ.
(Il = complexul trivial construit pe M) .

OBSERVATIE 1

Dacd a = A atunci H.(a}ﬁ) = 0 in particular a este
familie complet secanté.

OBSERVATIL 2

Reamintim c#, pentru un A-modul E 1 un ideal ¢ C Ay

Anng(9) £ (0X= ¢ LMM,

de tip finit, lema de evitare a idealelor prime aratd cé.

., Ctnd A este noetherian gi E este



= B0 e

AnnE(g) £::be) = ) n € Ass(E) -si%g]&,
De asemenesa, reamintim ci Ass(E) = ﬂ'ﬁ ¢ Spec A/(ﬁ) % é-@a,
x£O0sips= AnnA(X)} '

Astfel, relatiat Ann,(g) # (o) echivaleazd cu faptul cd orice
I

element din g divide zero pe E (pentru A noetherian gi E de Tip

Utilizind rezultatele din §2, privind structura locald a
modulelor diferentizle Koszul, obiinem urmétoarele proprietéti de
anulare.

8. Propozitie

Fie M un A-modul noetherian.

(i) Dacd 8 apartine radicaluluil Jacobson al lui A, atunci

pentx.u OI‘ice j é‘(OY:]"’""n—l} 9 Hj(al,.‘.'an\hi) = 0 :::>

Hj{al,...,anwlim) = (0)

(ii) Daci a, nu divide zero pe Hj_l(al,...,an_l\m)

(j = 1,2y...4n), atuncis

Hj(al,...,an i) = Hj(al""’an«-]_} M) anﬁj(al,...,an__l\ )

5

Demonstratie

(i) Considerim sirul exact (4), Cor.3, §2. Avem, pentru
indicele j, subgirul exact:

Hj(al,...,anglgm)—e<>ﬁj(al,...,anml}M)-~waﬂj(al,...,angﬁ) = (0)

; . . : . : ol +
deci Axesﬁe surjectiv, Cumlﬁ actioneazd prin multiplicare cu - & .,

rezultis

(%) Hj(al""’an«llm> = aye Bilagyeeesty g M)
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Dar Hj(al,...,an”l]M) este noetherian (fiind cit al unui submodul
al lui M), deci (%) Impreuni cu lema lui Nakayama aratid ci
_Hj(al,...,an_lhﬂ) = (0).

(ii) Ca la (i), considerim subsirul exact:
Hj(al,ooa,an~1}M)‘"faHj(al,'-0,an“l)M)*“f?Hj(al’ooo’an M)__P

‘\€>Hj_l(an,ono’an—l M)'ﬁ?Hj_l(al,oeu,an_l M)

Dacd a  nu divide zero pe Hj_l(al,...,an_llM), rezultd ci
Z&. Hj—l(al""’an—llm)mwf?Hj—l(al”"'an—liM) este injectiv,
deci rezultd sirul exact:

Hj(al,..-,ann1IM)w~—ﬂ9Hj(al,...,an“l\M)*~“9Hj(al,...,an \M)’”ﬁo’

care, Impreund cu faptul ci Z& actioneazi prin multiplicare cu

2 conduce la concluzia din enunt.,.

9. Corolar

Fie M un A-modul noetherian si ané}J(A) (radicalul

Jacobsgon al lui A).

)M) este

Atunci K.(al,.,.,ap M) este aciclic&=> K.(al,...,an_l

aciclic.

Demonstratie

0 » . . . a o R

<= rezulti din sirul exact (4), Cor.3, §2, lay =
’ '

din (i) Prop.8 de mai susiimpreuné cu ipoteza ané;}(A) gi cu

Prop,7,(1),(11)))./

lo., Corolar

Fie M un A-modul noetherian. Dacéd a, nu divide zexro

pe H.(al,...;anﬁllM), atunCi:




T e

H.(al,...,an\M) - H.(al,...,an_1\M)/anﬁ,(al,...,an_l‘m)

Demonstratie

Afirmatia rezultd din (i), Prop.T si Prop.8 de maETSus%y
La rezultatele de mai sus adfugim si (6), Prop.6, §2, Izomorfismul
(6) va fi utilizat in cele ce urmeazd.

§4. SIBURI REGULATE, CODIMENSIUNEA ONOLOGICA

. LA . N . .
Fie a .Ln5-9A un sir Qp} —schem3) gi-M un A-modul. . .

2t, DEFINITIE

Sirul a. = (al,az,...,an) se numeste "N-regulat" (sau
gimplu "j-gir") dacid al f M si aj pu divide zero pe
M/(al,...,aj‘l)M, j = 1,2,¢00yn (culay RERTLT )m = (0) cind j=1}.

on, DEFINITIE

Un sir al,...,an de elemente ale ineluluil A se numest

A-sir sirac_pe I dach ay nu divide pe zero %n E/(al,...,a I)M

pentru orice i, 1<i¢n. Asadar un M-gir este un A-gir s@rac pe il
astfel incit m#(al,...,an)'m.

Proprietatea de a fi sir sdrac depinde de ordinea siruluij; de
exemplu (1,0) este Intotdeauna gir sirac pe cind (0,1) nu este

decit dacd M este zero.

lwg

In schimb, 7 un sir complet secant nu depinde de
ordinea termenilor (vezi Prop.l3 de unde rezulti cd orice combina-—
{ie liniard de elementele unei familii complet secante ramine
complet secanti).

11. Propozitie

Fie M un A-modul si a. s[n)—>4 un 8ir, incit.

a = £ i 8 A C J(A)

-

Fie urmitoarele afirmatiis

|

(i) 8 = (al,...,an) este un gir M-regulat

(ii) Hj(al,...,an]M) =‘§o) , 3= 152400090 ( i.e.(al,...,an) este



S

(111) Hl(al,octganijm) = (O)

Atunci i) = ii) =piii). Dac# In plus M este a-adic separat rezulté
iii) =>i). (in particular dacd M este noctherian ik&:piik?#jiii)),

Demonstratie

Evident, ii) =>iii).

i) ==3ii). Inductie dupd n. Pentrun = o H.o(.JH¥) = 0.

Presupunem n> 1. Din propoziyia 5 $2 si Prop.6 rezulbis

Hl(al, e o 8 ,anilﬁ) ;Hl(a2, ¢ e @ ,a.n,al}M)

ad

E‘Il(a2,oou,anKM/alM) = O

din ipoteza de inductie.

iii)=>1i) Sublem#i. Fie Il un A-modul a-adic separat. Daca .
Hi(al,...,anSM) = 0 pentru ané'J (A) atunci Hi(al,...;an_lim) = 0
i20.

Demonstratia sublemei.

In girul exact lung

. A : \‘?, o
o o8 ’”?Eil(al, o6 @ ,an"l} I‘I) ""‘—}Hi(al, ¢ e e ,an_llrﬂ)‘b"’?)Hi(al’ e e o ,an ! Ii’{) }?";

Ay i # P G e
cu ﬁ&&i) = (-1) a X;s avem Hi(al,...,a \h) = 0 implici A

n

surjecti® deci Hi(al""’an~1 M) = Im D= a, Hi(al""’an~llm) =

~

o

K .
= H. l%8.54%s )Y = O deoarece M este a ~adic separat./
M a, l(Cl, ,an_l!x) ece M este a i D o

j i A
=1

Inductie dupd n.

Pentru n = 1 Hl(al;M) = (O:al)M gi din iii) rezultid aq

nondivizor al lul zero.
H
Pentru n>1 rezultd in particular Hy(a, (M) = (ol agly = 0
conform sublemei, deci a, nu divide zero in M. Atunci

Hl(azg oﬂua,a 1 -1“'1/4

) = 0 deci a, nu divide zero in M/, .. etc./
ni ’«{)[\/} 2 M 7/

"{«\ | l ///
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12. Corolar

Fie M un A-modul noetherian., Presupunem ci a: [n)—A este

un gir cu proprietatea: a <& J(A).

Urmitoarele sint echivalentes

(i) (al,ag,...,an) este un sir ll-regulat

o R st S T

(i) (as(l), as(Z)""’as(n)) este u?_$ir M-regulat, (YY) s €S(n) .

Demonstratie

(ii) => (1) este evidentd, iar (i)=>(ii) rezulti din Prop.ll de

mai sus si din Cor.6, §2, pr.xiv/

[nl—4 un sir, M un A-modul. Fie

= fud . S AP e A 35 & P
<f% L{ij} 141, i o nxn-matrice inversabild peste A gi fie

N
4 . _ _ o
b. ‘—‘U‘\ac(l‘en bo = (bl,ooo,bn)r cu bx = ".—-—j:l axj aj, Xé[n]).
Atunci H.(bl,...,bn(m) g H.(al,ff.,an‘m)f

e o ot o o — D S i oot

Demonstratie

Matricea GQ induce izomorfismul de A-module libere

n ~ T, - > i = n
2’&_ = L(l(ul,-ltpan}A)"hl(bl""’bn\A‘) "A

, care se extinde canonic
la un izomorfism de algebre diferentiale.
K.(al,,..,an}A) ¥ Ko(byyeeerby | A),
Acest ultim izomorfism de algebre induce pentru orice A-modul i
un izomorfism de module diferentiale.

{\A)a

Ke(agyeeasa (M) T K(byyee,by

de unde rezulti afirmatia din enunt.

14, Corolas:

3
!

In conditiile Prop.l3 presupunind in plus M A-modul @-silu -
e, (al,...,an) este gir N-regulat &= (bl,o..,bn) este sgir

M-regulat.
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OBSERVATIE

Rezultid din Prop.l3 ci omologia complexului K.(al,.a,an]m)
nu depinde decit de idealul a ﬂ;ZfT)Aax’ i hu de vreun sistem
minimal de generatori ai acestufzié;al, in ipoteza ci { al,a.,,an%
genereazd minimal idealul a ,47
Un prim rezultat important n studiul omologiei modulelor diferen-

tiale Koszul, este urmétorul.

1. Teoremi

Fie A noetherian, a € J(A) un ideal si fie i un A-modul

noetherian,

Existd un intreg g >0, dependent doar de idealul a ¢i de modulul N,

(1) orice sir M-regulat maximal, continut in a, are lungime g sau,

echivalente

(II) pentru orice sistem de generatori (al,..,an) ai idealului a .

. . : Pory o i
Hy o(8y,0c0my i) £ (0) siHylag,.e.,ayjit) = (0) pentru

3,/2 n"'q °

Demonstratie (Kirby)

Vom nota cu )d(m) Intreguls
A (M) = max {ge!nJ) /H (a beeesdy \M) £ (O )}
unde g = {a ,...,a 1 este un ngtCm de generatori ai idealului 2 .
Acest intreg are proprietdfile urmdtoare.

(1) .X (m = n¢==> 2 constd numai din divizori ai lui O pe H.

In adevir, 2\_0(:11) = AEPH (ag,.0.98 |M) £ 0& (cf.(ii),Prop.T,

n

QB)\me>Annﬁ Y £ ()= a & 7 P (din lema de evitare
€ Assl

a idealelor prime) <= (J) P ¢ Asel si a ¢ p & orice element din

a divide zero pe M./
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‘qub o formd echivalentd, (1) se exprimd si astfell

(i) ;\ (M) < n=>a contine un non-divizor al lui zero pe M.

4 dovia proprietate importantd a lui A (M) este urmitoareas:

(ii) dacd Ag(m)<:n gi §¢£ a este un non«u1v1zor al lui zero pe M,
atuncis : g
gvincs N (M /M) = A (M) + 1

Aglit /1) = 200

In adevir, cind ‘E (€ a) nu divide zero pe M, avenm girul exact
de modules

n y e . _
0 > M o m Y Wf“ —>0 (cu /u?(m) =T m),
care di sirul exact de module diferentiale Koszuls

K
Om) K (al,eoo,a )ﬂl) Tﬂi“)K (al’oao,a \FT) ""‘"‘"‘) Ix.(al,...,a \A/,,.k}‘f

»«90
deci girul exact lung de omologie. | — ) ./ \ '
ST H) (’VL’J,-) e H) ”’”’E‘) H (G, A 2H> 'Sj'l) H 4y, e a7

o - B Y et
8, l’%é.](a;;_n-/f{m[%"i) "f‘% “ﬁ-’s{asw")“""/“) H”“ v §M}
Deoarece g = {al,...,ang genereazd pe 2 gi intrucit a anuleazd
omologia modulelor diferentiale Koszul construite pe g(cf.(iii),
Prop.T, $3), din gcf a deducem ci omomorfismele In omologle
(induse de multiplicarea cu ? ) sint nule.

Asadar, sirul exact lung de omologie de mai sus, 43 pentru arice

i 541 2,.5.,n% girul exact scurts

. » k~<\ H.l/ \ O ‘. 0, . /_/{H,‘\”—%Z?;’;;
0 o o ) 55 Wy B b (01

: i ? ;i A '\,.«' ‘14 ‘ /\a' ik 0&1». N) = (~O;}
Da.ci }—55/\9;-(}'1)'::-’;) ff‘sa' a ,,.’ﬁhfﬁ/-_ H —y WG e T i )

(&

(cf.def. lui ,Aq(m)), deci 'T1~(“')'~)CL%) t’gfﬁ ~ (O)) (AT LT
o

o . . N L i ‘ j ,//’y : :“ \‘“,\,
Dacid j-1 = )\g(l"&) ) \f‘\*‘),l (diy )y Z9% \ d ) U Ad ‘43 SRR

deci () da 17oaﬂifloxul, HA

§&i '> i ’\ A 3
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Gonform definitiei lui A _( ), rezulta de aici (ii).//
Din (ii) obtinem numaidecit prin inductie:

(iii) dacH { $ 5 amwns ?P%cg este uh sir M-regulat (p>1),

atunci, pentru orice sistem de generatori g =‘§a1,..., an} al lui

a, are loc relatia.

A G/ (Fpoeeey SH) = Ag(l) + p

Urnitoarea proprietate importanti a intregului.,xg(m) estes

(iv) pentru orice sistem generator g = gal,...,an}'al i a,

Intregul: n - %g(m) este independent de g.

In adevir, fie g' = {bl,...,bm} alt sistem generator al lul a .

Putem presupune n2 m. Schifim argumentul.

Matricea de trecere intre g si g' conduce la girul exact.

0 ker —> K. (g | M) — K.(g'|W)—>0

care este %nZitaj , deoarece putem trece si de la g' la g.

Atunci H.(g }M) Q'H.(g'} M) @ H.(ker), de unde, comparind lungimile
complexelor care apar aici, gisime

#{a‘ /Hj(keﬂ = H;(g )W) Y=n-mn.

Pe de altd parte, din girul lung de omologie care apare, gisim.
-ﬁ:{j/ﬂj(ker) = H,(g ju) = Ag(m) - ,\g.(m)

Rezultd atuncit n - m = A_(il) - ,Xg,(m)tﬂé Licm Ag(m) = m w,kg.(m),
o]

0\'\

Din (i), (iii) si (iv) deducen.

(V) g = gal,...,an/} un sistem generator pentru a ,

n —,AN(M) = pumdrul de elemente dintr-un gir M—regulat
£ -

- maximal, continut in 2

~ 2 % s 5 . y
Aceasta incheie demonstratia teoremel.47



e

3, Definitie

Fie A un snel noetherian, g € J(A) un ideal §i M un A-modul
(de tip finit). |

Se numeste "a-profunzime" a lui M, si se noteazi cu profam (sau

depth M sau grade M), intregule

prof 5 M = lungimea unui gir M-regulat maximal, continut in a .

. ~ o Y
Conform Teoremel 1, profa M =n- X g-(M), unde g = 8ygeecrdy ]

s e

este un sistem arbitrar de generatori ai idealului 2z, iar

A g(M) = max Jj/ Hj(al,...,an M) £0 .

In cazul particular cind (A, m) este un inel local, m -profunzimea
anui A-modul M se noteazi simplu cu "prof(l)" (grade M, depth M)

gi se numeste neodimensiunea omologici" a lul M.

(nneori notat#i, de asemenca, cue codhA(M)).
Pentru M = A, obtinem veodimensiunea omologici a lui A", sau
"profundorul™ lui A, anume «

codh A = prof A = prof o A

e

De asemenea, In acest caz, un gir lM-regulat maximal, confinut in 1,

iomos.

se numeste "i—-air",

¥

Din insisi Definigia 2, vedem ci regularitatea unui sir (relativi
1a un modul) este ereditara, i.e se pistreazi pentru subgiruri.
Vom aplica cele de mal sus, pentru a deduce primele concluzil

utile asupra omologiel inelelor locale noetheriere.

§% . APLICATII

Fie (4, m, k) un Jnel local noetherian. Reamintim defini-

tiile principalilor invarianti numerici ai lui A.
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(i) dim A

S et A

i

lungimea unui sistem de parametri pemtru A =

i

deg h, (y) = ordinul polului (z=1) al seriei HA(Z) =

0

4

inf {n&l /(3) ....¥¢ m si long, A < ool
{ 3 i ’ : } - A (EV“/;JA
unde hA(X) este polinomul Hilbert-Samuel al lui A (dat prin

——pdim, A/ iz 0), iar H,(z) = 2{, (aimm 1y 1+l o~
€20

este seria Hilbert a graduatului lui A, fatd de filtrarea m-adici.
(ii) edim A = lungimea unui sistem ninimal de generatori pentru m=
im, (m/

a mk(_/§2)

(iii) e(A) = multiplicitatea lul A& = coeficientul lui Xd/d!

]

(@=dim A) In polinomul hA(x) = caracteristica euleriani

a (omologiei) complexului Koszul construit pe un sistem
- l, . e / - -

de parametri ai lui A = pA(l>' unde HA\Z) = pA(Z)/OA(Z)

este forma rationald ireductibild a seriei Hilbert

a lui grm(A).

OBSERVATIL

Tdentificarea lui e(A) cu caracteristica euleriand a
compléxului Koszul construit pe un sistem de parametri ai lui &,
va i demonstratid la Exp.VI, §3.

Avem relatia evident#d: dim (A) & edim(A).

Inelul local A se numeste "regulat' daci dim(a) = edim(A).

B

DinrTeorems 1, $4, vedem usor cii
prof (A) < aim(a)

Inelul local A se numeste "Cohen-lfacaulay" dacé prof(A) = dim(A).

Se poate ardta ci orice inel local regulat este Cohen«iacaalwy
(Serre,lultipl.)

Reamintim c3, pentru un A-modul M, numim "dimensiune" a lui M,

intreguls

dim (M) = dim(A/Ann(M)).
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Are loc relatias prof(M)sféiﬁ(M), egalitatea definind clasa modulelor
"Cohen-Macaulay"
Dupsd cum se gtie, orice M-sir poate fi prelungit la un sistem de
parametri pentru modulul M (cf.N.Radu, Inele locale, vol.Il); reciproc
un (orice) sistem de parametri pentru M este un M-gir, dacd si

pumai dacd M este Cohen-liacaulay.

OBSERVATIE

Se poate arita usor, utilizind seria Hilbert a lui grm(ﬁ),
¢k, pentru un inel local Cohen-Macaulay (A,m), au loc relatiiles

prof A = dim A4 edim A& dim A + e(p) =1
Un inel local Cohen-lacaulay se numeste nextremal” dacd ultima
jnegalitate devine eg slitate, adicdl edim A = aim A e(A) -1.
Asemenea inele locale au fost studiate de J.Sally si P.Schen28177

Vom utiliza, In continuare, urmitoarea notiune.

4., Definitie

Fie (A, m, k) un inel local noetherian, Numim "complexul

Kogszul al lui A", algebra diferentiald Koszul (Ko(a | 2),d. (w AV

construiti peste un sistem minimal de generatori ail idealului M.
Iungimea complexului Koszul al lui A este asadar edim(i) « Acest
complex este unic determinat (pind la un izomorfism de algebre
diferentyiale graduaée) de citre un sistem mini mal arbitrar de
generatori ail lui m.

Pentru SlmplluaLE, vom nota uneori prin A K.(A) complexul Ko szul
a1 inelului local (&, m,k).

Utilizind rezultatele ain §lm§4; obiinenm urmdtoarele informafii
despre inelele 100»19 noetheriene.

154 Pron021@16

Fie (A,m,k) un inel local noetherian.

Urmitoarele sint echivalentes




B e

(1) A este inel local resgulat

(ii) Algebra de omologie a complexului Koszul K.(A) este triviall

(i.ee Ho(Ko(4)) = HO(K.(A)) = A/m = k).

Demonstratie

(i) ==>(ii). Fie n = dim A = edim A. Atunci orice sistem
minimal de generatori pentru m, este un sistem de parametri pentru A
Mai mult, A fiind Cohen-Hacaulay, orice sistem de parametri pentru A
este un A-gir. Rezultd atuncis
prof A4 = dim A = edim A
Din Teorema 1, $4, stim cd: prof A = edim A - A (A), cu A (A ) =

= max -43/H3(K.(A)) 7 (o)} , deci obtinem din prof A = edim A cé&

L

O

A(A) = o, deci B.(K.(a)) = HO(K.(A)) = K.

(ii) == (i). Dac# H.(K.(4)) z’E, atunci A(A) = o, deci,

aplicind iar Teorema 1, rezultd. dim A >prof A = edim A>dim A,
deci dim A = edim A si A este regulat%%

16. Propozitie

Fie (A,m,k) un inel noetherian

Urmidtoarele sint echivalentes

(1) A este Cohen-Macaulay

(ii) Algebra de omologie & complexului Koszul K.(A), este

:”\ r - 5 4
triviald Tn dimensiunile T +1, T+2,..0, J;dlm(ﬂ>fuﬁﬂﬁ

e L. .
¢ = edim A - dim A,

Demonstratie

(i) = (ii). Din Teorema 1 stim ci Hj(K,(A)) = (0) pentru
j = edim A - prof A + 1, edim A - prof A +2,...,e¢dim A.
Dacd A este Cohen-ilacaulay, prof A = dim A, deci (ii) rezultéi.

(ii) =—=>(i). Din Teorema 1 stim ¢ "N (A) + prof A = edim A,

deci (ii), Impreund cu definitia lui A(A), ar das:



Bl
edim A - prof A = A (4)  edim A - dim A = dim A  prof A,
Cum prof A £ dim A Intotdeauna, obfinem dim A = prof A'A7

OBSERVATIE

Din Propozitiile 15 si 16 rezult& In mod evident implicatia.

"(A,m) regulat = (A,m) Cohen-Macaulay". Nu putem pune aceasti
Ll > g I P

implicatie sub form# de corolar, deoarece am utilizat-o la demong-
tratia Prop.l5, presupunind-o cunoscuté.ﬂ}

In general, pentru un inel local noetherian (A,m ), fntregul
é; edim (A) - dim (A) (care apare In enuntul Propozitiei 16) se

numeste "prima deviatie a lui A" gi se noteazd cu El(A). (Exista

deviatii de orice ordin ale lui A, ce apar In mod canonic, prin

S

dezvoltarea In produs formal infinit a Seriei Poincare a inelului A
S& mai remarcém ci, la Prop.l5, conditia (ii) de trivialitate a
algebrei de omologie H.(K.(A)), echivaleazi cu:

Hl(K.(A)) = (o) , cf. Prop.11l, §4

In cele ce urmeaz#, ne vom ocupa de caracterizirile
claselor de inele locale Cohen-lacaulay, ce pot fi deduse din
structura algebrei de omologie a complexulul Koszul respectiv.
Pentru a fixa limbajul si faptele de bazd, expunerea urmdtoare
este dedicati prezentirii teoriei lui Tate a algebrelor diferentfiale

graduate peste un inel comutativ unitare.
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EXPUNEREA v

ALGEBRE DIFERENTIALE GRADUATE

§1. CATEGORIA ALGEBRELOR DIFERENTIALE GRADUATE

PESTE UN INEL COMUTATIV UNITAR

Fix%m, pe tot cuprinsul acestui §, un inel comutativ unitar

N LS vndl 48 o
1. YL 1L YLEe

Se numeste "algebri diferentialid graduatd peste A"(pe scurt
$ e 3 ot ] p p

o
"Algebri") un triplet X = (C. , d. 5 ), in care.

(I) ¢o = C. este un A-modul Negraduat, verificindi(j. = .9,
. i i
(62 .
pentru i< o.

(II) do ¢ C. —>C. este un endomorfism A-liniar omogen de grad (~1)

verificind: d.¢ d. = O.
(111) /H d C.Q%QC.—'—”ﬁ’C. este o multiplicare asociativi,
unitard, verificind.
(i) MK este omogend de grad O(i.e. /A((}é?{%)éczg)
(ii) /4 este anticomutativi (i.e.(V)XC?CZ , ye(t
}A(xcgy) = (ul)ij (yox) si /u(xéax) =0 dacid i = 1{(mod2}
(iii) d. este (anti-)derivare In raport cu /u-(i.eoff)xéfzﬁ
ye (. @ duxey) = Aney +« (-1 x@ dly).
este 0 algebrd peste A, In sens uzual).

~

Multiplicarea unei A-algebre X , se noteazd simplu prin.

Vv
(In particular, A
plxey) = xy
Unitatea multiplicativd a unei A-algebre ;{ s COincide cu aceea &
N
lui X, .
¢

Uneori, vom nota cu }%L: componenta omogeni de grad i(() =

lui }{ y pentru i€ N, renuntind la specificarea de sine stititoare

a modulelor de 1anﬁuri{ C\ig iCHN



B

De asemenea, diferentisla d. a uneil A-algebre % , se noteazd cu

X X

d.. = (di)iéw’ cind apare necesitatea explicitirii dependentei
B

lui d. fatd de 3{ -

EXEMPLE

(i) Punem A& = (C. . d.»,/i), cu Ci =0 dacd 1 # o si
CO = Ay @ = O /1 = multiplicarea lui A. Algebra diferentialé
graduatd astfel obtinutéd se numegte "itriviald®. (Analog pt.
(Lz B = o algebrd peste A, in sens uzual).

(ii) Fie a: [hjauﬁaA o schem#, n ” o. Comparind Definitic
1 cu rezultatele din Exp.III, vedem numaidecit c& algebra Koszul
(K.(a] A), 4. (al A)) este o algebrid dlferentl ald graduatd peste ay,
Pentru dous algebre diferentfiale graduate >K 5 E$ peste A, numim

-

. N U / U
"morfism de A-algebre" o aplicatie A~liniari. f:?% > 13

#

-

omogend de grad zero in raport cu graduirile (i.e. f(l})§22§~
L w

() i), compatibili cu structurile multiplicative (i.e. f{l1) =3

]

sl flxy) = Fx)Lly)s (V)x,yéﬂ%) gi compatibild cu diferentialele

. U
- : i &
celor douid algebre (i.e. fedse = da .of)o

Cu aceste definitii, obtinem categoria DG(A) a algebrelor diferen-~
tiale graduate peste A.

In aceasti categorie, punem In evidentd urmitoarele obiecte.
Y —_ . . ,
(1) 0 A-algebrd A se numeste "liber3, de tip finit", daca

~/
fiecare componenti omogeni L. este un A-modul liber, de tip
S o {y ¢ fo

/-

finit. In acest caz, :(c A,

(2) 0 "subalgebri" %ﬂ a unei A-algebre j_ , este 0 A-algelrsi

- ; S

s N e L-" o Y4 . “ e
cu proprietatea ca. o ¢ A si 1nclu71uqeatl ‘ui este morfism
de A=algebre.

(3) Un "ideal” al unei A-algebre >£ , este un submodul diferential

~ Y ~ Y :
graduat Jgféz,ﬁ (ieee =) =2J L. 91 4. L])~-£J'), cu proprieta
- i et G \\[ -1
Pt e CL PN Y S R ST Y G , ().isd)s

5 f N —— TN e i = i
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(4) Dacid ATCi ¥ este un ideal, atunci modvulul-cit - ~§{,N4
R/ Tmm A :

J.2)
devine Tn mod canonic o algebrid diferentiald graduati. peste inelul
factor 2;/7 = %{2 (0 {ﬂ) £iind ideal al lui A), Afg -alge-

Ry ’ A

bra diferentf%lé ﬂraduatd ji /7 se numeste "A-algebra-cit" a

"\

Iui X oprin Qj

. Y u o o ) ' )
(5) Daca ;& ? gint dou# A-algebre, numim "produs iensorial

Y ’V e Vo L e .
al lui X cux/ " 9i notém cu %;@ff% y A-algebra a cirel structura

graduatd estes () i, (}:@ﬂ%) & }é @/}0, avind diferentialas

: Ktl=1 R

e\/ ~ L7 ; 5

& F =i @1, ®& IX@ as , unde 1{, 131 sint aplicatii
A o

identice pe'{,f ar ¢ este "semnul” unui element omogen.

Structura multiplicativd este datd de.
(9 xeX;, x'¢ 96(): ;yé;j/zi. y‘é"ggi

(x6y)(x'@y") = (DX '@ yy).
Lisim ca exercitiu verificarea faptului céd }é@alj- este Intr-adevir
0 A-algebri.
(6) Fie j% 0 A-alpebré liberd de tip finit.
Seria formald (z) S (rgxx )zt € %[ ziﬂ se numeste

—

. . /
"seria P01ncare” a 1ui,x .

In general, F?/(z) nu este rationali.

(

Seria Poincaré are proprietateac

Pgy (@ = Pyta) o PLta)

. i <f J
(7) Fie 3{ ) A—algebré. Atunci 2(¥) = ker (&%) este o0

~.

subalgebrs a lui £ (numitd "aleebra ciclilor"), iar R () =

= In(d¥) este un ideal al lui Z()) (numit "idealul bord urilor®

lui X ). Verificarea este lisatd cititorului .

o
A

Algebra-cft H(H) = 2(¥V/, - este o A/ = A st
( ({)/P <) gc(ﬂj J )

-2lgebrd diferentialid graduatd, numitd "algebra de omologie”

== 1By
a lui ,é .
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Vom spune ci ";{ este aciclicid" dacid H(X ) = HO(X) =l
=z
(i.e. HJ.('X') =0, (V) j>ol.

0 algebrd liberd de tip finit si aciclicd G , 8¢ numegte

"rezolutie" a inelului-factor A/Im(dx)‘
1

DacZ A este inel local noetherian de ideal maximal m, o remolufie

Pt

v N ~ /7

X a lui A{? ( ¢ = Inm d§ ) se zice "minimali" dacs }iQ%\k

(k = A/m) este o k-algebri triviali. In acest caz, seria FEE(Z)
s : / -

'/ - s ol
se numegte “"geria Poinpare" a lui A/e " gi se noteazid cu

’PA/ (z). Coeficientii lui E%/ (z) se numesc "numerele Betti®
2 Z
ale lui Aé? -
Reintorcindu-ne la cazul general, daci f:};—-92£ este un morfism
de A-algebre, atunci f determini in mod canonic un morfism al
algebrelor de omologie:

H(f)  H(X) —> H(Y)
Acest morfism are caracter functorial, adicd: H(fo g) = Hif)oBlz) .
pentru orice dou#d morfisme de A-algebre f si g.
Principala proprietate liniari a functorului de omologie este
urmidtoareas;

. . .
- X ’4' \'r/ ' w.__::iif.. —> ”\7..‘ - -
(%) daca 00—, 70 TP L O este un gir exact

de A~zlgebre (i.e. un gir exact de A-module diferentiale graduate)

atunci are loc girul exact lung de omologie!
3 > &

o A "
( V 1) ¢ oo é\—,)Hi(}é ) ,__.__,1-73 Hi(é)~ ot Hi(z) —_— }ii-l(%) _ﬁw(‘:'i__;:>
"

. ”u >
p—— ) Hi—l(d) € e e e

@

unde morfismele de conexiune 2\ ¢ Hi (F) —> Hi l(%) sint
definite canonic, ca la Exp.IV, §1.
Acest gir exact lung se pune deobicei sub forma urmitorului

®

"triunchi exact de omologie™




(%) //A
HOD) & H(z

38 remarcidm cd, pentru orice A-algebré ;f , algebra de omologie

1
R . " P e . b, 4
H(¥) are structura diferentiald (canonicd) triviald, adicd d.

devine omomorfismul nul pe H(¢).
Agsadar, structura lui H(}Q) este numai de "algebrd (omologic)

graduati" peste A,

Pentru doud A-algebre ,li , morfismele canonice )( ;‘ & ﬁ’
(x> x21) si 12; e ,)é(:/ Pf (y+—21& y) determind morfismele
in omologie: H (¥) —— H(Y & }j si H( g) —> H( \C?y ), deci un

morfism canonic H(I) QFH(%)-*~€9H(%QQJ). Acest morfism este

)

bijectiv dacid A este corp, In care caz aciclicitatea lui:% (sau

determind aciclicitatea luiizéaz? .
(8) Pie X o A-algebrd gi fie x<fi%; (i >0) un element omogen .

x se numeste "non-divizor al lui zero" pe;{ y dacd

Y ok
(V) y€ X 91 xy =0 ==>(a) y =o0, cind i = o (mod 2)
Vs
sau (b) y = o(mod x.}:), cind i £ 1 (mod 2).
Din aceastd definit{ie vedem c& lucrul cu non-divizori
omogeni ai lui zero pe:%' s impune considerarea separatd a cazu-
rilor gradului par si gradului impar.

~

— X e : 4
(9) Fie T o A-algebri si mé& ./ un fntreg.

Vom numi "translatatul cu m al lui }f " modulul diferent{ial
graduat. e L {m 5 ,) .
sramati, o oylm) (M oy ()
Y =& A . Ag =L lem, J
/= LeZ )
cu diferen iala. () e S8 ) r
2 e 15 2 d e ()
(va) L{ s \cz JOEZ2 ) o = e

EC nu are tructura de A~a1gebra, pentru m # o.
Vom gindi 'X}(m) drept " -modulul liber de rang &, avind ca
bazid un element T 5 graduat de

deg(T): m e
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Astfel, vom scrie.

x(m) ¥ ., GegT=m,
unde X .T = {XT / x é){}.

In general, vom numi " .%fvadulul liber de bazé,‘{Tl,...;Tn} B

suma directis

oL =X1@ X180 ..8XT ,
unde deg Tj = m;2 0, j=1,2y0e0ym o Notimi n = rg%@() .
Acest }% -modul liber este un A-modul diferential graduat, cu
graduarea. _ : | :
oLy = Xx-ml 1O X, 1.0 TR iem Tnr (V)1
gi diferentiakxiyﬁ |

d; = di_ml@ df_mz@ ...@dijfmn y (W) 1.

Ne oprim aici cu generalitifile privind algebrele diferentiale
graduate peste un inel comutativ unitar.
Trecem la constructia tehnicid fundamentald in aplicatiil, anume
constructia algebrelor libere peste algebrele diferentiale graduate
prin adjunctia variabilelor care anuleazi cicli omogeni.
Definitiile, notatiile gi terminologia din acest §, r&min valabile

peste tot mai departe.

§2., ADJUNCTIA VARIABILELOR SI ANULAREA CICLILOR OMOGEHNTI

Fixfm, In cele ce urmeazi, un inel comutativ unitar A

X ' . o . . Y
gi o A-algebri diferentiald graduata X , cu ;éo = A,
&

In ¥ fixdm un ciclu omogen ‘g Zi_l(;{), de grad i-l-2o.

A
Clasa de omologie a lui T o notém cu S" .
J
Vom construi o noud-A-algeord diferentiald graduati 1§ , notatéd cu.

Y=X 17, an =3

gi denumitd "A-algebra obiinuti din X prin adjunciia variabilei T

care anuleazd ciclul f§ " o Incit sd aibd loc urmdtoarele

proprietdtis



s

1
(A1) X este subalgebri a lui 1?

(A2) 24 este ¥ —algebrd libers

(A3) Hk(kﬁ) = Hk(}j), péntru k< i-2 £r
(A4) Hl-—l(‘g) == Hl-ﬁl(%)/? <A

In plus, dacd § nu divide zero in H(E), atunecis

(a5)  H(Y) = BE)/ T HE)

Constructia lui %; diferd dupéd paritatea lui®ia

2¢1l. CAZUL i = 1(mod 2) (CICLU DE GRAD PAR)

2. Definitie

In situatia de mai sus, considerim % ~-modulul liber:
2{ =.}{6§;€ « T,
structurat ca algebrid diferentiali graduati peste A, In modul
urndtors: |

m-1i

(1) gradusrea ! (V) m¢ 2, J =X ®X . 1 (i.e.deg T = 1)

U x U .
(ii) diferentiala: a7 (x) = d.(x), pentru x¢ X gi d.(f(T) =S

(asadar, pentru orice element omogen x + x'Té}fm ’
9y Y o P > x¢ &
a¥(x +x'T) = a(x) + %&x'.m) = @ (x) + dM(x")1 + (-1)8 X p T

= [d}i(x) +(~1)m"i xi] + d%;(x') T ).

©

(1ii) multiplicarea: este extensia multiplicdrii lui X o Primd

7 = 0

g / * .
(asadar: dachd x,x'¢€ X y atunci x:x' = x _.x' , apoi

U
. ) 4
x.T = (-1)2988 X n v i 72 = o),

W

Lasfm ca exercitiu verificaresa faptului c& 2 de la Def.2 este
intr-adevir o A-algebrid diferentials graduati.

OBSERVATIE

14‘:;% & T;> ;y AT = 3. y introdus la Def.2, este "extinderes
( .
. o b 3 Rt - : 4 ‘¥ 5 % . . . o l
infinitezimald" a algebrei L , prin -modulul liber de rang
1 ]

B e , Y : . i3
X Do den T o= 4. Diferentiala d*. este unica extensie a lui

d." la o diferentiiald compatibils cu multiplicarea extinderii
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’

infinitezimale \j a lui ;% .47

Faptul ci endomorfismul liniar é? este o diferentialid (i.e.

Yy Y . i AT :
dv ¢ a7 = o) provine din faptul ci § este ciclu,

Este evident; din Definitia 2, c# A-algebra .gi este liberd de tip

finit simultan cu X . In acest caz, rezultid imediats:
lo P(2) =(1+2t A2
(lo) g( ) = (L +27%) P%(L,)
(in inelul.Zﬁ[EZj). ’ it e M ey

1. Propogitie

Algebra diferentials graduatid Y = X< T2 ar =T

introdusd la Definifia 2, verific#i proprietfitile (A1) - (A4).

Demonstratie

(A1) si (A2) sint imediate, din Def.2.
Pentru (A3), s& remarcim ci: (V) k < i-1 ,
1:,5}{ = }\Ck@)é k-—i.T = (deoarece k-i< o) = %k ‘
In plus, d; = dk , pentru acesti k, decis
deci rezultd (A3).
In fine, }71 =}fi@ ;‘EO‘I‘ = X. @ A1 gi a4
actioneazid astfel!: (V) XE€ X4 A E AL

1 A Y ¥
d%x+&T):d%ﬁ~v%l%T):dﬂx)+&§,

M- as?

- v ) z
deci Bi“l(gﬂ) = 3101(14 A5

L

De aici rezulti:

Hy 2 (Y =2, (Y08, () = S

it

1 (X) + AT

t
i

[z 10078, 1007 7 [B100 + AT /By 1 00)] =

H
‘l

H, 00 /A 3, L

Cu aceasta,am demonstrat si (A4).47'



Pentru demonstrarea proprietdtii (A4), considerim girul exact:
prop Y $ &

4

af e ey Lt oo

unde f este incluziunea canonicid si g(x. + x'T) = x'.
(asadar, f este omogen de grad zero, iar g este omogen de grad -i).
Este ugor de vdzut ci (11) este in adevir un sir exact de module
diferentiale graduate, deci obtinem triunghiul exact de omologie:
Hi2)/ N
A P s
H¥) «—=—H 00

care, scris desfisurat, revine la urmdtorul gir exact lung de

omologies

H( H(g) ' HD ,
(12)  o.o—H_(X) H(f)r»fzm(g) H(g"Hm.i(%)‘“é“’HmmlG()"ﬂ—f’” (U,

Lenid

Pentru orice Tntreg m>i, omomorfismul de conexiune

A b Hmui(%) ’ﬂ'Afﬁa)Hrﬂ“l(:)é ) 4 a T
(), AG) = D"ET

. N
actioneazd prin: (V) E¢ Ho 4
-

P
(i.e. A constd din "multiplicarea cu & " 1In omologie).

Demonstratie.

Vom utiliza definitia generald a lui A\ . Considerim

diagrama cu linii exacte.
D

O . o > }(‘m,,{ e
- £ 3 o . —— 0
(\ ——— 'X‘m"i *--&—}/ >}jm—x e %mﬁ-—/c"i

Fie g ¢ Zm i(}ﬂ un ciclu. 0 g-preimagine a sa este atunci

elementul? 42 :='E'JD é‘};;h, Avem?



)

i

dy'(§ﬂﬂ d%(gﬁr4~( 1)m“ gci(T) (&ooarece'g este ciclu)
= (-1 g a (1) = (ain def.2) = (-1)™1 ELE€B, 1 (X))
Observim ci(- l)m” €7 = £{(~ l)m” § 7), de unde rezultis

(D" E Sy

i

AR = ((1)™hE. % (moa B ()

2., Propozitie

Dach § € H(¥) nu divide zero fn H(£), atunci algebra

diferentiald graduatd E} = ¥<T>3 3T =5 (introdusi la Def.2)

verificid (A4).

Demonstratie
PaN
Cum deg § = i-1 = O(mod 2) (cf.ipotezei initiale asupra

Pas
lui i), faptul c¢d T nu divide zero revine la injectivitatea
e .
omotetiei cu § pe H(X) (cf.(8), §1).
Conform Lemei anterioare, aceasta revine lal ker(d) = Im H(g) = 0O
fn (12), deci triunghiul exact de omologie devine sirul exacts.
A H( f) H(’\
> HON —L5 (Y ) ——>0,

iee. H(Y = HOO/ g (py = (of.Bemei) = H({X) / S HOO .

0—> H(¥E)

Asadar, constructia efectuatd la Definitia 2, verificé proprietéigils

cerute(al) - (A5).

2,2, CAZUL i = o(mod 2) (CICLU DE GRAD IHPAR)

3. Definitie

In situatia initiald, considerim ¥ —modulul liber de
rang infinit. v
y.x0x TYexT?0.. 8%T e, ..
structurat ca algebri diferentiald graduatd peste A, in modul

urniator.

‘ . : ) T 5
(1) graduarea ¢ (V) m€Z Yo, = %rm@}“m‘a TV@ X2 T2

(1.e. dez '8 — 1 , (P xp1) .
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Y

b4 | U,
a%=x) = d (x) pentru x €X gi d<}(é£)) -
= §~T(k“"1) , k21 (cu pl0) 1),

(ii) diferentiala:

NV L +
(agadar, pentru orice element W' = Xpm +Xm-{ | X -2¢ Pl

TPy o
, ”~f~><m_l\i ™ c Y. | ,um/L po= [YJ) B
(1

0{%(?1/&) = [(? (Xm) + ("f’—) \(m L§}+ o C‘m*t)'%"( B i X m- QT 5
. % . ’_/\(’ (i ) ¥, _ '(F)
+ [0{ [Xm .-(Pfﬂ) L) 'i”(ui) Xm-,’w gJ ‘ Ql ) + C’{ <><m"{\‘:>T )

unde prin x,  am notat un element din j%ﬁ;, () n € 7.

Cum i ¥ o (mod 2), rezulti ci diferentiala d%'aotioneazé astfel:
Yo () &l Cam )
d (L X ot 1 ),_ Z (x ,.L-)+H'-) X = (ert) 3}
K=o

k2o |
¥, =)

sau.
bt -By =0 %, (8 [
aﬂ' (22 X el | ) = Z, B d (Ko )T 4-4) 2— ><N, el
f i m (V\ K\.)(L-’L)
<C'UVM é E ()("M’SU) 2_) ( i\) X m= I’L § (“4\ ( j‘ S’XM-L&. E—/ A 12 % i»:/'

Pentru a scrie mai concis actiunea diferentialei d° , introducenm

urmftoarele notatii.

. .—w‘(}(" ™ 1
pentru un element W~ = Z ® M-kt | (P - [0_3‘] cjwu\ ’\3’/»% y
e ‘
. N £ R L PEw,
notims W = Zﬁ: 57/ (Xm--m‘> | MoowW ;«?—7:, Xm—kfi 4
L0 3

U
Q<)

Atunci, ultima expresie a lui 49 (W) se mai poate scrie:

U » -

(13) ad ) =w + W
/ i i T

(iii) multiplicarea : este extensia la E& a multiplicdrii Tul X,
X T(k) = T(k) X

print (¥) x¢ X sik,h 2 1 :
; 'k + h n
T(In) T(h) s < > T(l\.+h)

g9i

k

e S R T S
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LisEm ca exercitiu verificarea faptului cd Ei de la Def.3 este
in adevir o algebri diferentiald graduati peste A. A s

S

X si, in acest caz:

>y P () [zJ
(14) P%L (2) = -2 ( L )

3, Propozitie

1# este liberd de tip finit simultan cu

Algebra diferentiald graduatd 2,’3{ == \E <T2 $ AT = 3z , intro-

dusd la Definitia 3, verificid (Al) -~ (A4).

L ek Z

- Demonstratia acestel propozitii este lidsatd ca exercitiu.

Pentru a demonstra (A5), considerim sirul exact de module:

(15) O — s ¥ —T—> Y > > O

p

unde f este incluziunea canonici, iar g :'y »we;gfeste definit prin
(V) méeZ, We gwﬁ. glw) =W, unde W este elementul introdus la
(13), (ii), Def.3.

Este ugor de vdzut cid sirul (19) este In adevir exact. f este un
omomorfism omogen de grad zero, iar g este omomoffism omogen de
grad (=i).

Acest sir exact roduce triunghiul exact de omolog,ief
3 p O
‘ ‘ VU)
((} ™

[ | H(ﬁf
(16) Hﬁ/) \ >
HOE) 2 1 (

(unde H(f) are grad 0, H(g) are grad -i, iar A are grad i-1)

[aNNY

Pentru orice m € %, AcH (f) = omomorfismul de multiplicare

FAN
cu (-1)0 g .
Demonstratie.

Fie §G Zm(%) o Atunci % - f(g) A Zm(y) = g(gl‘(l)) :2:,




o Bl

B 4
iar d‘& %T(l)) = 3€)(g) T(l) + (-1) %hdy(T(l)) m{ § fiind

cielu) = f a< T(l)) = (-1)"F 'g. Aplicing d?flni tia generald
a lui Zﬁ s afirmatia din enunt reVultaw
Lerm I]

Daci < nu_divide zero In H(¥), atunci H(g)

Demonstratie

Ariatim Intiis

(%) daca g nu divide zero In H(¥), atunci Iww(H(f)XWIﬁn(H(g)) = 05

In adevir, fie ?éii(}é) si 'Yz ¢ ri(j), incit H(f)(g‘ H(g)(é}\z)

Din lema I rezulta: (- )degs E 'g ZXcsH(f)(g) e H(g)@%) =
~
= O {ef.(16)), Cuay'g e de grad impar gi nu divide zero, avem:

DA

e N

%.—_ 3,@ , cu B ¢ H(X). Dar atunci:

N A AA ~

H(E)(F) = H(£)(T.0) = H(£)eD(O) = (din (16)) = 047
Din (%) si (16) rezult® atuncit Ker(H(q))f\ 1m(H(g)) = 0, adica
H(g) ¢H(g) = 0 =>H(g) = 0, deci, inductiv.
H(g)" = 0 =pH(g) = 0. Dar H(g)™ = H(g™), si, din definitia lui g,
rezultd cd g este local nilpotent, deci, pentru orice éi & I{Ug)y
gisim n > o ca H(g)™() = 0 =>H(g) @) = 0 Y
4. Propozitie

N

- / < 5 R e
cA ( nu divide zero pe H(}), atunci algebra diferentials

graduati Y = X< ; 67 = T (introdued la Def.3) verifichd (45).

Demonstratie

i S
In adevir, conform Lemmei II de mai sus, ipoteza. ‘g %C
i
pe H(X) implicd H(g) = 0, deci triunghiul exact (16) aa girul

exact.

() 0 —n(p A uen HE,

H.(Y) —2>0



e
~ )
Conform Lemei I, Ac¢H(f) = multiplicarea cu § , deci (x) 44l
: = HY - (" o L (A5) /
HED  FHEEL (Aar(e)) = BV a0 Gecd (45) 7
Constructiille de mai sus ale‘extinderii de algebre diferentialec

¥ s X<ED 5 4T = LY

(‘S’g: 7(X) fiind un ciclu omogen) sint explicitiri ale urmédtoarei

~constructii- generale.

o~

Vom nota cu A < T 3;dT = 0 algebra diferentiald liberd obtinuta

prin adjunctionarea la A a unei variabile omogene s

(Astfell AT = algebra exterioari peste A(l), dacd deg T = 1l(mod2)
si gK< T = algebra dé puteri divizate peste A(l),dacé deg T = O
(mod 2).

In ambele cazuri, graduarea lui 2 < Ty este datd de i = deg Pl
Fie ¥ o algebrd diferentiald graduatd. Orice ciclu omogen fixat
T € Zi_l(}{), determind pe produsul tensorial K(TP@A, X

(deg T = i¥ o unic#d diferentiald d, cu proprietatea. ale) = $oa
Algevra diferentiald graduatd astfel obyinuta. (’K(T) @K?{' JB Yy

nu este alta decit algebra X <T>; 4T = ¢, construitd mai sus.

§3., ANULAREA BORDURILOR CARE NU DIVID ZERO

SI ADJUNCTIA VARIABILELOR IN OMOLOGIE

Fie X o A-algebri diferentiald graduatd.
Fixim In Bi_l()‘:’) un bord de grad par i-1 = o(mod 2)

sd zicem F € Bi-—l(}é)' Presupunem ci B nu divide zero in 3 s

§
Alegem un element ?é EE)L' s Incite d%( 'S) = F .
Fie atunci k=% / X algebra diferentiald cit, cu diferentiala

. . * . R y
indusd 4 = 4 (mod )‘5 ¥). Conform alegerii lui T s rezulti
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numaidecit ci :§ = g"(modﬁ}é)‘é‘ zi(if).

5. Propozitie

o
P Ve

.-:
e JU™

L

(i) In situatia de mal sus, surjectia canonicé p

induce in omologie un morfiem injective H(p) H(E)cwsH (F)

(ii) H(¥) este H(X) - algebra liber#, obtinutd prin adjunctia

unei variabile omogene T, deg T = i (cu i ¥ 1l(mod 2)):

HE) = H(X) < TY;3 a? =0

Demonstratie

(i) Ipoteza ci B nu divide zero pé X (fmpreund cu

deg g = i-1 = o (mod 2)) aratd ci avem girul exact de module
¥

> O

unde /uﬁ este omomorfismul de multiplicare cu }3 .

Ob4inem sirul exact lung de omologie (m € %):

) ~
. —>H_(X) s w B g 100 —-Hif s 900 m_fé}.%m__l(;f)w;;m

p. S

Avemn. H(Ls) =-0°1- In adev»* pentru orice ciclu E & Zm(%)r

o gk O™ o , , R
fiﬁ £) = § ﬁ 3 0{ S) = !) ? §) Z 0 ( vl B nm+€*i€%y,deci
Hiup (§) =0 , ()3 m«my

Dar @tun01, din 3 rul exact lung.

4

-

ker H(f) =)m H(f{Q = 0 = H(fg este injectiv
/

(ii) Am vdzut la (i) c#, In girul exact lung de omologie,
Ii(ﬁp) = 0, deci H(p) este injectiv gi omomorfismul de conexiune
T
este injectiv.

Obtinem atunci, pentru orice m¢ %, sirul exact scurt.

17 Y N
s 0P @) 2 0 —0

(2) 0
Aritam c&.

"pentru orice m &€ 7 , sirul exact (%) scindeazd

In adevir, vom arita ci At are drept sectiune canonicéd omomorf{isun
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N2 Hm(X)-—~w>Hm+i(§é), dat de:

~ i, i e .
WMF e #,80, YV =F-T ,uwmie I =7 (moa pX)
‘ % : . ~ s A
gi d (7) =B in X . aritinm cd A oV (‘fg") =F , (W §eH(.
Consideridm ciclul din 5? . Pentru a calcula A (:?‘EF) (aplic?nd_

definif{ia lui Aﬁ), cum §'? este 0 p-preimagine a lui E QYT -
e . '}f

d%(gg) = a£(§>} + (D™ T A = (Friind ciclu)

2 [ ] RS §/B =/,(P((_1)m*1 §), obtinem Ae'{’/(g) .—Qg , deci girul
(%) scindeaszi.

Agadar, pentru orice m € %:

N
¥) @ H (0T .

=

) v iy
(3} Ho s =H L

D ~ng
Cum deg K = 1 = 1(mod 2), deci ¢ =0 in H(¥), (=x) constituie
proiectia pe componentele omogene a descompunerii directes

HED) = HE) @HR) .S =ue0<To= 1 (9 <> .

| o SRR N .
In plus, cum 4T = 4 ¢ = ﬁ = 0 In H(X), vedem ci:

aon

H(X) =H (%) <125 ar = 0,

adicd H(X) este in adevir extinderea liberd a algebrei H(¥), printr

0 variabilid de grad impargéV

§4. APLICATIE: CONMPLEXUL KOSZUL AL UNUI INEL LOCAL

LY s A W
I‘;{':).u J.’LL).‘JL)LIA.P\

Vom utiliza acum teoria lui Tate (§§1-3) pentru a da o
noud caracterizare complexului Koszul al unui indl local noetherian
(A, m , k).

Fie n = edim A (dimensiunea de scufundare g lui 4) ei fie
-{al,...,an} un siétem.minimal de generatori ai idealului maximal
m o, Peste. acest sistem de gengratori construim o  n-schemi
1=1,2,¢e0e,n sgi

arbitrari . a; {n]N-€>AW ald) = 2y



e R v o

o OB o
considerim algebra diferentiald Koszul

(Ke(a|a), doafn))

/|

Agsa cum am vizut la Exp.IV, aceastd algebri diferentialé este unic-

determinatid (pind la un izomorfism de algebre diferentiale graduate)

de inelul local (A, EA) (i.e.permutirile [p] ~-schem@ a si schim-

birile sistemelor minimal de generatori ai lui My produc autonore

fisme alex algebrei diferentiale graduate Koszul),
Agadar, vom nota prin K.(A) clasa de izomorfism a algebrei

(K.(a( A), d.(a| A)) gi vom reprezenta aceasti clasid printr-un

element oarecare al s#iu, notat de asemenea cu K.(4) (dacd nu existi

pericol de confuzie).
In algebra diferentiali graduatd K.(A), punem In evident{i sub-
algebra trivialé’xk4~s>K.(A).
Elementele { al,...,an} care genereazd minimal My definesc
totodatd diferentiala Koszul d.(a} A): = 4, prins
d(Ei) = 8y i=1,2,e00yn §

unde {El,...;En} constituie o bazi a modulului liber

n )
K (a) = D ALE, .

i=1

il

Intruclt a, € K,(A) = A, i=1,2,...,n sgi Kal(A) = 0, avem:

d(ai) =0, (V) i€fn] . Asadar: yseeesa, sint cicli omogeni de

grad zero In K.(A) si, mai mult, ei sint chiar cicli omogeni de

% R
grad zero In subalgebra triviald A<—>K.(A).

Comparind definitia algebrei Koszul K.(A) 5 §2, Bxp.dk)
cu procesul adjunctiei variabilelor de grad impar, care anuleazid
cicli omogeni de grad par (2.1, §$2 de mai sus), obtinem numaidec?

*

prin iterarea constructiei.de la 2.1, §2

4

L



G0

6. Propozitie

Pentru orice [(nl-schemi peste un sistem minimal de gene-

ratori ai lui m, ¢ a = (ay,...,a ), are loc izomorfismul de

A-algebre diferentiale graduate (libere, de tip finit):

i
i = l,;2,o&.,n ®

(Ko(a [ 4), d.(a] A)) ”SK A<y, 00, T jar, = a,

OBSERVATIE

Iterarea procedeului de ajunctie a variabilelor care
anuleazd cicli, pe cazul de mai sus, corespunde cel mai bine
definitiei de la §4, Exp.II, a complexului Koszul (produsul tenso-

rial al complexelor simple).

In virtutea acestui rezultat, vom nota de acum incolo gi
bprinl
K.(A) = A <Tl,“.,Tn> j ATy = agy...,d1 =a

algebra diferentiald Koszul a lui A, construitid peste Ln}aschema

. n
Qo= (a,l,owo’an) y 11 = edim A s}i g A 323*1 [\.aj e
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EXPUNEREA VI

OMOLOGIA KOSZUL A INELELOR LOCALE NOETHERIENE

Pe parcursul acestei expuneri, fixim un inel local noethe-
rian: (A, QA), de corp rezidual k = A/EA” Vom nota prin K.(A)
complexul Koszul al lui A (cf.Def.4, §5, Exp.IV) gi vom nota
pentru usurintd, prin H(A) = H (K.(A)), algebra de omologie a
algebrei diferentiale graduate (K.(A), d.(a |A)), unde
a = (al,...,an) este o fn] -schemid peste un sistem minimal
(arbitrar) de generatori ai idealului maximal m, (n = edim A)
H(A) are o structuri nmaturalid de k-algebri diferentiald graduati,

liberd de tip finit.

§1. INTERSECTII COMPLETE

Considerim o scufundare regulati minimald R-~—>»> A, &
inelului local (A, m,). Aceasta Inseamnd ci (R, mp) este un inel
local regulat de dimensiune n = edim A = dim R = edim R si R are
acelasi corp-rezidual cu A . R/gR = A/EA = k. Surjectia canonici
R —>> A este datd del r.r—>a,, i GZﬁJ ; unde mp % (ry,e0s7 ),
m = (al"‘°’an) ( {rl,,..,rn} fiind un sistem regulat de para-
metri ai lui R). Pe cdrpurile reziduale, R —>>» A induce apli~

-

catia identicid k

2

l. Definitie

(4, QA) se numeste "intersectie completd" dacd idealul :
‘ker(R —>24) al lui R, este generat de un sir regulat de elemente
din R.
Agadar, A este intersectie completd daci.:

"existd un gir regulat (bl’b?""’bq) in R, Tneit

o A
ker(R—>»A) = » Rb ;"

J=l
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Cum orice gir regulat se poate prelungi la un sistem de parametri,
urmeazi ci, pentru o intersectie completd A, lungimea q a sirului

regulat ce genereazd ker(R—>5A)) este:

(1) g=mn -4 , unde M = edim A, 4 = dim A

Tixdm aoumﬁéirul : (bl,...,b%) i definim matriceas

. noo . :
(2) ' L]Q, = (D(oji"\/qéjéf >’)S (.:g’)’l J(\J'u/v»f L:') s Zﬁmﬁ;l’l; ))':4). e
unde (rl,...,rn) este sistemul regulat de parametri din R, care di
scufundarea minimald R——>>A.

Evident, intrdrile matricii J%’ pot fi luate In m, (cici, modulo
un izomorfism local, putem lua scufundarez minimald astfel Incit
ker(R—>»4) € mf ).

Surjectia canonici R—>>A defineste In mod natural o surjectie

intre algebrele diferentiale Koszul (cf.$4,Exp.V):
L e b Sy ; R _ . ; N e M
(3) l ® R N Ul,oeo‘,Un> ¢ G.Ul e Ti *-——7:‘) A<Tl’.oo,Tn> ydil = &

care actioneazi prin reducere modulo idealul QL,W Rb., = ker(R—>>A)
. A:/‘

pe coeficienti (i.e.coincide cu R—s> A, rjyeaa in grad zero) si

j’
duce. (;EP~—~f9Ti, i =1,2,¢e09yn . Pentru simplitate, notdm prin
K.(R), K.(A) algebrele diferentiale Koszul de mai sus, Incit puten

scrie girul exact.

(3)° K.(R) - 5 k. (a) > 0
R fiind inel local regulat, H(XK.(R)): = H(R) este k-algebra
triviald, i.e. H(R) =% (cf.Prop.15, §5, Exp.IV).
In componenta Kl(R) considerim elementele:
. m
NN Ry
(4) K - 04(} §

definite cu ajutorul matricii JU de la (2).

L) L‘« [ J = 1,2,...,q(=~'-‘1’l-d).,
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Din (2), (4) si definifia diferentialei Eoszul pe K.(R),rezult

imediat
{a (R ‘ .
G R N G FLICR T IO W T

Agadar bl,b2,...,b sint borduri de grad zero in K.(R) si, daci A

q
este intersectie completd, aceste borduri nu divid zero in K.(R).

/Din Propozitia 5, %3, Exp.V, rezultd atunci

(6)  H() TH®R) < Wyyeew, Wy 5 di; =0,

intrucit, din (3), stim ci A este reductia lui R moduloé:”z Hbjm
3=l

Variabilele 'iWJ / j= l,2,...,q} ge identificéd, de fapt, cu

ciclii ﬂ‘fj / g = 1,...,q f ai lui K(A), unde j§'=:% (mod 2}3 Rbi)
) J=

(%
Conform definitiei adjunctiei libere de variabile de grad impar

(2.1, $2, Exp.V) si aciclicitdtii lui K(R), (6) se mai scrie:

(6)" gAY 2N, (1 (8)) =k <Wpyeegil > 5 @iy = 0

unde /\. denotd "functorul algebri exterioarid" si Hl(A) este
componenta omogeni de grad 1 a lui H(A) .

Din aceastd structuri a omologiei lui K.(A), rezulti imediat,
iterind procedeul de adjunctie a varizbilelor de grad par (ecf.2.2,

§2, Exp.V), c8 urmitoarea extindere a algebrei Koszul K.(4):

e TN e e,

(7)  Ko(&)e—sL.(4) =K.(a) Dyyeresly) s 3w>uiw{d“ o

vy 3= 1,25500,4

(cu A ( oa.}m b ), i.e. dZ2. = S.),
! J "4
esbe. 0 algebrd iiferontialé graduatd aciclicd (deoarece, conform
4 s o . A I :
cu (45), Exp.¥, H(L.(4)) = H(K.(4))/(T,.00y T JH(K.(A))
A Z

A \
‘= (tntrueit ©. se identificd cu Variabil@lﬁt“@) = H(K.(A))/
(\'4.{‘\'; v S i AL

o) V.
J , c TN

(dim (6)') = kx W 1g.ae9. >>/ S = %) . #
| CWyy oo, W)

VN
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Sintetizind discutia de mai sus, putem formula urmétoarea.

l. Propozitie

Fie R—>>»A scufundsrea minimald regulatd a intersectieil

gomplete A, cun = edim A = edim R si d = dim A,

Punem: q = n-d, k = A/n y = R/gq

~ Fie (rl,...,rn) un- sistenm regulat de parametri in R, (al,...,an)

un sistem minimal de generatori ai lui m , S (bl,...,bq) un.
O

. S B B 7 |
gir regulat In R, Incit ker(R—>>A) = ;z_ R b.

=1 7
Fie Jt 4@ x n - matricea cu intrdri din m , , datd del
STy
b, =/ _ s P
SRR = T

Considerim surjectia de algebre diferentiale Koszul:

K.(

s o
~——

= RCU ;000,00 580, = v, —3» K.(A) = A £ goagl 3

dTi = a¢

datd de reductia modulo ker(R-—>>A).

In K.(R) considerém elementele de grad 1,

m N
\gJ"Z 0(;‘1 Ui $ j=l’2,...,q 9

verificinds: dK’(R) (KQ = b4 s (¥) 3, i notém cu 3} -
3 3]

. ( ) v:)—‘ i T‘{ b ) g 1 2 s 1‘ 3 o (““t— < o
= j .3 HlOCl. . L k $ ,] = H g ee s ,q $ ClC 11 C()I'e Lap\anc!. :OI’l ge
3 k ’

=1
grad 1 din K.(A).

Atunci s

(i) A-algebra diferentiald graduvatil

P

L.(4) = K.(4) (Zl,...,zq> paz; = 3=

= A \/Tl’.o-)Tn; Zl’00.9zq> ;dTi P ai, dzj - .§,j

(cu deg T, =1, deg Zj sl pendEn L=l sevs By Jm b sresiil

este aciclicii (deci furnizeazd o rezolutie liberd minimald

de tip finit a lui k peste A),




...]_()4..
.(ii) Omologia Koszul a lui A egte’

H(A) :[k<’ﬁ'l,,..,Wq> ; dwj = 0]‘;:/\:;(1‘11(!&))

In plus, (ii) este echivalenti cu (i) si cu® i

(11)' H, (&) =5, (1)

Demonstratie

(1) =>(ii) rezulti din procedeul de adjunctie a variabilelor

vl

de grad 2, care nuleazi cicli de grad 1 (cf.2.2.,52, Exp.v). .

=3

(B ) =D(1) 8 Font ardtat mai sus,

(ii) ==)(1i)"' este o consecintd imediats a structurii
algebrei exterioare peste un k-spatiu vectorial finit-dimensional,

(ii)’:;;(ii) este urmare a procedeului de adjunciie g varia-
bilelor, care anuleazi cicli de grad 1 (ef.2.1, §2, Exp{i)vp

2. Corolar

Fid (4, m 1) O intersetie completd, n = edim A, 4 = dim A

8i fie q = n-4d.

; . . /- .
Atunci seria Poincaréd g lui A este?

n
(8) P, (2) = {142)
“ (1-25)4

Demonstratie

Din (1), Prop.l, vedem ci PA(£9 = PL (1) (# (deoarece
L.(A) este o rezolutie liberd minimalsd a lui k peste A), deci (8)

rezultd din structura lui L.(A), fimpre

o

nd cu relatiile (lo), (14),
/

S2, Exp.V (comportamentul seriei Poincdré 1a adjunctii de variabile} 

>

OBSERVATIR

I o 3 . - - i3 Z :
Dupd cum ge Stle, "seria Poincaré a lui A" este, -

131

By

P, (Z) = i dim,_ Tor ” (k,x) 2,
28 o &
iZzo :
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coeficientii ei fiind dati de numerele Betti ale unei rezolutii

‘libere minimale, de tip finit, a lui k peste A°47

Restul acestui § este rezervat demonstririi reciprocei Propozifiei I

Pentru aceasta, fix#m: un inel local noetherian (A, m A? k), un

sistem minimal de generatori pentru m ,

o scufundare regulati minimald R—>2 A

*ti

Fie b = (b
2

1’.‘09

b )

rametri (r RERES ) in R.

:l(al,ooopan), h.: edim:Ay

si un sistem regulat de

= ker(R~—>>A), unde bl”"’bq sint elemente

din m R » DU neaparat f@rmlnd un sir regulat (deci q 2 n-d, unde

d = dim A).

(Conform Definitiei 1, A este intersectie completé<?§>(bl,,.,bq)

gir regulat In R&D g

= n—d).

Desgi (bl,.}.,b ) 'nu formeazi un sir regulat In R, vom utiliza

totusi aceleasi notatii ca mai sus, adica:

L2 3
Notam: L., (A) = K. (A)LZ40, Z > c/? 5’3.)3‘;4)‘2‘...
(9)  L.(A) = K.(4) (z.l,...,zq> -

j?

R, 3= (el 27 JQL Ye K, (A)

‘/

¥ P

j = I,Z’ceogq &

L.(A) este evident, un invariant al inelului local (A, m A)e

Algebra diferentialsd graduatd L.(A) are urmitoarele proprietiti.

3. Propozitie

Fie (A, m

A’

k) un inel local noetherian si fie L.(A4)

algebra diferehtiald graduats

scufundiri regulate minimale oarecare R-—>»>A,

(9), construitd cu ajutorul uneci

AtylnCi .

(i) HO(L.(A))

k

L) Hy(L.(A))

it

(0)
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(3 HE(L.(A)) =H2(K.(A))/H1(K.(A))2

Demonstratie

(i) este trivial#, (ii) rezultd din definitia adjuncyiei

©

(cf.(44), §2, Exp.V) iteratd conform cazului de fatd, i.e. o
: . e
Hl(LO(A)) o Hl(KO(A‘)>/ Sl.k + ooe‘*‘ 3qok = Oo
Pentru (iii), fncepem cu urmitoarea
Lemnd, : : o, A i S

Fie X o R-algebrd, cu H (X) = k. Fie S€ 2,06 si

’5 =X<{22 ;42 =T (deg % = 2). Considersm sirul exact asociat

acestei adjunctii (ef.2.2.,82, Exp;v):

(%) - D ey ¥ "*jz‘“‘ Ej

1? >

() \
- i S e
(unde f este incluziunea canonici si g(Wom + Wi 253 *L“ iy L Azt

@
=Wimeg F Wim-g Z 4. .. (W) meZ).

Atunci are loc urmdtorul gir exact:
s
> THY(X) ——3 H,

Demonstratia lemei

H

0

> 0

Considerim sirul exact lung de omologie, dat de (=)

ooy () —2m, 00 Bop oy B0y oy A2y oy HE (9y-50

unde, conform cu Lema I, 2,2.,82,Exp.V, stim ¢i Ao H(f) consti din
(\
‘multiplicarea cu §

Cum H (Y) =H () =k si cum &, # o (cdci H(f): Hl(;z’)e')z-il(?;g-)

este epimorfism), rezultd ker 4 p =0 =In H(g), deci H(g): H (%)m%

—» H (4) este omomorfismul nul —==> H(f) < HZ(%)*Mﬁi’HZ(%) egle
surjectie.
. & ” x
Cum ker H(F) slvﬂzﬂz = LWA((SBUH(f)> = Lw«(fxgﬁx § Hl(%), afirmatia
lemei rezultﬁyy

Agadar, in conditijle din enuntul lemei: Hy () Q'HZ(%ﬁ/'%H b 3

1
Luim acum algebrele K.(A) si L.(A) = K.(a) CByrennsly) jaz; = .,
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J= 142,00050 5 deg Z; = 2. Iterind Lema de mai sus, obtinem:

>

J
Hy(Lo(4)) = Hy(Ra(8)) /£ peeny $g) Hy(Ka(a))

A A
fae = } » (L B~ ez /
Dary Tiyoeey o) genereazd Hy(K.(A)), deci rezultd (iii) ./

Pasul principal In demonstrarea reciprocei Propozitiei 1, 11 cons-
tituie urmdtorul rezultat.

4, Propozitie

In situatia si cu notatiile de mai sus:

daca (bl”"’bq) nu este gir regulat in R, atunci HZ(L.(A)) #-Lo)s

Demonstratfie

Aritim Intii wrmitorul fapt general.
Lemd

Fie ¥ o A-algebri diferentiald graduati, cu Hc(f) = K

si HlC%) = 0. Fie beA un divizor al lui zero si fie X }gﬂ)%‘ .

Atunci Hz(f)-ﬁ Bis

Demonstratie

Congiderim sirul exact scurt.

iy Y, 5z e A ( —> O
0 )l/gmﬂmg); 5 X " X
care d&d girul exact lung de omologie.
. s H ) Ay
& ‘“91‘12(%) : > H ()») - =2 H (/«—/A A b?ft) ’h (V) 3 H (%) i

L

e D O

S H K g b¥) >H () ——— B (%)

Cum H1C£) = Hl(%ﬁ = o0, iar HO(}3 H (,) = k, rezultid ci Zl este
izomorfism gi 132 este surjec{ie. Daci b divide zero, avem

Annb # o gi atunci Hl(yiéan@nb}ﬂ # 0, deci HQ(EU £0 (A, fiind
surjectie pe un modul nenul).47

Intorcindu-ne la demongtratia propozitiei, punem:

m = max {:L/b:.L divide zero modulo (bl’°°"bi-1)}
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Agadar (bm+l”'”’bq) este gir regulat.

Fie X = Ko(R/(Dypeee,by )B) C2 peeey By 0> 5 424 =S 5,
d = 1,25600,m=1

Vedem numaidecit e¢3: H CX) = k, Hl(%) =

Atunci }f x /b )( este In situatia lemeil anterioare, deci

H,(Y) #A 0 @H(y):ﬂ (Y<z. > 3 a8, =3 ) #o.

De la *g<'zm> ; 4z = g'm la L.(A), ajungem ficind reductiia prin
girul regulats (bm+l’°’°’bq)' Conform procesului de adjunciie,
aplicat acestui caz particular, omologia in grade 2> 1 nu este

afectatd, decis
- I M - - £
Hy(Lo(4)) = szg<fzm> ; Az = Cn) = H,(W) # 0,

Aceasta Incheie demonstratia propozitieizy
Obtinem acum urmdtorul rezultat.
L. Teoremd

In situstia de mai sus, urmitoarele sint echivalente.

(i) L.(A) este o A-algebrd aciclicd

(ii) Hy(L.(a)) =0

(1i1) H,(K.(a)) = HI(K&(A))2

(iv) Ho(X.(4)) =/, (1, (R.(4)))

(v) (A, nm A) este intersectiie completd

(ii) ==>(v) (din Prop.4), (v)&2(1) (Prop.l), (1)=>(ii)
(trivial), (ii) =>(iii) (din Prop.3), (iii) ==>(iv) (trivial) si
(iv) =2 (v) (Prop.1)./

OBSERVATII

(i) La  §4, Exp.IV, am vdzut c# H (K.(A)) = 0<=>
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<¢:;>H1(K.(A)) = 0, i.e. aciclicitatea lui K.(A) in toate gradele,
rezultd din aceea In gradul 1.

Din cele de mai sus, vedem c¢i L.(A) are proprietatea "imediat
urndtoare", adicil H+(L¢(A)) = O<&:€>H2(L@(A)) = 0 (cici

Hl(L.(A)) = 0 este automat Tndeplinitid). |

Conditial Hy(K.(4)) = O caracterizeazd inelele localé regulate A,

v

iar . nz(L.(A)) = 0 caracterizeazd intersectiile complete.

(1i) Unui inel loc¢al noetherian (4, m ,, k) i se asociazi

girul "deviatiilor" sale: ( fi(A))i>

o 9 definite prin dezvoltarea
‘a

» ~r ol - 3 . / ) - ” .
canonicéd urmdtoare a seriei Poincare, in produs infinit

~ A (A £,(A) 5 & (A
p(z) o L1+Z)° (1:73) * Ly
A L - ., /\X ® B &._‘ ('A @ ) E’L.- (A) ¢ oo 6 0
(122 S gy BV (4 265

(cu ég(A) = edim A, Ei(A) = edim A - dim A).

Caracterisarea intersecfiilor complete cu ajutorul deviatiilor
este urnitoarea.

LAY |

A este intersectia completi <= é?i(A) =0, (§) i> v

U inel local (A, m , k) se zice "local-intersectie complet#"

A
dacid inelul completat A (In topologia m Awadicé) este intersectie
completd.
Se cunoaste urmitoarea caracterizare a acestel clase de inele

locale (Gulliksen

"A este local-intersectie completi<=> &,(A) = 0 pentru i>>0"

Un rezuliat remarcabil este urmitorul (S.Halperin):

"A nu este intersectie completd => £,(A) # O pentru orice i > o".

P
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§2. INELE LOCALE GOREHSTEIN

2. Definitie

Un inel local noetherian (A,ﬂgk) se numegte “"Gorenstein"

dacd: (J) i> dim A si Ext (ko) =
‘Urnmitoarele caracteriziri ale inelelor locale Gorenstein sint
binecunoscute g1 vor fi date firi demonstratii (vezi N.Radu, Inele

locale, vol.II).

Fie (A, m, k) un inel local noetherian, d = dim A

_go, i £ d

. : i e e om ok ~
(i) A este Gorenstein FEDExty (k,4) = lk, i =a

(ii) A este Gorenstein <=>A este Cohen-~lMacaulay si

type (A)

52 4 d
" ExtA

(iii) Fie 4 = dim A = o (i.e, A artinian). Atunci:

(type (4): = dim (k,A)).

A este Gorensteind=> A este autoin aectzv\~«>

<= LJX“E ( k,A)

. : R .
(i.e. functorul de duslizare Mr—N~ = HomA(ﬁ,A) este
exact)
Pentru formularea rezultatelor acestui §, reamintim (vezi si Lxp.III

o

§1) ci o A-algebri diferentiald graduats j? se numegte "algebri

=y

s v e S : : -
Poincaré" dacid: X = A, () m 2 o0 1Inc

5 2 t X, = (o) cind i>n si

. . . oy’ VA
dacd forma biliniari dzati de multivlicare ﬁf- X:% -““9;%
3 m-j m

este nedegeneratf, pentru j = 0,1,2,...,m (ceea ce implicd
autodualitatea’ ,’j ¥' nej » 3= 01,0..,m).
6. Propozitie
Y %

Pie % 0 A-algebri diferentiali graduati cu A = X 51

te )

X. = o pentru J > m, unde m 2 o este un Intreg.

g
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Urmitoarele sint echivalentes

(1) }5 este algebrh

. R /7
Poincare

(i1) ¥ <1>; 4F = o

" R /s
gi deg T = 1, este algebrd Poincare.

Demonstratie

(1i) == (1)

at

i

[i) ==(11)

. . s . w . N . . . 7 »
este imediatd, datoritd definitiei lui X< ITD

'e) (deg T = 1), Cf.?_,lo §29 EXP‘E)’

Fie Y = A <TY ;dT = o gi deg T = 1. Atunci, fntrucls
¥ = éE X, graduarea lui E} este:

jro 7
Y =@,

.V .
2 <‘jrw.+4 . %’W\
Multiplicarea lui E§
7° = o

TY e =X @ T e e,

o extinde pe aceea a lul X s Prins

Fie kf: ij+1 j— Jm+l (j € {0,1,...,m+1}) o formd liniari.

Trebuie s aritim cid

\P este dati de multiplicarea cu un

element din }#- gi (ii) va fi demonstratd.
&

Fie 5,= X + X

m+ L= m-J

cr (eu X eXy, (W)oK,

Atunci ly) = ‘f(x’mﬂ_(}') 2 %(Xm_é ERACS +'1, (9,

mﬂe%ﬁ.xwwq’-~7

sint doud forme liniare.

v

Ko T 4l 1 Koy T 220 T

)

~/ 2
Cum U este algebrd Poincare, gisim elementes

“%‘q é%d}""’ ) gé C/J

;ncit! ﬁi :/LZE',“T A¢
41

Dar atunci.
Ylu) = Gy + 104 =
= (3, xmerg +

L]

Y /Llsj

—%’3 X g 'cj' T ~+ _g, X"m,}* T =
?t‘.

-1

"

}
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T)(xm 1t ',,,,.J;"T) - ‘% A B E’é. K-y T+
» ST VAN | B e
'lL é’}_& Xm—f-rj...}' -} i 3 g{é—_i Xm‘.}' T = (C&O?Wﬁf [ ‘;L'){;’(‘ ‘B‘/rﬂ_gf.;:;"“ ij

(354 X%%+1; +‘ \7—

Asadar, notind 4 = E(} ¢ _gJ._iT(— ’%, rezuma: Py =t.y = (P

T. Corolar

Qo

In situatia din Propozitias 6, urmitoarele sint echivalente®

»

. . . %
£d) X este o algebri Poincard

(ii) }?(Tl,...,ﬁl7 aT, = o si deg T, = H{E) i) este o

ol 3 / . -
algebrd Poincare pentru orice g21.

Demonstratie

Afirmatia rezultd din Prop.6 prin inductie dupéd q27

OBSHRVATIE

Proprietatea de a fi algebrd Poincaré nu se referd la
diferentiala lui X « Agadar, pentru un ciclu de grad zero
aé?‘A = 1{0, obfinems: * este algebri Poincaré C=> ¥{; aT = a
este algebrd Poincard.

In particular, aplicind Cor.7 de mai sus, reob@inem rezultatul
Prop.3, 81, Exp.I1I, anume:

"algebra Koszul A <'T1,...,Tn7 g dTi =4,  a lui A, este algebra

: s b . - ; AL E

Poincare (n = edim A, (al,...,an) = gsistem minimal de generatori

pentru m ).

Aceasta rezulti din observatia de mai sus, Tmpreund cu faptul ca
~r N

algebra triviald A = A este In mod evident o algebri Poinca~w //

8. Propozitie

Fie (a m) un inel lccal noetherian. Urmdtoarele sint

echivalente?

AY

(1) H(K.(a)) este o aleebrs Poincaré (peste k = A/m
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(ii) pentru orice non-divizor al lui zero B € m ,,
i

H(K.(A/pa)) este o algebri Poincaré (peste k mA/r)

/ » n
Demonstratie

Aven H(K.(8/p A)) = H(K.(4)) 7> ar

deci echivalenta din enun{ rezultd din Prop.6yﬂ

i

g, Corolar

Fie (A,m, k) un inel local noetherian si n = edim A, d =

= dim A, q = prof A. Fie (’gl, gg,..., gq) un A-sir (i.e.regulat,

maximal) .

Urmitoarele sint echivalentes

(i) H(K.(A)) este o algebri Poincaré

i . v /
(ii) H(K.(&/( Ei,...,g(hx)) este algebrs Poincare

In particular, daci A este Cohen-lMacaulay, H(K.(A)) este algebri

/ : . /
Poineare <> H{K. (44 é},..., EA)A)) este algebrid Poincare.

Demonstratie

Echivalenta (i)<&=>(ii) rezultd prin inductie dupd g, din
Prop.8. Ultima afirmatie din enunt rezultid din prima afirmatie
91 din definitia inelelor loczle Cohen—Macaulayv/

Demonsgtrim acun rezultatul principal al acestui §.

Fie (A, m, %) un inel local Cohen-liacaulay.

-~
£
'8

Urmitoarele sint echivalente®

(i) A este inel Gorenstein

(ii) H(K.(L)) este o algebri Poincaré

Demonstratie

Proprietatea (i) rimine invariant® la reductia modulo un
sistem de parametri (un A-sir), cf.Prop.5.
Proprietatea (ii) rimine invarianti la reductia modulo un sisthem

de parametri (un A-gir), e¢f.Cor.9.
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Agadar, putem presupune de la bun Inceput A = artinian, i.e.

dim A = 0. In acest caz, din (iii) Prop.5 vedem c3 (i) este echi-
, T |

valent cu: thk(k,ﬁ) = Qe

Agadar, pentru A artinian, este suficient s& aritim echivalenta:

(i) Exti (k;4) = o

v o N g vr [ e "
(ii)* H{X.(4)) este algebrd Poineare

ol

Fie n edim A,

. o o g 3 / . @
Stim ci algebra Koszul K.(A) este o algebrd Poincare, adici:
O

W) 3 €-{o,1,...,n}' , Kj(A) g'Kn_i(A) , izomorfismul fiind indus
de multiplicarea algebrei K.(A).

Aceastd situatie se traduce omologic prin izomorfismeles

() H9(«.(4)°) & Hn j(K.(A)) , 3= 0,1,000,n

(vezi gi Cor.3, §1, Exp.II).
. . ¥ . | e
Insi, pentru orice complex de A-module . s omologia lui X, gil
(o]

co~omologia dualului ;%. sint legate prin uvrmitoarea binecunoscuts

"formuld a coeficientilor universalil

(FCA) fie A un inel cu proprietateas"orice A-modul proiectiv este

. s . : : - Y :
liber". Atunci, pentru orice complex de A-module Z. si pentru

orice A-modul I, au loc sirurile exacte ((¥) i&%):

O——ﬁ9Exti(Hjml}{),m)——~?H3(Hom(¥L,M))—~f>Hom(Hj(f.),M)~w~"7 0

(vezi "R.Godement"ptr.cazul A = Z gi "Dold" sau "Spanier" pLr,
A ocarecare).
Aplicind (FCA) pentru A ca mai sus, X, . = Ke(4), 1 = A, rezultd

pentru (V) j 6'{0,1,...,n} girurile exactes
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(#%) O—>Ext] (n (Ke(f\));A)-w?.}{}j(}{,(A))o)

5>H3(1<,(A))°m~;-7 0

Utilizind (=), obtinem girurile exactes - B

(%) o'—-;Extg;(Hj_l(K.(A)),A)~—9H (K. (A))ﬁﬁﬂ (K.(2)) ~—-—->O

] v s

%% fiind indus de mult 1p]10area algebrei H(Ko(ﬂ)), (V) 36{0 1
® 0 ,’n» } L2
Echivalenta lui (i)' cu (ii)' rezulti acum ugor din (71;)2

(1)' =>(i1)' A Gorenstein <= Bxty (k,A) = o = Bxty (m,A)

pentru orice A-modul M (c@ei dim A = o), deci din (#x%x) obyinem,
in particular, cé L?j este izomorfism pentru orice j, adicé

s
H(K.(A)) este algebrid Poincare.

(44)* =>(i)" . Dacd H(K.(A)) este algebrd Poincaré, atunci, Iin
$ 2

(sxx), q’j este izomorfism pentru orice J, deci obiinem
i

XuA(ﬁ 1(A.(A)), A)

j =1, din HO(K.(A))

i

0, J = 0glyese,ne In particular, pentru

il

k, rezulid Exti (k,A) = o, adicid (1)'./

§3., MULTIPLICITATEA

Fie (A, m ,,k) un inel local noetherian .
Pentru orice A-modul I, de dimensiune a = a(m) (zdimé/guwwé
J ARlTLe

reamintim c# un "sistem de parametri pentru Li" este un gir de

>

lungime de ( gljo.,, Sd) dinm ,, cu proprietateas

long , (B/ e Aga) T
g A(i/( gﬁ“"goi)m

&

lo. Provorwzitie

Pentru orice j éA{ o,l,...,d} ; 1ongA(Hj (K.(E;lm))<a@o

Demonstratie

In adevir, daci (

!

o 8 § gQ este sistem de parametri
@

7.
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. pentru M, atunci el rémine sistem de parametri pentru orice modul
Kj( %.Im) :/ﬂj(m(d)), deoarece acest modul este o sumd directid
de (?) copii ale lui M. Cum Hj(Ke(g,{M)) este cit al unui submodul
al lui Kj(f.lm) si cum idealul §w3==§£.lﬁl.§§ anuleazd omologia

lui K.(%.]m), avem? a

long, Hj(K.('g.Im)) = long, HJ(K.(E“}M))/E: (K. (£.10) -

= long, 2(X.(§.] X\‘”‘))/.i 25K (GIM)) + B (K. (5, 1)) 'SlongAKj/;{iK;m

deci rezulti afirmatia din enuntvé’

3. Definitie

Pentru orice A-modul M gi orice sistem de parametri ai
o wn e bl 7 5 x ~ e
1111 I E: z( g/}’ 6 eo g gﬁ, ) 9 d = gim 1\“, Lntl"egul.

e ~4 j e B m
7C§e (1) =2ﬂj:o (-1)7 Long, (H,(K.(Z [ 1))

se numeste "caracteristica eulerianid" relativid la z oy a lui M.

Conform Prop.lo, ng (¥) este bine definit. Intregul 7C§ (1)

are urmitoarele proprietiti.

11l. Propozitie

(i) %: = (o) In A::;;;x’g (1) = 1ongA M,

v 2 9

(41) }ff este o funchi

care admit §

o)

aditivi pe subcategoria modulelor

ca sistem de parametri ( €, ca "ideal ds

Pty

@

definitie" - vezi mai jos)

(iii) Daca E; nu divide zero pe li, atuncis

Fige > "":-7(:—"
;((§4;"‘) 3?«)(P4) (%,

2377 %)

g M/, m)

Demonstratie -

(1) este evidentd, din definitfia 3.
(ii) rezultid imediat: dacd 0~ M' =M —s " >0 esthe

sir exact de A-module, el d& gsirul exact de complexe.
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05 K. (%, | H") — KA. JH ) K,("g‘\m"),

>Oy
al carvx gir exact lung de omologie aste.

0—5H,(§,| M')—>Hy(E, | m)—>H (T, | 1) -3 H. (%] g )”'f" sn b=

—>H_(5.| M) —>H, (5. | ) —>H (T, | e

Exactitatea acestui sir aratid cs suma alternatd a lungimilor terme-

nilor este nul@. Comparind cu Def.3, rezultd afirmatia (ii).

(iii) Utilizind Prop.6, §2, Exp.IV, avem. al%'o pe M =
= Hj(al""an‘m) = Hj(ag,.,.,anlm/alM), () d.

Comparind cu Def.3, rezultd afirmatia din enun§.47
In legdturd cu (iii), Prop.ll, aven urmitorul rezultat general.

12. Propozitie

Fie (’€4,...,'§9) un sistem de parametri pentru A-modulul

> T \ : » ~ o~ o v ) e oy
noetherian M. Existd m > 0 un intreg, fncite §, nu divide zero

{ o
pe L/(Annl\& §4 )

Demonstratie

Avem sirul de submodule.

A
Ann, ; & Anng € ¢ ... Shnn, 51 C...

care stationeazi de la un indice m > Oy adicde
. o+

m
Anry, §,§ = anny 5,
w wa . - ' m 5 . B ™
Dacd « € M gi o g"\ z o (mod Armmg ) =7 o« = o(mod Anny ¢ Y
i A £ ..)
ceecz ce inseamni exact faptul ci X ) e M zm o
(=4 4 —gq P /Annfi (§ /!/

Caracteristica euleriand are urmédtoarea proprietate de anulare.

13, Propozitie

Fie (‘gﬁ,..., 'éd) un sistem de parametri pentru A-modulul

a e TN
M. Dach existd j € {1,2,...,({3 ¢im>o, inelt T, .M =0,
N

b“‘)

atunci 71.-%:“ (M) = 0.




SoNeR L

Demonstratie

. ; ‘ n =
Putem lua, evident, Jj = 1. Atunci (§, ,ugj AR, %{})
s e
rimine sistem de parametri pentru M, deci putem presupune m = 1,
adicés = W= e
5

Din (3), Prop.2, $2, Exp.IV, stim c% are loc sirul exacts

0~———>K. (%l,...,\fdﬂn PO, N §ﬂ,.°.,‘3,_“1\1)““""’>g ]>( v“w% i )“"‘ij

deci girul exact lung de omologie

B )

A. = s N %= sz P lng [\
00-""'”331{3( %L""’ ;{(}II)MHJ( 2;’—" ,-oaggdlfﬂ)""‘{;I{j"l( gz ’oo.’%&;iﬁ)“""'f}

BuH (F, .05y ) —> ...

morfismul de conexiune /A fiind dat de multiplicarea cu ’€4 °

Cunm § ‘M = o, rezultd A = o, deci avem girurile exactes

0 —>H. (g‘,) ,...,§4}r‘)-,ﬁ (N »--nsc“ﬂ) —H_ l(g yeoersy | M)——0,

deci

() Long, (10T, yeensBa 1) = long, (15(F, 4eres Sl +

I S 5 .
+long, H. T, ,,.,ggJ}m), pentru orice Jj.

j-—l( 2
Seriind suma alternatd care da 7£€ (1), obyinems

d . Se
X (H) = Z- 0 fomg H (E, -

A ~ b
3 26 ' Cy,“\ . <}w Zé ‘ \ 341( ’\‘sz/&ﬂ . L}{ (z: =
”'2“ kﬁ) &ng/ €§(§1>’“,)JJ)HN%}§1 %%‘yi%y”ﬁﬂﬂP
v ‘ d"’i K p & % 5
v ‘ 7 1) N MR T
_Z )3’/{/‘@4/12‘/3‘ }"IA (§l> per )S:[ I’V\) - Zg:—o ( 0 w"“g.A“k")-Z}' e

14. Propozitie

-
Fie ( ¥, 5004y 34) un sistem de parametri pentru modulul

noetherian M. Atunci existd un A-modul noetherian N, cu urméfoarc.c
3

proprietdtis
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(a) ('%q,...,'%i) este gistem de parametri pentru N

(b) §’ e divide zero pe N
\ - 3 - = X 1D, /¢ N
((,) :’Y,g (Il) \g (N) /ff ( E% . %'J )(1\/ %’g )

Demonstratie

m
Iudm N = M/(Anmmfi ), unde my o este dat In Prop.l2.

Atunci §ﬂﬂf o pe N (cf.Prop.12) gi, din sirul exact!

s o
0 >An%ﬁ§5 — M - > N > 0,

fmpreund cu Prop.ll, (ii), vedem c#:

jx; (1) =76§(N)_+)f. Unn1y3§:3 = (din Prop.13 = ¢, (N).

€.

> PropelliéV

§

Ultima egalitate din (c¢), rezulti

o
o]

-

i

e

in (b)) ei (4

In continuare, reamintim notiunea de "multiplicitate™
9 b1

a unui modul., Fie M un A-modul noetherian si a € m wun"ideal de
definitie" pentru M (i.e. long, M/EH<TOO)°
b < AL

OBSERVATIE

Pentru orice sistem de parametri &

- B

il

('§1,...,”€4) pentru

i idealul %, este ideal de definigie al lui I

P

»

Atunci, pentru orice iIntreg i > o, long A(M/aim)df’:’.
Punciia numericid: ii~——> long A<M/aiﬂ) are proprietatea importantd
de a fi "polinomialid" (deoarece sirul diferentelor ei succesive
este nul, dd la un rang incolo).

Aceasta fnseamni c# existd un polinom 5ﬁf(x><5<@ [x], cu
proprietateas I’z (1) = long A(M/ﬁim) , (N) 12 o.

Teoremsa principald a teoriei dimensiunii inelelor locale noethe-

riene afirmi cé.

; 53
deg P ; (X) = dim ¥ (= dim A/

-

)

Ann N

pentru orice ideal de definitie g al lui M (cf.A.lascu, Alg.locald ).
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In baza combinatoriald {( ? )//i;; o& a lui @ [X), P& (X)
se poate series
TR K X |
P IR maghd l * e‘d—~1,<cl~a) kbt (fﬂ * 8y
. 2 ~ W, . : o5
unde €4y €4 qreecy €128, € 4 (1ntru01t Pé(l) e W, izo),

cu d = dim M.

4. Definitie

. _
Intregul ey (coeficientul conducidtor al lui Pﬁ (X) ) se

e

numegte "multiplicitatea lui M in a" g1 se noteazd cu ea(ﬁ). :

peen

Intregul e, () are urmitoarele proprietiti.

Fie M un A-modul noetherian si a un ideal de definitie al

lui M, Atuncis

(i) daci a = o, e (M) = long, (i)

(i1) e () este o functie aditivd pe subcategoria modulelox

noetheriene care admit pe 2 drept ideal de definiftie.

i 5o ; . e - ; o . i .
(iii) dacd a = ( Sy 5o §4>9 4 = dim M gi %; nu divide zero pe

e

il = - I‘\I . ¥ q‘
1) e ; ’“.,-E{)(/ 3 1)

4 Sl S e

(i) Dacid a = o, atunci a* = (o), (¥) 12 o, deci

long (M/éiﬁﬁ) = long A(M/(O)) = long A(M) s Lages

ip—> long, (Ii/ iﬁ) este functia comstantdl iv—> long, N,

-
o4 =]
ey

-
(7]

. i, P M ‘ &
deci PQ(X) este polinom constant. Cum P (0) = long @(M), rezultd
& &

din Def.4 cé ea(m) = long, M) .
[ 4

B
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(ii) Fie Q*~”~mt—w?fi—wﬁﬁ”“”%?0 un sir exact de mo&ule, penbru
care a este ideal de definitie. Se aratd atunci ci P (X) +

+ Q(X) = PM (X) = P“(X), nde Q(X) este un polinom de grad £ d-1
(cf¢Serreg”WultlnL101Le sau A.Lascu, Ala,localé¢ De aici rezultd
afirmatia din enunte.

(iii) Pie M' = m/ﬂ«: Mo, b= (5, eeeey §,)M . Atunci b este ideal
_de deflnlile, pentru M', cdci ?;,r 0 pe M. Conbue  orice A}czcy&@mJ
() noon atm= G og™tH wpH o

Considersm sirul exact.

(ﬁ ) 0-—Ker(Y)—> M/éim. ;’M‘/ﬁi w —> 0y
unde ‘? ;. M/at M ——> M'/bt M este omomorfismul canonic de

reducere modulo &, .

Din definitia lui M', vedem cé.

,'I! ; = 'f = i 4
g /p_l m' I/g " )/b (N/;— M) ngy“,p} Mo
deci vom avea , succesive
L A e j—{‘.,’f : | =
ker {) iz (I\'.L/_@_ m)/(m/ gifﬂi’*‘ﬂlm) = \Cf.(o’\,)>
%‘)\ M o4+ _:')_13*1 . il )
T s g s CU M= a e
ng + b"M
Din teoremele de izomorfism rezultis
1 \{,} 7 . -‘ i
ker Y = &, / N+(5 H N pH)
Avem Insd sirul exs t‘
v ) L
e NFHEMN b M) LM LEM . E
O —> g e — 2h e e S L,chwﬁxz
7 i 7 o o P 1\
EN &, N EN+(EMNE ™M)
R .l . LF M
Cum ﬁg {/ O pe M, obtiinem. iLf; z.tl - he e Lo
2 gEN N N

iar pe de altd partec
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£

gN""@M%ﬁ\’U‘_ Mﬂﬁ;fvlmtp
g N TN V&

Agadar, avem girul exact.

—> 0

&) o 5P .>M/aiwlm---of>ker\f

Evident, P este anulat de glwl, deci long A(P/aj) = 0, pentru

j 2 i-l, deci functia  ji— >long(P/ﬁj) d4 un polinom de grad
Zero.

Din girurile exacte (B) si (¥) deducem, atunci:
3

long A(M'/Eim,) + longA(ker ¢ )= long, (M iM)

respectiv

long A(her‘? )+ lonDR(P) = 1ongA(M/&i—lm), ceea ce duce la:

(&) P! )= y“( }os Pﬁ(l 1) + long, (P)

Utilizind faptul cid P este artinian, definifia 4 gi observatia cé,

pentru orice polinom P(X) zé{jd ( X ), avem:

i

P(X) - P(X-1) = ey ﬁj% +e.. , obtinem din (d°) relatia

dorit#, prin identificarea coeficientilor conducitori ai polinoamelc
respective. /

Ur“auoawea proprietate a mult1p1¢01ti+11 se poate arita utilizind
tehnica de la Prop.l5, Impreund cu Prop.l2,13 gi 14, de mal sus.

16. Pr“ﬁ0“1% 8

) un sistem de parametri pentru A-modulul

i-

s g ';:‘
}‘ll} (%-)?9'“"?3

noetherian M.

Atunci, existd un A-modul noetherian N, cu urmétoarele

proprietitic
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(a) (&, seees £ ) este sistem de parametri pentru N

(b) ginu‘divide zero pe N

(@) : (M) =e; V(N )
¢ 8(5},...,§J) ey §2’°°°*§R §iN

Demonstratia acesteil propozitii este 1l8satd ca exercitiu

(mentionim ci N poate fi luat ca in Prop.l4 de mail SUS) .
Sintem acum In misurd sd formulim urmdtoarea

3, Teorem?i

Fie M un A-modul noetherian@("gkw..,,'g ) un sistem de

d

parametri pentru M. Atunci.

ey () = Zg(m)

Demonstratie.

eg ( ) si ?Cg ( ) seint funcyii aditive pe clasa module-

lor noetheriene care admit Tt ca ideal de definitie.

Ele coincid cu functia 1ongA( ), cind §. = (o) si, In plus,

verificid proprietétile din Prop.ld si Prop.lb.
Inductiv, dupd d, rezultéd atunci cd ele coincid pe clasa modulelor
ce admit §. ca ideal de definitie./

1« Coralar

In situatia din Teorema 3, daci M este Conen-Macaulavy,

atuncis

() = long, (/.o y)s

er .
z,

H

pentru orice sistem de parametri g, (&, socey %j) ai lui M.

Demonstratie

brad

In adevér, atunci ¢ este chiar un M-gir, deci complexul

e

Kt "'§°“..§f.i) este aciclic (cf.Prop.11,84,Exp.IV), adicé.

b i (1 LA s : e e T/
Z_ (M) = long, (H ( €.lM)) = long (M )
?S"; g £ ( O yeenl ) A / S . IJI //

ey e
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§4, SINTEZA REZULTATELOR

Vom sinte%izav acum, rezultatele privindiomologi@ Koszul
o unui inel local noetherian.

Fie (A, m, k) un inel local noetherian, n = edim A, d= dim &
Tie K.(A) algebra difereniyiald Koszul a lui A, construitd peste
un sistem minimal arbitrar de generatori ail idealului maximal M.
Not#m prin H(A) = H(K.(A)) algebra de omologie a lui K.(A) .
Din cele demonstrate anterior, rezultd urmidtoarele proprietati ale
algebrei H(A)S

ar

(1) H(A) este o k-algebrd diferentiald graduatii. Aceastd k-algebrd

ste un invariant omologic al inelului A.

)

&

b

Componentele lui H(A) sint nule in grade j<o si j>n, iar

ﬁO(A) = k, Hn(A) = AnnA(g).

Aceastd proprietate este imediatd, pe baza rezultatelor Exp.V,

ultima afirmatie rezultind din Prop.T, §3, ExpelVe

. 7 o~
(II) A este inel local regulat (==7 H(A) = HO(A) = Ke

Aceastd proprietate, cunoscutd in literaturd sub numele de

nteorema Auslander-Buchsbaum” (forma prezentata aici provine de

18 Serre), a fost demonstratd la Bxpe.IV, §9, Prop.1l5.
Conform Prop.ll, %4, Exp.IV, afirmatia (I)) este Incd echivalentd
Cus

Hy(A) = o

In acest caz, K.(A) este o algebra diferentiald liberd aciclici,
deci complexul augmentat canonice

K.(A) ——> k —> 0

constituie o rezolutie libersd minimald a lul Kk peste A, decl seria

o o/ - s .
Poincare a inelului local regulat A estd.



P, (&) = e , n = edim A = dim A
(ef.(10), $2, Exp.V).

QBSERVATIE

Seria Hilbert a graduatului lui A In raport cu m, i.€.

< 2 . i i
H(2) = “iy o { Glm, .= /mi+l)Z

pene

se numeste "seria Hilbert a lui A,

Datoritd noetherianitdtii lui A, HA(Z) este mereu rationald, avind

reprezentarea.
| r,(2) . . B} 5
Hy(£) = G':Z')ﬂn , n o= edimh gi r,(2) € z[2]) .

In general, aceastad reprezentare a lui HA(Z) nu este cea ireduc-—

tibild. Sub formid ireductibild, HA(E) se gcries
p, () | .
H,(£) = —— , cud = dim A, p (&) & &[ Z |
1Y (1—_,3)(1 =% i #2

gi p, (1) £ 0 (fncit dim A = ordinul polului z=1 al lui HA(Z)).

(Podinomul p,(Z) este un igomorfiem important al lui A. El verificdl

pa(o) = Ty pﬁ(l) = eﬂ(A) = e(A) (multiplicitatea lui A), deg p, (£)=

indltimea gradudrii lul grw(A); cind A este Cohen-ilacaulay, coefi-
cientul conducétor al lui p, (Z) este chiar tipul: type (A). Dacé,

"

N g
in plus, &r, A este integru, atunci A este Gorensteln Cesgell )
il - Fou

este polinom reciproe).
In cazul cind A este regulat, grm(A) = %k L Y;,...,\Kn],
5 s n g v 4 Ak £
n = edim A = dim A, deci H, (&) = T
K8

- ~ ~ . 5 . 2 b i) :,7-. 5 L b4
Comparind cu expresia de mal sus & 1lui k&(&), vedem CA&

A regulat =2 P, (-7£) - H (& =1
A A

A R A B




¥
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Un inel local verificind aceastd ultimd relatie, se numegte

“inel Fr®berg", incit putem spunei "orice inel-local regulat este -

inel Fr®Bberg". Omologis, proprietatea unui inel local A de a fi

Préberg, revine la liniaritatea rezolufiei minimale a lui k peste

Se cunosc gi alte clase de inele Friberg (cf.Froberg, BacKelin,

e i
1

Manolache, Bircinescu) gi, actualmente, existld caracterizéri

satisficitoare ale acestel clase de inelevy' = e i

(III) A este inters

e
ookt

ctie co = H(A) :fAkéﬂl(A))

(unde /\ . denot# functorul "algebrd exterioard" peste k).
Aceastd proprietate, cunoscuté In literaturd sub numele de

"teorema Assmus-~Tate" a fost demonstrati la §l, Th.l, in cadrul

acestel expuneri.

In acest caz, o rezolutie minimald a lui k peste A este furnizsta

de algebra diferentiald graduati.

Ll = K.(A)(Zl,...,zq) ydZ . = 2)-3, deg Z,j =2,

¢

construitd la (9), §1 (mai sus), q = n-d, cun = edim A gi
d = dim A.

o .

f" " . >
Rezultd asadar ci seria Poincare a intersectiei complete A,este.

P (::“) _gl’*'ilﬁ._.__
/ . R -
A \l"‘ 2 ) Tl G4

{efolld);: 2.2 382, Bxp.V)s

)

~ s T 1
OBSERVATIE

Pentru orice inel local noetherian (4, m,k), Tate a
demonstrat ci, pentru orice rezolutie liberd minimalsd (de tip
o < . L o
finit) QRN a lui k peste A, are loc scufundarea de algebre dife-

renfiale graduate:

0
K,(A)cwwwiJ\/,
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Dacd notdm cu %%0 (A) algebra diferentiald graduatd oblinutd
"rezolvind global"” pe K.(A) (i.e. adjunctionind variabile(de grad
par) care anuleazi "dintr-o datid" ﬁ+(A)), ceea ce se poate scries
b)) =K. < H (&) p (H (4)) =0
(sub o form# intuitivd), se poate arita ci are loc scufundarea de
algebre diferentiale  graduate.
B s e G e
Trecind la seriile Poincaré, se obtine pentru orice inel locél A
sirul de inegalititi (coeficient cu coeficient):

(1ay?

1-Z [P (4y(2) - 1]

P, (K.(8)) = (WBPCE(E) € Pg(y(E) =

N0

&L

unde By(yy(2) =2, . latm Hj(A))'ZJ, cun = edim A, d = dim A.
j=¢

(7) = S22

ctnd R.=%.(a)d=> P - ——

A y inelul local A

se numeste "inel Golod Y.

Din expresia de mai sus a lui PA(Z), cind A este intersectie

complets, vedem usor ci: intersectiile complete nu sint inele Golod.

& - . P o, ) A 4 4 =
(1) A este Gorenstein <= H(A) este algebrid Poincare. Aceastd

proprietate, cunoscutd In literaturd sub numele de "teorema

Avramov-Golod a fost demonstratd la §2 (Th.2) de mai sus.

Aceasta revine la autoduslitatea algebrei H(4), care, iIn structura

graduatd a acestei algebre, se reflectd in urmitoarele proprietéyis

\

(a) Hj(A) = 0, pentru j< o sau j > n-d (n = edim A, d = dim A)

i

H , pentru o £ j<n-4 ,

i : A e~ O
(o) Hj(A) = Hn_dﬂg(A) ea

izomorfismul fiind dat de multiplicarea algebrei H(A).

(‘:{\.) slos

In particular, rezultd din (b): Hn~d(A) = H
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OBSERVATIE

Se vede u

Golodaf

sor cé inelele locale

Nu se cunoagte, Incid, o formad "

minimale a lui k peste A, cind A este

form& "generald" a expresiei seriei Poi

Gorenstein nu sint inele

generald'" a rezolutiel

Gorenstein, deci nici o

7
ncare a acestor inele.

(V) A este Cohen-Macau wy‘<fW9H (&) 0, pentru j » n-d

&

(n =vedim &, & & dimil),

(Aceastd proprietate nu are o paternitate cunoscutd. Ea a fost

demonstrati in mai multe lucriri de algebrd comutativd, circulind

dege. in "foleloxul' anilor 150).

Proprietatea (V) a fost demonstratd aici la Exp.IV, §% (Prop.l6).

Se poate arita,

A, este:

in acest caz, cid tipul

te (A) = dim M (h)=,

k n-d

inelului Cohen-Macaulay

ceea ce precizeazi rezultatul anterior (IV), care implicd

type (A) = 1 in cazul Gorenstein.

Din ca

acterizirile de mail sus

ale inelelor locale noethe-

riene, prin intermediul algebrei de omologie a complexului Koszul

respectiv, rezultd usor girul de implicatii (pentru A = inel local.

noetherian):

A regulat —=7 A intersectie comnlet

—> A Gorenstein —2 A Cohern

Clasa "urmitoare" de inele locale noetheriene este aceea a"1“61ﬁ or
Buchsbaum" , introduse de

Reamintim c¢i un A-modul noetherian il

pentru orice sistem de parametri g;

JuuCc:x.\l ; a "«’

Schewzel gi Vogel.

se zice "Buchsbaum" daci,

(G 0eeer Ty) ui luil,



diferenta:

C(M) =

este un invar

Cum c{M) = o

T

Qi) Fie- T S
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8 .. (M) - longg(m/‘ W)

€

Ve

ijant al lui M.

pentru M Cohen~Macaulay (cf.Cor.T, §3), implicaﬁi&i

M Cohen-Hacaulay =9 Buchsbaum" devine clard.

B o o " 0 . .
4 B, 000 = y).an aigtem de parameiri al inelului A,

Atuncis '
MR s 1 WEN)

(unde e _(A)
Yo
>
caract

enotd
Kol To | B2

o

Aceastd propr
$% remarcim C
g lul A, deoa

de generatori

un sistem de

denots multiplicitatea lui A fn § i X (3 [a))

eristica euleriand a omologiei algebrel Boszul

ijetate a fost demonstratd la §3 (Th.3) de mal suSe

L “g‘.

rece K.(A) este construitd peste un sistem minimal

i lui m,, pe cind K.(E.| A) este construitid pe

parametri ai Tud A

A) nu este algebra Koszul standar



...130..0

BIBLIOGRAFIE

I}L;ée ALBU - Complexul Cousin al unui modul cu aplicatii la
caracterizarea unor clase de inele comutativé?kUﬁivw
"Al.I.Cuza" Tagi, Fac. de Mat., Seminar de Alg.,

Inele si module Cohen-Macaulay, 1986,

. EﬂglE@ ASSNMUS - On the homology of local rings, Iil.J.JMath. .3 |
p.187-199, 1959.

|3} L.AVRAMOV, S. GOLOD - Algebre de omologie a complexului Koszul
al unui inel Gorenstein, Mat.Zametki, 1971.

@} N, BOURBAKI - Alg.Comm., Hermaron, Paris, 1971.

oE ~ Alg., Ch.lo, Alg.homol., Masson Paris, 1980.

E} D. NORTHCOTT ~ Lessons on Rings, Modules and Multiplicities,
Cambridge Univ.Press, 1968,

W} - " - Finite Free Resolutions, Cambridge Univ.Press,1976.

&ﬁ.Ne RADU - Inele locale (vol.I,II) Bucuresti, Editura Acad.RSk,
1968-1970,

9} 7 .P.SERRE -~ Algebre locale. Multiplicites Lect.Notes in Math.,
Springer-Verlag, Berlin, vol.ll, 1965.

%

@dL Jd.TATE - Homology of Noetherian rings and loecal rings, I11.

' ' JMathe, 1, p.14-27, 1957.



