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EX?UNEREA I
r -

c0M?Llm qE mNTgRI ?HSIE POSBTURI FINITE

rn cursul aeestei expuneri  vom nota cu (rr 4) un poset f ini t '

pr in (0 (p)re ) not6^n lat ieea booLean* a p1'r l i lor Lui ?'  Dacd' P admite

g* element maxim (ninim), acesta se va nota cu 4l (resp'CI) '

$1. col{PLEXUL colllErNAToRrAt

1 '  l e f i n i t i e '  
^  * . . *a^ *a  , r ' l e  rose tu l  ( r r< )

O submulline I €P se nuneqte *@!it dacE' subtr

este to ta l  ordonat .

Mu1linea tuturor lan{urilor lui ? o notbm cu A (?)'

Convenim e5 A (?) conline qi Lan!u1 vLe Q '

1 .  S roPoz i t i e .

A ( P ) .  e  )  e s l e ord- ideal  q l  lat ic i i  booleene 0

Demo$strat ie.

Orice subnulline a unui'z l"an! t

Din aceastd. propozil ie urrneazE' c6' A

ca  o rd - i dea l  i n  t 9 t p l  ,Q ) ,  A (? )  a re

rd.rnine lan\ f
(?) este un qoPPl,ex simPl!q+a'1,'

urmdtoarele ProPrietdt i '

2.  Prgpgzi t ie

( i )  Dacd  1 .  J  6  A - (F )  s i  I  4  J '  a tunc i  i n te rv? Iu l

consi

( i i )  poset ,u l  (  A(P) ,e  )  a re  p ropr ie ta lea  .Jordan-Dgdek ind '

( i : - i ) F u n c t i a t l o l i u s - a l u i ( A ( P ) " 4 ) c s i n c i d e e u r e s t r i c t i a

runct : -e i  mot ius a lu i  !3(P) '4 )  '

Denogstrat ie

( i)  0r lce subnul l ime

cleoarece J este lant '

I

( i i )  rezuLtd '  d in  ( i )  '

proprie tatea Jord'an-De dekind''

( t i : . )  rezu l t5 .  d in  ( i )  '

interrnediar6. K 6 [r rTl prF] rEntne lan{,

d e o a r e c e  l a t l c e a  b o o L e a n d '  ( 9 ( P ) ' e )  a r (

lrapreund eu definitia funcliei Mtjbius'
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Rezu l t5  d in  P ropou i l i a  2 ,  ( i i ) ,  c6  (A (P)  rQ)  es te  pose t  g rad 'ua t '

nogtenlntl de la ( I (?) ,e ) functi e ranf.
r\

Rangsl pe t3 tpt ,Q) este dat de eardinal-ul ,  unei submull imi '  notat

cu l
( $  u e P  ,  { m i  = # u .

Restr icl ia la A(P) a acestei funcl i i ,  suferd'  o translal ie

de (-f ), datorit6 neces.itAtii intuitive tle a gradua lanlurile dupd'

'rnumSrul cle verigi".

Mai precis' vom numi "f9**i-S'r' func{ia 1 : A(P)-a 7+ ' definitd'

pr in!

( V )  r € n ( P ) '  L ( r ) =  l r )  L '

0bserva t i i

( i )  C ind  A(?)  es te  p r iv i t  d rep t  complex  s inp l i c la l '  fune t ia

1, :  A(P)--+Er se numegte Id imensiut le ' f  '

( i i )  c lnd  posetu l  (P ,  a  )  es te  e I  tnsuq i  un  Lan{  f in i t '  a ( r )

eoincide cu lat icea boo1ean6. I  (p) .  In acest c l ' l - ,  graduarea natural i

a lu i  A(p) este cea dupd cardinal ,  nu eea dup6 lungime (vezi  Exp' I '

unicul simplex d.e lungime -L este slmplexul vid.

Von no ta  cu  1(P)  =  max {  \ i l  I  T  €  A(?) }  g i  vom numi  aces t

lntreg " lungimea ,pgsetul-ui  P".

D a c 6  ( p r 4 )  e s t e  d e  I a  b u n  t n e e p u t  g r a d u a t  ( i . e .  ( P r 1 )  a r e  p r o -

prietatea Jordan-Dedekind), atunci toate lanluri le maxj-male din

A(?)  *u  aceeag i  lung ime 1(P) .  In  aces t  ea1 spunem cE A (? )  es te

t 'gomplex purt t .
a

t '  -  r - r  I

P e n t n r  i  €  J  - 1 r o r 1 r . . .  r l ( P ) j  r  v o m  n o t a  c u

{ ( r l  =  { r €  A ( P )  /  1 ( P )  =  i } ,

i - Iad ica lu l  orc l - idealu lu i  (  A(?)  re  ) .

aqadar' areil)t"uli'i 
A, rpr ,

i=-1
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c' A-rGl ={b\ , Ao(r) =

. . . ,  A r t r l  =  [ t * u  1 * L '  " ' 1
maximaLe din A (r).

Conplexul sinPllei ( A ( ? )
l /

EXEM?TU

cor.Lia"rbn posetul (P, ( ) aat

t (x)/x € P)

xi) / xn€ r]

,  A r t r )  = l  * .  v  \  x ,Y4? )  t

A . - . (P )  =  l an lu r i l - er . . . ) 4 1 ( p ) . .

q )  e s t e i
( o < t z  t )

Q't)

I-= L

{"= 4

(0,

(a.r)

l .=o

I.='L

tot din Propoiil ia Z( (:"1i) ) rezult 6' c6' funclia Mtibius a ord-itleaLu-

l u i  ( A ( P ) '  € )  e s t e :
r + i  ' T l

( v )  r , J € A ( P ) ,  T ' - J ,  t o ( r , J )  
=  ( - 1 ) r d r - l '

cteoareee aceasta este f i rnc{ la  Ui ib j -us a la t lc i i  booleene tStp l  'e  ) '

Cg ajutonrl acestei funclii (care este un invariant onologic funda-

nental a1 posetului (P, ()) ,  def inin un important " j 'nvariant loeal '

ar  conple*uru i  s inp l ic ia l  (  A(p)  '  Q) '

2 .  D P f i n i t i e .
'  , r "  r e A ( p ) - { d y

n
pe I ,  funet ia l  t f  i  T- ->

9 1  * < y l  ,  d e f i n i t 6  P r i n l

un lan! neviil ' $e numeqte "sigqqturA"

{ - r ,  * *  ,  u n d e t  = { v € ? /  ( 3 )  x € r

( o c x  '

<1.) -)\@12)

( v) y ?, €r(v) = (-r')
/ t ( v )  

r  c o  ) r ( r )  = + + t  x € r ' /  t # Y j
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0bFer-v-gtle

Sigrratura Loeald, € , ,  &eqi def ini ta direet ( fa nef '2) '  este

de fap t  da t6 .  de l  €1(v )  =  - / to ( f  ,  ? r ) ,  cu  v€ t  s i? r  = {  *  € r /x<v} '

Din notive de spatiu, preferam modalitatea de mai sus de tntroducere

a acestui invariant.

vsn introd.uee in continuare, prinulpalele notiunt ce 8'par

l n s t u d i u } s t r u c t u r i i ] . o e a 1 e a c o m p 1 e x u 1 u i s i m p t i c i a 1 A ( P ) .

1 .  De f in i t i e

F i e  I € A ( P )  u n  I a n ! .  '

(1) se numeqte , ' f rgnt iera 1ui I"  nul l lmea de lanluri l

(  r i )

l-anluri I

r ( r )  =

Se numeqte

I t r A ( P )  /  r - E t \
rcomplexul 1ocal a'l h+i I" multimea de

{ r  n A ( r )  /  r n t  = d  e l  r  u  r  € l ( P ) }

,raderenta lul I" mull imea de lan{url!

B ( r )  t l l ( l )  ( e v j - d e n t ,  F ( r )  n  l ( r )  = f  )  "

I , ( r )  =

( r i r )  Se numegte

A ( r )  =

3. PropqAi-lie ..

gie r € a(P) qn 1an3.

( i )  F(r) este un f , i l t ru a1 ord-i4e-e1u19i A  t p

( t i )  ! ( r )  esle un-old- ide?l .q l -  1ui  4 (E\  (d 'eci  r . , ( r )  este

subeoraplex simpLicial a} lui A (P) ) o

Denonst ra t ie .

( 1 )  D a c 6  J e t ( r ) r  Y ' 6 [ ( P )  g i  J e J ' t  a t u n s i  I e I e 3 "

d e e i  J '  6  F ( t ) '

( i i )  Dacr .  J  4 r , ( r )  '  J "  €  A(?)  e i

( c 6 c i  J n  r  = / )  q i  J " U r q J \ ' r  €  ( ? ) ,

Jn €L(r) ./

I

J"  6J,  a tunc i  J"n I  ={ )

d " e c i  J t ' U I  € A Q ) '  a d i c d
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( x )  ( xe  P )  ee te  un

loc de F( (x)  )  '  l (k)  )

& ,  P r o p o s i t i e .

l g n t r u o r j . e e { e P , A ( x ) e s t e u n s u b c o n p l e x q i g p l i c } a } . a l l u i

lant cle lungine nulE, punenl p(x),  !(x) t

,  A (  ( x )  ) .

A ( P ) .

Denonglratle.

O b s e r v a m  c 6  F ( x )  n l ( x )  = 8  '  F i e  ' l e A ( x )  s i  J t €  A  ( P )  '

J 'e J. Atunci Jr se poate af la in una gi numai una din si tuat i i lel

a )  x €  J ' - )  J ' € r ( x )  e l ( x ) ;  b )  x € J ' : ? J t  €  L ( x \  e  t t ( x )  7

P e n t r u  o r i c e  i € { - 1 r o ' l e . . . p  1 ( P ) }  t  v o m  p u n e !

r r (x )  =  l (x )OAr( ) ) " , . .  r l (x )  =  r ' (x )nAi (P) ;  At (x)  =  A(*1t2L ' ( r )

= a 
nr ' !_rar(x) 

ei  Ar(x) = Fi(x)  Ur ' r (x)  '  pentru

i =  - 1 r o r 1 r . . . t 1 ( ? ) '

56 remarcan cb unele d in t re  nu l { i ra i le  f r (x)  ( resp 'Lr (x) '  t t (x ) )

pot  f i  v ide,  De exenplu:  F- r (x)  = f ,  l r l r ; (x )  =  f r  '

structura 1ocaL6. a rui a (?) este datd. de subcomplexele sinpliciale

t t ' l

l r ( x )  f x € P J  .

56 remarcim c6, dacd ? areCI(resF.! )  I  atunci l

A ( O )  = A ( P )  ( r e s p . A ( {  )  = A ( P ) ) '

In part icular,  dac6 (t ,  (  )  este lant f ini ! '  atunci :

A(Pl  =  * (x)  '  (V)  x  €P '

In cont inuare,  f ixdm un element oarecare x 6P'

4 .  D e f i n i t i e

( i )  Se numegte "ggnl r?ct ie  cu x"  funct ia  e" l  r (x) -+L(x) '

def inl td prinl  (V) I  e

( i r )  Se numeqte

defini td prinl  (V) I

r ( x ) ,  c * ( r )  =

"d i la ta re  cu

r - 1 x ]  '

x"func{ia dx :  rr(x),--+}(*) t

r , ( x ) ,  a * ( t )  =  ru { x }  .



Pentru conoditate,

e l n d  I  €  t ( x ) .

6 -

e" ( t )  =  I r r ,  c tnd .  I€ r (x )  g l

-

vom notal a*(r )  = rx ,

5._Propozi t ie

Func!!q_tt l  !  A(x) -----eA.(x),  6ef inl td prini

(  I *  ,  d " a c 6 "  r € r ( x )

c , lY( I )  =  {  -
(  I ^  ,  d a e f l  l € l ( x )

eEte. , .o bi iegt ie i ! ' ro l ,ut iv: l  (adicd qr o L<./  = id*(x)  ) .

Demonstrat ie

RezuLt6  ined. ia t  c l in  Def .4  e6 .  u / "d ( I )  =  ax  e* ( I )  -  t I  -  I ,

e ind .  I  €F (x )g r  u1w  ( t )  =  c *ax ( l )  -  IX  I ,  c l nd  I €L ( * )  / /

$ignatura locald pe A(P) (cf .Def .2) se cornportd prln loealizare

ln mod.ul urm6tor.

5 .  P ropoz i t i e .

E i e  I g A ( p )  u n  l a n t ,  1 ( I ) 2 . L .  A u  l o c  r e l a t l i l e l

( t )  ( $  x , y  € r  e i  x<y :  € r ( x ) .  6 r * ( v )  -  -  € . r ( v )  f r r ( * )

(2)  dacd r  e r , (x)  9 i  y  €r ,  at ,nc i :  6r(x)  €r*( r )  '  -  t r t r )  f t { .

Demonstral ; ie

(1)  ap l icSn Def .2  q i  ob l inem suceesiv l

f,t*l f, tyl + f, (y) f, (x) = (-1 {, '* ',Gt#JD. (-t) 'r 'n'.r-1),iaq
L L X " " b

= r(-1) 
Dr(x) * Drr(9)*i-r,  ut(g) +DLu'^'  

= (deoarece x < y) =

= Grfr(a 
i l ) i (9)-L+ 

Gt)4{f l  
+ )trk\ 

= 0 .
(e)  Deosebin d,ou6 cazur i .

(a)  x1y.  Ca nai  sus,  ob l inen succes iv l

f r ( x )  € r ^ ( r )  * € t ( v )  € i " ( x )  =  ( - r ) ' ;  
c x ) 1 4 ' $ ) +  

G r l D t ' i l + D r  
6 )  

=
L L4,  

. - . ,  +D-(q\+4 y- tD + ) -L
= (d.eoarece x< y)  = ( -1)  

) -cx)+)) ' (D+4* 
(- r )  

Pt tv> + Da'* '= 
o.
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(b) y (,x .  Ca mai susr ob-t inem succeeivl

f l ( x )  € ,^ (y )  +  f , (v )  € ,  (x )  =  ( - r ) "  
( ' x )+) ) -^$)+  

Gr ) "81+" r 'n '='=  
(de ; rece ,  .  - ,  =1- i ,  u '8 )  +  D i tb ) *Gt )Dr$)  t4c* ) - l  =  o . /

Incheiern aici  scurta prerentare a eonplexulul sinpl icial

al  lanluri lor posetului f ini t  (pn ( ) .  Dintre nrrneroasele proprietdl i

a le  eonplexulu i  s inp l le ia l  (A(P)  re  ) r  1e-an se lectat  numai  pe ee le

d.e nai sus, lntructt  acestea apar 1n nod semnif icat iv ln eontinuare.

$2. comPtg.xur ronoroclq
Fix4m posetul f ini t  (?, 4 ) el  alegem un lnel eomutat iv

unltar A. Not4n cu I  = 1(P) lungimea posetului P.

Baz ind .u -ne  pe  conp lexuL  s imp l i c ia l  (A (P) re )  ( c f .$ f ) ,  eons t ru i .m

un complex finit de A-nodule llbere, in modul urrndtor.

5r-!egeitl*
Se numeqte ncoroplexul  topologic al lantutilor Lui Pr- c4

libere ei d.e omomor-goeficienti 4in 4rr urm5.torul qir de A-moclule

f isme A- l in iarel

. . . -)0 -:)[ r r, A ) fg--2 il-, ( p, A )) 8-' .r. . . -rq. ( p, r ) -a.rn ( p, A )

unde,  pent ru  i  u  {  n r , l r . . .  11}  ,  l r (p re)  =  0  
r r4 i (p )A. r  (=  A-modu lu- l

L iber  de  band.  /  , t r )  )  s i ,  pentnr  i  e  { t rz , . . . ,1 }  ,

) r :  I t t rA)--a l r - r t r rn)  este omomorf isnu]  A- l in iar ,  def in i t

pe baza lui lrtrr l) ln modul urs5.torf

( $  r  €  A i ( p ) ,  )  r r r )  =  Z = r ,  f  , t * )  r *  .

7.  Propozi t ie
( 1 \ \

P e n t r u  i  e 1 L r 2 r . . . r 1 - 1 j  :  d  i '  
d i * l  =  0  .
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Demonstlat le.

In adlev&r, pentru sr iee vector al  baze i  f  € Ai+f (P) ,aveml

) r " ) r + 1 ( r )  = ) i ( Z * n r  f r ( x ) r * )  = \ . n r f r ( x )  ) r { r * )  =

s - r s
=  1  -_  f r ( x )  2 -_  €T  (y ) r r r ,  =  / -  _  ( f r ( x )  t r . ( y ) * f r ( v )€ ,  ( *& l

x € I  '  y € I *  L a  ' \ J  x r y € I i x c y  '  L x  t  L b  ^

s
=  ( e f  .  ( 1 ) , ? r o p . 6 ;  $ 1 )  =  O . 1 * ,  =  O  / t,  x r Y € I i  x < Y

tJrneax| .  d in  aceastd propozi l ie  cx t  I tPrA) ,  ) . )  este ln t r -adevdr

un complex (f ini t)  ae A-nod.ule l ibere (ae rang f ini t) .

Complexul astfel oblinut se augment ea"zd. eu2

I tr"n) -]+ Lrtr,o) , )" (*) = ], ( i l  x €?,
n

u n d e  l ' _ r ( f  r n )  =  A .

ono log ia  conp lexu ru i  augmenta t  (  f  . (p re ) ,  , ) . )  ) '  
r  t l r (P rA)

ee numeqte "onologia rg{ust a ] ,ul  P, cu,coe.lqicient i  din.A" gi se

n o t e a z d .  c u  3 ' . ( i : r n )  =  t F i ( p r A ) ) i = o l l y , . . 1 1  .  E v i d e n t  ,
N

H _ r ( P r A )  =  ( o ) ) ,

liodulul Ho(PrA) are rangul cu l nai mic dectt numbnrl componentelor

I  conexe  a1e  lu i  A .  Dec i  P  es te  pose t  conex  4*? ' " t r r l )  =  (o ) .

P u n i n d  e r ( r r l )  =  r s e (  l r t r r A ) ) "  i  =  - 1 r o " 1 r r . : 1 1  =  1 ( P ) ,  p u t e m

defini  "garagterist iga e-r l ler iand" a Lui P (peste A) r pr inl

X (P ,A)  =  Z ;_ r , - r1 i+ r  c r ( r ,e )  .

Este ugor  de vdzut  c6!  
"

1 / .  _ < t
L ( P , a ' )  = 2 .  ( - r ) i * l  t g a ? i ( P , l )  .

i=o
OBSERVATIE

Un rezultat fundaraental al  teoriei  poseturl lor f ini te, este

urrndtoru l  (pr r .Hat t ) :  .pent ru or iee poset  f in i t  (P,  <)1 &f ,€  loc

re la ! ia

Xe',r) = 7,., t$l ,



n
A(P) este funcl ia ddlfus totaL6. a lul

P ..//

stnrctura Loca16 a compS.exului topologie l- .(pre) este datH. de

aderen{e le  s inp l ie ia le  a le  e lenente lor  lu i  ?(Def .3r  $1) .  Ut l l is tnd l

no ta { i i l e  d .e  1 *  $ f ,  vom pune ,  pen t ru  un  x<  P  g l  L  =  - }no r } r . . . r f= l (H

ef /T\ f. f r t * )  = @ r € r ( x )  A . r ,  l , r { * )  =  @ r € ! r ( x )  A . r  g i
(a) 

, ,Art* l  = Tr(*) o drt*)
(cu convenlia e5. suma direet[ dupd nullinea vidd. este nuLd.).

Obl inen astfel  fani l ia de submoclule a1e lui  l - .("rA)i

( f r r ( x )  )  i = - 1 ' o r 1 1 .  . .  p r  ,

B. Prgpodt ie

?ent ru  o r ice  x€P,  t f r t * ) , ) r ) ,  es te  un  subcomplex  a1

e o q p l e x u l u i  a u g n e n t a t  (  f . ( p , t ) ,  ) . ) .

Demonstrat ie

Trebuie sE ar i tdn doar cE ) , t .4r(x) )  e ,r4r-r(x) ,
p e n t r u  i  =  o r 1 r . . . 1 1 .

Pent ru  i  =  o ,  aces t  luc ru  es te  ev id .en t .  F ie  d .ec i  i  €  {  L r ,z r . . . r l }  g i
t

f ie l€. f i . i (x)  un lan! .  Conform cu ( : ) ,  stnt  d.e consid.erat  doar

cloud cazuri l

(a )  r  €Fr (x ) .  rn  aces t  caz  tb  n  r r_ r (x ) ,  pen t ru  y  € I -  {  " i
q l  I *  €  f r r_ r (x ) ,  d .ee i ,  d in  Def  .5 r  u rneasS.  c f , . l

\
) r { r )  =  Q- -  f r ( r ) r " )  *€ t (x ) r *€  F r - r ( * l@{  1 - r (x )  =y e l r y f x  L  

"  
L  A  + - *

t l=J(i-1( x) .



y e I ,  d .ee i ,  d in  Def

Subconplexul loca1

tate topologic5, an

pentru or ice i  €{ -

(4)  Yr  :

datd pe ban6, Wi A

( V )  r d a r ( x ) ,  f ,

L o -

( t )  r  €  L r (x ) .  I n  aces t  eas ,

-9&g!,gziti*
f 1

Pent ru  o r ice  i  €  {_  o ,1 .  .  .  .  .1 -1  ?  a re  loc  re la t ia l

t A  \  r  I  ^  \ P  i i

Yi- r  o  )  i  *  d  i * to  f t  =  id4 
r ( * )

Iya [ i_f (x) ,  pentru or ice
/

.5 :  J  , t r )  =  >=-  f ,  (v )  ru  (  J  ,_r ( * )  c  A r_ . ,  (x ) ,
y e T  ' .  J  r - r  r - r '  / ,

aderent  (4 . (x) ,  ) . )  are o impor tan l6  propr ie-

ume aeeea de a f i  gor,rtraqt ibi} ,  f f iai  precis,

1r ,on1,  r .  r  r t - t l  ,  def ln lm apl lca{ ia  A- l in iard. l

:rt r(x) 
-1Jq 

i+t (x) ,

,(x) ln modul urm6tor!

(  f  - ( x )  I x  ,  d a c 6  r € t r ( x )( r )  = {  - t
I
L  O  ,  d a c 6 . f  € f r ( x ) .

Dengqstrat ie

Von. veri f ica egal l tatea din
nDaze:-  rur - rc . ,  ( * ) .  Conform cu ( : ) ,  I

I

una din urud.toarele situatii.

enunlr  p€ or ice vector I  a l

se poate afla in una gi nunai

o \  T . p  f - \  I n  a C e S t  C a Z iq t  a v ^ i \ ^ ,  .

f ,  t r )  Yr-r ( t r )  *  €r(*)  Yi - r ( r* )  = (deoareee t r€Fi- r (x) ,

v l x )  = 4  E t ( y ) . 0  * t i - ( * ) . ' e , . r , ( x ) . r f , =  ( d . e o a r e c r E -  ( x )
y f x - L J ; l x

( * )  ,  c f  . D e f  . 2 ,  $ r l  =  €  
t ( " )  

2 . I  =  I .

(  y r_ ro  ) i  " ) r * r "  Yr ) ( r )  =  Yr_r t ) r t r l l  *  ) i * r ( f r t r l l  =  (c r .cu

Der .5  q i  cu  (+) )  =Yr - ,  (>To l_{ r { i l r y  *  € r | . * ) r * )+ ) r * r to )

t
Ylx

ctnd

= F-f.



a l l

eL r ( x )  .  I n  aees t

(d .eoarece  t r *k )  =  t r ( x ) )  =k r ( t i ( v )€ r r$ )

(c f ,  ( z ) ,P rop .6 ,$1 ,  =  
# ro . r ;  

+  I  =  r  . / /

1o.  Propozi t ie

e s t e .  a c i c l i - c .

Denonstrat ie

este nu16 ln toate d.omeni iLe.

In dimensiune -1 aeest lucrrr  este evldent,

aazl( r )

( Yr-, o) r

€ T

+ d

>t t ,k) ' ' , r (x) ' t f  ' *  
In*r , (*) '  

€r ,G) ' ' f  * ! (x)€rJ+)r"-

7
I
L

+ a _
J

( x ) * (v) l f  +r  =

Pentry orice x € P. cqmplexul local (augmentat) (4.(x) ,  J .  )

A .

a3))  ' -

Lefe k)

rr(u) tr) + L_ /t lscd Jx ,
ae Fe(x)

€ T*n(* ) r?"  =4 Jr2 t*1  eJu, t * )
T<Tgo,)

Trebuie s5, ardtd'm cE omologia complexulul Local (Jt. (r) , ) . )

bac6"  i  e {o  rL r . . . r1 -4  q l  u  <& i (x )  es te  un  l - c i c Iu ,  d . i n  p rop .9

rezul t f , , !

s  = ( y i - r " ) i  * ) i * r " 7 r l t u l  =  Y , r - r (  J r t u ) )  * J : . * r t  Y i G ' t )

=  (deoa rece  J  r { " )  =  o )  =  )  r * r (  T r t u ) ) .  Agad .a r  z  es te  bo rd . ,  ceea

ce lnseamnd"  cd  n id  .  (x )  )  =  0  r

R5.ntne sd ar6tdn acic l ic i tatea ln dinensiunea naxim6. 1 = 1(p).

F i e  2 e ' f l - 4 G )  u n  c l e l u ,  1 . € .  ) e ( u )  =  o .

Pu tem se r i e i  z  =L o ( - . I  r  c t r  4 r €
II c  A e ( x )  7 -

Atunc i  o  = )8 .Q)  = \n , l n ( * t  4 r  )n  ( f ;  =  (  r J .  *

=z-r  \  / r \  )  -  d - r ( 7< i A t r L )  = 1 -
t e T s k )  "  

2 < i t J + x
Dar  / ->  <r  (  |  . ;  .  t jg \  Ib )

r< i g ( t )  ) aL , \ r x
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A

curo J l .p_r{* )  =  TUn(x)@ J l r ( * ) ,  rezu l td ,  d in  )p(z)  =  o  e6
% t = o q l z n = o .

Agadar o = z" = 4=- 4rt |*si^.  nrr{  r*rr  € F Q(*) }  este A-l in iar
lndependentb, deJ. l3g t ;  = r i  =t  r  = rr ,  dacd, r ,r ,e ng(*); t :*" tr"r . ,
rezul t6 d--  = o,  pentnr or ice I  € F (x) ,  ad. : rcd.  s = o, L  

_ ,  r " v - _ v * s  v r 4 v e  * \ _ . | j  \ , ! , / ,  d , l r J - t j d .  Z  =  O . / /

OBSERVATIE

rn demonstral ia de mai sus, pentru a avea siguranla cd L4(x)
este f  (o) ,  t rebuie sd presupunem cd posetur  (p i  ( )  este g*aduat i - .= , - .
Alt fel ,  ral ionamentul r i . rslne valabirr cr condi l ia ca 1 = l(p) sd,
f ie  ln locu i t  pr ln  I (x)  =  n&x {  i / . ,4 ,  (x)  I  t " ) }  .

vom exprima rezultatur propozi! i -ei  1o, opunrndr
t t

. n  .  \

"  (peste or ice ine l  comu_
ta t i v  un i ta r  de  coe f i c ien l i  A ) .

rn  genera l ,  comp lexu l  (  f . (p rA ) ,  J . )  nu  es te  e i  g loba r  ac i c l i c .
Acest lucru are loc, lnstr,  tn anumj-te cazuri  part iculare importante.

11. .  Coro l?r

Demonstrat ie

Af i rmal ia rezurtd d.1n prop.ro,  impreund cu observal ia c6

A t " l  =  A ( x ) r  N )  x € p ,  t n  e a z u l  c i n d .  ( p r ! )  e s t e  1 a n !  /
Ineheiem aic i  prezentarea propr ietEl i lor  ined. iate a1e

eomplexului  topolo$lc aI  lanlur i lor  u: :u j .  poset f in l t ,  Observgm cb.,

in  genera l ,  aces t  complex  es te  u t i l -  in  s tud lu l  topo log i .c  (q i  omolog i

a1  posetu lu i  P ,  ine lu l  coe f ic ien l i lo r  A  juc lnd  un  ro1  numai

a  ju tS tor .

Dacd pgse _

( p e s t e  o r i c e  i n e l  d e

c o e f i c i e n l i ) .
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$3. coIlpL,iJXUf, AIGEBRTc

Ca nai susr f ix6n un poset f ini t  (? r 1) qi  u:r lnel somutat j -v

.:;j':'_ _,
unitar A.

:
6 .  D e f i n i t i e

Se numeqte " l -schemF peste A' f  o funcl ie a :  fp]

Cu ajutorul  t r ip letului  ( f  rar l )  construj .m un conplex ( f in i t )  ae

A-nodule l ibere de rangffinit, tn modul urmd.tor.

Pent ru  o r i ce  ,  € lo r1 r . , .  r1 (p )  +  1 )  ,  puneml

(= A-nodulut l iber de baz6 A ,_r(p) )  .

Pentru or ice i€ t . : - r i_r . .Gr l (p)  *  1 l  ,  def in im apl ica l ia  a- l - in iard l

dr 3 K:.("  J t l  - rKi_r("  i  n) pr inl

( V )  r € A i - r ( e ) ,  d i ( r )  =  *  
*  6 r t * )  

" * r * ,f  
X e I  

L  . l  . r

uncle &* d.enot6 valoarea 1n x e P a P-scheme j- date &c

OS SERVATIE

Modulo un shlft de +1 in grad"uarea onologlcS, modulele

( f i ( t ig ) ) i  co inc j .d  cu  modu le le  complexu l -u i  topo log ic  de  lan lu r i

(  f  .  ( ? r A ) ,  ) .  ) .  D i f e r e n l i a l e l e  ( d i ) i  d e p j . n d ,  i n s d . ,  d e  p - s c h e m a

aleasd a: lV)- . r1, .

D i f e r e n l i a l e 1 e  c o r o p l e x u l u i  t o p o l o g i c  (  l . ( P r A ) ,  ) , )  s t n t  c a z u r i

part iculare ale di ferenl ia le lor  (d i ) i  mai sus def in i te l  anume,

di feren{ ia le1e ()r  ) i  corespund 3: jschemei t r iv la le I  r*  = I ,

( V )  x € P , 7 1
t /

Indexarea modulelor (K:. (a /  l )  ) i  fdclndu-se nu dupE. lunglmea 1an-

lur i lor peste P, ci  dupd cardinal,  vom folosi urmS.toareLe notat i i

mai conode

punem f  (P )  =  1 (p )  +  1  ( cu  r (P )  = | -  ,  c ind  nu  es te  pe r i co l  de

c o n f u z i e )  Q i ,  p e n t r u  i  e  { o ; 1 1  . . . ;  r  ( } ) }  ,  p u n e m l
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K, (a l  e)  = G) A.r  (unde r  e A (p)  ) .I4  
l r i =  i

( E x p l i c i t !  f r ( a f  a )  = . @  . A . ( * n 1  . . , 1 * i _ t )  ,J '  '  ( x o {  * 1  . . .  ( * i _ r )  v  
, :  "  -  _

suma directd fdctnd.u-se dupE. toate ( i - f  )  1anlur i1e peste P).

Agadarrobl inem qirul  de A-module ( l iUere) gi  onomorf isme A- l in iarel

(5) ...  o -->Kr.(" I A)gl.:r n-r(* I o) --

L 2 .  P r o p o z i t i e

. . ,  * r K l ( a  
i l ) A ) K o ( a  A ) - v o ,  . .

C 1
P r " t t "  i  €  1 1 r 2 r , . . ,

.  Demonstrat ie

Fie I€4 i (P)  un lan{ .  Conform def in i l ie i  d i feren l ia le i  d . ,

avem succes iv l
< - - < -a, a dr*r(r) = ur(h 6, {")'*r*) = 

h 
€r(x)"*fu*tr_(v)'yr*y =

t  .  -  ,  .  /  -  6 ^= /  (  f r (  i l  { ,  (y )  +  f r (y ) t ,  (x )  ) " * *y r *y  =  (e f .  (1 )  ,p ro16,$ t )=0 ,
* r y e l : *  a  y  ] '  - J  

Y ' " '  L " '  L i  x  Y  x Y  /

Conform acestei propozi-t i i ,  rezu1t5. cd. (5) este tntr-adevi ir  un

complex d.e A-moclule l ibere (ae rang f in i t ) .
l

? .  D e f i n i t i e

C o m p l e x u l  ( x , ( a  I  A ) r d . )  a e s c r i s  l a  ( 5 ) ,  s e  n u m e q t e  ' r g o m p l g x u :

aLgebl ic de la. .ntur i  a le-posetului  P,  def in l t  de_schemA_al P-zA" '

(sau "comple4ul :Eqsqul  general iZat,  asociat  P-schemei an).

Adopt ind  no ta t i i l e  d in  cazu l  topo log ic r  vom in t roducer  pent ru

or ice  e lement  x  €P,  modu le le l

(5) Jr t" l  = 
r@e rr_rt" l  

A'r  ;  " ( t " l

,y ' r t " l  =  Fr(x)@ .{ r t * )

=  @  A . r  ,
r  € rr_r(x)

,

de f in i t e  pen t ru  i  =  o r1 , . . . . , r (? )  ( cu  conven l i a  cd  suma d l rec t6

dup6.mu1l i r rea v id6,  este nu15) .
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13,-Bropozi t ig

lent ru  or ice 4€t ,  ( - rq .  (x)  rd .  )  este un subcomplex a l

complgxubi algebric,_(K. (a I  A) ,  d. )  .

Demonstrat ie ,

Aven c1e arhtat c5, pentru i €

^  t  A  \ z -  f 1*1\.,rt i, ! Jti-1.

{ r r r r . .  .  r r - r r r l  i

r * €  L i - r ( x ) ,  d e c i  d i ( r )  =  =  
, -  ^ u € 1 ( v ) r y  *  u * t 1 ( x ) r *

y € I r y l  x  J  t  J  ' L

u.p*"1irre tul Tr-r(x) @ "{r-rt*) =,f l ' -r(x). c

i o )  r € l r _ r ( x )  .  I n aee st ca%, t ,  n tr .- ,  (  x) ,  pentrrr or ice y € I  ,

or, dac5. r€.,Ai(x)

una gi nunai una

( a )  I 6 F r _ r ( x )  .

deci  d i ( r )  = I_-
y €  r

(?)  (V)  r  6Ar- r (x)  :  f r t r l  =

este un vector din baz6, el  se poate af la tn

din si tua{i i le I

I n  a c e s t  e a z ,  t ,  n  F i _ e ( x ) ,  ( V )  y € I - { * }  g i

*y 6, ( v) r, € { ,-r,&) e 
"4 ,-rtil 

.//

Ca e l  ln  cazul  topolog ic ,  conplexul  loca1 (&. (x) rd . )  are o i rnpor-

tantd proprietate de ' f  contract ibi l i tatetf  ,  tn sensul- urmdtor.

In t i i ,  pen t ru  o r i ce  i e  {  o  ,L r . . . ; r (P ) -4  ,  de f i n im  ap } i ca l i a

A-1iniar6 Y, i f,r(x) ----+ ftr*r(x) , dat6 pe baza. rui .,4 ,(x) prinl

t, (*) rx , dacd, r
(

\
I
I

L O , dacH, I

l r_r(x)

Fr - t ( x )  o

1 4 .  ? r o p o z i t i e

P e n t r u  o r i c e  i  6  {  L 1 2 , . . , , r - 1 } , E ! r e  l o c  r e l a { i a I

Yt-t c dj. + d:.nr oYi = &x'tuj,.r(x)

Demonst ra t ie .

Vom ver i f ica rela{ ia din enun! pe or ice vector din baza
11

Lui . / i  , (x ) .  Deosebin dou6.  cazur i .
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(a) 155=.L(x) . rn acest eazi ( Yi_r o di + di*lofrl t r l *

= Pi-r(or(r)  )  + di*t t  / r tr l  I  = f i_r( 
f tT_e 

(y)ayry * t t(x)a"r*)=

= 
kIff i{ 

tr) uy Yr-r(rr) * tt(x) €-"(*,**rX

=  * *  .  I .

( b )  r  € t i _ l ( x ) .  r n  a c e s t caz'. ( f i_r o di + dl*lofr l  t l l  =

- \ P  r  T  c  / - - \ -  r  \  .  
<

= I i - r (  2 _ 6r(r)"r t r )  + /  t ,  (x)  t  , (v)arr f  + t ,  (x)  6r*(x)**r}  =
y € r  ' \  i

s= k ( t - ( v ) f  
, ( x )  

* € t 1 i l € r ^ ( r ) ) " r r f  *  r  =  ( a i n  ( z ) ,  p r o p . 6 ,  $ r )

- I o

In continuare, presupunem c6 posetul (pr4 ) este grad.uat.

15. Propoglt ie

?entru orlce x €?, id.ea-l-ul g* = A..a* anu1eaz6,- omologia

c o n p l e x u l u i  l o c a l  ( 4 . ( e ) . d .  )  .

Pemonstrat ie
n

Pentru i  =  o ,  a f i rmal i .a  rezuLt6.  d in  Ho(c. (x) )  =  A/gx.

Pen t ru  t  e  | : r121 . . .  r " -1 ]  ,  f i e  ze  & i ( x )  un  c i c lu .

Din Prop*14 urmeazd atunci!

a x . %  =  (  f i _ r  "  d i  +  d i * t o  Y r ) t " )  =  Y r _ r ( a r ( z ) )  +  d i * t ( Y r ( z ) )  =

=  ( d e o a r e c e  n  e s t e  c i c l u )  =  d i * t (  f  , { " ) ) .  A g a d . a r  a x . n  e s t e  b o r i l ,

d .ec i  e * .H i  ( f r , . ( x )  )  =  (o ) .

Rdmine sd ar{tEn cd €* H"( " f t . .G)} = (o).

I  un r-ciclu din ..rt; i l .  Atuncil

= ErG)'**t =

o = d " ( z ) = L -  ( /  * r

r  €Fr-r(x)  
l ra ' ( r )  = 

+ur-1(x) '47*#v)arr /
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I€ Fr_r(x)

cvn -R- 
"_r( 

x)

obl inem s, t  =

Atuncl 0 = r,"

pentru orice
/ / '  - i
d r ( x )  € ' [ - r ,  +

_ l ? _

f  t ( x )  * * I *  =  z t  +  2 " .

^ / '

r - r ( x )  @ d"_ , ( x )  g i  cum

. I

/'l-
+

= J

o t z "  =  o .

T €

1J
r3 - t ( x )  (deoareee  I *  =

,  ob l i nem * * .  d I  =  o ,

r ;  =7r :

(V) r €p-

=  I t  )  r

"_r( 
x)

d.eci I  cu$

si Hr(,.# .G)) ./7

=  , /  A . & o
x € P  

A

( r . ( " i l ) , d . ) .

impreunE. cu observalia cd,

l-an\,/7

zt €T ,_t(x) , s',€{ .-LV)

a t t r ( x ) " * r *  i m p l i c d  l r E l ( x ) a * =  o
I  eF "_ r ( x )

Dar atunei  axoz t i *^*oi . I = O, deci g* anu}eazd
I  e F"_r(  x)

I tom expr ina rezul tatul  Propozl{ ie i  15 tn nodul  urmdtor i  i 'pentru or ie

oset  f in i t P. -< orice P-qchemd a! P---? A.. ideaLul gp =

anuleazd local omologia comp]gxului gleeb{,ic

OSESSYAT,IS

D a e d E p  =  A ,  r e z u l t &  d l n  c e l e  d e  m a i  s u s  c 6 "  ( f . ( a  t A ) r d . )

es te  loca l  ac ic l i c '  rn  par t i cu la r ,  ru fnd  scherna a l  p_- -A  t r i v ia l i
t .( i .e  ,  &x  -  1 r  (Y)  x  6P)  r  r€ob{ inen ac ic l i c i ta tea  loca ld  a  complexu-

1ui  topolog ic  de }an lur i  peste p(c f  .SZ) . /7

rn general, j-deaIuI ap nu anuleaz5. g1gbal oroologia complexului

a lgeb r i c  ( r .  ( "  /  n )  ,  d .  )  .

Totugi,  ln anumite cazuri  part icuLare importante, aceasta are loc.

J " . 6 .  C o r o l a r

Dacd postu l_ f in i t  (4 , - { . )_este l?n j . ,_atunei  idealuL gu

anuleag4 omoloeia-cgmplexului algebric-,(K. (a i ,  A) ,  { .  )  .

Demonsjr?t i .e.

Af irnal ia rezultd, din Prop.151

A t P l  =  A ( x )  r  ( V )  x  € P ,  c i n d  ( p , 4  )  e s t e

r i l  .  * r i  - 1  ' \ l * ( ' ' \ ' - "

lLt{ln- L } !
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EXPgNgRSA_ _II

COHPtllXUt KOSZUIT a DTTFINITIA

Fix5.n un lntreg n) o sl un inel cornutativ unitar A.

Prin [nl  vom nota J.anlul standardl ( t< Z < . . .  {n) ,  compLetind'

aceast5. def ini l ie cul t0] = y')  .

Pentru o subnul l ime H C{ l  ,2r . . . r t }  '  vom nota *"  [H]  ]antu l  indus

pe H d.e [*] ,

O fn f  -schen6 (c f  .Def  .6 lExp.1)  a : fn ]  " - tA este pur  e i  s lmplu
L J -

g n . S . i l . d e  n  e l e r n e n t e  d i g  A i  a  =  ( a l r & 2 s c . . r a o )  ( c a  a t a r e ,  o r d l n e e

terneni lor  q i ru lu i  este sernni f icat iv5;  de asemenear Pot exista

r e p e t i l i i  p r i n t r e  e l e m e n t e l e  a ' o ^ Z r , . .  1 & o ) .

1 .  Def ln i t ie

Se numeqte , ,connple,xul ,  Kgsz*l  qsociat  q iTului  a. l ,  f , { r f -A"

cornp lexu l  a lgebr ic  de  lan{ur i  (c f  .Exp. I r$3)  de f in i t  d 'e  t r ip le tu l

( L " l  t  & t  A ) .  A c e s t  e o m p l e x  s e  n o t e a z S .  p r i n :  ( K . ( "  i  l ) r d , ) .

?entru o bund. i lustrare a aeestei  def in i l i i  vom da ct teva real izd'r i

d is t inc . te  (aar ,  ev ident r i zomor fe )  a le  compledu lu i  as t fe l  in t rodus .

In aceastd f3 'z6.  in i { ia l [ ,  vom indica doar propr ietd. t i le imediate

ce  decurg  d in  f iecare  descr ie re  in  par te  a  courp lexu lu i  (K . (a . f  l )  ra , )

$1. Co?{PIEXU! AIGEBRIC A!.JANTURIT,0R UNU{ l4NT rINIT

i' 1 
'1 i

Remarcam, in t t i ,  c5,  pentnr  lan{u}  s tandard InJ ,  complex"

s innp l i c ia l  A  (  tn l  )  (c f  .Exp. I  r$1)  co inc ide  cu  a lgebra  boo leanS"

3 t t" l) a tuturor pdrt i lor nult ini i  subiacente fui fnJ r

p . r r t t r  i€ {o ,1 ,  . . . r r rJ  ,  vorn  no t l  
"o  

(  T l )  rad icua lu l  d 'e  rang i

a1  ru i  ?  (  i , , l ) ,  ac i ca ,  (b r ' )  =  
{ ta  t ' l  / ' # r  =  i } '

(Ev iaenr , * ( t )  =( : ) .



t(n*) = 
9, ,  

r ,  { tn) r cr r,  {at) = (er) * t ,  (v) LV o .

Vorn fixa o bazd.l

r g ,

Pent ru  reaL lza rea  e fec t l vd  a  eonp lexu lu l  Koszu l  ( x , ( r l  A ) rd . )  ,

vom considera algebra tensorlar6 a modulului  f . iber An, anume!

t  =  (  E r r . . .  pE r ,  )  t n  An  ,

care d.eterrsind pe fieeare component6 omogend. Tr(t*) baza

€ 6 t = { t " P u * r *  . . .  * r * r /  * k € f " f }  , i z l .

1ro(*n) -  A, cu baza feo = 1t!  )  .

Ast fe l ,  pent r r r  or ice i | ro ,  T i (n t )  este un A-modul  l iber ,  av ind i

rangul:  rgA tr{nn) = ni.

Von nurni "mul!- i lanl" peste fn1 ,  un ' , lan! cu repeti t i i f r  :

^ = Gr1 xr l  , . ,  lxr )  ) * *e fnJ  .

Monomul E) = u*r* o..  t t*r ,  def ini t  d.e un mult iLan{ peste t"]  ,

se numeqte i tno4omul canonict t  asociat  lu i  )  !

DacS.  A este ch iar  un lan{  (1 . " .  nu are repet l t l i ) ,  A = I  =

= (xr1 xr l  . . .  Zxr),  *k 4 f" l  gi  i  (  n ,  mononul corespunzdtor

ET = E*_ 6 E., .  & . . .  EE..  se nuraegte , rstandard".
r ^ 1 ^ 2 x i

Asoc j -e r i1e  )

7 n+i- l  1
Aqad.ar,  pentru or ice grad i2 o,  exj-st6.  exact t  , r_f  /  monoame

-  n .  / n \
canonice d.e.  grad i  tn  T( ,q t )  S i ,  pent ru i (n ,  ex ls t$ .  exact  \  , )

monoame standard. de !rad. i in f (lo),

rdenti f j .carea unui lan! , ,  f"))  "" 
monoraul standard E' permite

\  t /  
:

d e f i n i r e a  c o m p l e x u l u i  K o s z u l  ( K . ( a { A ) r d . ) ,  t n  m o d u l  u r n d t o r l



( t )  ( V )  i  e  {  o , 1 r . . . , n }

2 o -

,  K i ( " l  a )  =@ 
r , i , , - 1 ,  

A ,E r  =  O .  A .E r  .
r ElL"t I irl = i

\ i / .:.,': -
( rL1

Asad.ar, intrucit t  EIII € ( 
T') face parte din baza lul f  r(An) ,

rezult4 c5, pu!qg-{eg&L r, (a lA) {rep!.Aeubmodglpl liber ,el*lg!

f i (An) r Sgngrat de rnonoarnele qtandard 4e gry*ul i peste beza
I

t = { E l r . . . r u r }  a l u i  A t , i = o r 1 , * , . 1 r 1  . . -  - - '

Diferenl iala conplexului f  . (a i  n) o def inim prin :

( z )  ( Y )  i e { r , 2 , o . . , r }  , r € , 1 , ,  d i ( E r ,  = t n - r [ r ( * ) " * E r *  ,

und.e a : f"]----+ A este f"l schema datd.

Aceastd def in i : t ie  a  modr : le lor  q i  d i feren l ia le lor  complexuiu i

(X . ( *  i a ) ,  d . ) ,  dep lnde  de  baza  t  se lec ta t l  l n  mod .u lu l  l i be r  An .

AceastE d.ependent5 nu afecteazd propr ie t i l i1e complexulu i  Koszul ,

dupd cum rezu1ttr. din urm*toarea

1, tsgpegtj.ig

F i e  t  =  { 8 1 , . . . , r r }  g i  y =  { F l r .  . . , 0 * }  d . o u 5  b a z e  a t e

gggulului.--1 i b e. r An, e i f i e -Ud=-:- g"-"" t gggrf lggl*}i ni a r *de

t-rgcere intre € qL L.

P e n t r u  o r i c e  i  e  { n - ' l - - - - - r r 1  .  f i e  h ( j tr  =  [  u r r ,  o . . , r r  J  ,  r r e  r ,  " l ' .  K r ( a  I  a )  - > x r ( a  \  r )

ornomorf isnul  dat  dei

( v )  1 €  ( T )  ,  h ( i ) ( E r )  = F r .

t / ;  \
Atu+ci  (ht ' /  )  i=o;11 .  .  .  1n estg un izgmol l igm al-go-mplgxglUi  l {gs?u].

t-

(5:r(aj-{ l  rd.  )  , -  constmit  .  pe,  !az? € ,  pe complexul  . I lggzuf

( K :  ( a  A ) . d . )  ,  c o n s t r u i t  p e  a a z a ' j  .

De.morlqt{at}g

n ( i )  es te  res t r i c t i&  b  S* , - ,  AE I  a  pu te r i i  t enso r ia le
A  .  / .  \  l l l - t ''  

h a g a  .  h ( i )  e s t e  b i n e  d e f i n i t t r . ,  d e o a r e c e  h  
a i  

d u c e  m o n o a m e
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q- f i \
standard peste t  tn monoarne stanel.ard peste . t  .  Agadar, h\*/  este

isonorf isn d.e A-modu1e,
f*'1

Pentru orice lant I € ( L:'r), abeni :.1-,,,:
L

n( i - r )  o  d i (Er )  d i  o  n ( i )  (Er )  =  h ( r - r r  r * rc r (x ) * *  Er* )

Cum rr ( i - l )1n,  )  =  Fr  pent ru or ice x  e  I ,  ob l ineml-x  *x

( :  r \  / + \
5 \ r - r l  o  d r ( n r )  =  d ,  o  h \ 1 '  ( E r ) .

Aqad.ar  (h( r ) ) i  conutd,  cu d i feren l ia la  Koszul ,  d .ee i  este un izoraor-

fism de conplexe.f/

Conform aceste i  propozi t i i ,  rezu l td  c5.  pent ru s tud iuL complexulu i

Koszul  ( I {  . ( "  I  A)  rd . ) ,  putern cons idera o baz6"  arb i t rard.

t  =  ( E t r . . . r E n )  l n  A n ,  u t i l i z l n d  d e f i n i { i a  ( 1 )  a  m o d u l e l o r

r r ( a f  l ) ,  i  =  o r 1 r . , . .  p o .

Putern atunci identi-fiea orlce lan! I € ( Il l ) cu nonornul standard

c,orespunz5tor  E '  inc t t  vom scr ie  un e lement  W d in Kr(a i l , ' )  sub

f o r m a :  w ' = + r  .  
d T ,  r  ,  / . r € x  ( i  =  o r 1 r . o . 7 n ) .

i l l  =  i  r '  r

latisea boo1ean5. ? ( [tr] ) , a1e c5rei elemente ind,exea 25" aaza r*od.u-

1u1ui  @.*  Kr(a \A) ,  are propr ie ta tea impor tantE,  de a f i  coraple-
i =o

mentabi l i ,  i .€. 3 t f f)  posedS. wr operator involut iv de complementar
- : J ( [ " ] )  

- - - - ? ( f " l i ,  d a t  d e l

( v )  r  e  3 ( b ' Y ,  T = f " J ' r
Acest  opera tor  ac ! ioneaz6,  pe  rad ica l i  as t fe l i

-  (  r  -  i l " l )  / / * 1  t
( V )  L € { o , 1 r . . . s ' ' }  ,  :  i t ; ' / - - ' - - - t r ; - ; J  .
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$tructura autodua16, introdus6, pe J (["]) ae operatorul d'e conple-

mentarer 8T€ consecinle importante pentru structura conplexului

Koszu l -  cons tnr i t  pe  ( [ " ]  t  & t  A) .

pentru i lescr ierea acestor conseej-nter rearnint im c6, pentru un

A-nodul M, se numeqte t '9uq1-?1 lui ftItr I A-rnodulul: Mo - HomO(Mr*)'

Sentru un omonorfisrn A-liniar f l M--->N, se numeqte "4ua1 aI l"rl i  {"

omomorf ismutui  A- l in iar  fo I  No--7 i t io,  &at d 'e :  (V) de no,

fo ( l )  =  l  o  f  .  Asoc ie r i l s  gF Moe f  r -z fo  cons t i tu le  un  endofunetor

eontravariant pseudo-involutiv, a1 categoriei l l i lod- (A) .

Dacd. M = An este un modul l- iber, atunci lgo = (l*)o rtrmtne liberr'

de acelagi  rang. Unei  b,aze € = (Etr . .  .  rEn) a lu i  An, f  i  corespund'e

, , ! eaa-gga la :  to=  (8 i , . . . , 8 i ) ,  da t6  de l  E ; (E  j )  =  { i ,  1  < i r  i  (n '

In acest eaz, onomorf ismul f  :  An --->(l t)o ,  d.at del

f , ( E i . )  =  E l ,  i  =  L r 2 r . r . v o , -

este un izomorfism d,e A-nodule, derlrmite "i?.omorfismulrgggglg

dg dual izgrg.t t  a1 A-modulului  l iber An (existenla acestui izomorf isn

ae mai exprin5. spunind cd "modulele libere de rang finit peste A

eint autod.uale" ) '

Consid"er t rm acum connplexul  Koszul  ( r . (a  l l ) r  d" ) ,  asoc ia t  t r ip le-

tului  (  [" ]  rdrA ).  Dual izarea modulelor gi  di feren{ia}e}or

acestu l  coroplex,  conduce 1a ggrnplexul  .cq-omologf t  (Ko.  ( " ie)  rd?)  i

r o  t l  l o

( l )  r ! (a  n)  d '  rx l (a  ! , )  L> . . .  - - '2Kn_1(a A)  
q ! 'x l (a  A)  .

Vom indexa acest complex dup[ regulal

( 4 )  ( V )  i  €  { o , t n . . . , i l }  ,  K l  ( a  {  l ) :  =  6 * - i ( a \ t )  q i

a? = un-i+l ,  lnci t  ( : l  se poate scrie sub forr:nal
L  

t n  -  1 4

( l ) '  t rn(u , l t l  -4-o  Kn- l (a l l { )  - - - )  . . " - )  11(* \ r l -SrKo(a A)  '
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De asenenea, vom nota cu f .  I  Ki(alt) -7tr<o-1(ala) izomorf ismul

c a n o n i c  d e  d u a l i z a r e ,  i  - ' o r l e . . . 1 ! l  .

operatorul de complementare al lat ic i i  booleen" 3 ( i" l  ) ,  dei i .neqte

famil ia de izomorf lsme A-l iniarel

i = o r l r . . . , n  3 t  I  K i ( "  j * )  - - r K n _ i ( " 1 * ) ,  
S i ( E r )  = E f  ,

( V )  r  €  t T  l .
Futem acwu formula urm6torul rezultat.

2 ,  Propozi t ie .

Fami l ia  dg  izgmgTf isme de.  A-mo4g lg i  ( t1 )1=qr1r . . . ; r t  r  c l l
.  - f  r  r - .  ^ ,  ' i ,  r  .t i  = f , r r - : .  "  3 i  !  K i ( a l a )  * ,  t c t ( "  I  g ) ,  p e n t r u  i  =  o r l r . . . e r r  ,

const i tu ie  un izomorf ism de complexe.  .

Dsmonstrat ie

lrebuie s5. ardtdm doar ed. ( t i ) i  comutd cu diferenl iale1e,

:  (d i  o  t i  t i - t u  d i )  ( I )  =  o .

a i ( t r ( r ) )  -  t r _ r ( d i ( r ) )  =

= d1(1o)  -  t r - r (  Z-  t r (x ) "* r * )  =  a l ( Io  )  -  Z-L i r (x)a" ( { )o  =

= Jo " dn_i+l 
* 

€, (  x) 
"*( 

r*) o.

Pentru orice vector J al  bazet modulului  Kn_i+l ,  avemi

(1o  o  dn_ i+ l  -  
*  

€ r ( x )a * ( \ )  
o )  ( . r )  =  To (  uo_ t * r ( , r l  )

L-  6- (x)ax ( { )o( , r )  =  Z-  E, (y) " rTo(Jv) -hQ(x)a*( r * )o( . r )
x€I  J  ' r  rL  

teJ  
J  

s
=  (confor rn  de f in i l ie i  baze i  dua le )  =  / -  f - (y ) " .

r - =,= r. (x)ax = >-.:-.-=--__ ,.{{Tt:r"' 
Y

y eJr I r=J -  ,Jetr : lY-1 J 
'u i  -  

*6; r5r(x)&x 
=

= (d.eoarece (Lr )  =  ix )  =

adicS. l

( V )  i € { L r l r , . . , r }  ,  r € { T )

0 r ,  ( a i "  t ,  t i - t o  d i ) ( I )  =



... ' i ' ; ,&l@.!,!

2 i _

= 
rkrt- ,  

€\( i lay - 
*f f i€r(x)*x 

= (deoareceTY=Tx9x=v)-

= Z- t-(x)ax - Z- f ,  (x)a* = o.
x€t r  - -  

xei  L

Agadar (aa 
"  t ,  t i - t  .  dr)  (1)  se anul .eazd pe or ice vector al  bazeir

l u i  Kn_ i * l  ,  dec i  (d l '  t ,  t i _ t .  d i )  ( f  )  =  0 ,  pen t ru  o r i ce

I  €  t  T l l ,  Aceas ta  i nseamn|  c&  d io  t i  -  t i _ t "  d i  -  o ,  ceea  ce

tncheie d.emonstralia propozi \i.e:../7

3.  Coro lAr

Pentru orice L €

A-module !

are loc i-zomorfisraul de

u n d e  H .  ( a l l )  =
1 '  I  '

Hr(a f  " t )  =  i i i

I t ( K i ( a  j l 1 1

( ' i * ) ,

s i  H i (a  l a )  =  H (K r (a  ! a ;1  =

=  s (K i_ i  ( " l l ) ) .

Acest corolar arat i  c5 propriet i l l i le omologiee a1e complexului

Koszu l  ( x . (a in ) rd , ) ,  co inc id  cu  p rop r ie t6 ! i 1e  sa le  co -omo log ice ,

fapt pe care tl exprlmE.rn spuntnd! " (lf , (a [A ) , d. ) ,e ste ( omologlgl

auto-dua1',1

OBSERVATIE

Vom vedea 1a Exp.I I I  c5.  auto-dual i tatea complexulul  Koszu1

( f . (aJ  A . )  ra . )  u r rneazr i  d in  p ropr ie td t i le  s tn rc tu r i l  mu l t ip l i ca t i ve

canon ice  a  aces tu i  complex .

Vom trece, in cont inuare,  la a d.oua.d.escr iere a complexului  Koszul

asoc ia t  unu i  t r ip re t  ( [ " ]  t  d t  A) .  Deq i  aceas td .  nou6 descr ie re

evlden!Lazd structura mult ip l icat iv i  a complexului  Kos zu), ,  ne vom

l imita aic l  doar la d.ed.ucerea unor consecinle d.1rec. te pr iv ind

structura l i r l i?rF a acestui  complex,  urur ind s5 ne ocupim mai

tndeaproape d.e structura sa nul t ip l icat lv: i  la Exp.I I I .
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Const ruc t ia  complexu lu i  ( r .  ( " la )  ,d . . )  ,  da tE.  1a  $1 ,  s -a  bazat

pe  se lee{ ia  ace lo r  monoame tensor ia le  d in  T . (A* ) ,  care  s fn t

s tandard  pes te  o  baz6.  f l xa td  t  =  (E t r . . . lEo)  d in  An.
'  

f reeerea de la monoanele eanoniee peste L ,  la monoamele standarcl

. .  peste € ,  revi .ne la el lminarea repef i t r i i lor  fn mult i lanlur i ,

Aceast6 el iminare se poate face "g1oba1'r ,  factor iz ind algebra

tensor iaLd, T,(et)  pr in idealul  b i lateral  J ,  generat  de raul l imea

{11y6l  W/LO € T. (o")  
J a tuturor pdtratelor tensor ia le.  Algebra-cl t

A . (g t )  =  T . (An) / ,  es te ,  dup5.  cum se  g t ie ,  a3-gebra  ex ter ioard

peste modulul  l iber An.

A.(* t )  este o a1gebr5.  uni tar6. ,  asoclat ivS.,  ant i -comutat ivd. ,

Ea este chiar o A-algebr5.  graduatS, anunel
n

(  4)  A.  (a*)  =  O i=o Ar{ t t )  r  cu Ar{ t t )  =  q  ,  A.E '  unde,4  
l r l = i  

*

pent ru o baz6.  f ixatd € = (Et r . . . ,En)  a  lu i  An,  pent ru
. r  -  ' ' l  r  .  ,  /  .  - . f i " ' l  .

i € { o , 1 r . . . , r J  q i  I  =  ( x r ( * 2 1  . . . 1 x r ) 6 ( , i J ) ,  E I  d e n o t d

monomul  exter ior i  E l  =  U*r^  t * i  r . .  ^  U* ,  .

A s t f e l ,  A r { a t )  e s t e  l i b e r  g l  3 g A  A 1 ( 4 " )  =  (  
I  ) ,  i  =  o r 1 r . . . e r 1 r

Cu ajutorul t"] schemei fixate a : ["] --tA, definim pe

A.( l t )  faml l ia  de omomorf isme A- l in lare l

( l )  ( v )  i  e  { r  , 2 , . . . , r }  ,  d : . t  A r { n t ) _ _ r A r - r ( t t )  r  c u

d r ( E r )  = ) = t r ( x ) * * E r  ( p e n t r u r  ( ,  C t d l I  ,
' x e ; I + 4 * x i

OBSERVATIE

[ tJ  - * thema a  =  (a ] - ,  &zr . , .  ra r r )  de termin5 ,  pe  An fo rma

l in lar5.  lu  I  An*2 A,  datE.  pe b,aza € = (Et r . . .  ,En)  pr in l

I 'a (Ei )  =  ar ;  i  =  I r2r . , . ; r I .  Atunc i  fami l la  de ap l - ica l i i  A- l in iare
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(ar ) r ,  def in i td  1a (+) ,  co inc ide cu fami l ia  componente lor  omogene

ale ap l ica l ie i  l in iare 5 L ;  A . (a*)  - '+A.(Rt) ,  dat f , .  de l
a,

(V)  u r  €  A . (A ' ) , d, (w) = l ryL- I r^,  unde r t i  I t  denota produsul- !  a '
a,

inter ior  st lng pe algebra exter ioar6,  a lu i  An. (cf .3ourbaki ,

'  
A lg lbre r  ch.Lo,  $ i l  .7

'  
Se ver i f ic5 nunraideci t  cd def in i { i i le (4) qi  (5)  s lnt  independ.ente

_ (ptnd la un izomorf ism) de alegerea bazei  €.  a lu i  An. Mai uu1t,

fan i l ia  d .e  omomor f isme l j .n ia re  (d i ) i r  da t6  Ia  (5 ) ,  ver i f i cd l

d .  o  d i - * l  =  o ,  i  =  1 1 2 ; . . . r n - l 1  i . e . ( 4 . ( a t ) r d . )  e o n s t i t u l e  u n
1

conplex (f :-ni t)  ee A-nod.ule l lbered de rang f ini t .

Are loc urmd.tonr l  rezul tat ,  d.emonstra{ ia cdruia este omis6.

4,- Pr.grrozit lg

Fie .a l  . fg l  l>A g I r  -scheBAr def in i ld complexu].-Koszu!

( K .  ( a \ A )  . d ,  ) ,  ( c . f  . $ ] )  q i  c o 8 p l . e x u t  ? t s e t r e i  e x t e r i o q r e  0 .  ( a n ) . g r I

, t  i  r  .
( c f ,  ( + ) ,  ( t )  ) .  F a m i l i a  d e  a p l i c a t i i  l i n l a r g  ( Y .  ) i = o r 1 1 .  n .  l r r  r  d A S e

d.e I
I  1  -  ,  t n l \  r  ( u  .  - / v  \  .( V )  i € , [  o r 1 r . . . r n ]  ,  r €  (  

i  t  ?  &  , , * r <  . . .  < x r r )  r

Yt (Exl u*ru -. .8 t*rr) = u*rn \*rn . . .  n **r,

consti tuie un izomorf is in ?1 coEplexul,Hl- (K..  (a l4) .  d ' .)  pe . ,comple{q}

( 4 . ( a n ) , d . ) .

Conforn aeestul rezultat,  vom identi f ica, in continuarer complexul

Koszul constnri t  pe tr lpletul t  [" ]  s &t A) r cu complexul algebrei

exter ioare (  n .  ( .q t )  ,d .  )  ,  def  in i t  de d i ferent ia la  (  5)  ,  asoc ia td,

schenei ai  [n]--+e. Antj .-couutat ivi tatea algebrei exterioare

A.( l , t)  e &te o consecln!6 importantd. pentru structura complexului

Koszul constrrrit pe ( t"l t &t A) , anume inyariapta,. la-pg{m*tdri

a  propr ie td{ i lor  omo}ogice a1e acestu i  complex.  -
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Fentru fonnuLarea qi demonstrarea acestei proprietbt ir  vom considera

grupul simetr ic S(n) al  perrnutd.r i lor rnul l lmit  { f  s2s." r t}  (subiacentd

lanlului f t l) .
f  , 6  \  ^  ^ 1 1

$e lec{ ia  baze i  € .  =  ( *1 ,  ' . .1 'E i r r )  Ln  A ,  d 'e te rmin6 '  pe  An s tn rc tu ra

tautologicS. de S(n)-rnodul  A- l in iar ,  def in i ta pr ln id"ent i f iearea

elernentelor lu i  S(n) cu matr ic i le de perniutare ln baza t  '  Mai

prec is ,  o r ice  s€S(n)  ac l ioneaz f "  pe  An pr ln  ex tens ia  A- l in ia rd

a  ac{ iun i i l

( V )  i €  t  1 r 2 r . . .  r n ]  ,  ( s ,  E i )  =  E s ( i )  '

AceastS. structurd de S(n)-nodul Fe An, se ext inde canonLc !a'

puteri le exterioare Art l t) ,  ln nodul urn6'tor:

F-1

( 5 )  ( V )  i € {  L r 2 , . ' . , r r }  '  r  =  ( x r {  . . '  1 x i )  €  ( r l ' ) ,  s  6 ' s ( n )  :

( s r E r )  =  ( " r n * l  . . .  n E x i )  =  E " ( u 1 ) A  . . .  A E s ( x i )  =  t l ( " ) n f s r l  '

; f  (  '  .  / , - \ -  - / - - \ t -  -  F r

u n d e  f  1 ( s )  
=  ( - 1 ) *  {  "  

< v / x t r d r  9 i  s ( x ) >  
" ( v ) }  ,  i a r  [ s l J a e n o t e '

lar r lu l  const ru i t  pe rou l t imea eI  =  {* (* r )  e""  " ( * i ) }  
'

Pent ru i  =  o '  ac l lunea lu i  s (n)  pe Aol l t )  =  A este cea ident icE '

( tr iv iale) .

OBSERVATIE

Schlnbarea bazei in An induce la o strrrcturd de S(n)-noclul

s imi lard ( izomorfd)  eu cea de mai  susr  dec i ,  pr in  ext indere la

algebra exterioar5.,  conduce la o'  structulE d'e S(n)-nod'ul pe

A, ( l t )  ,  s imilara. cu (6) . / /

Aqadar ,  or iee permutare s6S(n) ,  def ineqte pe a lgebra exter ioarX

A.  ( l * )  ,  un automorf  ism A- l in iar i  (V)  i  6  {o ,1"  "  ' {  '  r€  t [ l "

(6) '  3 i :  A i (An)  -= ' rA i len) ,  G-r (n t )  =  t r (s)  u  
[ *  l ]  r  c r

I r ( s ) ,  t b r l  d e f i n i t e  l a  ( 6 ) '
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Apl icind permutarea s valori lor [r . l  -s"hemei a3 [ t ]  _---n,

oblinem o noud fn]-scherod :

(?)  sa :  [ " ]  _- - ta . r  cu (sa)(x)  =  *u(* )  ,  (V)  xe [n l  .

Agadar, cele n! perrrutf l r i  din S(n) deternin5, s nl  di ferential-e

Koszu l  pe  4 . (a t ) ,  asoc ia te  pe r rnu t f , . r i l o r  {  * *  f  ,<s (n ) l  a1e
t /

schemei ini{ iale a. :  [ t l ' -*-? h.

Pentru a urmEri depend.en-la de schema aleas*, vom nota d.iferentlala

Koszul pe n. ( l t ) ,  asoeiatd. unei scheme ai t" ] .-x pr in!
I

d . . ( a  I  n ) .

Stntern acun in mdsurd. sE formuldm urmE.torul rezultat.

5 .  P r o p o z i t i e

Pentru oric_e -pqrqutalg_ s,SiS(nL LapiLt? dg aplicali i

A- l in iare (G" i ) i=o, l r . . . ,n  r  co G' i  '  
A i  ( lny-=- / \ i (An)  dat  c le

(?).-  sonpt, i tuie un izomogfiq$ a} ggmpt exr]}ui  (  /" \=(RnL-_d.(a l_S) )_Ee..

cgepf,e,xul (  4, (st) ,  do ( 
"-1u 

J a) )  .

Denonstrat ie

Trebuie s5. arr:.t5.m doar cd 6". comutd. cu, diferen{ialele

Koszul' 
Tl:;'.::1. 

'it:'l;;;:i;1 
;, .Fi

Ver i f i cdm aceas td  ega. l i ta te  pe  f iecare  vec tor  aL  baze i  lu i

r \  u . I l r  -  -  . l i 1  ., , i (A" - )  .  Agadar ,  cons ider i rm un lan !  I  (  (  , , j ' )  g i  ea Icu l5n l

( F r _ r .  d i ( a i a )  a r ( s - l  
" l A )  

, E i ) ( n r )  =  F r - r ( d r ( a i l , ) ( r r ) )

a r (s - la  I  e ) (3 r (n r ) )  =  G i - l (  Z ,  € r ( * ) * *  Er  )  -
xeT 

4 -x

1 t - 1dr(s- 'a la) t  61(s)  E 
[ " r ]  ,  

=  LrL i r { * ) ' *  F(Er" )

F ( * )  Z * -  f , - " 1 1  ( r ) a - r  E r - ' r  = ( o u n f n d y = s x ' x  r ) =. . f  ,  o, 
fr. i l  

Lo') s-r(y) LsrJ Y
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von ar,{ta c5 f iecare coeficient tn ult ina sumfi. ,  este egar cu

Avem (conforrn d.ef  .2rExp. I  q l  (6)  d .e  na i  sus) :

* '[orJ ( sx)

x  €  I  f i x a t l
1 l

sy  >  sz  J  =# IV  . z / y r z  4 I *  , 3 i

I  . (  ,  )sxJ *S t  *  <z/z €I  q i  sz < sx,1 =

Oi (*,"1 ,
.  I  r \ ^ ,  .  f  i

9 i  s y 2 s x J  r A t ( s , x )  =  
l x c z / z € I

( " )  . ' O ; ( u , * )  +

, 1 ( ' i 1
I / s u f < s x l r  = # 1 u 1 x /  u € I  s i  s u < , s x ?' J ( ! ' J

v 6I  g i  $v < 
"*  t  

=#' {  u <x/u €I  9 i  su <-

= #  i  v <x  f  v  e t

As t f

)tt

= 
* 

€r(*)**.  trr(n) E[r{* 
* 

6r(")€1"q(**)*"-ru(*) t ["r ]^, .  =

= (deoarec.  [s r f  =  [ *4"*  )  =Z ( f r (x )  6r^(e)  -  6 ,  (s ) 6,-^rr ( sx) ; a*$ir r
Lnu n l!r)o),.

I
nero .  i

Srtx) [ir( ̂ ) - €i(A) tror, (ax) =(-{#( "' ( n)yt*'o' : t- ̂ )W^' ,-r'rofl 
(^x)

unde l  i i c * l =  + {g  e t - / { . x !  >  DSo tT (ax )= ' f i  { . , , t n l l . ow . t *

l ^ r@-= 
+  {  1 .u /  t ,u€T *  n f  , "oo+ , r fu t (a8= 

#{w 'e I  /ow '  tx !

Anularea coeficientului  lui  .** Et"fJtn ult ima sumd,, revine

agadar 1a urudtoarea congruen!51

(*)  ) l r (x)  * ,Ar*{")  =f f r-J")
pen t r r r  o r i ce  xC I .

Sd remarcSm,  ln t t l ,  e6 ,  pent ru

f l ( u )  
= # \ v . r / v , z € r  q i

" y > " " ] . ' $ {  
y < x  l v e  r  q i  s y >

=ft
n't 

x

u n d e :  U r ( = r * )

s i  s 2 r s x |  ?

Pe d.e a1t6 parte!

2["rJ ( sx) =*t'r'

* # f "  >x  /
.  e ;  (  s ,x )

e l l

( " )  *  ) fe r1(sx)  =  /7^G) .  e i ts ,x )  .0 ; (s ,x )  . t {

( m o d  2 )  r ,

+

)**F +

u 1 x / u - € I  q i

q i  u *  <u* ]
( n o d  A ) .

s u < " * ] * e , ( s , x )  =  
f I * { r ) . O i t s , x )  

. + {  u < x  f  u e t
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Inlocuind tn membrul drept din (") qi efectutnd apoi reduceri le'

rdrnine sd, aril.t5.m c5.l

i ) r ( x )  * , f i t  y < x l v e t s i  u y ; u * ]  n + t t  
" < x / u € r  s i gr:1

( m o d

c 6
Cum s este 0 permutare pe f4, def ini l la lui  } ! t(x) ara*'6"

aceast5 u1ti.m6' cong!:uenlh' este vu1;ab:1.#"f1

*  6 . -Coro la l

.. _ fn1 .--_:\ A o ftl -schenn $i-s 6 $(;) 
-p 

pernu{aie 
'

lssssslrcils.
Afirrnal ia result6. din ProP.5r Prop.4 9i sbserval ia c5 s- l

parcurge grupul s(n) odat6' cu s € S (") '//

corolarul 6 ayat6. c4 proprietirl i le oraolog:iei complexului Kosrul

A h

(K . (a l t ) , a . )  =  (A (A" ) ,a , (a la ) )  Agp4r r i 4  de ,  , i pa$ inga  lnJ -scheme i

a i  [n ]  -+n,  ad ic6 de ryu l t isetu l  { " r ' .  
' .  r * r r }  q i . -nu de q in t }

( " 1 r . . o r a r r ) .

In particular, diecd- shema al ["] -- A.e,pte '. i 'n jectivfi ' '

H .  ( K .  ( a l A )  )  d e p i n d e  d e  n u l l i r n e *  t * r  , & z r '  .  c  ' " r ,  ] ' ; t  q }  n u  d e  g i r ' i l

( a l r . . . r a r r ) ) n  d . e c i  d e  i d e a l u l  g , r  g e n e r a t  d . e  e l e n e n t e l e  i r a a g i n l i

lui o"o

In cele ce urmeaza, vom considera dependen{a onologiei

conrp lexu lu i  Koszu l  ( I (  . (a  A)  rd . )  de  idea lu l  g 'e  h '  De aceea '  [ t ' ] - sche*

aa (e in r1)  care  da  s t ruc tu ra  d i fe ren l ia16 '  pe  K ' la lA) '  va  f l  ln

mod tacit presupusa lgiggj-ivE'

0 0r{p T,sxu I ftlIN 0R r r,OR UNE r iti stltr c 1.. glirysR}-c E$ 3 .

Vom

t r ip le t  (  F l '

d.a 0 nou5. descr iere

a,,  A),  baztndu-ne

cornplexului KosruL asociat unui

pe observatia cd, tntr*un sistem

Pentru orlce ie {sr1,". . ,n}*are l-og-iaomolf{srnq} 4q 4*.n'rg4q1-el

H i ( K . ( ' i u ) )  -  t r ( " . ( " 1  1  i l
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cle coordonate pe At, baz,a rnodulului l iberA ,{nt) este indexat6'

de toti rainorii maximall ai unel anumlte ixn-matrici genorice peste

A ,  e u  l -  =  o r l r . . . e r l  o . .  
_ . -

FentTu aceasta, considerS.n lneh-1l de polinoar0e
l -  r .  r - l

R = A L " : t , J  L < i , j ( n ,

avlnd ea variabile intrBrile rl1.--sratricii generice r( - (Xli))1 i n

t"]  -sehema f ixata ai h]-u pune tn evidenld vectorul- 'din lnl

( t l o ) r . . . ,  x l o ) y  =  ( r r , r , . . 1 & r r )  ( 1 . u . ' 1 [ " ) =  * j r i  =  } p o . n ; f , r  ) -

Pentru f<  e { r  ,2r . , .  r t }  ,  cons ider5.m kxn-matr icea gener ic6 l

x(k)  =  ( "5 t )  ) r , r .o ,  L l jan ,

ai  c f l re i  minor i  maximal i  ( indexal i  d .e  toate lan lur i le  I€  (T '  l l

i i  notdrn cu!

A ( r )  =  de t ( "s t )  ) r r i ' r ,  je r  ,  ( ! )  r  6  (  t ; l  I  o

Conven im c5  de ter rs inantu l  rna t r i c i i  v ide  es te  Ie  h .

F e n t r r r  k  d  {  o r 1 ,  . .  .  r r r } ,  d e f i n i m  a t u n c i l

( B )  M o ( a i a ) = @ l r l  = *  A " A ( r )  ( c u A ( 1 ) = 1 ) "

Astfel ,  I i ik(  a iA) este A-submod.ulul  l iber din inelul  R, avind'  ca

baz& to { i  n inor i i  rnax i roa l j .  a i  mat r i c i i  gener lce  X(k ) .  Aceqt i

n lnor i  s int  pol inoan're omogene de grad ko i reduct ib i le tn R.

P e  f a m i l i a  d e  m o o . u l e  ( M o ( a l e )  ) g = o r l ,  n  n . ; r !  ,  d e f i n i m  a p l i c a { i i l e

A- l in iare I

-  (9 )  (V )  u  € { r ,2 , .  .  . , n }  ,  do (a  I  l )  :  l l o (a ia l  ' _+ rnk - t (aJ l )  ,  t x rde ,

pentru oric e r (, C f,ll :

fu(a la) ( a ( r ) )  =  d e t ( x ( i - l ) ) r < i < x ,  j € r



Aetiunea 1ui c1n(af n) cornport6 pagi dist inc{i l

(a)  cobor i rea cu L a ind ice lu i  super ior  d ln  or i r ,  - * l leo-"n( i ;

(bt dezvoltarea determlnantului astfel  ob' l inut d.up6 mi.nori i

p r ime i  l l n i i r  pe  baza  d .e f i n i l i e i :  X (o )  =  a5 r  J  =  1 r  Zsn , ,  1 r1 .

E x p l i c i t ,  p e n t r u  o r i e e  l a n !  I  =  (  j 1 . (  j Z , S . " .  ( J k )  €  f  t l l  ,

/  r x l f .  . . x l l l t
d n ( a f r l t n t r l l  =  a n ( a l n )  { a " t l  J '  d r -  

1  l =
\ L;ctt y(h) I It  ^LX j ,  

. .  "  o l uJ j

; - , r o )  v ( " )  1  [ a l , - "  
o i t ,  

1  x / r  \
=,*,r l,[i,,' 

e n "!,r,, \ l* l r,i:', . xfi \--L-tr8)a,b$fl
l  ! ' J t '  X J ,  l :  

o w  l ' t r  
o n . ,  

, , i - T e t

tu;fu *f;"1 Lf't 'fi,") .
Cu notati i le de mai sus, putem- fornula urm{.toarea

Trebuie s4 ar i tE in  cd (a . (a l l ) )  este o r l i feren l ia l4 ,  ad. icX. i

a n ( a  J n )  "  d r * t ( "  l A )  =  o ,  ( V l  x  e { r  1 2 1 , . . , * - 1 }  .

P e n t r u  o r i c e  l a n !  r € (  { : i  ) ,  r  =  ( i r . .  , . , 1 . i k ) ,  a v e n l

a o ( a  J  o )  "  d k n r . ( '  i  l )  =  a u ( a  l a )  ( a e t  ( x ! t - r ) ) r . , .  k , i 6 r  )  =

t  i - ' 1 . , ' , r " a i r 1 \  l o J ; , , " " ' o ) ' b  I
{ , o l r j , , ' ,  * r , i  \ l = U i  o , ,  . ' i '  o ) * ,  

l = o= a n ( a l o ) i M l , ! . '  ' . 4  
. l l  l { , 1  . .  -  X i " r '  l - "

\ {* Jb'r. , ,'r(u't)l " 
I i"F-", , , xf-zl 1

(deoarece n"r**L1i;, ;r:f !'r"."..*il'i'r;; u"3"ir;, sint
esate) "ff
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OBSERVATIA

7. Prgpo.zit lg

Fani l ia _de A-module (] ibere, dg rang f i .gi t)  gl  gel igAti i .

U"fiqia.r-fM.l3iA), d -g4-comple,x peqte-A.

Demonstrat ie
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8* P{opo?i!,!g

Q.gmqlexul l-{.) .. -g. (" l-n) ) este

-(-K. (a i n),o. )-r-ceggrar trtnl*.lgl*
(  f g l ,  a ,  a )  ( c f  , $ t ) .

Demonstr.at ie

rn ad.evd.r,  rnodulele pe care slnt construite cere d"ou6
corap lexe  s ln t  i - zomor fe ,  deoarece ,  pen t ru  o r i co  i  g  {  oo r r , . .  rn }  I

A s t f e l r '  p e n t r r r  o r i c e  i € {  o r 1 r . . . r r }  ,  a r r e m  i z o m o r f i s n u l  A - l i n i a r r

h i  I  K i ( a l t ) - = - - r u r ( a  i a ) ,  d a t  d . e l

( V )  r €  f t l l l  , h i ( E r ) = A ( r )  .
l w \1r r1 /  i  e {o ' }  j  .  . .  rn }  

es te  ch ia r  i zomor f i sm d .e  complexe,  deoarece
d i f e r e n t i a l a  d . ( a  I  e )  a  e o m p l e x u l u i  ( t u . ( a  i A )  r d , ( a  i a y y  a c { 1 o n e a z d .
pr in dezvol tarea dupd rnlnor i i  pr inei  l in i i  a i  unei  rnatr ie j .  p6trat lce
(c f  ' (9 ) )  r  regu ld  care  co inc ide  cu  cea d .ups  care  ac t ione a? ,6 .  d i f  e -
ren l ia1a Eoszu]  (c f  .S t ) . /

Aceastd propozi l ie arat ,6 e6. (S) gi  (9)  de mal sus ne pnn
tn prezen\a" unuj- nou moder al complexului Koszul asociat unui
t r i p l e t  (  f n l  ,  & r A ) .

Cu ajutorul  acestui  mode1, putem d.emonstra rapid anumite
propr ie tS l i  a le  conp lexe lo r  Koszu l .

Ne l i ra i tdm aic l  la indicarea leg[ tur i lor  naturale tntre
nai"  multe dlsferen{ ia le Koszul  pe un acelagl  modul subiacent.

r r ( a i t )  = G )  A . E -  .:  l r l = r A ' t r  
' M i ( a l a ) = @ -  A . A ( r ) .

t :  r  f  =  i

Pentru aceasta,  f i -x5m mod.ulul  M. =€) 
n

k=o
m n ( .  \  e )

( renarctnd cd. d 'ef in i l ia (S) a acestui  rood.ul  BB depinde d.e fn]-sche-
na a leas5)  g i ,  pent ru  o r ice  in t reg  n | r ,  f i xdm m scherne!



utof  = a. (u.o)  lA ) .
Aqaclar, obl inen n eouplexe cu aceLaqi modul subiacentl

( $ .  ,  u ( ?  )  , = ,  , z * r  o  1 r &

d(q , df ) * o
qq (l)

+  d . - " 0  d .  =  0

Dgm.ggstra!ie
rf)

( i )  spune doar c5 t l . - '  este o diferenl ial6, pe l i t . ,  fapt

ar6.tat deja la Prop.?..

t/)
at - '  :

Fieeare  asemenea

( i )

(  i i )

?entru a demonstra
1

. . . r n l r u n l a n ! I = ' ( i f {

pe vectoru l  A(r )  a l  bazei

A v e m  ( c f . ( 9 ) )  :

3 4 -

I  t J ' - _ - - A r  ] -  =  1 1 2 ,  n . .  e I [  I

schem5, introduce pe M. diferenl ia1a Koszul l

drtl , df)

- j1l ,{ '  (a(r)) = det

q') e)
d r . _ r o  d k  ( A ( r .  ) )

( i l )  o considerd.m un lntreg lc

. .  n  ( ik )  €  (  f * l  )  g i  ver i f icarn

lui Mn.

tt)
,  Q r "

dk
,  &, {* )

d lL , , ,
v t ' /

.  I  n l .
dF

r a c

g { r s 2 1 . . o

re la{ ia

tuo j , '  '
q ,@.  c

4 1

x'i' .
dt

jof,\
al' .

d 1

4 , ( " ,
a l

Xj;

r  f € s p e c t i v i

xw"
arY
a': , '

4 F
( l )x ,..

d b

Ytl- "t b

9. Slggga:iilg

Pentru or ice

det

.  @-t l

/ \ I  .
4 1
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Aceqti  determinanl i  di fer* doar prin permutarea tntre

doud l ini i ,  decl ( l i )  rezultd.f /

Consid.erHm acurn cazul n ( n.

ele a primelor

t t  ) ,  i c ( T l  )  v o m n o t a

l in i i le indexate de J $i

C e l e  m  s c h e m e  a t { )  : " [ r l - - - - z A ,  I  *  L r l n o . n . e r r r  ,  d e f i n e s c

nxn -  matr icea peste A :

A t h
Jr = ( 

"i' ) 161(nn 2 r( i6 n

Pentru orice k( n gi or ice lanluri .  I  € (

n
cu A€(Jlr) kxt<-mlnorut lui -fl , avind

coLoane le  d .e  I .  As t fe l !

An(; I  r)  = det ( . f)  I
\ r F t  4  

L C J ,  i € I

D e  a s e m e n e a r  d a c d  r  =  ( r r <  , . . 1 i g ) ,  r e a m i n t i r n  e d  A  ( r l  e s t e

kxk-minonr l  maximal  a l  nat r lc i i  gener ice X(k)  = (x( l ) l -j  ' 1 < j < k r i 6 I  o

D'ae6" J = ( i f  (  . . .  (  ik) ,  vom nota conpunerea d. i ferenl ialelor I(oszul

( u (  
i n )  

) *  p r i n 3  d ( J )  =  u (  
i o )  

o  a (  
i t - r ) .  

. . .  o  d  
(  i r )  

o

Cu aceste notal i i ,  formulim urrndtonrl  rezultat

1 o ,  P r o p o z i t i e

Pent ru  o r ice  rc  e { f  r l r . . . rm}  q i  o r io* lan lu r i  I€  (  
T l  ) ,

16 ( rilr)t

o

d( r)

Pengnstratig

Avem succesiv l

(  A ( r )  )  *  An ( , r  I  r )  .

[^'1' " " ti;'I

L'J3 t:?ldo (a(r)) = ;,r ') ,  Px') ",, ' , ,J6')")u) a
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r . r  -  f :

,0*) (* *t)
=  O  p d  o

,0p) ,0r,r)
= d  o Q  o

,wr)
" d

o (  

[ , r
l*
\

\

^ . * ! r 1  \
xii\ ). *r.1 /

1 \
t \
t \
\  i u ' u "
t ,
t t
i l:.4 I

b ) ,

r (r,)
la i , '
i xf'
l - 4
I

Luf"'
(1,)

.  o : r
n(l ' ' )' n L E

, x,;;

, x t

eonttnu6.-tn*ett**dv/7

$4. pRoDusur, TENS0RTAT,_A! cq{pr,Exgt0n sruPtts

Aga cun am v&zut fa $1, indexarea bazei nodulului subiaeent

complexului Koszul asociat cu ( [" ]  ,  a ,  A), se face dup5. radical i i

a l g e b r e i  b o o l e e n "  ( 3 ( i " l )  r Q ) .

Teorema de structurS. a algebrelor booleene finite a.rat'6' ed.

t J t ["]), S I este produsul direct d.e n copii ale 1an{uLui simpLu

( i , " ,  o l r  o  s ingu r6 .  ve r ig6 )  :  (  o<1) .

Prof i t tnd. de acest fapt,  vom da o nouE descriere complexuLui Koszul

asoc iat  unui  t r ip le t  ( [ " ]  r  d t  A) .

In  acest  scopl  in t roducem urm&toarea terminolog ie.

?ent ru un e lement  oarecare 5 €.  A '  vom nota pr in  (s . (5  i l l  ,  j t r )' / \

qi vom nuroi 'rcomple{gl-s:L-mplrqllefinit 4e F 
'r, urndtorul complex

d.e A-nod.ule l ibere:

( ro )  o . .  - - - rg  -_2  6 ; [

u n d e :  / r ( e )  
= t  ( i " e .

A g a d a r  s . ( 1 i n )  =  S ;
i ( o s a u i 2 l  q l :  s 1 ( 5  I

4*-t [-z o ---1 .,.
'  

F r ( " { .E)  = f /  '  (V)
/ 5

s i ( !  l  A ) ,  unde  s r (  6  l  A )

A) = A-modulul l iber de

)

" <  €  L ) .

= (0) dac6.

rang l l  A.e i

,i) (Ar
\

\

r 0r)

l ."i';
l{'
l . r '

Lxli'l
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$ o (5 l , t l  =  A-modul ,u l  l ' jber  de rang 1 l  A '1 '

Diferen{iala lL. a acestui complex sirnplu acl ioneaza (t iniar) pr in
/ s  1

mult ipl icare eu elementul- f ixat '

56, considerErn acum o f"l -sehem5' a = ("In "c 'arr) '

Cu ajutonrl  eir  construin complexele siroplel

(s.(a, I e) , .y *r.) r ,  i  =  L r Z r o , s . r  l I

unde s l  (at  I  l )  -  A '6 i  .

( lp  ca tegor ia  conPlexe lo r de A-unodule) tEfectuind produsul  tensor ia l

oblinern un nou comPlexi

( K  . ( *  l A ) ,  d . )  = ry
i

(  11)

i zo ruor f  . -complexu lu i  Koszu!  l lK ; (a  l -A) .  d . ) .  asoc i .S I  t r ip le tu ] l t i

( L,nl -r-a'-&).
Deraon€t- I3t ia.  &cestei  propozi l i i  este omis6, f i ind o s impl$

apl ical le a nol iuni i  de produs tensor ia l  d.e comp\exe. f f

Importan{a acestui  model 4.1 complexului  Koszul  (K'(*  i  , , t )  ' f , ' i

consta in faptul  cd.  perrni te studiul  omologiei  sale pr in intermediul

unor tehniei  stand.ard de to:pologie algebr icH..

In expuner i le de fa!E, nu vom ut i l iza asenenea'  tehnic i r  t r imi t ind

c i t i to ru l  ln te resa t  la l  J .p ,Ser re ,  A lgebre  loca le  l r lu l t ipL ic i tds

( i , e c t . I { o t e s ,  1 9 5 5 ) .

Avind la inoemina, acumr cele patru descr ier i  de mai sus

a1e eomplexului  Koszul  asoeiat  unui  t r ip let  t  [ " ]  t  a ,  A),  vom

ut i l iza,  in ceea ce urrneazdr Pe or icare d- intre ele,  dup4 cum va

f i  nal  cornod, tn demonstrarea unor propr ietSl i  a le acestui  complex"

1 1  " P r o p o z i t i e

. ( a  I  A ) , d . ) - - 4 u f r n i t - l a  ( 1 1 este cano4:.q



Vom f ixau in cele ce urmea,z6,,  tntregul  n)o,  inelul  conutat iv

nn i ta r  A  q i  schema a f  fn ]  - -+A ,  a  =  (a1 ,  ̂ 2 ,  n .  o ;&r r ) .

Studiul  strrctur i i  mul t ipLicat ive canonlce a complexului  Koszul

asocj-at  t r lp le iu lu i  (  
l " ]  o &r A) se face pe modelul  a lgebrel  exte-

r i . o a r e  s u b i a c e n i e  a c e s t u i  c o m p l e x  ( c f  . $ 2 ,  E x p . I I ) .  :
fn ut i l izarea acestui  roodel ,  vom folosi  ln rsod constant id"ent i f i -

carea unul lant 1 6 1 '|n) ) crr monomrrl Aj' y  *v  \  i  r  Cu monomul  ex te r io r  s tand. :  nr rd ,  E ,  = /  
\n t  E* ,

cons t ru i t  pe  o  bazd.  f l xa t f i  €  =  (E l r . . .  rEn)  a  modu lu lu i  1 lber
vl

A "  ( i  =  o r 1 r .  o . l f l )

$ f . i\ttl tr r,Ftrg.AqIIA,_l! xr BR r 0 qRA ( c onc e rn r{ARrA IrA NTUR1 r.,96 )
Operal ia de mul t ip l ieare a algebrei  exter loare A.(ut) ,

poate  f i  deser is*  ln  modu l  u rmi to r .

Fent ru  o r iee  doud.  lan lu r i  I rJ  pes te ["7 ,  vom nota cu I .x J qi

1an1;u1:

(LK] = ra.slur pe 4,(V) Ss_rnl)

vom numi "concatena-fea luil_gg_{i,

,  d a c d .  I n J  l i l  .

Anarogur  in  A  , ( .q t )  a l  aces te i  opera l i i  cons td .  ln  mu l t ip l i carea

exter ioarH. a monoanelor corespunz4toare,  l in ind cont c le semnul ee

rezul i i .  pr in aciueerea La forna standard a unui  monom exter ior .

Pentru expl ic i tarea semnului- ,  introcueem pe algebra booleand. a

1an{ur i lor  peste n ,  urmdtoarea si-gnaturd. ,  ce general izeazd

s i g n a t u r a  s i n p 1 5 .  d e f i n l t 5  1 a  E x p . I ,  $ 1 ,  D e f , 2 .

1 . .  D g f i n i t i g

Pentru or ice 1an!
.  a > - ^ - -  f  +  1a r  :  J  ( [ r l ) - r { :  1 }  ,

'  
- ' 3 8

EX}UNI]RUA III

COI{PI,I'XUI Koszur : STRUCTURA MUTTIPIICATTVA

,  d a c d  I O J  * d
I x J

( l i u r - l
J=1

l c l\ X - /

r €? ( L"l) ,  numim "I-slepatur6" func{i.a

d e f i n l t d  p r i n l
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) ,  f r ( , 1 )  =TI
xe

(v)  t  e  1( t " l

unde €rtr) = (-rrt*)

t ,  { * )
T *

rJ

Signatura astfeL defini td

) - r r ( x ) = * t y  r /  y < x ] .

? ( fn])  are urndtoarele propr letet i .

atunci pentru orice tant K € 3 (fni)

, cu

pe

1, Sropgzi}-i-q

(1)  Dacl .  I ln  12 = 6 ,
a
t

€  * ( r rn  re )  =  t r ( r r )  tK ( r2 )

( i i )  Dac6.  I1n r2 ,  atnnci, pentru orice lan! K€ y ( I nl I  :=d

t  r r*rr(*)=  t ,  ( K )  .  t ,  ( K )
' 1  - 2

I

( i l i )  nac6_. r ro j ,  =_P-  ,  a tunc l  I

f  , r t r r )  .  {  r r ( t r )  =
i r - ,  I  . l r ^ l

( - 1 )  
'  ' L  e

Dernglstrat ie

1 3 )  € * ( r r * r r )  = . T - € * ( x )  =  ( d e o a r e c e  r t n 1 2  = { }  =
u 

x{tnxLy

= I t * t x s . 1 L  t r $ )  = t r t r 4 )  t * ( I ' . )
xeTl  b€Lz.  *  - ,  (x )  /  n  n  7nOT.  = 6)  =

(i i) €i,*rr(trf =T*tru *,-.t=I(*nf 
tnxLL' =' ( /a*"'tc

= TT- e^lr^u) 
+D"t*', 

= {- (^)"" 
*' ,(- ,>1'$) =1..e'Pt.'' T (-t;4'cn) =

K eK /nK:n) 
\ Y) 

xe1 re'Y

€. k\ t.' (r) .
L 4 '  L 7

( i i : - )  F i e  r "  =  ( L - ,  1 . . . 1 1 * ) t
i - 4 . t ,

/0 (e)
r r * r ,  =  r z  1 r . '  ,  r z

, '  , F * t
u n d e  r z  = U o = n t *  f i e c a r e

No tEm cu  hoc  =#  t f '  ,  { =

. . , * h p * l  r

concaten.atea I I  *  1A conduce la l

Ui /ttt()
1 " '  < r ;  ' i n  1 r ;

k)
T-z' fi ind un sublan! din IZ,

L r 2 r . .  o  1 p * L ,  t n c i t :  l I 2  |  
=  h r + h r * . . .
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Aveml -Dr,(x) .r-.r- , r
?  r r  r  - T T  c  f w )  - T f  ( - t )  

' b ' t  
: l l  ( - l )

, '  t ] - \ =  I l  C r  L / \ /  r '' i r" t)- 
in ' l r*r l  " ' '  ierz Y,ez{tt

'&'!' ' \ 'Ju't(*t { - I ) o  ,  T , - . F , ) t '  ,
iq{}'

rTnu) 
,1T .(,f"-',. ".

- (7')
X€ LL

. 'rT t^L)* =. .  I  l t  I

x*i!'''''t )

'4p*,

+ Ir*,) itl
-  (-r)

f f ,0+t ,  I

E
+lt

= F ( )  
o ' ! "  + ' t 'X"*  -  '

IPe de ar td"  Par te :  
/ r  l  / r r  g ,  (T, i ) : r

trr(rr) 
l^trf.,., or!,,,t . ..*L[0,,,\Lr) = (r( (i i))=tr!,,fr. , ,r 'ufirn-,r

( r ' l , t 4 . l . t + +  1 t / y r )
= ( D

: ( -n )1 I ,1  
' l r . )  -  t :Q^4! 'u

Innult ind, obt inem!
G  / r  \  , 9  , ' -  t  u -  r \
e  

L ^ (  t r )  '  c  ; r ( J t  )  3 C  L )

( r )  ( i l  r , t  €9 t  [ " ] l

} lu l t  ip l i -carea ast fe 1

ext e rioar6. obi rsnuit d..

L[r 'Gt-DA* Z:,'["i^r){*l I ' , l i I " l  -
, ( - Y )

1 s, ' [  ) I" l

def in i

- (^

p e A.(At)  analogul  concatendr i i  lan{ur l lor ,

t_)

,  dae6 I  f ' lJ  *  d

,  d .acd  InJ  f  p

e v i d e n t ,  c e a

/

//

Putem acum

anume !

( z ) n r A f ,  =  0

r  E r A E J  =  
{ t t ( r ) ' E l x ' I
i o

d e f i n i t S ,  p e  A  . ( n t )  e s t e ,

Ea are propr ietS. l i le !

s i  E rAEJ  =  ( -1 )  l r i  ) ' r l

r , , J  € 9 ( 1 4 )  ,

'  1.1 AEr

pentru orice lan{uri
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(aupd curr l :  €r€ ved.e din (1) I  tmpreund. cu ( i i i )  r  Prop.l)  '

I i tul t ipl iearea (f  )  pe A .(Ot) este evident asociat iv5 gi unitara

(cu unitatea L = Efr € A), tncf, t  ob{i-nem A*a}gebra anti-coloutat ivd

( n . ( a t ) , A ) .

Relal i i le ( f)  const i tuie tabla tnrnul l i r i i  acestei algebre'

Algebra exterioarf, .  A.(n*) este chiar grP.d*Atd.n tn sensul c5

graduarea ei  canonicS. este '  compat lb i la cu mult ip l icarea'

i { a i  p r e c i s ,  P e n t r u  i r  j  g  t  o r l r  " ' r n }  I

Artn") n Artn"l c A i*i (at) t

u n d e  A * t n t )  =  ( 0 ) ' p e n t r u  k ( o  s a u  l r - 7 n ' '

Graduarea atgefrei exterioare A . ( l t )  este ehiar stPnd?rd, ad1c5' l

( v )  i € 1  2 r 3 r . . . , r )  ,  A r ( l t )  =  A r t n t ) ^  " ' A A r t l t )

( i  f a c t o r i ) .

Acest lucru rezul td nursaid.ecl t  d in observal ia cH'  or ice lan{

I  =  (X . ,<  . . . (X i  I  e  t  t i l l  es te  conca tenarea  e lemen te lo r  sa le ,  i ' e . l
. I

r  = f *J*  [ "J*  ' . .  x l t r l  e

Aqadar ,  n . (A* )  es te  genera td  (ca  a lgebr6  pes te  A)  de  componenta

sa orrogen6 de gradul 1r adicd'l

( 3) A . (at) = a' < Ar(lt) 7

2 ,  P r o p o z i t i e

Fle lzLr €(,(An) un element omogen cl in algebra exter ioard"
r _ - - , -

t i

Dac5, 1 = deg u.J- este intpar, atuncii

lU . r / .1Af  =  0

lemogstrat ie

A v e m l  1 A ) - = > - , - l r l = 1  d I . E I  r c u  " { I € A . A t u n c i l



f t
w rt v(.t- *-{+ u, €r) n (z- r, E, ) = L-= ,( tr't', 6, n [l '''

E1=i  
L  L /  '  

l I ;  = i  
-  L /  b l= lJ t ' c

)  ,  {  \  t .  s  
(< r<_ r .+ ( -D ' " " " * ra ) \n -

v  ̂ JnL- l  ̂ Er )  =  t  4  tz t )  =  
l ;  

Q ia t r r - r ) ' r t l ' ' ! r ' i t ' t t r

\ -  i .  : ( * t ) t : . , , , * \  
c  n F -  -  - ' 1  |  t = l ( * 0 . 4 2 )

, )_  [  d l  d t  +  FL)  AtJ ,  )  cz  A cJ  =o )  (^ ' ' ^0 t

lL7

(unde , ,  ̂ ' i  denote ord inea lex icograf icE,  pe lan lur i le  peste , f t ;  t  / l

Pentru formularea urm5.toarei proprietf l l i  a algebrei exterioare

A.(at),  reami-nt im cd. o A-algebrd graduatS, (f ini ta) ant i-comutat lvsl

C , = @ r : .  C '  i  ,  ( ' o = A  q i  C r C r e  ( r o .

se numeqte "alSebJE-Poincard' t  dac6 forsla bi l in iar5.  dat6 c1e mult i -

p l i carea  a lgebre i  C  "  ,  es te  nedegenera td . .  Aceas ta  fnseamn*  c /a ,

pent ru  o r lce  i  €  {  o r1 ,  " . .  r r }  ,  ap} ica ' l ia  b i l in ia r5 . i

f  ;  C , r C , - , - - r C "  ,  t ( x , y ) r - * -  
* > x c y

este ned.egeneratd,  adic6 deternr ins.  iaomorf  ismel-e l in iare l

C , - '--,, r{omu ( Cr-:., C") n prin

( b ' )  * e  C ,  ,  y C C " - i .

Are loc urm6torul  rezul tat .

xr*tfr s c0
/,ft) 

5 xY ?

I Btopozit i -g

Pentru- or igg-n, > o - al .se9fF. exterioari i  A " (41). e.s-!g -q

algs-!r'4 Pc"igp*qd* 
't'

!eserlslsell-s
- t  )

F i e  i  €  \ o r 1 ,  n .  "  e r 1  |  r  T r e b u i e  s d  a r f l t 6 m
A - v1 .

( " )  P e n t r u  o r i c e  v t r  e /  \ ,  ( A " ) ,  a s o e i e r e a

doud lucruri l
-  - { z -W- r----+l)"g,,.- €ste

grri9ellrE'

exter ioar i t ,

Or i ,  dacd.

u n d . e  
f r , " :  

/ \ , ( A n )  - e > A " ( r * )

cu  1^Y  ( i "eo  
/ i l r t  

(o ) .= * l ^o t

f  ur= fLwt ,  cu 1Ar = 
hrorL '

e s t e

(V) u
' t ,  

t ,

) w

mul t ip l i carea

€ n . ( a t ) ) .
'f

t i l  '

o 1 -

l " r t  
.  E- r

;  I L  L



atunci q,+i rl Z. .= w 
'n 

t.pentru orice z € A ' (at) '

In particular, dac4 I € ( Ll] ) este un lan{ oarecare ' lutnd

,I  = 
h 

(T = lan{ul complementar),  obl ineml

, 'n  l ,  =  wtAZre> (  Anu,  ( t ) )  ( : )  d tErn ET,= f :€r  A e  f  "

Curn ErAEf este vectorul unic al bazei lui  Arr{At) 5 A r terultd'

de a ic i :  / r  =  f  t ,  (V)  r  €  (  f l l  ) ,  dec i  l t r  =  w '  '

Agadarr. asoeierea r,r-f t-->fV,t este in jectlv6' 
j _

A  , . r i . -  , t -  " r , l l i - - . l i - ; - ' - - -

(b)  or ice forrnb A- l in iard f :  Arr- i (A")-- -+n"

/w, 
pentru un anunit  vector td- = "*J- ( f)  G Ai(*t)  €

f este unlc determinatd, de acl iunea sa pe bara 1ui

(  J r )  
i r l =  o - i  ,  da td  de l

de tipul

Apl ica! ia

A r r - i (a* ) ,  i .€ r  de  fami l ia  d 'e  e lemente

/-r.1
( V )  r  6  (  ; : j  ) ,  r ( u t )  =

Considerdn eleroentul  i

\! -1/r'(f) = ;-
l l l  =  n - i

denotb operatorul  de eomplementare pe

Avem, pentru or ice lan!  J €( f " ]  )  :
n-i

r  / (  c  r r \ . J  
\  t '

w Atr3 = ,  
fu ,  

t=r ( t )Jr  t r1  )  / \  c7

= 7 *  € r ( l )  4 r ( € r . A € ' )  - t 3

tTl" n'i '

=  d . '  t , F )  t u f t )  E  u l  
=  l J  a t nT

J J J

Agadar,  
/ rurqi  

f  acl ioneazd id 'ent ic pe baza

deei. sint eeal.e.//

4 .  C o r o l a r

Pen t ru  o r i ce  i - € l

DgmogEtfat ie. .

Af irmalia rezulta. din Prop.3r i ropreuna cu observa{ia

^B  A  rnn \  :  A  " / /c d  , r  t l l \ l r  )  
/ /

J I '
" t r  Q  N  

n ,  4 T  €  A .

n i  e n i ( n n ) ,  u n d e / - r t

3 t ["]) .
t 1 G )  4 , .

t - -* - t

O r 1 l . . .  r r r ! , Ar(n') = \-rta"l

=  (  , , {  ( ' t )  ,Q l )  :

t : )  r j A  5 :  =

tu i  Ar r_ i (an) ,
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OBSARVATIE
A

Corolarul 4 axat1 e6. aLgebra exterioarh A .(g*) eete

gutoduAl{. .  Aceast6 auto-dual i tate este eompatibi lE cu stru3,tr i le

diferen{ia}e Koszul ee pot f i  introduse pe A.( l*),  dupa' t*o i*

v6,zut Ia Prop. ? ,  $1, ExP.II  ,

Fie f f  = S^ O i  un ideal omogen a' algebrei exterioare
i=o

n .  ( e * ) ,  u n d e  J i  J n  A r t e t ) ;  i  =  o , I r . : . t '

5 .  P r o p o z i t i e
tv

Dacl" idealul onrogen g/ este nenult atunci 3*. I (o) qt

rec ip roe t

Denonstrat ie

J r r *  ( o ) - 2 J =  ( o ) '  d e o a r e c e f i ' ^ e  t "

Rec ip roc ,  f i e  * l  +  ( o ) .  A tunc i  ex i s t d  Le  {  o r1 r . . .  r t }  q i  ex i s t g '

ue  7 ;  ,  t nc i t  u  I  o r  F i e  u  =7 -  J -  E .  cum u  f  o t  ex i s t d '
i i l  r

r-1
r  6 ( , ' i , )  q i  / . r  =  o .  Dar  a tunc i  uAE l  =  d r  E rn  E i  =  !  l r  u#  '

q i u A E l € J *  .  D e c i  . i 1 , * l  G ) . /

Von nota cu A *t l t )  
= @ 

^ 
Ar{ l , t)  idealul omogen " lreleva}xt ' t  '

i = l  s

aL aLgebre i  ex te r ioare  / \  ' (A" )  '

Anulatorul  acestUi id,eal  se nuneqte i lsoclut t  a l  a lgebrei

g i  s e  n o t e a z d .  c u  S o c (  n . ) .  A s t f e l l

A. qat)

soc  (  n .  )  = { * ' eA . (o * )  / r yo  1 r  =  o '  ( v )  o  € { t l " l }  '

Este uqor de v6.zut c5. ges( A') este r:n ldeal omogen al algebrei

e x t e r i o a r e  A . ( A n ) .

Are l-oe ur:utS.toarea proprietate, ce ref lect6'  in structura nuLtiBl i-

cat ivb canonic6 autodual i tatea algebrei exterioare (Cor"4 de nrai

sus)  r

6 , - S r o p o z i t i e

(  r )  soc (  n.  ;  = Ar,  (nt )
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(  i i 1 Orice id,eal  omo n nenul 
"l 

g A. (at ropr le ta tea l

Soc (A , )  *  A rd tdm cd  t t t ,  =  o ,  pen t ru

este omogen,  aeeasta rev ine la  a

\^Y€ Socr( n.) este ng} ,  de indat6

"J 
f\ soc ( A )  I  (  o ) .

Dqmonstrati.g

( i i )  rezu l td  d in  ( i )  q i  prop.g de mai  sos.  Aqadarn vom

demonstra ( i ) .  Este l - impede cd.  Arr {a*)  G soc(  A, ) ,  dec i  rd .mtne de

ar6tat i.ncluzi-unea invers5.. .

Fie r/ = l* Irv €
i = o  i -

i  =  o r 1 n . . . ; D - 1 ,  C u m  S o c (  n  " . )

atdt,a c6" orice elennent omogen

c e  L f a .

Fie W = Z- ar .  Err  cr l  i  I  n.  Daed w# o,  atunci  existd.
I t  I  " . r -

I  € (

lrl t

[ 1  I  q i  * l  o .  cun i  l o ,  comp lemen tu t  1e  (  l i ]  )  ve r i f i c6 . i '

o .  D in  \ ,V  e  Soc (  A . ) ,  rezu l t5 :

O  -  u t    E I ' -  o / I  ;  E I  A  n 1  =  I  U I U t r l  r  c € e a  c e

inpl icd 4 T 
- 0, contrad tctLe , / f

OBSERVATIE

nenul 4acd ei. numal dace J n Soc( A *) I 6 .//

Studiul nult ipl icSri i  a3-gebrei exterioare A. (.q*) r idicd. tn

mod natural  problema caracter izdr i i  non-div izor l lor  Lui  zero d. in

A.(at) .  Aic i r  re Limitd"rn l -a ind. icarea unor importanl i  non-d. lv izor l

gmogeni ai  1ui  zero,  tn algebra exter ioard.

Reanint im c5 un element w € A* (to) ( i

numegte t'non:d.ivizor al, lui zero" ArcJ.l

Rezult5, d. in ?rop*5 qi 6 cd, un ideal onogen i l  A A.(ut) este.

*  o l l l . ' . 1 f 1 )  S e

= deg(utt  este par

o c t n d i = d e g ( r f )

este impar

( v )  u€  A , (a r )  g i  1 r ; - , ru  
(  u=o '  c lnd '  1= n-=)  
1  u€A"(a*)
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Evident ,  or lce non-d iv izor

non-dlvizor al  lui  Eero gi

'  
? .  P ropoz i t i g

Monga$gle gx.terioare-de.-g.fadul Li

n-on-divizori  ai  lui  zqro-- in A.(,qo)-,

Lul zero din A =/ \o( l t )

a lgebra exter ioar6.

n* lx € f"l]

a1

tn

, rdntne

stnt

I n  adev5 . r ,  f i e  u  € 'A r ta * )  un  e lemen t 'omogen  ( i e  {  o ' } r .
t 1

' . r 4 i

tnclt  u A E* = or pentnr x €[n] f i .xat.

putern scrie i tt Z.-.-.-- *, ET .f 2--- .- *t €, ,

i t l = i ' , 7 ) *  
L  '  

l : , . l " i ' , T ? x

u A E *  = } ' u * r ' E i  r r E x . A e *T

i

€

i c

(
.(
L

a :

umCu

de

I t * , 1
o ,

Atunci I  0 =

este in  baza

(V)  r  cu  l r l

1iber5"

=  i  g i

r
, {*  t - r

t  L X

u  lu i  A r * ,  (g t ) ,  ob l i nem de  a i c i !  * r  *

I  +  x r  R e z u l t s l  u  =  E - -  A r e  ,
lT l= L ' , I )*  

L L

A €.x € A. (A^) n E* / '

Dernogst,r?tig

Datori t6 bi l iniar i t tr l i i  produsului

Lu i  d ,  ,  este suf ic ient  sH.  cons iderdm cazul

exter io r  q l  L in ia r i t [ t i i

a d.ou5. monoame

Y +
= ' /  -

l i ) = r " ' , L ) *

OBSERVATIE

?entru rnonoame exterioare d.e grad >+ 2t rezultatul de
f

mai sus nu r6mtne va1abl1. / '
(

$a. srRucruRr DTIERENTTAI.E PE ALGEBI?A EXTERToARS

Fie  a i  f n l  - - - ' ,  n  o  schernd  q i  f i e  d .  =  d . ( " | l ) :  A . (An) - - r

-4A. ( l t )  ,  di f  erentiala Koszul introdusd de a pe modulul Liber

A . ( a * ) .  ( e f  . E x p . r r , ,  $ z ) .

8 .  P r o p o z i t i e

.  t  . .
d. (a  /  e ) .gs te  o  dgg iv?qg ono log icd  a  a lgebre i  e l te r ioaqe.

A  . ( n t ) .  * d i . e : (V) u.l,r;' €,A. (nn) cu u onogen :,) -d ',lq 4lgl-a

= d .  (u )n  I t ) -  +  ( - r )  deg (u )  u  A  a .  (u )  .



In acest ca.z

A, (Er^ Er) =
,  deci  obl inem
' \ / -
L-  2 . ,1  tx)  4y
x € I  

P "  J

Q & .

, t 'rebqie

-'l-
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exterioare standardl u = EI ,1d-= Eg , avlnd d'e ar6tat

l r l
( N )  6 .  ( E r  A  E r )  =  6 .  ( E r )  A  E , r  +  ( - r )  t ' t  E r  A  d ' '  ( E J )  '

conform def in i l ie i  (1)  a  tab le i  de fnmul l i re  pe A. (et )

sS csnsitlertrn separat dou6. cazurL.
J

( " )  t { \ J  = F

E, AE, = € r l t )  
Er ' t

(rl* 4\---

V x J ) x

),f J

€rft)

f
L A  , . r  \

1 t  x J  / t q
o

+ tr?)t, (x) tr(x)

trh) d, @h) =

t56!:g) ql €iirt|,*€rb)fu = (:"/ %",^' l  ,$ l) =

/ r t t_
xeI

a* E(rrJ) 
* Trrr(vr 

t ,ot a,- . 9- L J

= (ain defini l ia concatenlri i  lan{uri lor) =

(  - . " \ ,  t . . \ r t  I  t i  \ / - r ^  n l :  + 9 - h l T - t r l ) t . [ y ) q r t r b ) e t l t I=tr(r)krr(x)trk)ar t1o,)ELrnEt."?,)Fr'!!l:u-"',1f,.'l ':'.,' ,:rl,o",,

=lL*r&rtrttr*)rrri))Er(x)arEr1^f 
rU!"t{[fu€16)t'Q)tro)o"')$sut\;''
' [tE- Afz - P(Y ,7 '7) t'$)or Ei) '

=l -L  J(x ,T- ,J)  2r t4or | r1nEl  tF t ) '  t r I  "LFJ rd 'L t r )  
L td '  ' ;3*  

i r i

; r - :  (  x,r  ,J )  ,= t  rh) €r( t)  tJn) * P$,r '1):=t{L) 
t r ' i l " r ' t t  ( t )" ;

Din Def in i l ia di ferent ia lS,  Koszulr  v€dern cX (x)  are loc dac6

{ ( I , I , { } = r -  q l  
f ( y . I , J I = 1 '  

( V )  x € T "  9 i v 6 J '

Dar ,  d ln  Prop. l ,  $1 ,  ob t inemi  , - -  .  ,1L

a(x,T.,J) = trtil[tr&) t J it.)J = t{i' €JO) -- Ltttil = 1

(deoarece lan lur i ie  f i l  U i  t *  s ln t  d is juncte 9 i  I  =  [1  t ' I *  ) "

Ana log ,  . t o t  d in  P roP , l r  $ t ,  ob { inemi  
, - . r  l - r  1  l l lrr l  ,  , , , lLr)1"{ t l  f ,  0) ,€,  (1f l . [ r ) ' - '=

pQ,I,J) , tJo) €i t f i  t t r (T)Ct) ' ' '  =Er, .) t t )  
-  

Ltr f l " '  uJt" ' '

=(o{o*^'*  [ ' )7 n\ =/ ' \  J =h)* ) ;)  =

.  . l r l  ,  . l t l  r  '  ) ' t l ) ' = L= tr7) H)"' tJ0) Ft')" '  = L4H ?t
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Cu aceastan (* )  este ver i f icat | - ,  tn  acest  ca%n

( u )  $ t  j , #
In  acest  oe,n ErAEJ = ot  dec i  membrul  s t tng d in  ( " )  este nu1;

Ca1cultrm .gi rnembrul drept din (x),  ar&ttnd c5 este nu1" Aveml

d.rrr)A [y +(-t) l ' '  Er^ i ,Gr) =*, trbta,EL*A E r.  r  
i

,..irl r e e)atf , A[rq= @^krT,drt"uF;.i,^*'i,*-; 
ov&tv'o'ufi =

+(-0 
r t r  

r t (?tuy " t : 'e . l - ' *  t  
, r t  y  _ f " (q,> 6to1 F_ AE._ .  .

= f =_-q-:K trk\ e^Et, nLt r ( t)tt'fuffi74tui ot Ei ̂ Er,

,ptnri"':;\TlParatd. cn { x eilr,, or ='d } I d<+#'r nr) = 1'

i .€ .  InJ  =  { * }  ,  pent ru  un  e lement  *  € td '  In  aces t  Qar+  avem de

aserceneai  lVe 
l / l^r ,  = d I  = {*} ,  deci  aurbele sume d'e nai  sus

au ull singur termen, tncit ult irna expresie se reduce Lai

Erc*l a, Etr A\ + Fu/I' , ,frrxYx$fig*In 
J ={*}

2e7 :  I aJY '

Dar atunci IxX J = I  ) f  J* * td * Ixx Jxl= K' d'eci obt ineurl

trca ar t30,) 6r o !:Dttl 4';) altr^9) E c =

="L trk) tt 0 -) *G t,)-t,tt tr(i € g(t il o,E * '

Dari {.-rx> tri): oiur'tttrcittr^ii; =( olooo** t1*> = 2r*c")) "

=€7*(^)tro)*f-ol ' ' '  trr?q)', '-) 2 ("/ '(tLL) ' f".r ' '  4 ' dl) =

= tirk) €t*(t) t'rtl^.i[rl *clllt] t-ir(x) t3'ft) tt* (I^) =

=fti _G) tir(dt , *fi,) 
(- n) 

lt.\ lJln (-,)tt' f: J" [n) f t " 
("1 t, *Ct n) '

= (y*f^,-f*i *^i wtrmo.fu,* #'^l 4)+n)"ol't^' ,r,rrr+G'Llt]€-r"(1^) =

= (4 g,*y a ,i l) = (-r)i)"l l t '  '(-,, '" '  l '"1 
,r,ft,)+H)lt\ tt,(r") =

=i-Gr)tr'l 
(iJl r /l^)* t-olltlj cr" (I^), A;**,,- y.*"ft'v c "J'n"k or""tn

b* ,  ( n ) r r ^ l ( r gy  
+11 * l )  

*G l ) t t t  =g4 )  
l t , l ( 2 l i " l + l )  

o (_ r ) l t )  =

l l " l  (T I
= F , )  * ( - r )  2

"/
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Din aceast6 Propozi l ie rerult  d" cd. or ice fn] -schem5 ai [nl--* A

d.etermina pe A " (tt) o structur#, d.e alse-UnLdilereqtia]8.-sf?gSqtn

(vez i  Exp ,V)  i  (  A " ( l * )o  d " (u .  l n ) ) .  Cornp lexu l  sub iacen t  aces te i

algebre diferenl iale este cornplexul Koszul asociat tr ipletulul

( t " ]  r  & t  A )  ( c f . E x P . r r r ) .

Alt fel  spus, coneatenarea lanluri lor peste [*]  "  o introduce pe

eomp lexuL  Koszu l  ( r " (a  )  A ) ,  d . (a  I  a ) )  o  nu l t i p l i c l re  ( c f : ! 1 ) l

conpat lb i l5  cu s t ructura d i feren l ia l *  a  a .aestu i  complex ( i . * .d ' i fe-

renl iala Koszul veri f ic5 proprieiatea din Pr:oF'8) "

A l g e b r a  d i f e r e n t i a l l  g r a d u a t f ; ,  ( A . ( l t ) o  d . ( ' , a ( l ) )  =  ( f " ( a / f ) ,

d . (a lo l l  es te  o  a lgebr6  Po inca r / ,  cu  g rad .ua rea  s tandard  (P rop '3  e i

r e l . ( l ) ,  $ r ) .

pentru o dif  erentialb. Koszul f ixatd. d'  (a i  l l  :  = d'  i  A.(nn) ' --->

t n . ( a t ) , .  v o m  n o t a  c u  Z . t "  ) t l  =  k e r d . ( a  J n )  n u c l e u l  q i  c u

, Y
n . (a  f  l )  =  Lw a . (a  i  a )  lmag inea  1u i  d . "  "  E lemen te le  l u l  Z . (a  l g )

"u 
, r . * * " .  f rc ' ic l i r t ,  ia r  ce le  a le  lu l  Br . ( *  l l )  se numesc " !g ISI i "

(sau ,,grgngigr]g, ' )  ale algebrei di feren{iale graduate ( A.(At),

d . ( a  / A ) ) "  E v 1 d e n t n  Z . ( a  I  n )  q i  B , ( a  I  A )  s t n t  s u b m o d u l e  g r a d ' u a t e

9 .  P r o p o z i t i e

Z" (a  )  A)  e" te  o  suba lqebr i  a  a lqebre i  d i fe ren t ia le  q raduate

a t - e  n o d u l u i  4 " ( l * ) ,  i . e .  z . ( a  l a . )  =  @ . t  z r ( a  ) n )  q i
L=o

n " ( a l e , )  = e . o  B r ( a l o ) ,  c u l  z r ( a f  a )  =  z . ( a l  e ) n A r t X " )  ,
l=o 

'r' ' 
{

r e s p e c t i v  e r ( a  l e )  =  B . ( a  J A ) A  A r t n t )  '  I  3  o r l r ' n ' e ' 1 1  o

n . ( A n ) , a " ( "  l 4 i a r  B . ( .  i  * )

subalgebre i  Z " (a  I  l )  ,

Pemonslgatie

F i e  z I ,  z r Q  z . ( a  i  A )

c5  p rodusu l  , l \ r ,  rdn ine

d.oi  c ic l i  omogeni* Trebuie sd ar i t t i ra

c ic lu .  Ap l i c ind  ProP 'Bn rezu l - t6 ' l



5 =  0  +  0  -  0 ,  d e c i  z . r A  z ,  e ' "  Z , ( a  I  n ) ,

Astf  e1 ,  z ",(" I  n) este subalgebrf l  fn 4. (An) " Aceast& subaigenrs"

e s t e  e h i a r  d i f e r e n l i a 1 * n  d e o a r e c e  d . . ( 2 , ( a  [  * ; 1  *  o ( i o o .  r e s t r i c { i a

L a . Z . ( a A ) a d i f e r e n t i a } e i K o s z u 1 d . ( a l o ) , a r e i n r a g i n e a n u 1 # " n

d . e c i  i n c h i s d  i n  Z . ( "  I  A )  ) .

D a c S  b € 8 . ( a i  * )  e s t e  u n  b o r d ,  i . B .  b  = u . ( q , ) r , - e u - c  e  4 - 1 4 8 1  r  .  ,

o b l i n e m  d . ( b )  =  d . ( d . ( c ) )  =  4 2 . ( c )  : , ,  0 .  A q a d a r  b  e Z " ( *  l g ) .

D e e i  B . ( a  I  A )  g  z . ( a  I  g ) ,  1 . € .  B . ( a  l a )  e s t e  s u b r o o d . u l  a l  l u i

z . ( a  I  o )  .
F i e  b € 8 . ( a  l ; l )  u n  b o r d .  q i  z  €  Z . ( a  I  ^ q )  u n  c i c l , u  o m o g e n .  A t u n c i

b  =  d . ( c ) ,  c u  c  €  n  . ( a t ) ,  d . e c i

b  A n  =  4 . . ( c )  A  z  =  d . ( c  A  z )  ( c d c i  d ( z )  =  o ) ,  a d i c f

b n z  =  :  z n b € B . ( *  i n ) .

A s t f e l "  B * ( a  I  A )  e s t e  l d e a l  i n  Z . ( *  I  g . ) .

2, Defi+i . ! ie

A l g e b r a  c i t l  H , ( a  l e )  =  7 , . ( a  I  n l / e . ( *  l t )  s e  n u n e g t e

"al,gg.bra-4g- gr4olo,gtqil a algebrei diferen"tiale graduate

(  A .  ( n t ) ,  d .  ( a  I  A ) )  .

t t . ( a  J l )  e s t e  o  a l g e b r S  g r a d u a t 5 l  U . ( a  , } n )  =

6 . ( 2 1  A a r )  =  d ( z r ) n  , Z  * ( * 1 )

n r ( a  |  , r , )  =  z r ( a l  A ) l B r ( a  ) A )  r

Diferen{ ia la  Koszul  a"  (a  i  g)

(  A i feren l ia la)  nu ld .  Ast fe l ,

d i feren l ia l6 ,  cu d i feren l ia la

5 o -
d.eg( 2., ) d .egz.L  

, 1 . ^  d ( z , )  =  0  A z Z + ( - f )  * z r A o  *

n
6 lI. ,  (a I *.) ,  cu

t :

a = O

i  =  o r , 1 r . . . ; 1 1 l  |  .

ind.uce pe algebra d.e omclogie a) l ica1iq

U . ( a  i a )  a r e  s t n r c t u r i  d . e  a l g e b r *

t r i v ia l * .

S E  r e m a r e d m  c 5 ,  p e n t r u  u J l  $ i r  d a t  a  a ,  ( a 1 r , . . 1 & r r )  r
r  l , rH n ( a l A ) = L / g

A.ar),  dupa cum rezult6. nunaiCectt d. in
YI

sa = / -
i = 1

(cu



algebra

f n  a c e s t

5T

!et!+rtla- ?:
r  !  r  \  r n \DacF"  i t r (a  j  A)  =  (0 )  pent ru  i  x  3 - r2 ,  n .  u  1n  ,  spunem c* "

diferential f i ,  (  n. (g*),  d..(a A) ) este -qgic.Lig$.

,? i r  de expuner in  s tur l iu l  a lgebre i  de omologie l { . (a  l l , )

ocup6 un loc qentral" ,  Inceptnd cu I lxpoI 'Vp ne ocupX.m d.e revelarea

semnif ical ie i  pe care o au algebrele d.e omologie ale anumitor

complexe Koszu i ,  consr ru i te  pes ie  ine le  locaLe noet l re r i€ne"

O pr im*  propr ie ta te  impor tan t5 ,  a  aces te l  a lgebre  es te  u rmdtoarea.

l o . 3 ropo? i } ! g
.  f  1  -  .  ( 1

t r ' i e  a i / n { _ _ . } L  o  L " J - s c h e n 6 ,  a =
u J v r

DernqnstrgSig.

A f i rmat ia  rezu l t i i  d in  coro la r r . r l  15n  $3 ,  Exp, I  "  / /

Aceas tE propr le ta te  a ra t6 .  ch  idea lu l  g  anu leaz*  omc log ia

eomplexului  Koszul  def  in i t  de scherna al  f " ' ' f  ' -> a ' :e algehra
L ' ^ J  T

4<-
- / A ^

x cdxJ
'  

A t u n c i  I  a .  H . ( "  i  A )  =  O  r

ex ter ioar l i  A"  (A* )  "  In  par t i cu la r l

Dac4 a =

1 1 ,  C o r o l a r

x et4
A.ar ,  =  A,  a tunc i  a lgebra c l i feren ' i ; i l t l " i i

( 4 . ( ^ q * )  ,  d . ( a  A ) )  e s t e  a e i c l i c S . .

In coni inuare,  vom studla mai in anr inunt legdtura lntre

s t ruc tu r i le  mu l t ip l i ca t i v4  .9 i  d i fe ren l ia l f l  pe  a lgebra  ex ter ioar i i
, ^ -

/ \ .  ( A " )  .

Sd consj-der in urrni torul  endomorf ism A-l in iar  a l  a lgebrei  exter ioave

A  / a I } \  .  1 ! "  - i  
' 1

.  / \ . \ f r  )  c  \ f )  i  € \ L r ? r . . . 1 Y L J  ,

u n d e  t  = { 0 r r . . . , $ r r }  e s t e  o  b a z d  f i x a t b  i n  / \ i l .



( 1 )

14, Hroqo.gitie.
Pent ru  o r i ce  i o i

1 7 *

(- 't

z l t  D  *  V  '
t  ( - t L ? o o . l L L J  e

( i r )  
/ h o F ,  

+  i l ; o $ :  = e
/ '  _ /  

' J  
/ _ ' )  /  

- _  
. _

'  Demo-ns'Eratie

( i )  (v )  w€. / \ . (e* )  , . f j , f i l ve=f i (E t rn io )  =  
\n (€o^ \ 'LY)  

=  
:

*  ( n i  AE  j )  AW-=  (deoa rece  deg (E r )  =  I ,  c f  . p rop ,2 ,  $1 )  =  OA  r f=  o .  
.  1

'  r n ' \  ^ . (An )  .  (  F - . e  l . / ;  n  l " ; ' / t t )  ( v , , r ' ) =  € ; ' t ( € r "qw)  +E r ' n (€ " t r * ) '( i i ) t V r 6 / \ , r , '  /  ) , /  " . /  d  / o  ;  L  ' A

={€tA 6, ' )nur  +  (€} 'A€")  nw =[L ' t r r€1 + e ,  f fc )Avr  =oA v- ' l i=c ' t ,
i . - L  i  I  o  4  "

Rezultd din def ini l ia omomorf ismelor cle mult ipl icare I  l" t ; l impreuna

c u  P r o p . 1 2 ,  ( i ) ,  c i l t  p e n t r u  o r i c e  J  e  - b 1 2 s . . .  r * l  , ' ' A - * - _

41f , fe l l t f -a lA -c-o-omolo.gicd pe A .  (at)  (  a ic i  t 'co-omologi .cB' l

lnseamn6 c,{ 
/r i  

este omogenfi .  ln raport cu grad.uarea lui  A.(no) ,

d.e grad. +1).

D i fe ren { ia le1e  co -omo log ice  4 f r , , . . ,  / r \  
se  Ieagd"  p r in  re la l i i } c

d . e  a n t l - c o m u t a r e  ( l i ) ,  P r o p . 1 2 .

OI]S JIIVAT ]E

Rezult6 din demonstra{ia de rnai $u$ c5. or ice elernent onogen"!

de graC impAn u) € A. (ot) n def ineqte diferenl iala co-omologief,

l j , ' .  A, ( l t )  *-- :)  A. ( i rn) ,  , i i , , {u) -  LL: A u, (V) u € A. (at) .
/ L v / w -

Ac, ;as t i r  d i fe ren l ia l5  es te  de  grad  ega l  cu  deg( tv ) . / /

D i fe ren l ia le le  co-ono log ice  d .a te  de  mul t lp l i carea  pe  A.  (g t )  cu

e lemente le  U j  ee  r  &B urmdtoarea propr ie ta te :

1 J ,  P r o p o z i t i e

P e n t n r  o r i c e  i  4 L r 2  r ,  .  .  r *  \  l k e r
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Deraong!rqtie
a

Este ev ident  (c f  .  ( i )  ,  Prop"12)  cd Innn l ) ;  €  ker  ; r  ' ,  .
l J -  /  ' - J

Reciproc, f ie 1/v a ker gn. Curn ker F ,(resp.):^pr) stnt subnrg-dr.r"1e.-
t  d  I  I  / J

graduate ale lui A .(et) ( /1, f i ind apl-i.ca{ie l iniard. omogeni,:.) ol . t

putem lua elementul w omogenr

Dar  a tunc i l  ! u "  €  ke r  y '  u  ( :>  W n  E+  =  E .AW-  0 .
t d J . J

C u n  E . u  e s t e  d , e  g r a d "  i m p a r  $ i  n u  d i v i d e  z e r o  i n  A . ( g * )  ( c f . p r o p . J )
I'  

^  t  r m  , ,  t ,  

- ' " - -  ' "

$f ), rezultd c5. ra,- € A,{gt) A E j = I^ 
f i . / /

.' ..1 _- !1 ,Aceast f ,  p ropoz i { le  a ra td  c6  f igqq{e  d i l r_qorop}exe. lg  i  A . (9" )  ,  i ;n )

a r e  c o - o n o l o g i a -  n u 1 5 . ,  i  :  L , 2 , .  n . ; r l  .  

'  d

A n

Aqadar ,  omote t i i l e  de f in i te  pe  A . (A t )  d "e
n

4",  induc struetur i i  de eomplex co-omologic

exter ioar i .

Fie aculn al l -d --t  n o sehemd qi f ie d. (r  I  a) ai f  erenl iata

Koszu l  de f i n i t d  de  a  pe  A . ( ,o t )  .

14.  PropgAi t+e.

6 - - r  ;  t l " ,  o  * 1 ,  .r e n t f l }  O f l - O e  J  e l  J - r l r . . . g L 2 _ :

d . ( a  i  o ) o , , r j  * , U i "  d . ( a  A )  =  
f  u i  ,

unde p ^ :  11. (e*) -) / ' \ .  (At) este apl icat ia A-r iniard. de mult i -
i  a :

J

p l icare  cu  e lementu l & : € A .
J -

Detrgrnst fat ie.

F i e  d .  =  a , ( *  /
t t  f  , ,  \

{o4.o pr '  + lJ i  . 'c t , )  ( tu)  :
'  . /  d  / d

r  I  r  \  I  f  r . t
+ L i A d , ( \ , t ) =  a , t L i )

<J

I  / r  \  ^ - , '  
I

= d, (I)rt ,L' - 
r '  ̂  d,w

=  ( d e o a r e c e  , l  . ( € , ' ) = ( 7 i
d o

vec to r i i

a c l c l l c

unei haze a ltii-

pe a lgebra

A)  .  F i e  . * - €  n .  (An )

d ( f; rw:l -r t;
L ,

^w'+ (  - l ) * /  a)  n

= QJ' A w- = a)' Lr-

un element omogen. Aveml

( t  (w) )  =  " ( ,  
(5  nw) ' r

r  -  |  i  l  
' \

ol, 1i{1 Lj t d 
-*' 
"= t 5+':^ \tr',=' j !

I  r r . \  n  ? U -  =a L ,  \ t , j  )  / \t

)
' ruybc) ,
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1 5 .  C q r o l a r  
r  1

Pe .g ! -qu  o { l c -e  i  €A } ,2n . . . " . . ' n l .  & ( i
I

nul t .n-alseblq-4e omolosie. E"Ja I  4)*

e sen{ ia l

induce enrlomorf i sir,,uL

D i n  F r o p . l 4 r  f , e z u l t f , ,  c r i  / t  =  f  t . i n d . u c e  p e  H . ( a  l A )  e n d . o m o r f l s n r u l
d  / * J

de mul t ip l i care  cu  a j ,  care  es te  nu l  con form Prop. ]o .

R e z u l t 5  d i n  a c e a s t &  p r o p o z i l i e  c d  g e n e r a i o r i i  E l r . . .  r I i *  a i  a l g e b r e i -

diferenl iale Koszr;t-  (  A "(at),  d.(a i  a)) "ee -! f lgla}}fg.?2f l*$R gp!*ggig

.  Aqadar ,  p ropr ie t5 . l i1e  a lgebre i  H . (a  i  A)  d i fe r i r  in  moc l

d e  p r o p r i e t d l i l e  a l g e b r e i  d i f e r e n l i a i e  (  i l , . ( a t )  r d . ( a  I  a )  ) '

In,  cont inuare,  vom, da o al td expr i r*are autodual i t i i t i i  a lgebre:

ex ter j -oare  A.  ( r r * )  (c f  .Cor .4  r$ f  ) ,  in  rapor t  cu  s t ruc tu r i le  d i f  c I ' s la -

{ i a 1 4  K o s z u }  c e  p o t  f i  d e f i n i t e  p e  A . ( o * )  ( l r o p " 2 r S 1 ,  E x p . I l ) '

A n s r o € ,  f i e  i  a ( r ) ,  * ( e ) , .  r . ,  * ( n )  n  s c h e n r e  p e s t e  A r  s t r i n s e  i n

m a t r i  c e a i

(4 )  . . J€= ( * ! i )  ) . ,
J  

' 1 "  1 r J  n
,a

Linii- le rnatrieii .-t-t i-ntroduc pe

r e n l i a l e l e  K o s z u l l  d . " ( a ( 1 )  I  A ) ,

care,  pent ru uqurarea nota l ie i t

( i )  d ! i )  :  -  o . ( u , ( t ) l o ) .

Consider i rm acum duala algebrei  exter ioare

r .  -  n  , ' ;  n

A ( ln )  =  €  / \  (a " )  r  cu
l -=O

z\"(s") =Arr_i(n*)o ,

a

algebra exter ioard / \  "  (nn) di fe-
/ n \ .  -  |  ( n )  I

d . ( r t t '  I  A ) r . o , e d . . t . & '  I  A ) r  p e

le notf ,m cui

A  ,  n .
/\. (A") , anrune I

Aqa cun am v6.zut mai sus,  A (at)  este l in iar  izomorf f i .  cu algt i  r : ra

ex te r i oa r# .  A  .  ( e * )  ( co r , 41  $ r )  .

4 te"l posedd o structurd mult ipl icati.vd canonic#.r c€ poate f" j-

descr lsS. pr ln tabla d.e inrnul t i re urmdtoare (  in raport  cu o bazr i

f i x a t S  € =  ( E l n . . . r E n )  &  r u i n n )  :



( 6 )

-  5 5 ' -

u l . r u l =  l  u r A * r ) o  ,  ( V )  i , i € {  L , Z , " ' , o }  '

Algebra (A ' (nn) ,  V )  ast fe l -  obt inut5. 'es te asoc iat iv6,  un i tar5 '  q i

ant i-comutat ivdr..  Asocierea E . F--zElr i  .= 1 I  2e . .  "  1i l  stabi leqte

u n  i z o m o r f i s m  i n t r e  a l g e b r e l *  (  A . ( a t ) r A  )  q i  ( A ( A " ) r V ) '

Ca algebr6. graduat5, n'(An) este standard'

Fixarea n xn-matr ici i  Jf t  = t" ! i )1, i ,  j  n ,  deterrnin5' tn mod' canonic

o structur5" d.e f l"  14n)-nodul pe A.( l t) ,  in rnodul urmd'tor:

( ? )  ( V )  i , i  e { r , 2 , - ' . , * }  :  u ; '  u j  =  d ! r )  ( i i i )  =  * : t )

( c u  a ! 1 ) . , . ,  d ! " )  d a t e  d e  ( 5 ) ) .

A s t f e L ,  p a n t : ' u  o r j - c e  l - a n l r r r i  I r J ,  c u  l r l =  I J J ' r e l a l i i l e  
( ? )

imr reunS.  cu  P rop . lo ,  $3 ,  Exp . I I ,  a ra ta  c * "

o
( B )  E ; .  E r  = A

u n a e A ( 1 i J )  e s t e

de I  g i  coloanele de

OBSTJRVATI.hJ

Cu nota l i i1e  de

=  A  ( E ' r . . .  r E r >  ,  a v e m l

( r  l , r ;  ,
ninorul nratrici-i

J .

4
\TC o avind l in i i le indexate

mai  susr  vedem c6. ,  sc r i ind '  A ' ( * * )  =

A. r  .  I ' I r  -  , .  / /  t ,  t ;  -  
o  undd / j ,  =  y ' t i :

/ \ ( 4 " ) = - A - / ' U , . . . , f n ' ,  / j  ,  - j

es te  ap l i ca l ie  l in ia r i  de  mul t ip l i care  (ex te r ioard)  cu  E,  pe

A" (r*)  .
Fixarea mat r ic i i  &  de ter r i : in6 ,  d 'a to r l tS '  ? rop '9 '$3 ' '  SxP ' I I1

a lgebra l  A

t iv6),  in care tabla d"e innrul l i re este dat6 de compunerea genera*

- ( r )  o ( n )  -  { s o c i e r e a :  Q  r ' . , H ; . f  t A ( i )  t
t o r i l o l ' d t - " a . . r  d '  '  ,  t  . , 1 . * ,

i  =  1 r 2 r . . . ; r I ,  s t a b i l e s t e  u n  o m o m o r f i s n  a l  a l - g e b r e i  l ' 1 f a 1 "  '  1 1 L L n ' " ' ) )

A  ( a ( r )  , . " . ,  u ( n ) 2  .

d {1 )  , . . . ,  u ( t ) 2  e  Endo  (  A ,1 rn ) ) ,  t nc i t  s t r u ' c i * r a
pe algebra

lar A

de / \  (An)-moo.ul  (?)  pe f  .1An),  provine d ' in reptezentatea de
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algebre 9e 
de nai $11$ I 

., z1

Def in i l ia (?) a struetur i i  de 'A'qAn; -  nodu3" pe A ' (At)  o putem

exprirna astf el i  19, \ A ̂

( t ) ,  (E l  ,  no,  , . . . ,  u ; )  .  { ' '  \  
=  t , f r  '

\s- /
r.rrrde " 

h 'f denotE' operatorul de transpunere '

Dual izlnd (?),  r  obl inem imediat o structur6'  de A'(x*)-rnod'u1 pe

A (n"l , datu. de 
" I e, \

l : o  \  c
( 9 )  ( E : - , i ' ' ' E r r ) ' I U _ , ^ l  = i C  '

Aqadar, fixarea matricii 
' l.A 

deterrnin6,, doud' gtruc,turi ]lniare

reciproce ! 
'arrume, structura (?) '  d 'e A (6")-modul pe / \  "(gn)

g i  s t ructura (9)  de A. (* t ) -modul  pe A ' ( " t * ) '  Aceste s t r " r rc tur i

reciproce exprina autodual i tatea canonicS' a algebrei exterioare

A. (An) .
l
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AXPUNAREA IV

l,{ODul,s D',ryggs1iill$}4-'EOS?!!

I n a c e a s t S , e x p u n e r e d e f i n i m c a t e g o r i a m o * u 1 e l o r e e t 1 p

Koszu l  pes te  o  a lgebrb  & i fe ren t ia l# "  Koszu l  ( I { ' ( a  !  n ) '  d ' (a  I  A ) )  '

unde al [nl-+a 
este o l""l 

-schenfi. fixats' fitructura multip]ica*

t iv6 pe K.(a I  A) este datd. de concatena'Y'ea" lanluri lor ( inrnul{ irea

ex te r io  a r | " ,  c f  .ExP ' I I I )  '

$1. t{oDUrJu DJI'I118-NTIA1,E Koszul

A - r o o d u l l  c o m p l e x u l  ( r ' ( "  l m ) ,  d ' ( a  l u ; ;  =
Irie ld un

=  ( r . ( a  I  e ) ,  d ' ( a

definit de t/ l) se

l  A)) So f i  (unde 
' t l I  

este cornplexul tr iv ial

nuneqte 'rnCIdulu} 
"t{osuul, 

defigit q9 g-qh9ma' a 9'1' Sg

d
i

!

I

A-moou lu l  i l t t .

**"t,  * i- t  i l )  =@J" nrl" l  
i i i  

unde r<r(a\m) = Ki: i  ' ,- :8A."

(3 Ai(at)  &ot i '  *  @,r t=; l t@r ' i  \  ' * t ' i  r  urxde {nt /  i l  I  =

este baza mociulului  l iber A r(An) )  .  i fodulo t rTist-ul  c ienonic

Et & m -- : - - - )  m @ EI '  y)  m€1,1r fezul t6.  c6'  un elencnt din Kr(a1Li)

se poate scr ieI  ra;-  =, i ,  Tr €r.  (" i : ;  em notat  m8s'  pr in dr

( V )  m € I , 1 ) r  c o  i  m r € i ' { r  ( V )  r Q  ( t ; ' )  e

D i f e r e n l r a l a  O r ( a  i l t )  I  K i ( a \ r t l )  * ' - ' - ' ?  K i - r ( a  i l ' , r )  ( i  =  l * ' 2 ' o o n e l )

a c t i o n e a z &  a s t f e l l

( v )  m € r ,1 ,  te f )  :  d i ( "  i  M)  (m Er )  =  m '& ' (a  I  a )  ( i l t )  '

(Exp l i c i t  t  
= '

dr (a l r * )  (m nr )  =  
*  

f  ,  (x )  t *s '  a r  )  '

o r i c e a p l i c a { i e A - l i n i a r d ' f : n * - z N ' d e t e r m i n H ' t n r a o d u n i c

roo r f  i smu l  de  comp lexe  :  K .  ( *  l r )  :  K '  (a l l l )  - - ,  r '  ( a ) l i )  ,  da t  p r i n

( V )  r  € { o 0 1 , . " . , * }  ,  K j . ( "  \ ' r ) ( r o  
} i 1 )  =  t ( m )  E y  p e n t r u  o r i c c

r n € r i ,  r  G  t L f  l "
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Evident ,  asoc ier i le  lv i l - - - - -2  ( tc  ' (a  \  Ur) '  d ' (a  I  f r r ) )  e i  f  v - 'K ' (a  i f )  '

const i tuie un functor covariant d.e la categoria [uod(A) a A-modu]eloro

La categoria V txl  a compLexelor de A-rnodule'

vom not  a  acest  functor  pr in  g . (a i  ) ,  orn i l tnd1 pentnr  comodi ta teo

manl ionarea d i feren l ia le i  a '  ( tJ  ) '

1. ?roPqziSig
p,l-zIM e s t e  e 4 4 q t .

Functqrul K '.tq I $'1od

T r e b u i e s 6 , a r 6 t 6 n c 6 ' t i r u l d e c o m p l e x e l
v  (a t ! \  .  Y. (a lg)

o--:K"(a v11tu-11!i  K'(a I ' [ )  l - :-- ' -> K'(a

rdrotne exact .

A c e s t } u c r u e s t e i m e d " i a t v i z i b i l , d . a c 5 t i n e r a c o n t d e

r . (a  lM)  este gug4 d i rec- t { '  de (  I  )  cop i i  a}e }u i  M'

este sugrd. *ir,gcti d'e ( t ) copiia a1e lui f I pentru

gi pentru orice modul l r1 qi or lce apl ica{ie A-l iniard'

Sd.  mai  remarcbn c6n pentr r r  or ice A-nnodul  M'  X ' (a  lM)

K"(a I  A)-moouL (ai rerent ia l )  "  rn adevdr '  pentru orrce

, e t  f1 f  l ,  mr  =  nOEr  < .  K . (a  I  t n )  e t  4J= ' (  E  1  e  K ' ( *  l

.r 6 A) , Putem def ini

Vl , * l )  t * - - - r  (a .n ' )& C ( rnL1 
-  iJ " ' " '  )  [ l * l l '

Exacti t  area functorrr lui  t t . (*r )  perrnite construirea (!n mod cano*ic

a unui ' asociat oric6'rui Sir exact

ecurt de A-mod'ule '

Intructt  vonr ut i l iza acest ry1r exact lung' reamint irr  aici  def ini{ i"r

sa  canon icbo  '

tt" t-- lnr-l-ry5*furg"* 
--> g un qir exact de A-nodule' i

16rr ) .*-z O

faptul c5"
,  I  ^ \

i a r  K t ( a  I  r )

i  =  l t Z o n " e l t

3
' L .

este un

i  6  { o 1 } 1 .  '  o  e r 1 - ' ' '

A )  (  c u  m € l l 1 '

Dorronstra
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Fie 0*--21{t 

f t- l, l l  
I r l l 'r *--;20 u'n qir exact scurt de

A-rnodure. Atunci *"*n*'ol, 
-"."iui'# n';:-?:)r 

tT*"' 
(,t ly){r1n-,ir\,fi) ;',

( 1 ) o * , H n ( a | n t ) J ; H n ( o l r r ) - $ - l + | I n f u | f " 1 , , ) 3 * > H n . t | 0. tY . , ,.., $( u /,t, 1fl") b l lr(ain'|-t '
- *  , ,  \  A n , f i t  (a ty t ' )  L-aHtUWl - : r -+  'n l ru \  t t '  /  -  '  "v .

3:-, Hn^,{o lfltt) -s->"f'fr11u i,t - "'

L H, rA tr,'; J3 il'(nlr') *) c

omomorfismele d, u*, A ' eare aPar tn

urm5.tor.
, *  r  - - . i c e  L €  1 o r 1 r . . .  r r ]  ,  ? r o p . l  a a r a t a  c s

(  
" )  

f  "  s i  -g  I  Pentru or : .ce iL  s  t  "  r '

f  s i  g  induc  omomor f ismei  r r (a  I  f )  :  K i ( t  l  Mo) - -aKr (a  I  m) '
^ *.L it't ? * b

x r ( a l s ) : K i ( t l u ) - J K r ( a / " " ) ' A c e s t e o m o r o o r f i s r n e t r a n s p o r t 5 "

cicr i  in c 'cl i  qi  borc.uri  in borduri  (r i ina componente omogene ale

m o r f i s m e l o r  d e  c n n p l e x e  K ' 1 a  \  r ) '  K ' ( a  I  e ) ) '

Atunci,  pr in trecere la ci t ,  ele d'ef ine.sc omomorf i- :-- , i ' -  u: 
:- : : . : t - t

r#  :  Hr (a  I  rn ' )  - * -2ur (a  i  n t ) ,  J :  Hr (a  i  rn1  ->n ' (a  l r r i  q i  Prop" l

aratb numaideci t  c1 qirrrr i leI
m a L ( I U U . !  t '  v ' L  Y + ' * -  - -  

, Y

H , ( a  j m ' )  t H r ( a  I r t )  f r : 2 n r ( a  j  m " ) '  i  =  o o l r " ' 1 r r

s in t  exac te .

u) sp9*9lgietrerg.-qg--g.g.geri.qrye +l

(1),  s int  def  in i to i r r  moclu]

A I  pent ru  o r ice  i  e  ' l r  ' 2  '  '  ' .  ' d

\ s )  =

 .
& r a r  t

L :  H* (a  j nu , , )  _H i - t (a .  1  t . l , )  se  cons t ru ies te  i n  modu}  un r td . t c r "

1 '  
t  &  

-  t  l r r n \  n i n ' l ' , t .

a t * . ' ( a  l ; i , , )  o  c l ee *  c . e  ono log ie r  cB  z { z i ( a  l r t " ;  un  c i c ' i r .

z  r ] .  I n  I i ; l ) ,

- - - J - ' t *

F i e  %r r u  A  c L '  i ' *  t  
g )  ( F r o p ' } )  a r a t d '  c E  e x i s t 5 '  u  6  r ' G ' \

Sur jec t i v i ta tea  lu i  f t (a  I

i n c i t l  z = K i ( a I e ) ( u ) '

c u m 0  =  d r ( a l r i t " ) ( z )  =  r i r ( a i i r i " ) o K r ( a

= K i - l (u  I  s )  o  d i (a  i i )  (u )  +  d r (a l tn )  (u )

=  rm  K r - r ( a  ) r )  ( c f  'P roP ' l )  I  ( l ) r ' r ' -

i e ) ( u )  =

€ lter K:.-f ( *

e  K i - l (a  l l t " )

dr(a 1 r ' l )  (u)  = Ki- ' ( "  \  r )  ( t^D
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f init moclulo bord.urile, u..r este chiar unj'c datorit5'

i n i e c t i v i t i l i i  l u i  K r - r ( *  \  t )  "
-  t -  t r r \  u  K r _ r ( a i f l ( w )  ; *

Ma i  rnu l t  I  K i -z (a  l r )  od i - r (a  l t r t ' )  ( t r )  *  d i - t la  l  i i t /

'  t  r r * \  = 0 ' d e c i  d i - r ( a l r o ' ) ( u ) = 0 ( x ' - ' ( a [ f )
=  d i - r ( a  I  m )  o  d r (a  I  m )  ( u )  

r  |  , , ,

f i i nd  in iec t i v ) ,  Agadar  1 r ' r '  es te  c lc lu  tn  le1* l (a  l t ' t ' ;  '  Ce  c i  a re

sens r i '  e ur-r(a hI ' )  '

Vom pune, aqad"ar i

.  ^ r A r  a  -  ,  i c ) ( v v )  =  d r ( a t m ) ( u )  q r i
(v , )  u  en i (a  i  i { " ) ,  A( t )  = l ' r i -  c r r  K i - t ( *  ' - - *

z  -  K i ( a  I  s )  ( u )

(unt le 11 A t t  denot i  c lasa de cmolcgie a unul  c ic lu) '  
-  r  a -d . r ;  #a -

P e n t r u a p l i c a ! i i l . e u } t e r i o a r e a l e t e o r i e i r r l o d u l e l o r d i f e -

rerr i ia le Koszul ,  vorn expl ic i ta str , l , rctura lor  local , '  (cf  'xp ' r r  | ,3)

D a t o r j . t l l ; i ' p u l u i p a r t i c u ] . a r d e p o s e t u t i l i z a t a l c i ( l a n t u l i n ] ) '

s t ructura 10ca14 coincide cu cea global l  in jurul-  or icx ' ru ' i  x  i  i ' * l  s

De aaeea. este suf ic ient  s '5 '  consi t ler ' fuo cazul  part icular x = r l '

Aceaste.  tnseannd ei l '  s tudiem legl tura tntre cornplexele KoszuJ- d 'ef i*

r r i te  de  fn l -  sohena a  =  (a1 ,  &2r  t  e  '1  * r r )  pes te  A  q i  d "e  res t r j ' c t : ' i

e j , .  1a  [ * - i l  e  i .e  de  &r - r ]  
-schema a . '  *  ( t ' r ' on t&r ' , *1 )  '  ?en t ru

c la r i ta teo  uo i ' s  no ta  cornp lexe le  Kosru l  respeet ive  pr in  I i ' (a1r ' " *

"  "  ra r r i  ln { )  n  res$ec t iv  K"  (a }u  
"  

' ' ' an-1 i t * )  '  (V)  t i i c  E ' fod(A)  '

ggflSHI'S"lg

rlatoriti i j 'nvarianlei la

( P r o p . 5 r  $ 2 ,  E x P " T r )  r  s t r u c t * r a

omologie i  lu i  K '  (a1t  '  '  r  t * r ,  I  t t t )  '

,  r \ f \  '  -  ; - ' - l
X  =  * e  \ r /  * C  L * i  

' '

pernut' ir i & comPlexului Kclszul

l-ocal"ir,u it jurul lui x = rlr et

'ceea tn jurul lu*
eo inc ide  cu  a



Aqadar,  eoncluzi i le Pe

rdmin valabile dac6' ln

Lan{u}ui td . //

6 L *

cave le tragern tn

lOC d.e X ::i 11 1U[m

$2. grqugrqRA , !0c4!A "A l$"gfulgqq&*gq::.zq!

Dato r i . tH , inva r ian le i l apennu t i l r i acomp lexu lu iKoszu}

(nxp. I l ,  $20 Prop.5) ,  precum qi  s t ructur i i  d*  Jg3 a posetuLuj '  c le

oazh [*] , studiul loca1 al conplexului Kosrul revine de fapt la

expl ici tarea legitur i i  induct ive lntre coroplexul construit  pe o

1 - - 1

Lr-fJ 
-scnemA s.:  ln-f ]  

-*2L ei coroplexul eonstruit  Be 0 prelun*

g i re  a  lu i  a  : ra ,  r4-schen6.  
peste A(adica, ,  este suf ic ient  s i  ne

liraitd,ra ]a studiul tn jurul lul x = t1 l max f*J )'
/ , r \

vom conveni ,  tn,  cele ce u:rneaz5.,  s6 not lm pr in x\ : /  t ransla{ ia

cu d €% a unui  comPlex de A-raodule!

x .  =  (xn ,  dn)ne  w 1  ineo t lu )=  xn+d t  (V)  new '

lpie aeum a: [d 
---+L o schernZi qi i*l un A-modu]'

Con.siderbn moclulele d ' i ferenl ia le Koszul l

g , ( a l r . c r r t r r - r j  I , { )  ,  K ' ( a 1 r " ' e & r ,  l r ' l ) '  
K ! - 1 ) ( " r  t ' c o ' a n - 1  J t n ) '

A c e s t e n r r r d . u } e s i n t 1 e g a t e p r i n u r r . o 5 " t o a r e 1 e r y q { f @ g $ g :

consic lerat i i le urmi l toare t

o r i c e a l t v t r f x * i a l

( 2 . 1 )  f  "  :  g ' ( a l  , . o . r a n - l l r n l  * * 2 6 ' ( * l t . . t t r r l  r r r ) '

f o  =  ( r i ) o e i 4 n ,  u n d e ,  p e n t r u  o r i c e  i g { o ' l e " '

rn6  tT  q i  o r ice  r€  (  5n*U;  I  r r (n r&rn)  =  i l r8

nu ld . ,  i n t r uc t t  K r . ( a r r . qe r * r r - ,  l r e )  =  ( o ) ) '

$ r r " i ) .  g n  :  K . ( a l r c ' ' r a r .  \ l ' t )  
- - * - - t o ( - r ) ( 4 1 " "

g .  =  ( s t ) o ( i ( n ,  u n d ' e t
t

]  O e I e " .

rc, daeil,

n clac 5.
s i (Er& EI)

pentru

f E r= 1
L 0

" r * \ ,

n € I

t t+ r

, n-l1
^ ( €
r ! 1 \  r l l

,  or ieare

fi ind. aPi.l iea{ir

,en-r I M) '

n € i {  q i  l e  ( t f ' ' l ,
l, (:

rQ,
UJ

n

(uncle fr,, = f tln) ,  c f  .Bxp . I  r ,  $ l )  "
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Faptul c6'  f .  Qi g'  sint morf isme

denonst ra l ie  c i t i toru lu i '

2., JrqqqzJtle

Pgntrg ori9,e-jl-glem5' .*.a-

comnlexe I- .#

d.e cornplexe este }fi 'sat Pentru

0 -- ;5.  (alr .  r .  r t r t  i l .$

0
1- t . ,  t , * r  4 , . " ' ( - 1 ) r -

14 ' ( a r * c " *n l t t l lH(  r l
'.' fn.li 

t{).-+o

este  exqq! .

ggqorlstratig

In t ruc i t  f  "  este in jec l ta  canonics '  (c f  ' (2 '2) )  , -  e l  este

morf  ism sur  jec i iv  de co inp lexe '  -
.  f .- l  L

Intrucit  or j .ce i- lan! 1 €( LnlrJ ) provine din ( i+1)-1antu1

r*'1
Io  =  r r , {  n \  e  (  f l l  )  p r i r r  con t rac l ia  lu i  n  ( i  =or1 'o } r 'n -1 ) '  rezu} t5

ce gn '  este mo: : f ism sr 'er ject iv  de complexe '

? e  d e  a r t i  p a r t e ,  p e n t r u  o r i c  e  i  e \ o r l r . . .  r t - I \ ,  m  €  M r  r  G  (  & ; t l  I  t

B  , . , r & * )  =  S r ( r i r 6 l m )  =  0 ,  c a c i  
" + r  

( c f ' 1 2 ' i i ) ) '
9 i  o  t i  \ o :

A $ a d a r  l t ' ' , f  "  
( k e r  g .

su.q5. direct* de coPii ale lui

i : l  s  i  q i  n € I '  A q a c l a r  %  =

Dacd z  =  
*4T .  Er& n i ,  €  }ce  r  go  r  rezu l tH '  d in  (a ' i i )  c ia

I = ] -  L L

+fq * 
' lr '  urrr& t, = 0' cum K'-t(*r "" '*"* '  \  rn) este

t '  , " n  $ L

a d i c ' i  z € I m f  .  ,  c f . ( 2 " i ) "

; \ p l i c i n d s i r u } e x a c t } u n g d . e o n o l o g i e , a s o c i a t u n u i q i r e x a c t

scurt d.e cornplexe de A-nroclule o oblineni

3:"-Qqrqluq

:u ?C!ce jLJ,]*sqfg*E' a: ildL;:7i " q!-paqtrq o'*i3

a-ssgur *i,t o are lg9 ,lrrq]r g44c! 19lrg'-dq*ggglg$l9:

Mr rezul t i r  de aici  l I  *  C) ,  Pentru

4 T  E L 8 ' Y { \ T  )
l

I

i  a -  1 -
I  L t -
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4
' ,&n-1lu l :+Ht(a1" '

oi

.  ,rnlM) -J;nr-r(&1, . .  .  ,ao*rl ! ' i i

Sr-r(al,  .  .  .  'an-l  I  txl  - I-- H:.-r(* l ' ' '  "at \M)
E+

P e n t r u  i  - ( {  1 , 2 r . '  t ' n-1 omonorf--lsrnul de co+exiqpe

A: Hr(arr. . .  r&n-1iml ----- ' tHr(a1 t  ""  *rr-r  I  M)

0 g.  preiroagine u a lu i  g estet

o  = L - -  i ,  E r "
( I l =  r '

const[  c l in mult ip l icarea cu (- f ) i t r ,  '

( i . e . (V )  ;  €  H i ( a r , . .  r r ?o -1  |  I i i )  '  A  ( a )  =  ( - r ) t " rF ) '

Fen$nstraJig 
a norfismului de conexiune

Utilizdm explicitarea de fa $1 a norfismului

n t  {  E. I  %. un ciclu din
A .  A n g m e ,  f i e ,  =  

i r l : L ' l  I  r  * '

t  
' - '

7,r (ar t  , . , * r r -a lM) ,  repre zent ind '  o  c las6 de ornolog ie ? a: 'o

Hr (a , , .  .  . r t r r - l  M) '  A tunc l -  :

At t t  =# ,  snde  g . (u )  =  % q i  d . ( a \ u r ) ( u )  = W

evldent,  urm[toareai

A m t

& , " ^ * i ' - t  f  
K ' ( a | " t )  v r '  

; i z o J o * ' ' ! ' "  T

+ e,., Ef^ ( n ) + 
" 

E t,& 
'r',1 "'-*;^-l 

\\ =t  f ' |  L  
+ r t  , , . i  r i r , r '  1 € (  i  ) )

E  n ( n )  = r r )
, '  -  ' T  e l

r - r ) t  6 P ' u  L € \
= \ r )

D a r a t u n c i , a p } i c l n d d ' i f e r e n t i a l a K o s z u } , o b l i n e r n l

1 r - - d . ( a l  r r ) ( , . , )  = + 4 r d ' l 5 r ^ & * ' )  =
L :

= 7- a.r L-=- 7 rn(x) 
G* Eri @'nt L +

r  
L  

x e r n  , N ' + n  
'  L x  t  ' t ' '  I  I

t 'L'.r

'  
'  K A  t l ' f r , 1  - - \  W " 1 -

r  '  J I  t r n ( n )  o n  E r l  I ^ r - - ( w ^ k ' * '  
* :  * ' f r ' { i  } L v " * f t

- r  
T  , \  L  ' " n ) ( i l +

. { , -^- ' i "* t  f  
k ' (orr) )= En^' , 'u : ' ; ' : ; : ' : ; '  

* ' ! " '  }

:  ( n ) = t - a )  =  \ ' - '  )

L

= F t )  e n Z '

( i  =  n ,  n - } r . . . 1 1 )  '
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Trecin& la clasele de ornologie '  obl inemi

/ ' \ i A ,

A t t l  = :u ' j '=  ( -1) '  to  '  u '  / /

?entru a urmd.ri rnai tndeaproape structura locaLa a modulelor dife-

r e n { i a } e K o s z u l " v o m d a o n o u # , l e g d , t u r 5 , i n d u c t i v d , i n t r e a $ e m e r r e s ,

c o m p l e x e .  -  - r - 1

An6me, considerbm urmd'toarea E9A!Il.W a schemet-X"*" al ln )"')P'

r-!.  rn1 -)A, cu u,. = { 
": 

'  daca x €fn-l)

a . L - )  - x  
I  f  r d a c 6 x = I 1  r

Conplexele K" (" I  i ' { )  =

= K . (a l r . . . ,&n -1 r r  I  r . , r )

e Y. : K.(a I t't)

r € ( t " J )  e i s r € M :  f r t n t  n ) =

0BSBRYAq,lq

Este usor de v6'a:ut c5"

K. (*1 '  .  .  . ,an-L,ar ,  I  
rn)  q i  K ' (d i  t t i i  

n '

se 1eag5, prin morfj 'smul de conplexel

---) K. ('; i| m) ,
=  0 1 L 1  r . . ; I I

f rnax I

n = m a x I  '

und.e, Pentru l"

[P., 8 na' da'c6' n
l r

l"r, 
ErE m, dac6

urn5toq@ sint g-cbi-valenJe-i

( i )  E lementu l  a t ,€A nu  d . i v id 'e  zero .pe  l ' i i

( i i )  I j l o r f i s rnu l  de  conp lexe  {5 )  es te  in iec t i v

rn- plus' 4ac*.[i)*.?re ]gc-.j ' atgnc]l

c o k e r  ( Y , )  =  K ! - 1 )  ( * r " ' c ' a n - l ! rn/aotl)

( i l  *=+ ( i i )  .

K r ( a r ,  c .  o  r a '  i l t )  
'  $ c r i c m l

It1= t ,. tt :_* {rt-rC,l 
'rnt

. r r  ,L + L  ) u  L '  =  
i i l = t * n e i  t J l  = i , n  4 1

V . este un morf ism de cornPlexe '

Demonstratia este 16satH, citit otuLu:."fl

( 6 )

Ar5,t ; i ro,  int i i ,  echivalen{a

F i e  t t  = Z - , * t s r 8 r n 6

4, rrgjp.g.g.itie,

Demonstrqt}e

{ * )  /  =



n t r

Oq>arrzt = o Si ?'t t  r o

. 1  |

/ a f t \  = ( p  e i

a lul

= 1,ft
f . t " )
€ (  I

Def in i l ia  (5)

f.{ ')
Aqadarr dac5.

( tntruct t  
{  

r

55 ._

Y , aratf, chl

r )  * f . ( 2 " )  * & n z t  +

= o  :7anzr  +  g t '  *

J  /  n € r )  n { t t t r l l )

{r a ( ?l )/ n€ r} tnpreuna. cu It n ( ftl } /nltl indexoazr. ractori

d i r e c l i  d i f e r l l i  a i  l u i  K r ( a l r . ' .  r a n - l r r  I  m )  ) .

Aqadar  a  €ker  Y.<:> u = Bt  q i  unt '  =  or  ceea ee se rna i  scr ie l

g  €ker .  Y. .  
( : )  ao.z  = o.  Conform def in i l ie i  nodulu lu i

K r (a ,  , . . . ran - ' ,  f  l t r f  l  n  aceas ta  cons t i t u ie  exac t  ech iva len ta  ( i ) ( - )

( :2( i i )  din enun! '

56 presupunem acun c1 an nu divide zer.o pe i'{ '

Conform primei pf ir t i  din enun!, rezult5 pentru orice i :

coke" Y ,*,  = Ki(tr. , . . . . ,an-lr1 lv)/  l r , , , ,Y:"*r

{'

Consider inr  apl icqt i i le I

si  I  Ki (a l r . . .  r* r r -1,  1 I  M) - - - - - ;  Ki - r (&lr  " ' r&n-r  I  
ru/a '  u)  '

d . a t e  d e i  ( V )  r € ( $ 1 ,  m € l Y I  I  . . .
7 ur @ fi', daci n €rr cu G'' = m(nod arrl{)

(xx) { (ut8 m) = ' l  *n

L o , dach "4'r

Cum mt--+ rn(mod arr},{) ei Et * Urr, ( ctnd n €I) slnt aplica{ii

sur  jec 'b iver  r€zu l td '  sur ject lv i ta tea lu i  o  i ,  (V)  i '

Ar i t5n c*  l -  y .  =  ker  g . ' r  cee& ce va demonstra (6) .

[v ident ,  u t l l iz ind (x)  de mai  susr  vedern c i l  :

a . ( Y . ( E r 6 m ) )  =  
{ c ' ( } J r E m )  

=  0 '  d a c E '  n + r

I  C . (g r8a r r * )  =  E r  aom =  E ,  o  -  o r ' o  I

A g a d a r  f , o Y .  =  o ,  d e c i l . ' , Y g o u "  ( .  '

F ie Z 6ker A ,  .  Dj ,n (x)  rezul t*  c i l  putem scr ie l

z  =  z '  +  n"  ( ruodu le lu  K l (a l ,  ' . .  ra r r l l i )  q i  K i (41r  "  '  ,a* r * .  '1 f  l

c o i n c i d ) .



scr iernl  z  = L o{ ,  rEr8rnt .
i t l 'L r t

A t u n c i  A , ( r ' i ' J $ ' ( z ' \  +  ( " ( 2 " 1  = d ' ( u ' )  + 0  = 6 ' ( r ' )  =  
: , , .

t /

t .(. Er gft, = 0. cum Kr_r(*r, . . . .arr\r 'fn u) este s.-rnrS'
=

l r l  = i  , ne r  
- l  t  r

direct6 d.e copi i  ale fui  M/a* si '  rezulth
r. 1

z €ker q<:)o/r. nr = o (nod' arrl ' [) '  (Y) r € (t 'J ) cu n6;I
'  

^  A r r  o r i c e  
- -

Aqadar i z €ker f. (=Z li *t = arrFI r cu pI € I{' pentru

n i
I 6 ( t r j J ) ,  c u  n € I .

I

A g a d a r  z  =  z t  +  z "  €  k e r f  ' ( : )  z t  =  & n

c e e a  e e  s e  s c r i e  I

n  =  % ' +  z u  €  k e r C  1 - )  %  -  u J '  *  7 " " ' * % ' 1 i K t ( a l " " ' a " l l i )

U t i l i z ind  ia r6s i  (x ) ,  u rmeazE '  d 'e  a ic i  c i '  :

z  =  z t  *  2 , , ,  €ke r6  ( : )  z  =  f " tZ '  *  z * ) ( :2  ue l ' *Y

Ast fe l ,  ker  C = l^  Y. ,  eeea ee terminf i '  denonst ra l ia  lu i  (6) ' r /

5 "  C o r o l a r

t,i_e all-n].-Zs c Fcberni .ei fig ll l un, A-.nQAul" !aqF"*at I9*

div i  de zero ne lt l, atgnc-i e,re

,k,"* 
ErSP'

Koszu l i
i n ?f  -  t " , r 6 l  1 /

(? )  c - ._ . -2  K .  (e t  r .  . .  r&- i i i ) J * r r .  ( " - ,  , .  . ' r * r . , -1 r1 l l i )  L 'T :g r : : : f : *U
. /  - .  \  -  n

l{:/ a^ iii .| ̂ - *) u

D i n  ( ? ) ,  i n  c o n d i t i i l e  d i n

exact lung i .e onologie I

enun{u} coro}arului 5, rezu}t ' l  qirul

(B)  . . . tHr (a r  r .  .  .  r t r r - r l l r r /an l l )

T ; ( ?
9r-ni( . t  , . . .  ran- l '  t l  I  ,*- '

t'
A  t v r \ { 'q ;  

H i - r ( & ' r . . .  f  a n  I  
i i i ) * - :  "  '

-arnr(al, . . . 'orri rnl i-*

Hl-r(&1' " .  .  r"rr- l ]  N/ antt ;  !"



- i t -

0blinern imediat ururfi 'tortrl rezultat'

r 1
Fte al fF! '-- 'A- o schenrl g' i irt 9n A-modul'

Daera an nu ut,rluu Ito n* :*r, "*Yi , 
* ;

5 .  P ro r roz i t i q

(e ) H r ( a r  r . , . r a r r i t l l )  =  H i ( a l r " ' r a n - / t t t / " #  ) t  ( V )  i

Dgrofrstratie

Consi;rerS.m schema rnodif lcatI ' E I t4---> L-, cu 
'a* = **

pent ru  x  e  !n - r l  q l  Er ,  =  1 '  A tunc i  idea lu l  E  
,co inc ide  

cu  A '  dec i

c o n f o r m  C o r . 1 1 ,  $ 2 ,  E x p ' I I I t  K ' ( a l t "  
" a n - l t r f  

m )  e s t e  a e i c l i c '

A g a d a r  H r ( a t  , . . .  r a n - l ,  r f  u ;  =  ( 0 )  p e n t r u  o r i  c e  i t  d e c i  g i r u l

exact lung (B) de mai sus arat6. ci omomorfismele de conexiutt* A

sint  izomorf  i  sne./ t

I n c o n t i n u a r e , u t i l i z d , m r e z u l t a t e l e d e m a i s u s a s u p r a

s t r r re tu r i l  ]oca le  a  modu le lo r  d i fe ren1 ia le  Koszu l  ( i ' * '  q i ruy i le

e x a c i e  l u n g i  ( 4 ) ,  c o r . 3  q i  ( B ) ,  C o r . 5 . ) ,  p e n t r u  a  d e d u c e  a n u n i t e

rezul tate ut i le pr iv ind nrodulele d 'e omologie ale mod'ulelor di fe-

rent i i r . le Koszul .  '

$ i. Qi'JOr,oGrA l,!0DUr,lll0li-.DIr-l;REIiTJALE !{0szuL

F i e & : [ n ] * > r u n s i r ( L n ] - s c h e m 6 ) q i M u n A - m c t l u l .

Consider : im mociu lu l  d i fere 'n l ia l  1r '  (a  i  i r i )  '  d '  (a  I  M)  )  '  a l  c5 ' ru i

nor i .u l  de omologie i1  not t in  I { ' ( t  I  ru)  =  (nr (a  J  i '1 ) )  '

2, Def i_ni  t ie

Fie a.  =  (a i )  ier

cq*plet secantE Pentru II

' l  -  P ro loz i t i e

o fae,1i l ie

;
d a c i  l l t ( a

elenente din

= rJ pentru

)  &  e s t e

1 r

A

t>
d e

\ r*)

1 . a / Ho(a i ur) E i,t/g ttt



5B

( it ) gr,( a 
,l 

rn) 
: 

n:rn*t!e) = 
-!.0 

: e) iri

( i r i )  c  +  r n n o ( M )  9 ' A m s ( H . ( " 1 * D

( in part icular  g.  H(g) m) = o)  '

Dgnonstrati-g / n-
i l  I  i , . , , \  ̂ K r k ,  1 t .  { r ) L

t i l  i 1  " (a l )v t )  ,  ,  t ^ , ;1 fu l f l )  
;  AWa' /h" ra*  A  EoM 

=

- M  /  v l
E l l / t = ^ Q r Y = t t l a l " l '  

.  t . *  K A  A  
1  r  r * - z r \  I

x e L n )  r I  '  - \  f  ' - . r 8 ' f Y v 1 ' e  K ^ ( < t ) Y t ) /

( i i ) f in (o )H) = Vau(/ '^(al ,Y) =,1t : , |1 t - [ r  
-^gry^ lz-E,-- . ,  e,g, ' ,n,

t ,  / r  ,  ,  +  V  i a l f ' t  ) = l c ; n ) -  / * - n c n ) " L n ) x

/ (l^ lc filQ 
'wt) = o 'l't't l'-' ryr-! \ 

-" '

t  r ,  I F r t \  - r 1 " e L ' 4 n ; *  A ' * " ^ * - 1 " ' l ' - " i
= Ol '= ld:- 'o-t""J{2 

" l  -  t-n'Jx J re Lnl -  - '  l

n t  t z  - ^ ( a l n ) )  = l € r c @ ' r n f  a * o n = o  Y x e L r t ' i ' =
' ( , i L u t  k * , - r  \ - ' " ' t , /

Y A*,^ta (q) ,

( i i i )  tnnU(t l )  arntkeazi i .  modulul  d i ferenl ia1 K'(a I  * t )  '  deci  cu at i t

nai-  nrul t  ornologia acestui  moi.ul .  ?e de al t i i  parte,  idealul  a t

a , . ' ^u ,eaz i i  omolog ia  complexu lu i  ( f  .  ( t  I  n )  ,  d '  (a  I  A)  )  (c f  'P rop '1on

$2,  Exp. I I I ) .  Re la{ ia  d in  enun{  rezu l t5 -  a tunc i  pe  baz 'a  de f  in i l ie i

r!

c o m p l e x u l u i  K ' ( a  ] m )  
=  K ' ( a  l r t )  8 A  M '

(fr  = cornplexul tr iv ial  construit  pe l i l )  '

.0!p$ilyApJg-1
DacS'  3  =  A  a tunc i  f i ' (a l l i )  =  o  in  par t i cu la r  a  es te

fani l ie comPlet secant5"

OpsglyArrb 2

R e a r n i n t i n c s . n p e n t l ' l i u n A - m o c i u ] . I q i u n i d e a l j q . } ' ,

l nn* (q . )  #  (0k=)  n ,  q ' : ) , , , . 'P '  C ind '  A  es te  noe the r ian  q i  S  es ie
! t ' /  . / -  ( Q  A u c  r

d.e t ip f in i t ,  lema de evj . tare a ic lealelor pr i .nre arat6 cd, l



nnnu($)  t  (o)G)  (3)  ,p

De aseroenear reanint in c i

x l o q i p = A r r n A ( " ) ! "

69

€  Ass (B )

A s s ( t l )  =

C h .- r
Spec Ll Q) x € S,.r .

s i *' L
i

1 p €r l

echivaLeaz6" eu faPtul cd  or iceAstf e3-, relal ; iai  nnn' ( f  )  I  (  o )

element din A div ide ? 'ero pe E (pentru A noether ian Si  E d 'e t ip
- . 4 - - -

' , \
+ - i  s 5  ?  |
L L L t a - u I a

Ut i l iz tnd rezul ta te le

mod.u le lor  d i feren{ ia le  Koszul  t

anulare.

8 .  ? r o n o z i t i e

Fie I\1 un A-rraod.ul noeth-qrian.

( i )  Dacd an apar l lne radicalului Jacobson a} lu i  A,  atu-nci  I

Oin $2, pr ivind strrrctura 1oca15'

obl inem urm6toarele ProPrietal i

a

; i ^

l, i{1r" .-'3rr-}it{) = !o)
( l i )  Dac [  an  nu  d iv ide  zaro p e ' . ,  ( a . '  ,  " .  '

(  j  =  L 1 2 r . . . 1 r l ) ,  a t u n c i l

\ i J r  l .
I

'an i{) E }i ( a l r . a H
l a

pentru

i A
H., ( a1 ? - - . tan-l i i fr)-=t11

d e c i  A  e s t e  s u r j e c t l l ' .  C u m

rezu l tS . :

( x )  H r ( a 1 r . .  r  r r o - r i  M )

(  1 1 ,o r j , c e  i  € , { o 1 1 7 . . . r t - {  '  H

' *r.-rlM)

I  r r  \

t  an-l l  
"t  1

( * 1 r  r  o  r  r a r r - r \ i t i )

Demorlstral ie

( i )  C o n s i d e r i r n  q i r u l  e x a c t  ( 4 ) ,  C o r . J ,  $ 2 .  A v e m ,  p e n t r u

ind ice le  i ,  subq i ru l  exac t i

j ( " r r . . .  r " r r - f ]

.A * " ! ioneazd

i ' i l ) -  > H i ( a 1  , . . " a r r l u t )  =  ( o )
J I

prin mult ipl icare 
"o 

t  &n,

=  & * ,
I I

Hr(a1r  o  n .  r * r r - r l tO)
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Dar  H j ( * r  ,  a . .  r " r r - rJn)  este noether ian ( r i ina c l t  a l  unui  subnodul

al lui M), decl (x) tmpreund cu leura lui Nakayama aratL e5.

H r ( a r ' , , . ' u r r - r f m )  =  ( o ) .

( l i )  C a  l a  ( i ) ,  c o n s i d e r d m  s u b q i r u l  e x a c t l

, j ( u r r . . ,  , & n - L l * l  A r r j ( * r r . . .  r u o - r )  M ) - - - 2 H  j ( * r , , .  r  r a n  M ) * - ?

A

-2  Hj - l (ar r ,  "  "an- l  
M)+*  j - r (31r  "  "  t&n- l  M)

Dacd,  an  nu  d iv ide  ? ,e ro  pe  H i -1 (  d r r . . .  r&n- l i * l  ,  rezu l td .  c i

A:  n  j - r (ay  t  c  -  t " r r - r l  M)  -+ i l  
j - l (&1 r . . .  na r r - r lM)  es te  i nJec t i v ,

d .ec i  rezu l td  s i ru l  exact l

, n
n i ( t r ,  .  .  . ,&n - l l  * )  *= t  H ,  ( a1 ,

care, lnpreun5, cu faptul c5. A

+: &n, conduce la concluzia din

9 .  C or"olar

i  - . r  ,  i  - - '. . .  r&n_r l  * l  - - - tHr (a r , . . .  ra '  I  I vT)  - - -+0 ,

ac{ ioneazE. pr in nul t ip l icare cu

enun!.

F ie  I {  un  A-modu l  noether ian  e i  a^e  J (A)  ( rad ica lu l

Jacobson a l  lu i  A)  "

e x a c t  ( 4 ) ,

cu  i po ieza

C o r , 3 r  $ 2 ,

ar r*  J  (a)  q i

iar '**;>

cud i n  ( i )

P r o p ,  ? ;

Fie L{ un A-modul noether ian.  I )aci i .  a.  nu div ide zera

Atunc i  K .  ( *1 ,  . .  o  | r r . \ t , t )  es te  ac1 .11g(==?  14 .  (a l ,  r . . , * r r - r ' l r n )  es te

a c i c l i c .

Dg,Tonstr?tie.
t l

,  <- rezultd din girul
1 1  

/ '

Prop.8 de mai susf  inpreund
\ -

/ . \  t . . . . \

\ 1 ) r \ r - L ) ) ) . / /
/  

' t

1 o .  C , : r o l a r

p e  i { . ( a l r . . . r a n - l 1 * l  ,  a t u n c i l



l _ - .  A J  t t  I|  ^  , U l )  =  f l  r \ & 1  r " . rn .  \ 8 , 1 1 o  c  c  r f a t t [
M)r/arrH. (alr  o r  .  rarr- l l  M)

7 L -

trr-rl

Derno4s!r4t ie

Af i rmal ia  reuul te  d in  ( i )  I  ProP'?

Ira rezultatele de mai sus addugdm qi (6) '

(6)  va f i  u t i l i zat  tn  ce le  ce urmeaza '

OliioLoGlCA
$4. srtsuRr qEguLATE. cgorlllitNSTu$E4

Tie a: [ " ] . - rA un €i r  t l " l  -schern5) e]- l {  un A'modi l lq '

at. DlJglI lTlE

sirul  &t  = (atr  &zr"  '  t&rr)  se numeqte " I l i - rggql?t i i  (sau

simplu 'r l i l-qirr ') dac6 gH I i l i  qi ai Bu divide z'ero pe

l i i / ( a r r . . .  r a 3 - 1 ) M ,  i  =  ! 1 2 r "  '  p r l  ( c u (  u L "  "  t & i - t ) i t i  =  ( o )  c i n d  i = } )

prr . ,  DBI,TINITIE

Un t l r  a,  , ""a '  d 'e elernente a1e inelului , .A se nuneqtc

/ ,  \  r . i

A-T i r  sd r?c  ?e  I {  dac5  a ,  nu  d i v ide  pe  ? 'e ro  * ru t l / \& l t  "  ' . r& i -1 l i i i

pen t ru  o r i ce  i ,  1<  i (  n .  Agac la r  un  M-q i r  es te  un  A -q i r  sa ' rac  pe  i i l

astf  e l  lnci t  l ,1 l (a,  e "  '  rarr)  
'Nl '

Propr ietatea d 'e a f i  Sir  s5'rac depinde de

exemplu  ( t r0 )  es te  tn to toeauna q i r  sdrae

dect t  d ,acd  l ' ,1  es te  zerQ '

In schj-mb, f}";i.trk# un sir 46@ complet secant nu depinde de

ord inea te rmen i lo r  (vez i  Prop" lJ  de  unCe rezu l t *  c [  o r ice  coreb ina-

t i e l i n i a r 5 , d e e l e n e n t e l e u n e i f a r n i l i i c o m p l e t s e c a n t e r f l m i n e

comple t  secant i )  '

11 .  ProPog i l ie

I^1e.-U.-gg A:nodirl. t* ;.&l
'  t nc i t l* ?-g-gq-glri-"-

q i  P r o P . 8

F r o p . 6 ,  $ 2 .

.:.
d.e mai srts "//

lzomorf ismul

s
Z-*  &-  A C. i (s )

i t A

x€[nJ

I+ie urrui toarele af i r rna{ i i  I

( i )  & .  =  ( a l r " ' s & r r )  e s t e

( i i )  H r ( a 1 r . r o , * r r l * )  =  
. , 0 ,

.  r  \ J l

r1r1 qir ifl-regulat
/ ,

,  j  =  ! r 2 r " ' 1 f i  (  i ' u ' ( 4 1 '

ordinea qirului ;  de

p e  c i n d  ( o r 1 )  n u  e s t e

A , o

'a

. . .  ea , r r )  e  * : l t c
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(  i i i ) H r ( a a  ' . . . r u r r l M )  =  ( 0 )

Atunci  i )  =)  i i ) : := ,2 i i i ) .  Dacd.  in  p l -us M este g-adic  separat  
lezu l tq ,

i i i )  =) i) .  ( tn part icular dac5. I i l  este noel therian i)z+-tr i" ik;*) i i i . )  )  "

Pegonslfgilie

Evident ,  i i )  = : ) i i i  )  .

( A )  a t u n c i  H i ( r t r . . . r a r r - a i i t t )  =  o ,

.  n  |  - - r
, . . - ) H r ( a r r o o . r " r . - f l  I " 1 )  / - } t - H r ( a t , a " r a n - l l m ) * - - t H r ( a r t " ' t a r , I t v t )  * - 2 "

A rA. ,  ,  4  n
c u r - r w i ;  =  t - 1 ) '  r r r * i ,  a v e m H r ( a a r c ' . r * r r l t u )  = o  i r n p l i c d .  A

su r jec l i f l  dec i  H i (a l r . . .  ran - l i l , { )  =  rm A  =  &n  H t (a r r  e  "  o *n - r l l ' t )  =

& i 2

= A "X 
nr(* ] r . . . r " r r - f l l , r , )  =  0  r i .eoarece l t l  es te a -ad ic  separa ' t ' ' i

f a

K= l
Induc{ie dup5. n.

Pentru n = 1 Ur(ar j l , t )  =  (O:  ar )O q i  d in  i l i )  rezu l t i l  
"1

nondiv izot  a !  1u i  zoro.

in  part icular  Hr(ar l r ; t )  = (o l  * ' ) i , t  = c

div lC,e %erl  tn i t l .  Atunciconform

H r ( a 2 r  - . Ttt // e \Y1

i )  =d t i i ) ,  I nduc t ie  dupd .  n -  ?en tn r  n  =  o  H . ( . l t ' t 1  =  0o

Pre supunern n 27L. Din propozi l ia ,  $Z gi Prop"5 rezul" i ;5. l

H r ( a 1  ,  a . . r a n l l { )  ! H r  ( a 2 r o . .  p & o r t r i u )  5  H t  ( a z r . . .  r a r r l n r / a r y 1  )  =  o

d in  ipo teza  de  induc t ie '

i i i  ) =>i) Sublerr$" Fie i l{ un A-modul

H r ( a 1 r . . .  r a r r [ m )  =  o  P e n t r u  a - €  J

L l o .

a-adic separat .  l )acd

Demonst ra t ia  sub lemei .

In 6irul  exact lung

?entrrr  n>1 rezul t5,

sub lene i ,  d "ec i  a l  nu

' t B n ) = c d"ec j- a2 rr1i. divide zero in iit/:r,r!-1 ete.rf



L2 .  Coro la r

{ie }JI uq $-po,1u,1 +qetherian. Sresqpqgern,c4-al f+JreA- pjitq

un  g i r  cu  p rop r ie ta tea i  a  a  . f  ( l ) .

UrmSt qer919._gigt. .qg4:!vql e nt e I

(  i )  (a l ,  uz r . .  .  ra r . )  es te  un  g i r  ld - regu la t

D_e_gggstqqtilg

( l i ) , = + ( i )  e s t e  e v i d e n t d n  i a r  ( i ) : ) ( l i )  r e z u l t 6  d i n  P r o p . I l  d . e

n a i  s u s  q i  d i n  C o r . 6 ,  $ e ,  E x p  . t t . / /

In cont inuare,  vom ut i l .J-za urmltorul  rezul tat  a jut i tor .

' l  
?  I ) nnnnz i  * t i  or J a  r r v y v a * q , 4 v

r - 1

Fie a.  I  lnJ - : {_un gir ,  l l l  _un-A-mc€ul.  4 i -g

( i i )  ("sLr) '  . t*( 2),1 . . ,"*(rr) )  *ut: .- :Lqir M-resulat o - lYl_: €ui: l  .

nxn-nnatr ice inversabi l5,  peste A si  f ie'&:ga!lqr.,s j
b .  = r f r a ' ( i . e .  b .  =  ( b t r . .  r  ' b r r )  n  c u  b *  =  

4 ] ] .  * ,  * j ,  x  c & ) .

A t u n c i  1 1 , ( b l  t . . . r u r r { r u i )  
' :  

H " ( a l  , . . . r a r r }  m ) .

!,grr,glelrati-e

Matricea ,1. irrUr.,"u izornorfismu] de A-module l ibere

n l  g  i { r ( r i 1  } . . . r * r r i n ) 5 K r ( b t , . . . ; b r .  ) o )  = o t t ,  c a r e  s e  e x t i n d e  c a n o n i c

1a un  izomor f i sn  de  a lgebre  d i fe ren l ia le l

6 . ( a l  r . . . r t r ,  l a )  
g r . ( b 1  

? . . . r b n I A ) ,

Acest ul t im izomorf isn de algebre induce pentru or ice A-modul i t i

un  izomor f i sm de rcodu le  d i fe ren l ia le l

1 4 . ( a r r . . .  r u - r r [ l l )  3  r . ( b t  r . .  .  r b n l $ ) ,
I

de unde rezul t i ,  af i rmal ia dj .n enun!.

1 4 .  9 o r o l a {

In condi t i i le l rop.13 presupunlnd ln plus l f  A-modul r ] - i ' r r r . i ,  . .

y . , : ) . t 'J ,  (11,  .  .  .  oarr)  este $ir  &l- . r .egulat  4:)  (  btr  . .  .  rbn) este s i r

lrl-re riulat .
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OBSERVATIS

R e z u l t H . d i n P r o p . 1 3 e 6 ' o m o l o g i a c o m p l e x u l u i

nu depinde d"eelt  d.e idealul Z =Lr. A**, $i  hu d'e
xeCn)

minimal de generatori  ai  acestui ideal,  ln ipoteza

genereazd. minimal id"ealul a , //

Un prin rezul,tat iroportant in studiul ornologiei modulelor difere"n-

t iale Koszul,  este urm5.torul '

]:-Sgetsse
Fie A noether ian,  Z C J(A) un ideal  e i  f ie [1 un A-rnod"ul

g . ( a l r i o c a o l l t l

vreun sistem
a

c d ,  1 a f l e r " e & r ,

noetbg{iAn.

i i - . . :  ^ +  X  . r e  i n { .  n a  o
I r j l . l i t t r ( , ,  t  l , '  J - r l u a e 6

n  ->  a  r l l r : na r rdon t
Y . r / "  t  q " d.oar de id.ealrrl a ei de modulul ftil.

A   r  a

Lnc r-6 .

( f  )  or j "ce qir  t { - regulat  maximal,  conl inut  t*  A,  are lungine q saut

echivalent I

( r f )  p e n t r u  o r i c e si  st  em d.e gene rat  or i  (  *1 ,  .  .  I  &n) aL idealului  a ;

H r r - o ( a l r . o . r a n l i l l )  I  ( o )  $ i  H j ( * r  r " ' r * r r J l i )  =  ( o )  p e n t r u

J) n-q .

Sgrqonetxa !j:g (flrnY )

Vom nota cu , lo ( l t i )  tntregul i

, , \ n t l * )  =  ̂ * { i e  i * j  / H l ( & 1 r . . . , a r ,  \ n t )  I  ( o
/  a  ' r  :  , : - ; ^

unde g  =  
{ * f  ,  o . .  r * r r f  es te  un  s ls tem d"e  genera tc r i  a i

Acest tntreg are prcpr ietd ' { i1e urrn* ' toare'

r n  a d e v 5 . r ,  A ' , . ( m )  =  n < = = ? H n ( 1 1 ,  " . .  r * r r i H )  f  a < 4  ( c f  " ( i i )  ' P r o p ' ? 1

$: ) ( - )  ^ r rn" ( ra)  F {o)  < .+ q e *  +  
(o i -n  lema de e v i ta ' r "e

I 
€ Assill I

a ic lealelor pr irue) (--> (J) 
I  

e ^qsl* l  qi  q e ! ,#) or ice elernent din

a divid e zero Pe It I . / /

f

t )  t

idealulr-Li a {

( i )  , \  - ( l , r )  = n(: . )  a const i  nunai  d in div izor i  a i  Lui  O p1l{ :



Sub

( i )

o form5.

' A*t*)
ech iva len t l ,  ( i )

(n4= ' - . l2a  con{ ine

7t

se exprimd qi astfel l

un non-d.ivizor aL lui z)ero Pe M'

A doua ProPrietate inPortantfi '
t
I  r - - r  .  7

( i i )  d a c b  { . ( i ' i )  { n  q I  I  e  a

a lui  A*tnt) este urrs6'toareal

este un noll*div{'zor a} lui %er^o pe [fr
! ) r  g

In

de

atunci I

care

o

ad.evir,  clnd, t  (6 g)

nodule i

o ----:-> r{ /f ,I{ 
(,\'"'> 

\*r
d.e qirul exact de rooclule

, [ ,
6.  (a l  ,  o . .  ,ar r l  i 'n )  ' * '

-4  a ,

, \u(m / ; in) *  ' \ut i r t )  + L

nu d"ivide %ero pe l i l ir avem qirul exact

- - - - ) Q  ( c u  / { * l  
= f  m ) ,

d i fe ren{ ia le  Koszu l l

g. (*1,  , . . , * r r \m) g K.  (a l  ,  "  c  'arr \ i ' i ' l r , t ) - '

deci  q i ru l  exact
: l

i l t u i ) " " /
u

lung de- omologie I

a.* lrt) -Fb H: @,, ,,- !

(J

d* I  Yr) '  
*5 i l ;U, ,  - '  , ( i^ ln/ i  A

,)r^' N i#fr,rr*,, - ')Q'lnlsr)4" ' "
-  T ,  r i  1 , ,

n  i t .  i , :  A ^ l l 4 ) 1 +  i - f i . 1 [ u t ;
g)  H i - ,  \ t1 t2  "  "  ) - \ ' ^  I t  

' J  /  '  
4  '

( ) ,

Deoarece g  =  
{ " r r .  r  o  r tn \  an"ereaz l  pe  g  q i  in t ruc i t  a  anu leazr r "

omolog ia  nodu le lo r  c r i fe ren l ia le  Koszu l  cons t r r ' r i te  pe  g(c f  ' ( i i i )  I

? rop .?1  $ : ) ,  c l in  {€  g  deduce*  c i  omonnor f i s ine le  in  omolog ie

( induse de mult ipJ- icarea cu f  )  s int  4glrg.?

Aqaclar, qirUl exacil luirg de ornologie c1e roai $Llst d'4 pentnr o:.i-ce

i  e { i  12  e  ,  o .  , t }  s i ru l -  exac t  scur t  I

( ,e) o _ -)  H, (a,  , , . . ,a,^f f l )  I  Hr ' (a, , . .  ,a- lolrnlAl- f ' , (  
d" '" '4^"t)^*) i" ;

( l  ' ,  . \  /  , ^ ' t.t 
': {n a' lN)* i-i 

"'. 
' (0' '^ "' c?'* lFr) '= ( o).  \  I i

Dac6" 
) 

- ,, Au (l 't) '*; l '; b ', ' 'A" li l i = t' i J* .

( c f . r r e f "  l u i  ) r ( r , : ) ) ,  c t e c i  i l ,  f u  t )  "  ) a - ^ l n ' Y , n )  
=  ' . o ' '  t :  

: -
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Conforn  d .e f in i l ie i  lu i  \  * (  
) ,  rezu l t$ ,  de  a ic i  ( i i )

Dln ( i i )  ob*t inena numaideci t  pr in induet ie i

(  i r i ) C a es te  uh  '1 i r  l { - regu la t  (P}1)  t

l i - . 1 :

atuncio pentru orice sistem de generatori  g = 1&L" " t  -*4=l 
t1-3

-//

d a c a  {  i  4  , . . . ,  }

gt  a re  loc  re la i ; ia i

A - ( l , y (  L  r . . . ,  T . ' ) i t t )  =  A- ( t i i )  +  p
" g '  ' J 1 '  ' ) l ' '  5

Urniitoarea proprietate importanli l" a

( iv )  pent ru  o r lce  s is tem genera tor

intregului ) *tml
g ,  =  t  " 1 r .  

. .  s&n l  " r

e s t e i

lui a

inbregul l  n -  I . , . t t l t )  este independ'ent de $ '

I n  a d e v n r ,  f i e  g '  =  { b r r . . . n b n }  a l t  s i s t e m  g e n e r a t o r  a l  l u i  q

?utem presupune n). m' Schil i 'rn-*rgumentul'

ldatr icea d.e t recere intre g qi  gt  cond-uce la qirutr"  exact l

o - ) l ' , e r  - - )  K . ( g  I  m )  - ->  K . (8 ' I r . 1 ) ->O

care  es te  b / ; t r I  ,  deoarece pu tem t rece  e i  de  La  g t  1a  g '

A t u n c i  H . ( S  l m )  X  H . ( * ' i  M ) @  H . ( k e r ) ,  d e  u n d e e  c o m p a r t n d '  l u n q i r a i l e

comnlexelor care  apar  a ic i ,  g {s iml

+  /  t  /  " r ( t r e r )  
=  i l j ( s  J  l , i )  J =  "  

-  m '

Pe <1e al th parte,  d in qirul  lung de omolo6; ie

,  t .  i ' " .  t ,  \
1 * 1 J  7 r r ; \ K e r /  E  H i ( g  l i ' 1 )"  t -  /  J  J  '

= , \*(nt)  -

)u ,  t i l )  *1  t t -

care apare n g6"sinri

, \ - ,  ( i , i )
6

, \ * { r , r )  =  nn -  )g ,  ( ; i )  "Rezultr i  atunci  i

D i n  ( i ) ,  ( i i i )

(V) s =

n - ,n = )*( ioi) -

q i  (  iv )  o .e ducera l

( ' l
1 & - r t . . . ; o *  Y  u n  s l s t e m  g e n e r a t o r  p e n t r u  g  t

.  !  L L  )

n - A-(i,I) = numer.rl de elerrente dintr-ull qir }vi-regulat

naximal, conlinut tn g

teoremeL, f)Aceasta  inche ie  demonst ra { ia



( a e  t i p  f i n i t ) .

Se numeqte "g-profunzimert a 1ui llIt gi se

77

1.  Def in i t ie

Fie A un 1nel  noether ian,  a € J(A) un ideal $i M un A-nodul

noteazfi. cu Profu!{ ( sau

local ,  S -Profunr imea

(grade I{ ,  dePth M)

]'{
l t r  a

A t t ,  g a u

conl inut  in gr

qi r  ( re la t ivd

subqiruri.

conc luz i i

Rearnintim defini*

A .

depttr ^ M sau grade a M)r intregu1l

*"1, _ g = lungi-mea unui gir H_regulat raaximal, contlnut tn g

\  z - - \  . : .  . .  t  -  I '
C o n f o r m  T e o r e m e i  1 ,  f r o f " M  = r r - . \ .  

* ( m ) r  
u n d ' e  g  = 1 & 1 t " ' r & n l

este un sistem arbitrar d,e generatori  ai  idealului  a, iar

i  * tm )  
=  nax  J l  H j ( * r , , " t&T )  16 )  f  a  .

In cazul part icular cind (A, g) este un inel

r:nui A-modul M se noteaz6" si'mplu cu "!,IgglId'L"

gi se numeqte "co{ inegs}g{rga. onologiQf l i l  a lu i

(nneor i  no ta tS ,  de  asemenea,  cu i  codho( l ' t ) ) '

pentru l i l  = A, ob{ inem , 'codimensiunea omologic ' .  a lu i

ttprofundorul" lui A, anuroel

c o d h A  = p r o f A = P r o f r A

De asemenear ln aces'b ca'l-t un gir [ l-regulat maxj'malt

se numeqte "U:€!r]:r

Din ins4qi  Def in i l ia 2t  veden ch regular i tatea unui

La un rnodul)  este eredi tara,  i 'e se p 'E'streazrr '  pen'Lru

Vom apl iea eele d 'e mai sust  pentru a deduce pr imele

ut1le asupra onologi-ei  inelelor locale noether iene '

F i e  ( A ,  S r  k )  w r  { n e l

t i j . le Pr inciPal i lor  invar iant i

1oca l  noether ian .

numerici ai lui
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(i) gig, 4 = lunginea unui sistem de parametri pentru A *

*  deg t r * (x)  =  ord inu l  po lu lu i  (z=1)  a l  ser ie i  HO(z)

= t n f { " q N l ( 1 ,  i ,  r a . - , } €  g

este polinoraul l l i lbert-$arnuel al

ei 16nBA o4t,,...,1_)A
1

{  o o Y- I
r )

und.e hu(x) lu i  A (dat Pr ln

iirydi*u al,

este ser ia

( i i )  e q l 4

<-
i ,  t 2 r  o J ,  i a r  H o ( z )  =  

+ero

Hilbert a graduatului lui A1 fa!f,

A = lungirnea unui sistem ninimai

= dimU (g/ *Z) ,

( i i i )  SJA)  = mul t ip l ic i ta tea lu l  A = coef ic ientu l  tu1 Xd/at

(dinkgal*i+1) za

de rfrtrarea m-adicfi..

de generator i  Pentru rn=

(a=A:_m l)  in pol inomul f rO(x) = caracter ist ica euler ian6.

a (onologiei)  complexului  Koszul  construi t  f ie 111.I  s j -stem

d e  p a r a m e t r i  a i  l u i  A  =  p A ( I ) ,  u n d e  l { o ( z )  =  n 6 ( r } / q o ( u )

este forrna ral ional*  i reduct ib i ld.  a ser ie i  Hi lbert

a  l u i  g r o ( l ) ,  ,

0BqERVATIIt

Ident i - f i carea  lu i  
" (A)  

cu  earac ter is t i ca  eu le r3 .anh a

complexului  Koszul  construi t  pe un sistem r le parametr i  a!  1ui"  Au

va f i  demonst ra td  }a  ExP.VI ,  $3 .

Avem re la l ia  ev ldent6 i  d im (A)  (  ed lm(a)  '

Inelul  1ocal  A se numegte " Iegf le! ' r  d.aea diro( l )  = edim(A).

DinnTeorema 1, $4, vedero uqor e ' i ' i

pro f  (e )  (  o i r ( r )

Inelul local A se numeqte "99!req:ilag*u1af," dacd' prof(n) = dim(A) '

$e ooat e at6. ta c6.  or ice inel  local  regulat  este cOhen-Macaulay

(  Serre , i ' {ul t ipl  '  )

Reamintim c6.t pentru un A-modul ilI, numin

intregul:

' f  dimensluneil  a lul l ,Tt

diur (M) = d"iro(ArlAnn(ul) ) .
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Are 1oc re la t ia l  Prof  (M)  < d im(nt )  '

'r C ohe n-lJIacaulaYtt .

egal i tatea def in ind c lasa mod*lelor

Dupl cum se gt ie,  or ice l \ I -q i r  poate f  i

parametr i  pentru mcdulul  M (cf  'N'Radut

ulx (or ice) s istem d'e parametr i  pentru

numai dae6. l,I este Cohen-lrlacaulay'

0BsnRvATlE

$e poate at i ' ta uqort  ut i l iz tnd ser ia Hi lbert  a

c6r  pent ru  un  ine l  loca l  cohen-sacau lay  (L r rn ) ,  au  loc

prof  A = 6is1'  / t {  edim A( dim r \  + e(A) -1

U n i n e l } o c a l C o h e n - i { a c a u l a y s e n u m e q t e . ' g x t r e m a l t | d ' a c d , u } t i n a

inega l i ta ie  d .ev i r re  ega i l i ta te ,  ad ic f , ' l  ed in r  A  =  d im A ' ' *  u (A)  -1 '

Asemenea ine le  loca le  au  fos t  s tud ia te  de  J 'Sa l l y  g i  P"schenre t i /

Vom ut iLtza,  in cont inuare'  urmi*toa'ree- not iune'

4 .  D g { } n i t i e

Fie (A, Pr k)  un inel  }oca1 noether ian.  l ' lunim ' 'coqu] lexul

Egeggl- t fg i i - : ,  
a lgebra di f  eren' l ia l6 '  Koszul  (n ' (a \  n)  '  d ' (a \  A) )

construi ta peste ul l  s istem minirnei l  oe genera' tor i  aL idealuluj '  'g l '

Lrunp; i r r iea complexului  Koszul  a1 lu i  A es' [e aqa6ar edin(rr)  '  Acest

complex este uni-c c letersr inat  (p in5. la u 'n izot :norf lsrn de alge- i1re

diferentiale g'acluaie) de cf' ' tr"e ul1 sisi 'ern rri iniraal arbitrar oe

gencrator i  a i  lu i  ra

pent ru  s i rap l i ia i ;e ,  voro  no ta  uneor i  p r in  K ' (A)  complexu l  Koszu l

a l  ine lu lu j -  loca l  (4 ,  9 r r )  '

Ut i l iz inr l  rezul tatele ain $r-$4 '  obl iner"r  urrnatoarele inf  orr :a{ i ' l

c lespre  i " r :e leLe loca le  noether iene '

t  n  ? r . . nnoz , i  + , i e
*Z:-i.5:s=32;=-

F i e  ( e r $ r k )  u n  i n e l  l o c a l  n o e t h e r i a n '

prel .ungi t  la un sistem de

I n e l e  l o c a l e ,  v o l ' I ) 1  r € ) c i P r o { :

hI  este un i r l -Qirr  dac$'  q i

/ . \
IU l ,  g i ' f f ' \ r r l  t

rela!i i ie'.

r

urnatoare le qrq!--t jllygW



B o -

(i) A e.gte ingl l_ogaL,. rgqgla!

(il) A.l,S.g-bra de onologSe _q c-ors'p]g_{ulql {gszul_S*$) gste tgivlal.$,

( i , e "  I { . ( K " ( A ) )  =  H o ( K , ( A ) )  =  a " / * =  k ) "

lqeqnslrptip

( i )  : : ) ( i i ) .  F i e  t l  =  d i m :  A  =  e d i m  A .  A t u n c i  o r i c e  s i s t e r s

mininral  de generator i  pentru gr este un sistem d"e pararoetr i  pentru

hlai  multn A f i ind Cohen-Hacaulay,  or i "ce s istem de parametr i  peniru

es te  un  A-q i r .  Rezu l t6 ,  a tunc i l

p r o f A = d i m A = e d i m A

Din  teorerna  1 ,  $4 ,  g t im c6 . i  p ro f  A  =  ed im A -  , \  (A) ,  cu  ' \  ( ^q  )  =

[  ,  t ' ,  ,  
n  

^  !  ^  !=  a a x  l  i i H * ( K . ( A ) )  I  ( o )  V ,  d e c i  o b l i n e m  d i n  p r o f  A  =  e d i r n  A  c r {
L -  J  ]

\  1  -  \  t - f  / .  \  \  t - ,  /  ^  \  \

, d ( A )  =  o r  o e c i  i E . ( K . ( A ) )  =  H o ( K . ( A ) )  =  k .

( : . i 1 ' : )  ( t , ,  D a c i  H , ( r . ( a ) )  * ; ,  a t u n c i  l ( n )  =  o , d.e c1" ,

A ,ap l ic ind  ia r  Teoreroa  I ,  rezu l 'b5 .1  d im A )p ro f  A  =  ed . im A )d im

deci  d in A = edirn,  A $i  A este xegulat . f /

16. Pr 'gp_oz:Lt ie

Fie (Ar .qrk)  un ine l  noether ian

Urmi toare le  s tn ' t  ech iva len te  I

( I ) A__e e!q._Q c_Lgn:dacaulgy

( ii) --A}-geb1a-ge q.,!s--1"-q{i9- e cqqplexului KoEgul-. E. (A) r g-jll

n

&

t r iv ia, l r i  tn di . iaensi-uni . le c i+1, {+Z

c1 = edim A d inr  A.

/ l

j  -  ed i rn  A  -  p ro f  A  +  I ,  ed . im A -

DacE A este Cohen- l ' iacaulay,  prof

( i t )  - _ - ) ( i ) .  D i n  T e o r e m a

d.ec i  ( i i )  ,  lmpreun5.  cu  de f in i t ia lu i  , \  (A) r  ar  dal

lqggpstqF\19

( i )  - -_ )  ( : i ) .  D in  Teorema I  q t im c *  H j ( * , ( e ) )  =  ( o )  p e n t r u

+ 2 r , . . . e o d i m  A .

A '  dec i  ( i i )  rezu l t5 . .

c 5 .  \ ( g )  t  p r o f  A  =  e d i r n

pro f  A

A = dirn

I  q t im I\J r  s



t

Lr r  -

^  
\  

r  r !  - -  l  \  5 r -
ectm A -  prof  A = A (*)  (  edin A -  d in A '*-)  d in i  A (prof  A'

- /  .  4  -  , t - ! , , -  i  -Cunn prof A -< dlm A tntotdeauna, oblinem din A = prof A'.//

OBSERVATIE

Din Propozi t i i le L,  q i  16 resul tH. ln nod evident inpl ica{ ia l

t t (Arrs)  regulat  => (Arm) Cohen-Macaulayt t .  Nu putem pune aceastf i ,

impt icat ie sub forn$ d"e corolar,  deoarece am ut i l izat-o la demons-

'  
o t rat ia Prop :L5, presupunind-o cunoscul ,JF,,  / l

In gene ral- ,  pentru un inel  local  noether ian (Ar* ) ,  lntregui
?

^ 6= edim ( .q)  d im (a) (care apa.Te in enun{ul  Propozi{ ie i  16) se

nune$te  ' rp r i rna  gev ia t ie  a  1u i  A t t  q i  se  no teazd.  cu  t r (e ) .  (Ex is t6

d.eviat i i  d.e or ice ordin ale lu i  Ar.c€.  apar ln m.od canonic,  pr in

dezvol tarea tn produs formal inf in i t  a Ser ie i  Poi i icai ' {  u tn luLui  A)

Sd na j -  remarc5m c5,  la  PropJ}5 t  cond i { i .a  ( i i i  de  t r i v ia l i ta te  a  ]

a lge brei  d.e omologie H .  (K.  (g)  )  ,  eehivaleazd. eul

H l ( K . ( A ) )  =  ( o )  r  c f . .  P r o p . 1 1 ,  $ +

fn cele ce urmeazS.r  D€ vom ocupa d.e caracter izd.r i le

claselor de inele 1oca1e Cohen-1,{acaulayr,  C€ pot f i  ded.use din

structura algebrei  d.e omologie a complexului  Koszul  respect iv"

,Pentru a fixa l irabajul ei faptele d.e baz6.r expunerea urad.toare

es te  ded ica td  p rezentdr i i .  teor ie i  lu i  ta te  a  a lgebre lo r  d i fe ren l ia lu

grac.uate peste un inel  comutat iv urr i tar '
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ExPiil,tiiltlil\ v

AI,GB BNX il]Fh]iiIINTIAIH ORADUATN

$1, cstuconrA AtGEiiREt0R DTFERENTTAIH GirAtul\TB

PESTE UH INEI CO},IUT;TTIV UITITAR

Fix6m, pe tot  cupr insul"  acestui  $,  un inel  comutat iv unttar

A .

1: .Deiinitie

Se numegte "a1gqbl4-d@qduat-5 peste {, ,(pe scurt

"A lgeb l ! " )  un  t r i p le t  X  =  (C .  ,  d .  , f  ) ,  l n  ca re ;

( i )  C.  =  @ Ci  este un A-modul  N-Sraduat '  ver i f ic tnd:  Ci  =  o,
i"ev

pent ru  i (  o .

(rr )  d.," :

( r r r )  /

C. ---)C. este un endomorf lsm A-l in iar  omogen de grad" (- l )

v e r i f i c i n d . S  d . . o  d .  =  O n

: ,  C .8^C.  - - - -= )  C.  es te  o  nu l t ip l i care  asoc ia t i vd ,
11

uni tardr  ver i f ic ind l

( i )  l ^  e s t e  o m o g e n i  d e  g r a d "  0 ( i . e .  y - ( ; & ( ,  ) e C r r ; )/  -  
J  

- ' ,d

(  i i  )  / - ,  este ant icornutat ivE (  i . *  ,  (V)*  e C: I  y  e( , '  i
<i

" 1 x € . , y )  =  ( - f ; i j  ( y O * )  q i  
/ " , P x )  

=  g  d a c 5  i  s  l ( r n o d " t ir \ ^ t ' ' y l  
-  \ " r /  \ J 1 , ^ /  v r

( l i i )  d "  e s t e  ( a n t i - ) d e r i v a r e  t n  r a p o r t  e u  / "  ( i n B . ( d ) x € { - ' ,

y €  ( ' .  :  d , ( x @ y )  =  d ( x )  ( & y  +  ( - r ) i  x  @  d ( y ) ) "

( I n  p a r t i c u l a r  , / r o  e s t e  o  a l g e b r H .  p e s t e  A ,  i n  s e n s  u z u a l ) .

l , {u l t ip l icarea unei  A-algebre X r  s€ noteazE simplu pr in l

/ ( * 6 y ) l  
-  x y

Un i ta tea  nru l t lp l i ca t i v5  a  une i  A-a lgebre  X ,  co i .nc ide  cu  aceea a
r , /

1ui X,. o

Uneor i ,  vom nota  cu cl gg8ppne*ta orgpge+ii d.e srad.  r (Ct)  a

sine st6ti l.toa;r*renr"rn{tnd la speci f icarea de
l n  1
I  v ' ; Y  ' i  r :  l n r  .\  J J  - L  \  t l l

.rz'
J.lui X , pentnr i€ tl l ,

a modulelor de lanlur i



8 3 -

De asemenee' dilgrgn,ligl+ d. a unei
V T

di  = (dt) i€Nr c ind apare necesi tatea

lui d. fa\5 c.e X .

gXEhIPI,E

( i )  P u n e n t  =  ( c . ,  d . -  r y ' ) ,  c u  c ,  =  o  d a c d  t  f  a  E i

Co = A' d. = 0r f  
= mult ipl icarea lul  A. Algebra diferentiald'

graduata. astfel oblinut6. se numeqte "35i,rigle". (Analog pt.

C= n = o a lgebrd peste Ar  in  sens usual ) .

(1 i )  F ie  a i  [n) - - -a t  o  schemd,  n  ]  o .  Compar ind Def in i l ie

I  cu rezul ta te le  d in  Exp. I I I r  v€dem numaidec i t  c6.  a lgebra Kosru l

( f  . ( r  l  A) ,  cL. (a  I  A))  este o a lgebr5.  d i feren l ia l i i  grad.uat6 pest 'e  L f
r /  1 ,

pentru dou5. algebre di ferenl ia le graduate f r  ,  + peste Ar nurnimi
\ i  _ t l' , , '  o aplicalie A-liniard: f : X _--> "# t

o rnogend.  de  grad  zera  in  rapor t  cu  grad .udr i le  ( i .e "  f (X i )  CY. ,

( f l  i ) r , c o m p a t i b i l 6  c u  s t r u c t u r i l e  n r r l t i p l i c a t i v e  ( i . e .  f ( L )  =  l "

e i  f  ( x y )  =  f ( x ) f  ( v ) ,  ( V ) * , v e I )  q i  c o m p a t i b i l a  c u  d i f e r e n l i a l e l e
y : w

c e l o r  d o u [  a l g e b r e  ( i . " .  1 " d l  =  d - o .  
" f ) .

Cu aces te  de f in i t i i ,  ob l inem ca tegor ia ,  D0(A)  a  a lgebre lo r  d i fe rcn-

l ia le  g raduate  pes te  A .

In aceast& categor ie,  punerc in eviden!5.  urnr i i toarele obiecte.

( l )  0 A-algetr5.  .X se nurneqte " l ih-g@", dacd

f iecare cor i lponent[  omogen#. X,, '  este un A-nodul  l i i :er ,  de t ip

f i n l t ,  I n  aces t  cnz ,  X .  =

(Z)  0  "sub?l€{ebr i "  Y a

cu proprletatea e6.i  U e

de A-a lgebre '

A-algebre X r s€ noteazil. cu

expl ici t6.r i i  dependenloi

A
J i .

unei A-algebte J:  ,  este o A-algebr"d '
' \ ./ \ , 'y
X 9 i  inc luz iunealL; ' ' f r  este nor f  is :n

\ /
( :)  Un " idqAl." a1 unbi A-algenre A , este un subnodul di ferenl ial

.,t.

(v)
1 / \" + l e i

i ' i )

graduat 3 g i . € . d . (J )  e t ) ,  cu  Propr ie ta t ' : :



(4)  Daca.  te T.
d.evine tn mod canonic o algebrd diferenl ial* graduat: i"  peste inelul

' \ '  
M

factor )t,/* = Al q ( ri,= olu fiind ideal a} lui A), Ll t -alge-
-c,lo i. L 

z: r .
bra d.iferenti"ale graduat& ^ /t se numeste "A3L$9bI3:9&,!" a

\ / Y
lui k prin aJ .

\ i '  1 t
(5) Daed. ;t , "i slnt d.ou5. A-algebre, numimi "Sr,od.gq.-!g*ggfAl

V  Y  ' v . i L {

AL_]_!Lf j"*rrr-l -" qi notdm cu ;t I {i , A-algebra a cf,rei struc'bur5

; ; ; ; ; ; :  (V) i ,  ( f  f ih)  = ,E X,.sJn, avtnd. oirerenl iar*r
"  k+1=i

84

este un ideal,  atunci modulul-ctt  1

v
, .1't 

.t 15 
e t lx & d':' ' uncle rX, tw

=uii

stnt  apl" ica{ i i i

e lement oruogen,

se nurBe $Te

.Xa' j  .x
C [ .  =  O .a

ident ice pe X-.  r l :  ,  iar  t  este ' tseinnul ' r  unui

S t ruc tura  rnu l t ip l i ca t i v [  es te  da tE de l

( u )  * € , X " ,  x ' 1 T , ; v c J i , ,  v ' e A i :
4

( x t u y ) . ( x ' r , l  y ' )  =  ( - r ) k i .  ( x x ' & y y ' )

lSs6n ca exerc i l iu  ver i f icarea faptulu i  c [  XS 1 este int r -adev, i3 '

o  A - a l g e b r 6 .
. \ /

(6 )  F ie  , t  o  A-a1gebr5  l iberd  d .e  t ip  f i "n i t .

seria f orroalr i  P.", (z) =Z- -. (rgn xr)zt { '- w [ , ' .X
t t  L Z - L \  

J )  r

' t s e f " i a  P o i n e a r / "  a  r u i , (  .

In  genera l ,  P* .  ( r )  nu  es te  ra l r iona l i .
',\

Ser ia  Po inear6  a . re  p ropr ie ta tea l

D  / - \  A  / - \  D  r - \l . - , . . . - ^ , ,  ( z )  =  7* t " )  n  P , , { " )  .
,tlQ t.| .7(, "j.

(?)  Fj .e X o A*algebrei .  Aiunci  Z(X) = ker (dT) este o

subalgebrs a lui X (nunits "+lggblA-giglilgg")u iar f3 tX') =

= ryn(aT) este un ideat al lui z(/:) (numit " igeglg} b9r4*,rr lgl"

lu i  X )  .  Ver i f icarea es'be l f ,sat5.  c i t i torului  .

Algebra-c l t  H() : )  = 7,(X)rn,  
^ ;

este o u/Er&) = ofj,nr 
6: )

*algebrrl- diferentialE, grarluat4, nunitil "Al.$ebqq $g-gnglgfiigo'
'-\l'

a l u i . K .



d a c u . H ( X )  = H o ( X )  *  A l g

r  $B numegte

f  t -  ^  /  \  .
iK  =  A /n)  es te  o  k -a lgebr l  t r i v ia l r r , .  In

se trr.*ulte "ssri?-poinLalt:, a -1}i A/g. ,,
*-'t-\

Ya t ^  \ z ) .  Coe f i c ien l i i  l u i  Y , t  r  & )n/2 
"/2ale J'u:- A/g o,

( i . e ,  n  j ( X  )  -  o ,  ( ' V )  j >  o ) ,

0 a lgebrd l iberd d.e t lp  f in i t  q i  ac ic t ic4

l ' Iqzo lq j f  g I  a  ine lu lu i - factor  A/ r* ( , iT) .
f  ru \  u . l  I

DacE A este inel  loca1 noether ian d^e ideal  naximal n,  o reaoS.ul ie

X a Lut, llai
Z

( 
* 

= kn af ) se zice ,tminlnial{r' d.aca. X WuT

aces t  ca , z ,  se r i a  7o t * )
/\--

ql se noteaz6" eu

se numesc "nurf ierelo Bett i "

B 5

Vom spune e* 'nJ_ este acic l ic i l ' l

(ru) dacf, o --2 X

d e  A - a l g e b r e  ( i . e o  u n

atuncj -  &Te 1oc q inr l

Reintoretndu-ne la cazul  general ,  dac[  f  :X ----- \  este *n morf isn

de A-a1gebre,  atunei  f  deternin6 ln mod. canonic un morf isrs a1

a lgebre lo r  de  omolog le  !

H(f )  :  Hf f i \ - - - ->  H(y)

A e e s t  m o r f i s m  a r e  c a r a c t e r  f u n c t o r i a l ,  a d i c l i . l  H ( f  . r  g )  =  H ( f  ) . ,  H ( , g )

pent ru  o r ice  dou5.  mor f i sme de A-a lgebre  f  g i  g .

Pr incipal .a propr ietate l rn iar4-.  a functorului  de omologie este

urnE.toareal

\1" -i-- 
-Z 

**' ,, e ste u.n qir exa.ct
qir  exact d.e A-module dl ferenl ia le graciua.te )

exact lung de omologie I
A ++( ! )  i l ( ; ; )  A  r t / j . t(  v  i )  .  . .  4o i t i (X )  "  

' t ;  
H i (?  1  ) * 'o ! "Hi ( I )  a  

, r -  H i_r (X)  J i ( i l "

#( { ' , .  r  t r r *>

und.e porf isnele d.e conexj-une A I  Hi  (Z)--> Hi_l() . )  s int

d e f i n i t e  c a n o n i c ,  c a .  l a  E x p . I V ,  \ \ 1 .

Acest qir  exact lung se pune deobicei  sub forma urn5torului

rr t { i t rn i } r i  exact de omo. l .o.{ j -e ' f  :

+' )
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H(,il/ \u'*)
( xx )  /  \

ll@ *- -A-+f'fgi
56 remarc6.m c5, pentrtr orice A-a1-gebra X , algebra de omologie

H(X) are structura d. i feren!ia16. (canonic6,) tr iv lal4, adic6, d' I

d.evine ornomorfieraul rnul pe lI(X ) .

Aqadare st luctura 1ui  H(, t )  este numai de ' ta lgqbrd

grqduat4rt  peste A.

Pent ru  dou6 A-a lgebre  X , \ ,  mor f i smele  canon lce

( omologic )

grad"uat i ' . ' ,nt 
n' X 

("') 'u (n) 
X , r ^, [V ) i ,X'  

'= ,h t r i  
)  c " ,  L ;  =

cu di ferent ia la:  -  f ru)  ^y-

x *"1*'!i"'?,;- -X?: *'r,.. ?"otu:',#,, *= r^ oi "-' s ) i
Vom gtndi. a 

(m) 
drept 'f -aodulul- l iber de rang h', avtnd ca

bazd un eloment n*-* 
il"i":- :".

X* r , , \WV
(x  F)  x  e? 1)  q i  )  

-> 'XA F, f  r r+  16 l  y )  determins mor f ismele

l n  o m o t o g i e !  H  ( X ) . _ _ )  H ( X  e V  )  e i  s ( i ) - - - > H (  X f )  9 1 ,  d e c i  u r l

morf ism canonic  H( . t )  & H(U)  - - - ** )  H(XgiD.  Acest  mor f ism este

b i  jec t iv  $apF A estg corp,  tn  care caz ac ic l ic i ta tea fu i ]  ( . * . r t lJ "  1

d.eterminE acicl ic i tatea l l iX& ,) G .

(S)  F ie  X o a-a1gebr6 9 i  f ie  xe 
'X;  

( i  >o)  un e lement  omo$g* .

x se numeqte "pg+:d"ivi.zol. 4 Lui zgr-g" p"X n dac5.

( V )  y €  X  e l  x y  =  o  : - 2 ( a )  y  =  o ,  c i n d  i  5  o  ( m o d  Z )

sau  ( r , , )  y  =  o (mod  * ,X  ) ,  c inc l  i  s  I  (mod  2 ) .

Dj.n aceastH, def lni l i .e ved.em c5. lucrul cu nCIn-cl iv izori

omo.€Xini ai lui z,ero p" X o imp'ane considera.rea separatd & cr-.trLr*

rilor gradului par .qi gradului i.mpar,

(  9)  F ie  7 :  o  A-aLsebra q i  ^  e .7  un in t reg,

Vom numi 'tt1a,4e,latartul cll m al 1ul X -" mod"ulul diferenlia3-



- B ?

Ast fe l ,  vom scr ie . i

1 ( m )  = , X , f  , d e g T = n ,
f  ,  - r 7r . r r d . e  f . r  =  1 * t /  * 6 X J ,

In geueraln von ntmi " X;nodulul, l ibeq 4e b4

susa direct5l

d " = { t r $ X t r @

l ' 1
l m  m  L t t '. l  , l S ; . . t - n J

n n d e  d e e T , - * j ? o ,  I  =

Acest  X -modul  l iber  este '

graduareai

. . . s l T r ,  ,

Lr .Zr . . . ; I I l  .  Notdnl  n  = rgXG()  .

un A-noduL diferenlial graduatr cu

e1 diferenl ia1a I

"{i  
= 4-*, TrS X r-*, rz@..S X i-mn rn, (V) i '

d i = u l r r o  u f * r @ " ' 6 a i T * r ,  , ( v )  i '

Ne opr im aic i  cu general i tEl i le pr iv ind algebrele d. i ferenl ia le

graduate peste un inel cotuutativ unitar.

Trecem la construct ia tehnicd fundamental .6 '  in apl ica{ i i }  anu-ae

construcl ia algebrelor 11bere peste algebrele di ferent ia le grac)\rate

pr in adjuncl ia var iabl le lor  care anuLeazf i  c ic l i  onogeni .

Def in i t i i l e ,  no ta t i i l e  g i  te rmino log ia  d in  aces t  $ ,  r f ln r tn  va lab i le

peste tot  nai  d.eparte .

$ 2. AQJU_I'TC_$AVARIABILEIJOR SI ANUL:\REA CICll lOR Oiit0Gii l l I

Fix5,m, in cele c6 urmeazd,r 8[ inel eonutativ unitar A

. r r ' 1 /
gi o A-algebr6 diferential* graduatS. X r cu .€o = A.

ln ;t  r ix&m un ciclu .omogen \ e zi-r( x) , d'e grad i*Ll o"

Clasa de omologie a lui 5 
o not6$ cu 

"i 
.  ,

Vom construi o nou6'A-algebrd diferentiald graduatd U , notat6. cul

' r /

ei denumitd. "A-algqbra o!!rqut5" d i l 'qg--t
'7

" , incit s5. aib5 loc urrail,toarele

p rop r ie tA t i :

y = x
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(nr) X-ss!s- suQ.alnenr*,s ]si 3_
(nz) 3--Cs!s--X-=elsgb{i, }ibera
( n : )  H , o ( Y )  = H s ( ] ) ,  p e n r r u k * < r - ?

(A4) 
5=19] = Hi-1 fft/ f "a

In P1us, , .  atunci i

(nr ) u(U)  =H(x ) l  f  H t4 )
Constnrc t ia  lu i  Y d i fer& dup6 par i ta tea lu i r i "  

' - - ' -  "

z.L -c-AZUt i = r(qo+ e) (crcr,u tE GRAI ptn)

2,  Det i4 i t ie

In si tual ia de mai sus, consj-der5.m X -6o6ulul l iberl

Y  = X $ i t '  r  '
structurat ,* *re*;rr  di ferenl iald graduatd peste A, ln roo6ul

urnit or i

( i )  s r a d q a r e a  i  ( V )  r n €  , r U ^ = X * @ X r _ i  T  ( i . * . d e g  T  =  i )

( i i ) . d i f q r s n t i a l a ,  u ? O l  =  J t " l  ,  p e n t r u  * e  X  q i  u P t * l  = j
( a q a d . a r ,  p e n t r r r  o r l c e  e l e m e n t  o m o g e n  x  +  x U I € ! * ,
v ,:t. y -\( :s-o f l ( x  + x r r )  =  d f ( x )  +  a f ( x ' . t )  =  r t ( x )  +  a i ( x ' ) ' r  +  ( - r ) d e g  x * . * , 5  *

r - l i . r J Y
= f  a / * . ( x )  + ( - r ) t - t  * J  +  d ^ . ( r i ' ;  T  ) "- L -

.  ( i i i )  i n u l t i p l i c a r e a l  e s t e  e x t e n s i a  m u l t i p l i c i r i i  l u i  X  ,  p r l n i

t 2 = 0

(aqadar!  dacd. xnxt€ X ,  atusci  * ; ,* t  = x -^. . .x,  ,  apoi

x . T  =  ( - r ) i d ' e g  " . T " *  q i  1 2  =  o ) .  
?  

' X

U  = Y  {  r ' >  ;  d t  *  3  ,  i n t r o d u s  l a  D e f . 2 ,  e s t e  , ' e x t i n d e r e a
i . . \-  \  ' / .

inf ini tezimalFi" a aigebrei X ,  pr in X -modulul l iber de ran,: i  l

Xr ,  cu d,eg T = i *  Di feren ' i ;1a, la  t rTf .  es ' !e  un ica extens j .e  a  iu i
x

d:- la o diferen i ial$ compatibi l i i  cu mult ipl icarea e>lt ind.e r i l

L*sr .m ca  exerc i {n :  ver i f i carea  fap tu lu l  cE.  U de  la  Def  .2  es te

tntr*adevir  o l i . -a lgebrd di fe ren{ ia l6 graduat i*

OBSIIRVATI!]



Q nQ Y -

'l , 1.rinf ini tezimale Y a lui  X . l /
v / /

Faptul c5. end.omorfismu.l l inia 
" 

&. este o d.j.ferentlal&

i {  o dU = o) provine din faptul c6

Este evid"ent, d. in Defini t ia 2, c5, A-algebra V este 11ber6 de t ip

f ini t  simultan cu X . rn acest e&ns rezul-t6 imediat l

?Utz l  =  ( r  n  z i )  ?* tz>

\ L r € .

( r o )

(tn inelfi Z [ZJ) .

L. .Prqpozi t ie

ALsebra difergnlial?, gra*uatd_ V_ = X { T )LaL= 5* -,
i} jJ'gdusi Ja Defi+it la ?, vqrif lci prgprierel i le (A1) - (A4L,

Demonstrat ie

( A l )  q l  ( l Z )  s t n t  i m e d i a t e ,  d i n  D e f . 2 .

?ent ru (e : ) r  s6 remarcf lm cd. i  (V)  k  < i - l  r

U  - Y  / h  v  m  t a ^ ^ ^
, ) k  = * o ( D X  

k = i . T  =  ( d . e o a r e c e  k - i < o )  * X t  .
a *

In pLus,  d i  = d;  ,  pentru aceqt i  k ,  deci :

T,k(X) = zk(U) qi Bk(X) = Bn(}-) r k di-2 ,
d.ec l  rezu l t5 .  ( , f  3 ) .

Q, .fiT qL

/ 7 . o( ( t r l t O

vt
, J  n  t ' l  m \" \  s i \ r /

{ tH r4 r -1  =  x r - ,

Cu aceas taram demonst ra t

I n  f i n e ,  U r = X t @  X o T  =  X i

a c l i o n e a z H .  a s t f e l :  ( V )  x 6 X i r

U . q .
d i (x  + .< r )  =  a i ( x )  +

d e c l  r i _ r ( Y )  =  8 r - r t Z l  +  L s
De aiei rezu]-tS.i

Hi_1(3) = dr_r(11)/ur_r(t! =

*
d i ( x )  + J , 5  l

f l r*t f t) /nr-r(X) + Af *

/ frr-r(x) * s5 /"i_r.ft)] =

qi  (A4)  , / /

e .s te  c ie lu"



*  , -  - : L & .  . ' i i

iji".

unde f  este inc luz iunea eanonic5"  q i  g(x  + x tn)  =  xr  *
' I

(aqadar,  f  este ornogen de grad zero,  iar  g este omogen de grat l  - i ) .

. -  Este uqor de vdzut cd ( f f )  este tn adevdr un qir  exact d.e module
-A

dif eren{iale graduate , d.eci obtinem triunghiul exact de ornologie I

9 o

Pentru demonstrarea.  propr ie tAt i i  (A4) ,  cons id.erEm ry l ru1 exact i

Irem5,

-j

(1r) s *--s f -!*+ A & >/ -*--z Oc '/\

H (V)
urV XCI

H (X) * ^ .11 tX)
care, scris desfSgurat, revj-ne la urn5.torul qlr exact lqng de

o m o l o g i e :

u r l t  A h \  A  t : t A
(12) . . .  --rH, (X) lw'rH*(U) fr '9 '  ru,- i(X) - a,H*-1ff)-. t .- I- t{*-r( '5)---, ,

Peptru oricg ?+t:'gg g>zir__gmomorflggtpl de c_onexiune

A : Hm-i(X) -- 'H*-1 W )

aclione az& prLn: (V) t € H*-i( ), A t l l  = t-r l*- i i  i
- t \

( i .e ,  L \  cons td .  d in  "mu l t ip l i carea  cu

Demongtrat ie.

Vom uti l; j ;za definil ia general-E a lui A . Consi-d.eri im

diagrama cu l in i i  exactel

o - .> X^ I  ,U,- ,

Fie $ e z*-r(. i l  un ciclu. 0 g-preimagine & sa este atunci

eLementul l  A = [ " r  e 
'1* . ,  

Aveml
L ) o r'-t1
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i
t*
Jg
t:,

.), 
"{d?  (  f  r )  =  d^ ( f  ) r  *

= ( - r )* - i

observd.m e6(-1)*-1 5.  f  =

A t i l  s (-r)*- i

3r- Prgpoai t ie

. y
( * r ) * i  j  ad tn)  =  (deoare**  f  es te  c ic lu )  *

W j

S ar(r ) = ( oin def ,2) = (-t)*-t f" i€,n *r (X), '

r ( ( - r )m- t i , f ) ,  de  un r l e  r ezu l t a . :  '

; A ^

J ( m o o B * - t ( X ) )  z  ( * r ) t - i i i  t t

"//

propr ie t f . t i i

D a c d g € H nu div id.e %era tn H atunci alsebra

diferentiala sraduat#, V = X<'\7 ;  d T = -5- ( introdusE. 1a Def "2)

ver i f  i .cd.  (44 )  .

Demonstrat ie

Cum Aeg i  =  i -1  = O(mod 2 i  (c f . i .potezei  inr { ia le  asupra-
/\

lu i  i )  r  faptul  c6,  5 nu div ide zeTo revine la in ject iv l tatea

o m o t e t i e i  
" n 3  

p e H ( X )  ( c f ' ( B ) r $ r ) .

Conform Lemei  anter ioare,  aceasta rev ine la l  } ter (A)  = Im H(g)  = 0

tn (12) ,  dec i -  t r iunghiu l  exact  de omologie d.ev ine q i ru l  exact l

o'-+ H(x) !-'H(x) -E]j} H(Y ) 
j@-'0,

i . . o .  H ( p  = H ( X ) / T " "  ( A ) =  ( c f . t r , e m e i )  = H ( X )  /  3  H ( X )

Aqadar ,  cons t ruc t ia  e fec tua tS.  la  Def in i t ia  2 t  ver i f l cE

ceru t  e  (a r )  (n5  )  .

2.2, CAZUL i  5 o(mod 2) (.cfcru nB Gii i \D I i , {pAR)

3 " Def ini l ie-

In s i tua{ ia 1ni ! ia l1,  considerd,m

rang inf in i t l

N -rnodulul l1ber de

= (h),-
I  w .  "  .

structurat

urrndtorl

(r) ela.du?Le,g : (V) m

( i . e .  d e g  r ( r c )  =  k l  ,

: Y,* = X*' @ X"-,-

)  x ; r )  .

H = X sx T( t '6 lX r tu@ '  '  '0  x
ea algebrS di feren{ i .a16. graduat6 peste Ar ln mod.ul

A %

(V

, 'T'n'@ X",* -r;TQ''r?. , ,



(aqadar, pentru orice element 
' \ r) '= X^'t{ 'no-e T(t) ' l  X.rn-rt

, . . * X r - / , i  T ( * ' € V " ^

.a (z),
t t

f .
I

\

m-i

/J/"r./.2
I - m l  \

f '  
=  L T  J  

)

dwtw = fdx(x-) +

f  , X ^+Ld"(x*-rp-o i )

und.e prin xO am notat un

Cum i  5  e  (mod 2) ,  rezu l td .

,?r < f' - '(P)\
d - ( / - ' X r r , - r i l - ) =

K=o /

saul

A% (>:=,xm- r ,Tt 'o ) =t-o Jx (r,^-*t)T(*]*r-n)

(u L =otTd 2),(4rx m-ri5 =h,)ir- , f  
ki)(rr)

i P

'F =.

x  * -o  i . 'T (F)

'w
Sentru a scr ie maj-  concis ac{ iunea di ferenl ia}ei  d "  ,

urndtoarele notal i " i  I

=1"
pentru un element Vrf * L

(=o

,  s P  , 8 . '
notdn l ' t / t '  =  

i=o 
d (xr , - * i  )  I

.a
Atunci, ult ima expresie a lui d*r (1tr'

1 " / . - t *( r3)  d a fu)  =n\) '  *  51t
( i i i ) @ l e s t e e x t e n s i ' a

p r i n l  ( V ) x e  X  q i k , h  ) .  1 i  x

*(rc) *(n) = f* :  
n) 

*(x+rr)
\ k / * .

se mai poate scrie I

I a  !  "  
rnuL t ip l i c& r i i  f u iX "

n ( r ) = * ( r ) x  q i

,l.e
,

x € X  q i  a ? t / k ) l  =

, 6rv*wr ',

(-r) x m-.r5]*p1-,u)+ef 
'"N^-r,il/'f ' " *

- -'n' lti r-r*- (il'r) tX i - r r'(f')+Ft) x tn-f i  fJT\l '  
' '*  

ol '"  (x*-t i  )  I  )

elenent d in XX, (S) h € t ,

cd d i fe ren l la la  dW a. { ioneazd as t fe l l

t r to f f i ,  t l l  ,T l - tF )/-- ld (!-., -rc )+ f-U X ̂  -1y+t)c s_-1 t :+
F,o "  rn-K'  /

t k ,  r ' r ( F )
Y d  ( X m - n i /  t

I

Jx (r,^ - * )T 
(*lr-nilnx* -*; r('"4I

9'-l

5 x --ri=J xn -ri '

int rodu*eu

, [+) ,L; Y,*. )
>j x,,, - r; T (v*r) 

"F-7 !.



L6s5.m ca

ln adevSr

V este

( 1 4 )

9 3 _

J l t

exercit iu veri f icarea faptului  cd 3 d.e la

o algebr5 d. i ferential& graduati i  peste A.

l iberh de t ip f ini t  simultan cu X. $ir  ln
p f '-r ' t

D  1 ' - , \  1 7 \ / : ' ) -  ( t ^ 7 t l f Z l )
(y t t^1 '= f f i  \  ' rnv '  <-u--r ." /  t

*  '  t 4 - + "  Id  \ 1  
' {  

)

3 .  P ronoz i t i e

$sgura qirerentiara eraauata -l l = X it2 .L. at = 5 . intrq-

d u s d  l a  D e f i n i t i a  3 .  v e r i f i c i  ( A 1 )  -  ( A 4 ) .

Pe$onst rat ia  aceste i  propozi l l i  es te l "6sat5.  ca exerc i { fu .

a demonstra (A5), eonsiderirm qirul  exact de rnodulel
I

O  _ > E  * t _ * >  
? . _ " , J  , U * _ , o

canon ic6 . ,  i a r  g  ,H  - j es te  de f j -n i i  p r i n '

- t7, unde 'i lF este elementuL introdus f,a

I e f . 3  e s t e

a c e s t  c a z i

Pentru

(  1 5 )

unde f  este ineluziunea

(V)  m€2, , ,w€V,^ :  s f l tu )
( 1 3 ) ,  ( i i ) "  D e f " 3 .

Es te  uqor  de  v5 .zu t  ed  q i ru l  (15)  es te  tn  adevEr  exac t .  f  es te  un

omomorf ism omogen d.e grad. zero ,  ' ;ar  g este ononorf ism omogen de

grad (- i  )  o

Aeest qir  exact prod.uce tr iunghiul  exact de omologiei

f+ (y )*
tr t4tf  \ l (6,)(ro) rrLy 

\
t+(x)**A H (u)

(unde H( f )  a re  g rad  O,  H(e)  a re  g rad  - i '  i a r  A  are  grad  i *1 )

Irema I

Pentru or ice m € Wr.A.cH*(f  )  = omomorf ismul de mult ip l lcar{ i

/\
cu  ( -1 ) " '  S  .

Demo_ns!,]'a!r g.

?Fie  (e  z* (X)  .  A tunc i t  =  r ( ! )  €  z ,n (U)  e i  s ($ r ( l ) )  = i ,
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u '
i a r  d ' (

c ic lu )  -€

a l u i A

* * ( 1 )1 - T
\ -

r ( 1 ) )  *  d H ) ( f )  * ( r )  +  ( - r ) * g u $ t r ( l ) )  =  (  $ r i i n o
( -1 ) *  

1  a } ' { r (1 ) )  *  ( - r ) * f  J  "  Ap l i c ind  de f in i t ia  seneraL* i "

o afirrnalia" d"in enun! rezultdr

l nc i t  H ( f  )  (? )  =  i { (e )  (Q  ;  "

" H ( r ) ( q )  =  A c H t e ) t " { )  =n

o

In

Di

?

)

! - ema, I I

lac{  ?  nu-c t iv i4e jerg jn-F(X)  
" ,  { !geq{  u(s) . :  g

Pemoggtrqtie

ArSi;5n ini; ii :
A,

/ \(x)  dac5,  5  nu d iv ide u ero in  I i (X)  ,  a tunc i  I * " (H( f  )  )n  l t , t (H(s)  )  =  o"
5 z \

a d e v n r ,  r i e  f e  u t * l  q i  \ e  H ( y ) ,

Lema r  rezu t td . l  ( - t )dug f  ? .  ?  =  A
) J

(c f  . (16) ) .  cun  $  e  de  grad  impar  q i  nu  d iv id .e  zero ,  avenr l
/ \ r \ z \

= 
t .0  r  cu  0  e  H( i l .  Dar  a tunc i l

o in  ( x )  . $ i  (16 )  rezu l t r .  a tunc l l  Ke r (H(g ) )  n  i n " , ^ (u (s )  )  =  0 '  ac i cd ,

H ( S )  o  H ( S )  =  0  d l i l ( g )  =  0 ,  d " e c l ,  i n d u c t i v l
t t  I  r  f IH ( g ) ' ^  =  0  ' = . > H ( e )  =  0 .  n a r  H ( e ) t  =  H ( g t ) ,  $ i ,  d i n  d . e f i n i { i a  l u i  $ ,
rezu1 t5 .  cd  g  es te  l oca l  n i l po ten t ,  dee i ,  pen t ru  o r i ce  f i  €  i i ( LJ ) ,

s i , s i m  n )  o  c a l t t s ) " t { l  = e : : ) r r ( e )  Q l  = 0  . /
'  4 .  b -qpoz i t i g

-pgge-S-lulivide ze ro p9- iiff), ertunci al,sebra difercn.-ri":r.j. i i

L3) vs{r.flse U:)'
Demonst ra ! ig

In adev: i r ,  conforrn lernnei  TI  de mai
il

pe H(X)  imp l icd  H(e)  =  0 ,  d .ec i .  t r iungh iu l

exac t  l

sus?  i po teza : "  3 , { o

e x a c t  ( 1 6 )  d h  q i r u l

o -rH(J) ArH(x) iglH.(b) *-_*9"0( x )



Conform Irernei A  " H ( r )  =

Fie X o A-algebr* di ferenl ia ld. ,  graduatS' .

Fix4m in Br-r(X) un bord de grad Iar i - l

s i r  z i -cem

Alegem un

nu d iv ide

H(Y)
v , t ( A " H ( f ) )

r r .

,,L

de

}  H(X

r?  9 '

mul t ip l icarea

r r  l - { \  !-  n \ ^ t /  ?  u f y \
)  

r 4 \ / l , ' ,

c u  f  ,  d e c i  ( x )  d * l

,  dec i  ( } '5)  
/ /

C onstruc ! i i Ie mai  sus  a1e 'ex t inder i i  d "e  a lgebre  d i fe ren{ ia le l

y c*-ix<r) t dt = 5
(  

Te Z(X) f l ind un ciclu onogen) sint g.xpl igi t6{ i  ale urm6toarei

cons i ruc t i i  gcnera le .

vore nota cu t  <  T)  id .T = 0 g.Leebg?.d i f@ obl inutd

prln adjuncl ionarea la A a unei variabj, ]e omogene T.

(ns t re t :  f  <  T )  =  a lgebra  ex te r ioa r r  pes te  A (1 ) ,  dacb  deg  t  4  l ( rncdZ) r

.? i  3 '<  T )  =  a lgec ra  dd  pu te r i  d i v i za te  pes te  A (1 )  rdac i  deg  T  =  0

( m o d  2 ) .

In arnbele cazur i ,  graduarea lu i  t  < '  f  > este dat i  d-e i  = deg

F ie  f  o  a lgebr t r  d . i fe ren t ia ld  g raduat6 .  Or ice  c ic lu  omogen

5 €  Z i_ lCX)  ,  d .e te rmina  pe  produsu l  tensor ia l 'X .  1 \ .>  eE X

( d e e  T  =  i )  o  u n l c i  d i f e r e n l i a l d  d . ,  c u  p r o p r i e t a t e a :  d ( T )  =  5  o

A l g e n r a  d i f e r e n t i a l S .  g r a r l u a t E  a s t f e l  o b l i n u t 5 :  ( [ ( f )  @ t X  , A ) ,

nu  es te  a l ta  dec t t  a lgebra  X (T)  ;  d f  =  T  ,  cons t ru i t5 .  na i  $L lso

{ ' ^
$ J . ANUI;\it l IA BuRDUlilLOit CARE lru DIVID ZTJRO

SI ADJUNCTIA VirRlABItl,LOR IN 0iiOlOClE

m \
L f  .

f ixat

: a  o ( m o d  2 )

^ ' x
ze ro 1I1 ,\

1l  €  B i - t (X) '  P{esununelg-c f i
, > ^  v  v

elenrent le ) t  ;  ,  inctt :  d '1 5) = 
P 

.

Fie  a tunc i  F  =  X / *N a lgebra  d i fe ren{ ia16 c i t r  eo  d i fe ren l ia la

x t
inCusd.  d  =  d ' -  ( rnod f l  X) .  Conform a leger i i  lu i  5  r  r€zu l t6



n u m a i d e c t t c d  t = ( ( m o d)

* 9 6

Px) €
:
o  / V  \
L . l t  I t-  

L ' " -

5 " Prgpoq*5j.e

(i) it-s-etqqltl-q-qe-:la,l Estu-*eurieet a qqnon{g4 p!h=\?*K

induce tn  omolos ie  t ln  mor f  j -sm in  ject iv :  H(p) : I -1 f f ) ** " r i t  (X)

( i i ) !LG)-qq!qj!G)-*_-a@s! trnut a*p-rin -eA;i snq $ r a
pnei - l rar laQi lg  gqose+e T, -  {eS T = i .  (cu-1 = l (mod 2))  i

H ( X ) = H ( X ) < r > ; d r = o

?eqoqs.Lr*i.is
(  i )  Ipote za e6. FJ nu divide zeva pe X ( impreund cu

Aeg P 
= i - l  =  o  (nod 2))  arat6 c6 avem qi ru l  exact  d"e module

d"l feren!iale L

o'---* X +f* X 1-t X --*' C)
unde 

/p 
este omcmorf ismul de mult ipl icare cu p *

0bl inem qirul exlct lung d.e omologie (rs € W)',

H(l,r) L{f'"1 n
y e , --)Hr*(X) *{J:i Hrn+i-}1r1; -:rzHm+i-}(X) -'-} -iHn-l(il-*} o . u

Avem: LU.4d = 0 I  in adevir,  p-entru orice ciclu !  6 z*(X) o

pp i ) : f f i  J . ta (s )= ' "q ) '  / , x  (  T  5 )  *  o  (n+-uoJ  B ' ; . ; - r (k ) ,c1ec i
I-J (;,rn) (f ) =o , (V) T c H (X) .
Dar 'd tunc i " ,  d in  q i ru l  exac i ;  lung l

ker H(1) =i*  H(/ t  )  = o =+ H(f)  este ln jeet iv

( r i )  Am vdzut  1a  ( t )  c5r  tn  t i ru l  exac t  lung  d .e  omolog ieo

H ( f f )  =  0n  d"ec i  H(p)  es te  ln jec t l v  q i  omornor f i smul  de  conex iune

e s t e  i n j e c t j " v .

0 b l i n e n  a t u n c i ,  p e n t r u  o r i c e  m € 7 l t  q i r u l  e x a c t  s c u r t l

(*) 0 -*-) it**i(X) i!lrir**i(X) -2*',i'Im(X) -) 0

Ar;it i in cf, l

sc  indeaz6"

In aclev4r,  vom ar i ta cr i  A are drept sect iune canonicd'  onomorf i , : : ' r r ;
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V : Hm(X) *._> Hra+itR I , dat de I

( V )  f  € i i * ( X ) ,  V f i l = ? " 3  o u n d e  T = f  ( m o d p X )nx 1*
q i , 1 ^ ( r )  = p  r n x  .  A r r t , i r a c H . A " v ( ? )  = i  ,  ( v ) ? a n ( x ) ,
Considerdrn ciclul ain P . Pentru * rr1*r*lu, A f i  f* l  (aplictnd

def in i l ia  tu i  A  )n  cum I  r  es te^ ,o  p*pre imag ine  a  lu i? ,?  n ,  d in r' y i  +  : . ,  y
a ^ ( f  I )  =  d ^ ( f ) I  +  ( - r ) * n i ;  a ^ t ! l  =  ( [ r i i n a  c i c l u )- )

=  ( - r ) * n i  
f  P  = / p ( ( - l ) * * t l ) ,  o b r i n e m  a . v t i i  = i ,  d e c i  s i r : u l

( * )  s c i n d e a z * ,

A g a d a r ,  p e n t r u  o r i c e  n  €  W :

(3Ex.), H r-?r a' ,, 
^

m+i (x) r- H**i (x ) @ Hm(X) . r .
^  A e

c u r n  d e g  t  
=  i  =  l ( m o a  2 ) ,  d e c i  l '  =  0  r n  H ( x ) ,  ( N x )  c o n s t i t u i e

pro iec l ia  pe  conponente le  omogene.  a  desconpuner i i  d i rec te l

H(X) = H(x) gr Htz) .? = n(X) a f >= H (X) <r? .

i n  H ( X ) ,  v e d e m  e  d !

d T  *  0 ,

ad. ic5.  I { ( i l  este in ad.ev4r ext j .nd"erea

o variabil5 d.e grad : 'rrpar./f

$4. APtrcAtrE: col i lplnt 'ul KOSZUI AL UI{UI II ' IEII ] ,OCAI,

T9gTJUSUT

vom u t i l i za  acwn teor ia  1u i  ra te  ($$r - : )  pent ru  a  d .a  a

nou6 ca.racter isare conrplexulul  Kcszul  a1 unuj .  inal  1oca1 noetner ia: :

( A ,  q  ,  k ) .

} ' ie n = ed. im A (dimensiu*ea de scufund.are a 1ui  A) s i .  f r ;
( ' t

1 
t f  r  . . .1o ,n  

I  t *  s is tem.  min ima l  de  genera tor l  a i  idea lu lu i  rnax i t r r l l -
a

IE n '  P*9. t t3. .  acest s istem de generator i  constnr im o n-schernr i

a r b i t r a r , l  a l  f n ] - ;  a *  a ( i )  =  & 1 r  i  =  l r i . r o . ,  t r l l  q i

In plus I ctJ.BL dT =

H(X)  =

/ \ n ' / \
d 5 = P = s

H  ( $  (  r ) ;

1iber ,1  a a lgebre i  l i (n ,  pr in . [ r * -
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consid.er5.m algebra d. i ferenl ia l i l  Koszul

( x " ( a l n ) ,  d . ( a j a l )

Aga cum am v zut  La Exp*IV, aceast6 algebrE" d. i feren{ ia l5 e.ste unic-

determinat6 (ptnA la un iaonnorf is is d"e algebre di ferent iate grad.uate)

de i r :e lu l  local  (4,  SA) ( i "e.permutH,r1le 
L" l  

-schem$i.  & ei  schim*

b6r11e sistemelor mi 'n i rnal  d.e generator i  a i  lu i  mU, produc autonor*

f i sne  a lex  a lgebre i  d . i fe ren t ia le  g raduate  Koszu l ) .

A q a d . a r ,  v o m  n o t a  p r i n  K . ( A )  c l a s a  d e  i z o m o r f i s m  a  a l g e n r e i

( X .  ( "  
I  

g ) ,  c l - ( a  I  a )  )  + i  v o m  r e p r e z e n t a  a c e a s t l  c l a s i l  p r i n t r - u n

e lement  oarecare  a l  s6u ,  no ta t  d .e  asemenea cu  K. (A)  (dac6 nu  ex is t f i .

p e r i c o l  d . e  c o n f u z i e ) .

In algebra d. i feren{ ia ln graduat6 K.(A},  pr im.em. tn eviden{5 sub-

a lgebra  t r i v ia ld  ?* r  K ,  (A)  .

f rE lemenie le  1  " f ,  
e  e .  ,an l  care  geneteaz& min ima l  *A  ,  d€ f inesc

t o t o d a t [  d " i f e r e n { i a 1 a  K o s z u l  d .  ( a  
}  l ) :  =  d . ,  p r i n l

d ( E r )  =  * i ,  i  *  I r 2 r " " . e r r  ?

i " )
und.e  1Bf  r .  . . l ) J r ,  I  cons t i tu ie  o  haz6"  a  modu lu lu i  l i ber

n
I {1 (A)  =  @ J a  a !  .  a

i = l  
&

I n t r " u c i t  * i  €  K o  ( A )  =  A ,  i  =  L r Z ,  n . .  e r 1  q i  K _ r ( A )  *  O ,  a v e m l

d(ar )  =  0 ,  (V)  i  g  fn ]  .  Aqadar l  * le  o .  .  1a . r ,  s ln t  c lc t i  omogen j "  c ie

gr?r1_zer-o--iq j(r.(4j- $ir rnai mult' el ,sjqt_ qh.Lgi-c:j$.Li_orngsenL*9.9.

srad -qe {c -iq qgbillgspla-lttvl*}e- T.=- , r, (A).

C o m p a r i n d  d e f i n i l i a  a l g e b r e i  K o s z u l  K . ( A )  ( c f "  $ 2 ,  E x p , I l )

cu procesul  ad junc"! ie i  var iabi le lor  de grad inrpar,  care anulear i - l

c ic l i  omogen i  d .e  g rac) .  par  (2 .1 ,  $Z de  mai  sus) ,  ob{ inem numaiCec i t

p r i n  i t e r a r e a  c o n s t n r c t i e i . d e  l a  2 . L ,  $ a  :
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f.:.tgopoptllg

&ntrr oricq ,fnJ-schgm4 pegte, u+ sig"legr ioi{rima}, de-.ff*g-

ra tor l  a i  lu i  ma i  a  = (ar  ,  . . .  ed-)  s  are loc izomorf ismul  de-lt 
4 lr

A:e ]  ( I i ue ren  de  t i p  f i n i t ) l

OBSERVATIE

rterarea proced.eului  d.e aJr:nc. l ie a var iabi le lor  care

anuleaz6 clc l i r  Fe cazul  de nai  sus,  corespund.e eel  mai bine

d.e f in l l ie i  d .e  La  $4r  Exp. I I ,  a  complexu lu i  Koszu l  (p rodusu l  tenso-

r ia l  a l  complexe lo r  s imp le) .

In v i r tutea acestul  rezul tat ,  vom nota do acum tncolo qi

p r in l

K . ( A )  =  A  ( t r , . . . r t r )  ;  d T t  =  & 1 , o . . , d r ,  =  & n  I

argebra d. i ferenl ia ld Koszul  a lu i  A,  construi t6 peste fn l -schena

E  t =  ( " 1 r . , . 7 & r 1 ) n  n  =  e d . i m  A  q i  r l  o ' = L . " -  A . a ,  I
j= l  i r

( r .  (a  j  * ) ,  d . (a  i  n )  )  = *  d  ( t ,  , r2 r . . .  pT r r )  ;d t i  =  * i  ,, A
I  e  J . . r , 2 r . " . ; I l  .



loo

EruU}IliREA VI

tti{O}9GIA -i{054U t _A It{$tFI,rllL 3,0cn:18 .I493$nl4l{E
Pe parcursul  aeestei  expuner i . ,  f ix5m un lnel  local  noe*he*

r ian ;  (A ,  gg) r  de  corp  rez idua l  k  =  t+ / *1 , "  Vom nota  pr in  K , (A)

' i  eomplexu l  Koszu l  a l  lu i  A  (c f  .Def  .4 r  $5 ,  Exp, rv )  q i  vom nota

pent ru  uqur in ! f , . ,  p r in  I { (A)  =  g  (X . (g ) ) ,  a lgebra  de  omolog ie  a
'  

a lgebre i  d . i fe ren t ia le  g rac lua te  (X .  (n )  ,  d .  (a  I  n ) ;  ,  unde

a b  =  ( t l r . . .  r & r r )  e s t e  o  i " J  
- s c h e n d  p e s i e  u n  s i s t e m  m i n i n r a l

(arbi t rar)  de generator i  a i  idealului  maximal n^ (n = edirn A)

H(A) are o structur5 naturalE de k-algebr i  d i feren{ ia ld.  graduatd. ,

l iber5  d .e  t ip  f  in i t .

$1. IUT;R$ECTrI corr{Pr}LtE

Consiclerin o scufundare regulati. minimalS 11-pp A, a

1ne1u lu i  1oca1 (A ,  S l ) .  Aceas ta  inseamnl .  c ra  (R,  Sn)  es te  un ,  ine l -

local  regulat  de dimensiune n = edim A = dim R = ed. im R qi  R are

acelaqi  corp rezidual  cu A 1 t t /Sn = l /gX = k.  Sur jecl ia canonic l

R  - - - * l  L  e s t e  d a t 6  d e i  r r r - - ) a 1 r  i  € f " l  o  u n d e  m , a  *  ( r l r , , 1 r " r ) ,

/ \ t ( 1
I q 6  =  ( a l r  . .  "  t a ' , , )  (  1 " f  r . . .  r r n l  f i i n d  u n  s i s t e m  r e g u l a t  d e  p i r , r a -

metr i  a.L lu i  R).  Pe corpur i le rezid.uale,  R *-# A induce air l - i - -
. ,

c a l i a  i d e n t i c i  k , 4  ?  k .

1._-Def, in i t ie .

( ln  $A)  se  nuneqte  " i4 te rsqc t ie  cs rnp le t4"  dac6 idea lu l

ker (R- - *A)  a l  lu i  R ,  es te  genera t  d "e  un  q i r  regu la t  de  e ienren te

dj-n R

Aqac lar ,  A  es te  in te rsee{ ie  comple t6 ,  dac* l

" e x l s t i +  u n  q i r  r e g u l a t  ( b r r b r r . .  "  r b o )  i n  i l ,  i n c t t

ke r (R - -2 ;A )  = t :  Rb i , '
j = I  d



Fix i r .m acumft4 i ru l  :  (b , , "  h  \
f - * - - -  I ' - t " " O L '

fr"  = (aj, :)r< 
J{1.,4s c-.- for i  n,:  L1= 

4-1"nt

1 o ]  -

Curs or ice qir  regulat  se poate prelungi  la un sistem de parauletr l ,

urmeaz&. c6., pentru o j.n-Lersoclie conrplet5. A, lungimea q a qirui-t"l i

regu la t  ce  genereazs .  ker (n - - *A) )  es te l

( r ) I= 
'"1 -d ,  unde

( z )

u n d e  ( r l r . . . r r r r )  e s t e  s i s t e m u l

scufundare& minirnalil R *-# A .

Ev ldent r  in t rd . r i le  mat r ic i i  r t

un izomorf isur local ,  putem 1ua

cl1 * edim A, d * dirn A

q l  de f i n lm  na t r i cea l

. v J
/ J.-

regulat de parametri d in  R,  cere  dA

pot  f i  lua te  ln  En (cdc i ,  modu lo

scufundarea minimalS ast fe l  tnci t

,  i  =  I r 2 r . . . 1 9 1 ( = n - d ) e  r

o e  1 a  ( a ) .

I

.  \ - * , { ./ d  /

ker(R --a>t A) G gfr ) .

Surjec{ ia canonic5 R ----->;A def ineqte ln rsod natural  o sur jec\ ie

i n t r e  a l g e b r e l e  d i f e r e n l i a 1 e  K o s z u l .  ( c f . $ 4 r U x p . V )  :

*J* F <*, , , , . ,rr,) ;dri = *J ,
* * j  =  ke l ' (P ' * 'P 'P i1 i

p e  e o e f i c i e n l i  ( i . u . c o i n c i d e  c u  R - - i r  A ,  r r F = > a , r  t n  g r a d  a e r o )  r i

duce:  q . r - - -?  T1r  i  =  L r | re  . . ; r l  ,  Pent ru  s i rnp l i ta te ,  no tdn t  p r in
(,

K . ( R ) ,  K . ( R )  a l g e t ' r e l e  d i f e r e n l i a l e  K o s z u l  d e  m a i  s u s ,  t n c i t  p u t e r p

s c r i e  s i n r ]  e x a c t :

K " ( R ) -  Y : o  K . ( A )  - - - - - . >  o

v I
care acl ioneaz5. pr in red.ucere rnodulo ic lealul  L-

) ' q

( 3 ) '

( : )  f  :  I - n  ( u r , . . . . , u r ) ;  d u i  =
, t

r ' r
{ /
v g

A-ff"

R  f i i n d  i n e l  l o c a l  r c g u l a t '  i - l ( K . ( n ) ) :  *  l l ( R )  e s t e  } c - a l g e b r a

t r i - v i a l i ,  i . e .  I i ( i i )  =  T  ( c f  . P r o p . 1 5 p  $ 5 ,  E x p . I V ) .

In  compcnenta  lC- ,  ( i i )  cons ic le r i im e lemente le l

\ - f l
( 4 )  ( .

) t r  u > r  J L
def ln i te c i r  a jutorul  rn i . r t r ic i i
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Din (2)  ,  (+)  q i  def in i t ia  d i feren{ ia le i  HoszuL pe K.  (R)  , reru l t i i ,

imediat  i

, ' i , ( R )  
r ,  \  _  r( 5 )  d \ o  , ) j ,  , , j ,

A $ a d a r  b ] r b 2 r .  " . , b q  s t n t  b o r d

es te  i . n te rsec { ie  comp1e t6 ,  ace

, 'Oin Propoai l ia 5, i , , i3, E*p-f,  r

( 5 )  H ( A 1  ? H ( n )  (  ' n 1 ' . . , '

i n t r u c i t ,  d i n  ( : ) ,  Q t : m  c i  A  e

V a r i a b i l e l e  t t o ,  / i  . -  r s 2 i . " .

c i c l i i  { I ,  /  i  =  1 e . .  , , r }  a 1

Conforrq def in i l ie i  ar l junct le i

(2 , r ,  i i e ,  i i xp . ! )  . ? i  ac l c t i c i t d

A r 2 ,  r . . ; Q  r

de grad  zere  in  K ; (n )  g i r  d .e rc : i  A

bordur i  nu d. iv i rL zero in I { . (R) "

l t t i  atunci l

, J

re duc { ia lul  R modulo f f  oo n .
i=l 

ir

se ident i f  i cH. ,  de  fap t  r  cu

i  K(A) , u:nde F = '(. (*oo $ Rb i )
J Z j = l

ere de variabil-e de grad lmpar

l - u i  K ( R ) ,  ( 6 )  s e  m a i  s c r i e l

. ) *

, 1 b i
r  " L I

s te

ezu

ii q

c t o

l
t " ,  I

1u

l i i l

v r +

( 6 ) '

uncle

H . ( n )  5  A , { i - t r ( A ) )  =  x  (  w r r . . , , ! ' r q )  ;  d T V ,  =  0

/  \  .  d "eno 'uH.  " func tc ru l  a lgebrS ex ter ioard*  q i  I { . ,  (A)  es te

componenta onogenf d.e graci .  I  a lu i  I { (A) r

D in  aceas tb  s t ruc tuy l .  a  o reo lo i { ie i  1u l  K"  (A)  ,  rezu l td  i rned ia t ,

i t e r t n d  p r o c e d e u l  d e  a d " j u n c { i e  a  v e r i a b i l e l o r  e l e  g r a c l  p a r  ( c f  . 2 " 2 ?

r ^  T l r
\ 2 ,  E x p , I )  r  c 5 .  u r n l t o a r e a  e x t i n d e r e  a  a l g c b r o l  K o s z u l  K . ( A )  I

\- "rdzn =) -  A; ; .  I,  i ' {  d u

j  *  r 1 2 r r , . r Q

( c u  , , r r = l j 1  ( n o o  
\ ; r u n l  

,  i . € .  u r i = { i ,

este  o  a . lgcbr5  d i fe rc : r t1a l i i .  g ra i r - ra . t l i  a iLc l i c {  (d .eoarece,  conforn i

c u  ( A 5 ) ,  i l * p , t ,  H ( t : ( a )  )  =  H ( K , { a ) ) / (  i n , . ,  " ,  ? r ) } t ( K . ( A ) )  =

=  f  f n t r - r : n i t  ?  s e  i r l e n t l f i c &  c u  v a r i a b i l e  f e  W ;  )  =  l i ( l C , ( a ) ) /\  r r 1  u a  H U r  u  \  
/  J U  - L \ r u r r u J J f , v a  u u  v i ' . L  J - c )  r  

a l _  ( V , ,  , , . , , i r r . ; , i : , 1 ,

=  ( c r i n  ( d )  , )  
" r l  

u  (  t ' r r , , .  n ,  ' : r n  ,  / ,  . .  ,  r  .  = " ' T ) .  
* '  ' '  ' ' J

\ { '  ( l vq ,  ,  ,  .  )Wf )
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$intet izlnd discu{ia do mai sus, putem formula urmfi toareal

1: .3rg-pegij.ie

{le R=:P$ sq.ufgnGa.fea-A}4lqplg.-npgq}p}E a lpteJ:'pggllal

llgmplete {, cu q-_,=-e{im A = edir-,l R_, qi g =_4ig A..

Puneml q = n-d, k =i/g 
O =*R/SO

y 'F ie  ( r r r . . .  r I " )  _1 "  
s i s tem regu la t  d "e  pa ramet r i  t n  R ,  ( * t  , . ,  e r * * )

u n  s i s t e m  n l n i m a l  d e  g e n e r a t o r i  a i  1 u l  m  o  
q i  ( b l r , . . ' b o )  u n

qlr regulat ln i i ,  inctt  ker(R--+>A) = LL
1 = l

m n- I t

n
I ' ie  J t  q  x  n -  matr lcea cu in t r5r i  d in

R b .
J

,  d a t d  d e l

oi  =4=,  4 i ,  " i

C ons j, d e ril.rn sur iec t ia  de  a lgebre  d i fe ren ia le  Koszu l l

K .  ( i i )  =  n  ( u t ' . . . 1 u r r )  ; d u i  =  r ,  * *  x ,  ( a )

dat f l  d .e  reduc{ la  rno t iu lo  ker (R- - }>A) .

4n IL.  ( l i )  -cc&: j .o_e.I i im elementgle dg g.rad I ,

?  :  Y "  , /  T r  i  -  1  .
5 l  =  Z - i= t  4  i i  

u i  I  J  =  t r ' 2 "  "eQ

=  a  ( T t r . . 1 T r r )

dr i  -  aL

* g
=  ( i ( r n o d . > _ i  

"  
R  b 6 ) ,  i

, ' . 1  -  _ _ k = r
1 a
L r e r . . r t \ . 1

g r a d  1  d i n  K .  ( A )  ,

Alunci i

( f  )  A-alsebra_ d. i fcrent ial4 Sraduati i

L . ( A )  =  K . ( l )  { z t r o . . r r r }  i  d z i

( c u  d e g  T .  =  I ,  d . e g  Z ;  =  2  p e n t r u  i  = 1 r . . . 1 I 1 ; ;  j  -  1 1 . , .  r e )l -  J  
-  r -  -  - - - -  - ' - - - t - - r '  e  -

este  ac lc l i c i i  (dec i  fu : :n izeaz6.  o  rezo lu ' t ie  l iberd  min in ra t i r

$i  not* ro  cu 5.  =

,  c ic l i i  corespunzdtor i  de

- ' 7
J 1

t

_ F
) i

U

o A lT lr  * * i - ^ A qo.i t *- "i
t,

a



Omologia Kosaul e s t e  IA

1o4
( i i )

t ( ' # r 1 . . . e l Y n )  ,  d l v s 
{=r ' \ .  (Hr G) )

Demonstrat ie

(  i )  : )  (  i i )  rezul td '  d ' in proced.eul  de ad juncl ie a var iabi leror
de  grad  Z ,  care  nu leazd,  c ic l i  de  gra t i  I  (c f ,  ? ,2 , r$A,  Sxp. .V , ) ,

( f i ) : X i 1  a  f o s t  a r 6 t a t  m a i  s r s r
( i i )  : ) ( i i )  t  es te  o  consec in ls  imed ia td .  a  s t ruc tu r i i

a lgebrei-  exter ioare peste rrn k-spal iu vector ia l  f in i t -dfunensional ,
( i i1 t=g( i i )  es te  u rnare  a  p roced.eu lu i  de  ad junc{ le  a  var ia*

bl le lor ,  care anuLeaz, i .  c ic l i  d.e grad 1 (cf  .  z. I )  $Zn Exp. i ) .77
Z .  C o r o l a r

r id  (A ,  g  A) ,  o  in te r lec l le  comp1et6 ,  f |  =  ed . im A,  d  *  d im A
ei 3ie q :_$=.9.

A  e s t e l

H ( A )  *

( B ) P^(Z) -  ( r+Zln
' r  (1-Zc1t

Demonstrat is.

I in  (  j . ) ,  ? rop . l ,  ved .em ce  pg(A =

f . , . (A)  es te  o  rezo lu { ie  l iber i l  m in i roa ld  a
rezultd din structura lui Ir. (A) r, lmpreund.

$2 ,  nxp .V (compor tapentu l  ser ie i  So lncard

t t .  (o )  {2 ,  (  deoareee

] u i  k  p e s t e  A ) ,  d e c i  ( S )

c u  r e l a l i i l e  ( 1 o ) ,  ( 1 4 ) ,

la adjuncl i i  de var iabi l*  ) , ;

e s t e  I

OBSElTVATIE

Dupd cum $e qt ien t tsgr ia Poi4r*r 'e u lu i  A, l

PA€i = z*
i 7zo

dimU. Tor A

1
( t r x )  *  ,



l ibere rq1l,lqa1_e._de tip finltr a lui k

1o I

soeficient i i  s i  f i tnd dal i  de numerele Bet t i  a le  une i  rezo lu { i i

pe ste I \ .  / /^  t (

Restu l  acestu i  $  este rerervat  demonstr5. r i i  rec iprocei  Propozi$ ie i .

?entru aceastao f ixd.ml un inel 1ocal noetherian (A, S A, k)r ur i i

s is tero min imal  de generator i  pent ru n O I  (a t r  oo. rar r ) ,  fu  *  ed im A,

o scufundare regulat6 nninimala" n **> P, qi u$ sistem regulat d.e

p a r a n e t r i  ( r i , ,  " . , r n )  t n  R *

F i e  b  =  ( b t r , . , r b q )  =  k e r ( R - > > A ) ,

d1n m2o ,  nu neap[rat  formind un Sir

f l  =  d i m  A ) .

(C 'on f  o rm Def in i t le i  1 ,  A  es te  j -n te rsec l ie  comple  f f i<1> (  b t r  .  .  ,bq)

gir regulat 1n ft$) q = n-d) .

Deq i  (b t r . . . rbu) 'nu  f  a rmeaz& un ,q i r  regu la t  ln  Rr  voEI  u t i l i za

to tug i  ace leaq i  no ta{ i i  ca  na i  susr ,  ad ic6 . l

I  =  U'  4 t ;  Ud € K.  (R)  ,  T = T, ( -*J  2.2 Rf" ) (  KfA)' l  - i = ' l  
) u  

e  ' - r  '  )  t t  t J  \  - -  . * = l ' ' - F '  ' i '

, K ; Q ) , - \  /  1 K . ( A ) r - ; ,. & + d  ( 5 1  = b , t y r J  ( S ) = o  t J = i , 7 , . " r 1  )
uncle |,' = Z': { ,,.. .rL,'

d  L . - 4  J ' , -

Notdnr  L .  (A)  =  K .  G)<7-4)  '  ,Z r )  ' ,  J  Z j 'T r , ,  j= { ,? ,  ,  , , ' i
( 9 )  r , . ( A )  =  K . ( t )  ( r z r , . . . , z n 7  t d z i  =  j ,  i  =  L r ? r . . r p e  ?

I r . (A)  es te  ev ident r  l l r r  invar ian t  a l  ine lu lu i  loca l  (Ar  g  g )  "

A lgebra  d i fe ren l ia ld  g raduatd .  I , . (A)  a re  u r$6 toare1e propr ie t i r t i "

3.  Propgzi t ie

F ie  (A ,  B  n  r k )  un  i ne l -  l oca l  noe the r ian  q i  f l e  f , . (A )

algebra dife

scufund"i.Ii re gqlatg migirnple,-p?re c?r,g-&*-+?A .- AlrlIrci I

( i )  H o ( r ' . ( l ) )  =  k

unde b1r ,  ' .  rbe  s ln t  e lemente

regu la t  (dec i  q ,?  r -d r  unde

( i i )  H l ( r , ( A ) )  *  ( o )



- 1 o 6 -

( i i i )  H z ( i , , ( A )  )  =  H 2 ( r , ( a l v H L ( X " ( A ) ) 2

lgm-qpp.lratrg 
-;,,,

( i )  e s t e  t r i v i a l H ,  ( t i )  r e z u l t d  d i n  d e f i n i { i a  a d j u n c l i e l

( c f  
"  

( A 4 ) ,  $ 2 ,  E * p " T )  i t e r a t 6  c o n f  o r m  c e r z u l u i  d e  f a ! d . e ,  i n e .  :

H1(1"  (A )  )  *  H1( r .  (a )  ) /  t r .n  *  ,  o , " r -  fn .n  *  o "
Pent ru  ( i l i ) ,  fncepem cu urmStoarea i

lemri

li"- I--i-L:Lgt-!-3:* ." xr$l_Lii:_; : 1, txl q1
v

/ l.{./ = X < z )! !2- i  dz = T (des z  = z j ,  cons iderr - im e i ru l  exact  asoc ia t

Zgggiil--cgJgg$l ( cf . 2.2,, $ 2,Exp.y) ;
' P n , i i . t

/ -*\ n -_- \./" + ', \ t* >'Ll '-> C)(;E i "t 
----_) )- --'-,- 

d 
. $

|  .  r t )  . .  - = ( e )  \
(uncle f este rr1glrrg3le.a c_a,nonici. $i g(-r;"1..r,., +?,i.* '._rZ' '*Vlo,-a /- +,' ):

3 lW rye.! ely L_s:.1_se " ! :
o_, t ;.' G)-:* _ _,rr{^(}) _!IA*H^(LD __> 0)  L . .  

- ,  -  - - 2 \ ^ - .  " 2 \  d  t

-9e!eM
cons ic ie r { - rn  q in r l  exac t  lung  de  omolog ieu  e la . t .de  ( * ) l

. .  '  -)t ir(b) *5,Ha(X) l$J-, ' t t?(yt I l-@,Ho(by -.aa-, *rH )Yf)ur(p)- .,r;

u n c l e ,  c o n f o r n i  c u  l e n a  I u  Z t Z . r $ 2 u i l : ; p . f ,  q t i m  c i t  A o  H ( f )  e o n s t 6  d j . r , :

mult l .p l icarea cu I  .

cun l {o i } )  =uo tx l  =  [  e i  cum Ar#  a  (cd ,c i  H ( f ) :  u r [ t ) - r t i ] (%)

es te  ep imor f i sn ) ,  rezu l td  ke r  A  
A  

=  o  =  I rn  H(g ) ,  dec i  l t ( e ) l  l l r ( ] )  * , ,

-pHo(H) este omomonfismu] nul .* i> H(f )  :  H2(X) ---*--- t  I{2( 'b) es1e

s u r j e c ! i e .

Cum ker n(r) = i."., A, = Tn,.( Alali (f ) ) = Ton(fg)* ? nr(X), afir.ralj-; i
leniei renv\tit"77

A'qarJar, tn condi' l i i . te din enunlul lemei : t1z(U g rrz(X)l ! 'ur( i{) e

l u r - r m  a c u m  a l g e b r e l e  K , ( l )  q l  l . ( * )  =  K " ( n )  (  r r r . . . r T q )  ; d z j  =  T j ,



toT

j  =  L r ? r , , . p Q  ,  d e g  7 ' ,  =  2 o  l t e r t n d  l r e n a  d ' e  m a i  s u s r  o b \ i n e m l

. A S
H ^ ( 1 , " ( a ) )  =  H 2 ( x . ( a ) )  / (  T t o . . . o  I o )  i { l { K . ( l ) )z '

e *  3  1
Dar i  T '  o . . ,  3  * '  

genereazd H l (K , (A)  ) ,  d .ec i  rezu l r# ,  ( i t i )  . / i

?asu1 principal in d.emonstrarea reclprosei Propozi{ iei  I ,  i l  cons*"

t i tuie urnEtorul rerultat.

4,_Ptgqozi] I !e

]n si tuqt ia r i  gg qolal; i i lg de m-ai supl

d a c 5  ( b t , . . ' , h l  n u  e s t e  q i r - r e g u l a t , i n  R ,  a t u n c i . H e ( L . ( A ) )  I  ( o )  "

Deqoqstrat ie

ArXti :n tntt i  urnndtomL fapt general.

I,emd

Fie X o A-algebr1 di ferenl ia ld grad.uat6r cu Ho(X) = ]4

q l  H1(X)  =  o .  F ie  be  A  un  d i v i zo r  a I  l u i  ze ro  q i  f i e  X  =  X  LX  a

A tunc i  H" (X )  I  0 .z '

Demonst ra t ie

Cons ic le r i im q l ru l  exac t  scur t :  _
O *-*) Xlr.,*^ob) f -/L,, 'X - i/'L''" '-) '{ -2 6

care dA ,$1ru1 exact lung d.e omologie !

.. .4Hz{X) ----e Hz(X) L\z-in 
r(X/a.*^t/ i l-t!*r(X) - 'Ht(*) J\-i,

/ ) t .  , ,  t . ' €  , .  r - . \  r , . r \  r -*'t 
> H o(X /A"*^LX) 

*-; t{o fX ) -- -} H o (X) '.e O

Cum Ht f f )  =  Hl (F)  = o,  iar  Ho(X)  = Ho(X)  = k ,  rezu l td  c [  A,  es- i ;e

i zomor f i sm q i  AZ  es te  su r jec l i e " .  Dacd .  b  d i y ide  ue ro ,  avea

Annb I o ql atunci Ht (X,/A,n^bx) I  a, deci Hz6J I 0 ( Aa f i inr i

surjeclie pe un modul nenul.) ./7

Intsrcindu-ne la demonstra{ia propozit iei ,  punenrl

m  =  max  {  i f o ,  d i v ide  ue ro  nod .u lo  (b t r . . . ro r - r ) }
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Agadar  (bm+ l r , . . rbn )  es te  $ i r  regu la t .

F i e  X  =  K .  ( n / ( b l n . . , , b m _ t ) R )  (  z L , . a *  u i _ r )  i  & z l  =  5  j ,

i  =  L r Z r . o ' e H - l  o

Ved,em numaidec l t  c5 l  HnL[)  =  k ,  Hl f f )  *  0 .

Atunci U = X /rnq este ln si tua{ia }ernei anteri-o&rer rLeci

Tla(V) / 0 qi H2(?) * flz(% { r*) ; dzrn = 5 *) f o.

De 1a Ur ' r ^>  |  d7 ,  =  J  *  }a  1 , , (A) ,  a jungem f5 .c tnd  reduc{ ia  p r in

qirul  regulat  i  (  b**t , ,  ,  e rbn) .  Conf orm procesului  de ad junc t i ie ,

a p 1 i c a t a c e s t u i c a z p a r t i c u 1 a r , o r n o 1 c g i a 1 n g r a d . e >

afec ta t ,5 . ,  dec i i

H 2 ( r , . . ( n ) )  = L r 2 & j ( z p  ;  d Z m =  I * I  = H z Q )  1 0 ,

Aceasta  tnche ie  demonst ra t ia  p ropoz i ! : -eL , / /
//

Obtinem ac\.lm urrnH.torul rezultat I

!._fe.org4{

I:r s + lq*-!,la_d g_ rye}-.e,ggr-*q{g4j.gers lg F i g t -e-c,itlgel*;Sg :

/ . \  t  t r  \  ,( i ) l, rl4L:gg!9-9-4-alse-!rii Ag.tq.Il€

( i i )  H 2 ( r , ( , t ) )  -  o

( i i i )  H e ( n . ( a ) )  =  I i r ( r - ( a ) ) 2

( iv) ii . (K*(4;I;4Jg*!{.0)J)

( v )  ( A ,  S  e )  e s t e  i n t e r s e c l ; i e  c o n p l e t i i

De rnonstrat ie

( i i )  = g ( v )  ( o i n  P r o p . 4 ) ,  ( v ) ( - - > ( i )  ( r r o p , 1 )  r ,  ( i ) , : : > ( t i )

( t r i v i a l )  o  ( i i )  : ;  ( ' 1 i i )  (a in  P rop .3 ) ,  ( i i i )  : / ( i v )  ( t r i v i a l )  e i

(  iv )  - - )  (v)  ( l rop " t )  . /

OiJ $IIRi/A'I I I

( i )  La  $4 ,  uxp . rVr  & i l r  v f ,zu t  c5 .  H* (x . ( l ) )  *  Q( : : : :>
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< : : 2 H 1 ( K . ( * ) )  *  0 r  i . € ,  a c i c l i c i t a t e a  l u i  K - ( A )  i n  t o a t e  g r a d e l e ,

result5. din aceea ln gradul 1. :
D in  ee le  de  ma i  sus ,  vedem cB  l . (n )  a re  p rop r ie ta tea  " imed ia t

u rn5 . toa re  " ,  ad i c5 . :  11+(L . (A ) )  =  gq ' - . : )  Hz (L . (a ) )  ' -  0  ( c6e i

Hl (L .  (A)  )  =  0  este automat  fndepl in i td)

Condi{ iai  H.,  (9"(A)) = 0 caracteri-neazl.  ine}e le locale . Igf l$*!g Ar

iar  I  Hz( i r . l r r )  )  =  0  caract  er lzeaz i .  in tersect i i le  complete.

( i i )  Unu i  ine l  loca l  noether ian  (A ,  g  t ,  k )  i  se  asoc ia . rH.

g i r u l  t ' d . e v i a l i i 1 o r ' f  s a l e ' ,  I  I  / ^ \ \t  C  i (A)  ) i )o  r  de f  in i te  p r in  dezvo l ta rea

canonic* urnd.toare a ser ie i  Poincard,  tn prod.us lnf in i t

-  e " (A)(t*ar) *
, _--7-fi'

; - -*4) 
{ : t ( / ) )

^  /  A \

r ' t  z \ e c ( n /
D  1 7  \  -  ( l - + 4 J
r A \ d - l  -  

0 - * ) t i G )

G.d*ra,'
;zIFn

( e u  t r ( n )  =  e d . i s r  A r  6 r ( n )  =  e d i m  A  -  d i m  A ) ,

Carac ter iaarea  in te rsec l i i l o r  cornp le te  cn  a ju to ru l  dev ia l i i l o r

es te  u rn6 toarea l

t tA  es te  in te rsec  l ia  comple t5 .  ( : )  I  . '  (n  )  =  O '  ( t )  1 ) -  2 "

us. inel local (A, !i , k) se alee "Jg-c,.a]-:lrrts{g,gq*!}ti_gqinplgLg"

dacd ine lu f  cor , rp le ta t  t  ( tn  tcpo log ia  n l  6 -ad icd)  es te  in te rsec !1e

comple  t5 .

Se cunoaqte  urnr i toarea  carac ter j -zare  a  aces te i  c lase  de  ineLe

locale ( guf l$(ser) i

l tA  es te  loca l - in te rsec t ie  con ip le t f l ( : )  t .  (n )  =  0  pent ru  i  ] .>0"

re zr;ltat rei",rarcabil e ste urm6iorul ( S .Halperin) I

nu  es te  in te rsec l ie  comple tE.  ->  € i { l \ )  I  A  pent ru  o r ice  i - ;  o ' f  o

Un

rA
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6 .o  r n r r , l  TL1  T r r r rA fT ; r  r ^-u.
3 o lgf rgllte

Un ineJ. local. noetherrian (Auqrrt ) se numeqte "ggifggg_[S_ig]1
d a e S l  ( 5 )  i )  d i m  A  e i  E x t *  ( k u A )  =  0 n

I t

Urrnf l toarele caracter iz l r i  a1e inelelor locale 0orenstein stnt

b inecu-noseute  q i  vor  f i  da te  f6 r i i  demonst ra l i i  ( vez i  N .Radu,  Ine le

l o c a l e  o  v o l , I f )  "

5 .  P r o n g q i t i e

t r ' i e  (A ,  r l r  k )  un  ine l  1oca l  noether ian ,  d  =  d . im A

( i )  A  es te  Go rens te i n  p ;nx t f  ( k ,A ,  -  j ; :
l - - t s C .
i - n

(  i i . ) A e_S@ Gorenqlein < ' : )A este Cohen- l i {acaul-a

tw*"-l-&) : ]
( t yp*  (a ) :  s  d i . rnn

( i i i ) r i e d = d i m A s o

nx t f  ( k ,A )  ) .

A es tq  Gorens te in  (===7 4  es te  au to in iec t  j -v  ( : )

( - ) l x t ] ( t , a )  =  o .

(  i .e.  functorul  de d.ual izare ] \ i r - - :zHQ = FIomo ( i , , { rA) este

l n e ,  A  a r t i n i a n .  A tunc i l

Pent ru  fo rmularea  rezr r l ta te lo r  aces tu i  $ ,

Sl)  cI  o A-aLg*brd d" i feren' i ; ia16 graduat6

igl l3ggg{ ' r  dacr i iXu= A, ( j )  m ? a inci t

dacd, forrna bi l in lard dat*"  de raul t in l icare

e s t e  n o c 1 e g e n e r a t , l ,  p c n t r u  j  *  o r 1 0 , 2 1 , . .

a u t o o . u a l l t a t e a l  N .  =  {  "'  
J  I n * i  t  i  =  o ' 1 r

exac t  )

reamj .n t im (vez i  g i  , i xp" I l I

X se nunesite "glggg{i

; t  i  
=  (o )  c lnd .  i )  i : .  q i

a' 'Y .- \f
, t i  x . x  * _ r 4 ] \ *

J  r I l - J

( e e e a  c e  i m p l i c d .

.  , m ) .

n1
t 1..

e"--8qg.psg$+e.
F.** X c A-algebr.f;. cl iferontj-ald grad^uatd cu A * X., qi.

l - , = o 1 : e n t r u j
rf-- -_ .- .-

) m r u n d e n l o este Lrn intreg,
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Urm,i.toareLe sint echitalqpte I
- r .  - '  e

( i l )  X < T ) i d T = 0  q i d e g t g
/

1, este a1gebr6, Foincar.e'

lggons.lgaltg.
( i i )  :+( f  )  este i rnediatd ' ,  dator i t6 '

d t  =  o  ( d e g  T  =  1 ) ,  c f  , 2 , L .  ' $ 2 ,  E x P . I ) .

(i)..=>(ti )

e i d e g I s

U este i

def in i { ie i  }u i  X< f }

- - , ' .

L. Atunci,  tntnrci t

t=*,

F i e  A  =  X < T )  ; d T  =  o

X = @,^ X, , grad'uarea 1ui
r"o 

i=e,\"Ji , '*
4i U'*,+,t = X*" T'
t {ul t ipl icarea 1ui V

f 2 = o

F i e  Y :  U * u i - ) | m * r
Trebuie sd, ar{telm c6 Y est

element din Ui ei ( i i)  va f

F i e  Y = * m + I - j + X * - j t  
(

Arunci  Ytyl  = Y(*," ,  +t- i )  + Y

^\r

o ext inde pe aceea a lu i  ' f r  ,  Pr in i

Uj =Xi ufr,-nT yfr.- tr'=0,4, " '.,n

-') .
. r**9 o forrnd. l iniard..

l t ip l icarea cu ur l

( * .

(V) rol .

Ynry) -rY'4) ,

( i  e  { o 1 1 1 . .

e dat5, de mu

i demonstrat

c u  x  x €  x n ,
( * * - i T  )  =

urrde { i X^on -i -->'X o' 'T f 
' ft 'X"--i 'T *--->X"^T

sint doud forme l inlare.

Cum X este algebrf,  PoincarS, gH.sinn elemente:

3i-,  eXs-t , \ j  € Xi
i n c i t r f  = f r i n '  +  Y r = / r ,

Dar atunci l

Y tgl = Ynt'trt + YrQl = 3 r't, 
x* *r 'J T 'n Tj *" -) T =

= (3^- ,*^ .n^-4 + i  x^7 )T,
Sd. remarcdm c,i tn X ;
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* LJt *'

J- -
s o 4 L

)

zul t5 :

' 7

. l - 9 V I'  tJ-, " m') '

'( + 9i ,Yr,, - i
d  

- J  
d

\ ; - ,TeU, ,  re
t '  )

l

+ , 1

+

+  4 . ^ i*

/ r . f n

u
r l

,t

* i ; - r  X-
f t=  l ! - a

Yt'yl =t ns - ft*(V) .//.

( i /  + \  i - ,TXoh+ 
4 - j  + x^- j r)  = 3; x **t  - i  + \  v*-.J l*  +

i i l * 2

I o{r.n:uu'-z I " frt,f r:.

Agadar,  not ind t  =

J. CorglaJ

In s i tuat ia 4i4_IroBorl t la 5,  urmi l toarele elch iva lcnte I

( i )

f r )  X ( T y " , . , T n )  I  d T i  = =  o  . t l  d e e  T ,  =  1 ( ( V )  i )  e s t e  o

a lgeb lS Po incard  .pent ru -or j . ce ,q  ?  1 .

Demonr ; t ra t le

Af i rma{1a rezul- td.  d in Prop"6 pr i .n inducl ie dWA Ay7

OilSi:iI iVATIE

algebrd Poin"*"6 rr], se referd. La

pentru un cic lu de gracl  zera

algebrd. Poincar ( 
<:> X <'f| l ; dT :z a

de mai  su6,  reob l inea rezu l ta tu l

Prop" lp  $1 ,  Exp . I r r ,  a r rume l

Propr ie ta tea  de  a  f i

d. l ferenl ia la lu i  X .  Agadar,

a € L = X o ,  o b t i n e m :  X  e s t e

e st e alge i: r5 Po in c*r'* "

In  par t i cu la r ,  ap l i c f ind  Cor .?

" a l g e b r a  K o s z u l  A  (  t r r . . .  r T r r ) * 4 .

l-
a  l u i  A ,  e s t e  a l g e b r dt  u r . ;

f

Pgipcq i r6  (n  =  ed lm A,  (a1  , , . .  pa" . , )  =  s is tem min ima l  c le  generar to r i

p e n t r u  g , t ) .

Aceas ta  rezu l t *  d in  o t i serva l ia  de  na i  su .$ ,

algebra t r iv i .a l5 i  = [ '  este tn inoel  er , , id.ent

Q., Ptgpoz.i,tis
t .  \-h ' ie  ( .114)  un  ine l  loca l  nce ther ian"  u rm5toare le  s tn 'b

echivaleni ;e i

o alqebrS Poinru*(

trnpreunfl cu faptul cri

o algebrir Poinca t.{,/

( 1 )  E ( I { " ( i l ) )  e s t e (pes te  k  =  L / ' *  )
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( i i ) entru orice non-diviuar a! lui  r ,ero C r n

@F!g o-ftLgglra .Loing,a# (  pe s"be

f l tn

k *A/' )
'  | Y t '

I I f ,

( i )

(  i i )

rgno$s!qqitig

A v e m  I ' i ( K - ( a / p  a ) )  =  I { ( K " ( r r ) )  ( f  )  ;  d T  =  J 3  ,  e f  . E x p " V ,' r  I

decl  echivalenla dln enun! rezul t i l  d in Prop.6"/ /

g ,  C o r o l a r

F ie  (Ar ry ,  k )  un  ine l  loca l  noether ian  q i  11  *  ecL im A,  d  *

=  d i n  A ,  q  =  p r o f  A .  i r i e  (  
9 f  ,  \ 2 , . r . ,  5 o )  u n  A - q i r  ( i . " . r e g t r - l - a t ,

max imal ) ,

Urm, l toare le  s in t  ech iva len te l

H(K.(A)) gs!.s o alsqi:ra ?-oi-:ngP:r6

r t l r r  l t  / l  >  ' z  \ r \ \  ^ ^ + ^  - 1 ^ ^ L - X  D ^ . ii I ( K ' ( A / (  
9 , ,  , ' . . ,  \ G t i L t  t  , ; i : v e  a l g e b r i l ,  P o i n c a r e

T* particul-?r,. dac5. j. ggt<-: C-g,4e*-i,{?gaular, '.,. i i(K. (rr) )._gptq-g}gplf; l
/ -

P o i n c i r . r L  1 7  H ( K . ( t \ / (  { n , . . . , 6 ; ) a ) )  e s t e  a l g e b r 5  P o i n c a r J .
- 

tt*"-- r- 
" 

-
Echivalenla ( i )1.-  .>( i i )  rezul t6.  pr in induc{ ie d.up6 qo dirr

Prop.8.  Ul t ina af l rmal ie din enunt rezul td din pr in ia af i rma' i ie

"5i  c l in def in i { ia 1nele}or locale Cohen- ldaca.ulay. /7

Dernonstrrr . rn acun rezul tatul  pr incipal  a l  acestui  $,

-z'-Iss:gtg
t .-b ' i e  (A r  * r  k )  un  i ne l  l oca l  Cohen- l r i acAu fay .

U_fqi l - !q rele stnt  echivalente I

( t )

( i i )

t_esIS ingl j iolgnstJ:,Lg

r r l r ,  / r \ \  -  - r  /
glr.rc

Denlonl.tr,a.j;tg.*

P r o p r l e r t a t e a  ( i  )

s is tem d"e  paramet r i  (un

Propr ie ta tea  ( f i )  r i lm ine

c1e paramet r i -  (un  A-s i r ) ,

rdurlne invarriantri la reduclia moci.ulo url

A - " 5 i r ) ,  c f  . P r o p . 5 .

i .nvar innt}"  la re duct ia modu].o un si l -Lr :m

c f " C o r " 9 .
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A"gadar, putem presupune de la bun lnceput A = B,rt lnian, i ,en

d i m , A  =  o .  I n  a c e s t  c a z ,  d i n  ( i i i ) . F r o p . f  v e d e m  c 5 ,  ( i )  e s t e  e c h i *
1

va len t  cu l  nx t | (x rn )  =  o r

* Aqad.ar, pentru A artinian, este suficient sfi, ar#ti l,.m eichivalen{ai

( i ) '  n x t |  ( r , * 1  =  o
,L^

"  
- ,

( i i )  t  l i (K.  (A)  )  este a l -gebr5 ?o inear f

F i e n r e d i r n A .

St im c5 .  a lgebra  Koszu l  K .  (A)  es te  o  a lgebrd  Po incar6 ,  ad ic f l l
, \ t \  f  1  ,  

O
( V )  i € i o r 1 r . , , i n l  ,  K j ( A )  = K r r - r ( n )  ,  i z o m o r f i s m u l  f i i n t l  i n c l u s

d .e  n ru l t ip l i carea  a lgebre i  K .  (A) .

Aceast6 s i tual ie se t raduce onnologic pr in izomorf isrnele I

. ; ^
( x )  H J ( K ,  ( A ) o )  g  H  . ( l c ,  ( t )  )  ,  j  =  o r 1 r  r , ,  e on-J

( v e z i  q i  C o r . 3 r  $ 1 ,  E x p . I I ) ,  j

Ins5 . ,  pent ru  o r ice  complex  de  A-modu le  X . ,  omolog ia  lu i  X"  e i  ;
- " o

co-oreologia dualului  X.  .  s int  legate pr ln urmStoarea binecunoscut l .  I

"f grguki.a-cogf icig4ti lor gl?i lrersali" :  : i
:

(nCA) f ie A un inel  cu propr ietateal"of ice { : rng4gl-pqqr.eq,Liv qStS. i

v
l ibqr". 41wici"_pen-tlp ogj.gg cq-qp]gx 4g 4:r,rq4F]e X.- si_:g{t}qt 't,

prige A-rnojgl Ji{-_au loc sigr l i }e e$acte_((V)_i€?) l

0 -: nxt| ( o j-, (X.), tI ) -:>i{ i (n om(X., i{ ) ) *-> H om ( ii j (f . ), t,l ) 
*-> o

(vezi  t tR.f iod^etr tent"ptr .cazul  A = ? Si  ' rDoldt t  sr ,u "spaniert t  ptr .

A  o a r e c a r e ) .

Ap l i c ind  ( fCA)  pent ru  A  ca  mai  $us ,  X , .  =  K?(n) ,  l {  =  A , -  re r ,u l t f i .

p e n t r u  t y )  j € { o r 1 , . " , r r r }  q i r u r i l e  e x a c t e l

r
,i

,i
1
ii
ii

*
i$s
t
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Ut i l iz tnd (x) ,  obt inem q i rur i le  exac ie l

( xNx) ,  Y ,  es te  i zomor f i sm Pen t ru
d

n x t | ( H j - l ( x . ( a ) ) ,  A )  =  o '  i  =  o , 1 ,

i  =  L ,  d in  Ho( tc . (g )  )  =  k r  rezu l tS '

'it,
!i

i
tr

(*x) 0 *$sxt l t i l i - r(n" (A) )  nA)--+ u{ i : (r .  ( l )  )  o) -*+Hi(K" ( l )  )  
o-z 0

,::.

q .

( xxx) 0 -* nxt| ( * i-, 
(K . ( A ) ),4 ) *-.rl{rr- 

i 
(". ( a I lf+"rl i 

(K' ( * ) ) o---z 0'

r l r .  f i i nd  i ndus  de  mu l t i p l i ca rea  a lgebre i  11 ( r - (a ) ) ,  (V )  Ju top l l ' " "
' J

)
' . 1 1 1 | .

Echivalenia lu i  ( i )  i  cu ( i i r t  r  vez' tLt6 '  &cum ugqq din ( t**) i -

$) j  =>(i i) 
,  A Gorensteln (:2 nxt| (t, .s') = o<:+ nxt| ( l{ 'A) = Q

penfru or ice A-modul Iv i  (cd.c i  d im A = o),  deci  a in (xx*)  ob*vinenr,

in part icular,  cd t . | l  
j  este izomorf ism pent*r  or ice j ,  adic5'

H ( K , ( A ) )  e s t e  a l g e b r d  P o i n c a r d '

( i l ) , , : ) ( L I ,  .  D a c 6 "  H ( K . ( A ) )  e s t e  a l g e b r S .  P o i n " ^ r { ,  a t u n c i ,  t n

!l

!"

p /^,

or iee i ,  dec i  obt inen

. . . ; 11 .  I n  Par t i cu la r ,  Pen t ru

n x t f  ( r n l )  =  o '  a d i c b  ( i ) '  " / /

$3. mu_i{IIl,l!19[!.EA

F ie  (A ,  4  a rk )  un  ine l  l oca1  noe the r ian  '

pentru orice A-modul itI, de di.nensiune fl = d(t' l) (=d'imvrln1;;;);

reamlntim cfl un'rsi$te$,Sql?are.nlelixl*g9ll-! 'Trl-Il i 't este un 9ir de

lung in re  d :  (  9 r  t . . e ,  5u )  d in  m 6 r  cu  p rop r ie ta tea i

Iong L$i r l (  Er ,  .  .  c ,  EJ)u 
)  <  F o

1q ' -  s roPogi t ie
p e n t r u  o r i c e  i  6 i  o r 1 r . . . r d ]  ,  l o n g o ( H ,  ( K . ( E " l l r i ) ) < a . ' "

lemonstr:a.tie

In  adev5r ,  d "ac5 .  (  q ,  p?  o . . ,  ( r )  es te  s is te rn  d 'e  paramet r l
1 4 '  ) d



- 1 1 6 -

pentru I! i, atunci eI r5.mtne sistem de
.  /  - \

o i (  E . i t n )  = A J ( t * t d / ; ,  d e o a r e c e  a c e s t

de (1)  copi i  a le lu i  i , { ,  Cnm H -  (K,  (  t .
J J "

al  Lu i  * i ($ . f  ic )  q i  cum ic lea lu l  5- ,  a

r : ' . i \l u i  K " ( 5 , i  * ) ,  a v e m l

ronsr ,  H j (K , ( { .1  r 'n )  )  =  lonso } i j (K . (9 .  J  m) ) / I "  H j (K . (  g . l r r r ) )  =

= rongu z r(x. 
( r. l  rf i))/ 

L , i(r. (s. lni)) * B j(K. (5.J r,r) ) ( longAKi/.S,ui*

d.eci rezulti i . afirmatia din enun\"//

l ,  !e f in i t ie

Pentru or iee A-modul l i l  g i  or ice s isten de paranetr l  a. i

. 2 . 7
l u i  i i i :  l .  

* ,  
S f  , . : . ,  ! r 1  ) , . 4  =  o i m  I ' i ,  t n t r e g u l l

X-  *  ( lu i )  =  ) -o  ( - r ) l  lonsn*  (H. i (K .  (9 .  i  t t ) )
e  4 - - i - n  r !  d
i a  . J - v

se nurneqte "ca{ag-!gq}gt-lq,a e,q}gll-a.E4il relativl. La 
'{ 

., a lui i i i .

C o n f  o r m  P r o p . l o ,  X  *  ( ; , , )  e s t e  b i n e  d e f i n i t .  I n t r e g u l  X  c  ( l ' : )'  s .  5 ,
are urnidtoarele prolrr ' iet i t t i .

- L I .  y r o n o z ] . t 1 . e

= (o) tn . i l  4 X 
f  .  

( l l )  = longo I t I ,

1 .  \  ' \ , /

ti i) lL* este o funcl;lq aditivi ire .suFc*tg$ori-a*ggggls-;g"i
i .

car€) ad-mit f. ca sj.ntern de pararnetri ( $, ca "i ' t i-eal d.' i

pararnetri pentru. orice moclul

mod"ul este o sum$. clirect;:.

I t i )) ,  es'Le ctt  al  unui subnodul
'7

L .  A , \ . ;  a n u l e a z $ . o m o l * g i - a
,  J ^

) = t  d

v

( i i i )  D a c E  i ,

d e f i n i t i e "  *  v e % L  n a i  i o s )

nu div ide zero pe i { ,  atunci  !

x (s , , , . ,  )  \ ^^ ) (M)  =  x -G, , , .  -  )E.^) ( f ' l /K{ r i )

lgggl;!.t+ti"-
(  i )  e  s te  ev identS,  d in  d"e f  in i t ia

(  i i )  rezul t i r  imccl iat  I  dacd 0 *2 f r { '

q i r  exac'b d.e A-moc1ule,  e}  de t i ru l  eNact

)
J o

-*,2 I{ -7 id I t .-*ry) {) e s'u tl

d.e complexe I
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0-* r  K, (3"  in r ' )  - - - '  r . (5 . i  m ) - *  K"(5 .  I  l * " ;  - - -+00

al- c6,rui qir exact lung de oulologi-e estel

0 -rHd(f" i i i l '  ) --:Hd($, i lt l--+ Ha( 5" I i,.t") -A-H**r(}' i n' ) r) o "'-*-r

, . . - )Ho(S.  I  I f l , ) *+ l lo(S.  I  rn l  * -u Ho(5,  i  * " )  * - - - -+ 0 '

Exactitatea acestui qir arats. c5. suma alternatl, a lungimilsr te'.riro*

ni lor este nu15.. Comparind. cu Def.3, rezultd af irmal ia ( i i )  "

( i i i )  u t i l i z i nd  P rop .5 ,  $z ;  Exp* rv ,  aveml  u ' r ' l  o  pe  v6  =2

= j7  H  j ( r r r . . ra r r [ ] ' , n )  
*  H  j  {uz r "  r ra r r iVa r t ' l )  '  (V )  i '

-  comparlnd cu Def .3r rezult i i  af irmal ia din enun\ ' / /

In  leg l tur f r  cu ( i i i ) ,  Prop.111 avem urmf i toru l  rezu l ta t  genera l "

! 2 .  P r o p o z i t l e' - -
- ' 7 7

F i e  (  t 4  r . . ' r  l l ) un sistem de pararaetri pentru A-rnoclulul

noether ia.n l ' ,1.  Exist6 '  m )  o un intregt nu div ide serolnc tt : 5.

pe tul 1a""* fi) 
,

Demonst ra t ie
- _ r ! €

Avern qirul d.e submodule I

-  T  / ^  A n n - " 8 ' G  . o cAnnt* 5o b ir. )\

care stat ioneaz| '  c1e la un indice m )  o '  adic[ l

' :  Tn ? f i \+ l

Anni,n 31 = Arrld 51

Daed. d € i{ qi * {,, = 0 (nod l'nno $*)

ceea ce inseanni l  exact faPtul c6 5^ {

Caraeterist ica eulerian6 are urrn5'toarea

:/ d = o(raod At**r]l),

o ne tulannm ( fl) 
' i,/

proprietate de artulare '

un sistem de paranretri pentru A-rnocli i i ' i ; l l

q.
/  7 ' "  f
9 Ann.,r 5n b: o r r

1J' "SlqPqalt ig
I r l e  ( $ ,  r . . ' ,  3 ; )

I \1 .  uaca e x i s t . l  i  € { 1 1 2 e . . ' e d

' Y t

a t u n e i  L F  ( i i i )  =  o .
- t l #  , , - '  ' ? t  

- _  '  _

$i  rn  )  o ,  inc i t
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De,qrqlrqtrF.trq

Putem lua, evident, j  = 1'  Atrrnci (  f , ,*  n

r$.nrtne sistem de paramet'ri pentru lvtu cleci pu'bem

adicd. l .  l .  "* 
z 0.

D i n  ( : ) ,  F r o p " 2 ,  $ 2 r  E x P ' I V '  s t l n

o - - r  r . (  t z ,  r .  o ' f a . l  * )  __>6" (  E r
i :  -^-  ^  i  . - . i  * r ' l  .o+ot  

' !  
r :nr t  t i .g  OmOlOgie(Aeu . r -  V i J  sJ  u^ *e  u  - * - - i ,

, T r  r ) e . ,  i r l )
presupune a *  I t

e6 are loc qirul  exact l

o,  " . , fd  l rs i ) * -  on( -S t  Eer .  "  *5 , i  ig l ) *a

I i c r i ind

t
/ v ?

t-\

q- c/ ,  ^r.1 i !
, /  [- ' t /  )gn:

d " " '

j "

t+

'J , \ t tk ' )2 :  '  " t

, i i i ) ,

t  " v
Q r

cil "J

4 ,  t t  1  \ ) : l )
,J/+ d

I,'ie ( t l  " " ' 9;) un Elstem d"e parametr i  pentru modulul

. . .A-Hr(  \ r , . . . , t r  l r , r )  *zr i (  T ,  , . . .  n !d l i , r ;  * - - -+1 '  j - r (  T ,  , "  "  &4| i t i ; -4  ' '

A,u5- r (  E r ' ' ' ' , 5 r ,  l * ) ->  " '

morfismul de conexiune A f i ind dat de rnult ipl icarea cu T^ 3

Curn fn . t ' i  
=  or  rezu l tS '  A = ot  dec i  aven q i rur i le  exacte l

0- - ru i (  F "  r . . " , (1  l rn ) . - - - ' i (Tn .  , " ' r l , c i l i ) * - : 'H : - r (T r  e " ! ' 5 ' ' l t ' r ) ' * - ->O0

dec i

1 ; )  / n n s A ( H i (  i t , ' ' . , ! 1  l l ' t ) )  =  [ c n g , r ( H i ( B , ' . ' " $ 1  i i n )  )  +

+ flunao I{.;-r( f .  0 . " 'r  {7l i ' t) ,  pentru orice

= Ll{" r n )i ,% *or^' *, [], , " ' ' ,\ 't,ln) iT,!'l r- r{}*,,g,,f11-,(L,, .t-, i rl

=2.:
' '  t (-L)i)k,:)^ l-f fF*,, ' ' ,- i,1 irt) - ?;(:r){"

j-t rlf{-",,1,{{ rtyr,,.,\,i li-;,

I  
- L ' ,

a

- n / /_ " ,  l /

' { e

$*na alte.rr:atb .care &e fu ( (t ' i) t o"b{ineml
| .:.

noetheriridil-u

nron r ie te t i :

Atunci existp-g4 A:Isgtlul}-oetbe{irrry-}'t' e*l urniit o&il' l:;-(i
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, \ t ? 7 \ ,(a) I Fr ,. a. ' f/ ) eete -siqtg$, {g*p*r-ary-e-}qi, pq.n3"ry. N"-

(u) F nu divid.e zero pe N

( e )  Z ' ( u r )  = Z =  t n )  = X ( .  . .  . ?  \ ( N / [ .  u )
5 .  l .  \ 5 " . t " " t \ o l t  ) 1

Demonstrg,llgd' -

Ludrs N = If i /(annr*I*), unde m) o este dat tn Frop,l2'
r  . . 1

J.{ I

m
d 0 ---t Ann * l, M -) N -**---9 0 1

' ,

lmpreunE.  cu ?rop.LI ,  ( i i )  r  v€dem cdl

l ,  tm) =X. tn) * X , (,q.nn I* 5) = ( ai.n ?rop.lJ = X, (l l) .
l .  5 .  l .  

r l  - 4  
5 ,

Ul t ima ega l i ta ie  d in  (c ) ,  rezu l t f ,  d . in  (n )  .? i  ( i : - i ) ,  Prop . !L* . / . t- /'/

In cont inuare,  reamint im no{ iunea de "W"

a unui  modul.  Fie M un A-modul noether ian gi  a q g un'r id"eal  de

d.e f i -n i l ie ' f  pen t ru  I ' {  ( i . * ,  lone '  * /unr l  a ) .

OBSERVATIE

P e n t r u  o r j - c e  s i s t e n c  d e  p a r a m e t r i  E .  =  t  3 l  )  e . . ,  E S )  p e n t r u

l$ idealul  5.  este ideal  de def in i l ie al  lu i  l l i "

Atunci ,  nu.r i lo or i -ce lntreg i  > o,  long a(Vu. i* t  )  < cF. n

,: Funclia nirnericd.l i i---:r long o(ivt/^in") *"" !"oprietatea important5,
fl a, tt!

'  de a" f i  "po1inomia15, ' t  (deoarece gi-r t f  d i ferenlelor ei  succesive

este nul '  dd la un rang incolo) '  
^pl  .  .  , -  1

, ,  Aceasta inseamnE eE exist$ un pol inom l"  (x l  e O LXJ'  cu

p rop r i e ta tea l  PT  ( i )  =  l ongs (V* iw r l  ,  tV l  L>  o *
*

: '  Teorema pr incipal#.  a teor ie i  d i -nensiuni i  inelelor Iocale noethe*

rlene afirm6, c5.l

-  * f 1  ^ t
de8 P ' *  (X)  =  d im i ' I  (=  c l im Ar lOr rn ,  M) ,

pent ru  o r ice  idea l  d .e  de f in i !5 -e  A  a l "  lu i  M (c f  .A ,Lascu,  A lg . loca l# , ) .



It:

s e

baza

poate

J{I^r
&

I
i  > ,  oJ- )

I

combinatorial5, 't ( s. rui @ txl , pX (x)

eer ie  I

(x) * .utf I

, . . . ,  Td  )  1 r " r )  s  
" (  -€ r - r  ' . . ,  E , t l ( v  T ,  

u ,1 )  '

x t /
i  t /

/ x \u r  \ a l  +  o o  '

d t i l  e  tN,  (V)  i  zz  o) ,

+ *d-1 tJ')
* 1 o e o  €  A  ( tu n d e  

" d . r  
* d _ 1 r . . .  t

c u f l = d i r s I { 1 .

f  o  .  . *

ntruett

-{*--Qs,{,isrllg
Intregul ud (coeficientul conducE,tor al  lui  r l j  f i ' )  )  se

g

numeqte "nulrlipiicitsttqa Lgi:. 'f in +" qi $e noteazd cu et($) '

Intregul 
"u 

( i f )  are urinH'toarele propriet i t i "

' l  6 -  Pz.onoz, i  t i  eL ) a  - r v P v s * \ *

Fie hI un A-rnorlul noqtq.qrleg a un ideal {$ef init ie -e&

1gi. f '1, Atuncii

( i )  d a c 5 .  g =  o '  e * ( t * )  =  l o n g - r ( n ' t )

( i j . )  u"( )  egte o fg&gl ie ?dlt ivd'

noetheriene eE!tq-Aqqi!*?.e 4*SI9I!.-!9931-de clef{nille "

( i i i )  dacH.  a  =  (  e  ,oa . r t . ,  ) ,  f l  =  d in  i i i  q l  f ^  nu  
1 ] i v id 'e  

z t : ro  pe
-  - ,  - - - 7 "

qtuggil

u (

lg*ssejsati.e:
( t )  D a c E  a  =  o ,  a t w r c i  a i  =  ( o ) ,  ( V )  t  ) ,  o ,  d e c i
\ r l  - q v *  

Z ,

t ongo  ( t x , /  ^ i r r , )  
=  l ong  o (V1o1)  

=  l ong  o ( t ' t )  I  i ' € '
1 1  G  l Y l

i ,r-*-, longr,(H/*in") e ste fubc l ia consttrntS,l i\*-2 long. Mo

) 1

d e  c i

din

eT(X)  este po l inom constant ,  Cum l l i (o)  =  lon$ n(rn)  r  f ,nzu l tn '

Def "4 c i r  e*( [ i )  = long. ( l l i )  "

sui: cat e 5loria {qqqplg.Lgg
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1i i)  f ie g--tgr- * Ivl-*-sl ' '1."-**0 un qir exact de rnodulet pentru'

care A este 1deal  de def in i l ie .  S€ arat*  a tunc i  e$. i  PI j (X)  +

lii I ir,i It

+ Q(X)  *  P;  (X)  = I ' ; (X) ,  unde a(X)  este un po l inom de grad r - :  d* l -

(cf .serreo l t iul t iprr l i r :ds sau A",I ,ascu, Alg.1oca16" De arici  rezult#.

afirnra{ia din enunt.
|  +  " ; -  \ r , r  a r - - - ^ ^ i  l ^  ^ ^ + , .  ; . 1  ^ .

( i i : - )  r ie  i ' / l '  =  v t /T l r l  ,  !  =  (  92r . " ,  
' ! , , )h l  

"  Atunc i  t r  este iceal
' ) r t  / z -  

n  _ L

de def in i l ie,  pentru l \1 ' ,  cdci  En, l '  0 pe [1 Pa'(4 , t ]o)qtr4/rs":

- (  t \  o i  h T  =  t r .  .  
" 1 - I  

M  +  b  M  r. \ " { /  :

Co.nsid116,n qirul exact 
n*

( p ) o-->xer(f ) -*;2 t{t/ui,rut ' ? **/ni y1, *---} 0,

uncle tf :. w/g.t M ---= *rt&i M este omornorfisnul carnonic d.e

reducere modulo E, .

Din definil ia h"ri l l1r , veden c5,

'/ p'ttY =v
r. lfi
2 J .

+ b i Ml,,tt/bi tffr 
= (w/ 

tn *
I

dec i  vom avea ?  succes iv : ,

, n
ker f * (relql;ri) / (v,/ F, i\i.Fbirit)

>l_

T it l)
> J

=  ( c f . ( " C ) )  E

e rrti + 
.citt 

.r 1. -  t ' a  " '  J - r-  i . . 1
s *e*@;._- s C1l t\; = 

.3 iyi 0"
r  & n j

e . i {  +  D  l i l

i l in t*ot* ,nn]-*  de izomorf isrn rezul t r i l

t n  b

ker f = \uV {.r{+( E, i.. i  n niri)
-4-

Avem tns6. girul  exact l

,-,-** lJ:LlF*flnb'IU *-) L-Ylu-"v  go i \ l  5nN

Cum tu { o pe iii, oblinem: LI a
l o N

i ier pe de lart,d pa:'tel

?  i v r
. * 1 t  5  t ,  L /

t 
f,,lt't*

. r  zY\ l  ,_ ,
N 'c- -  r

f;: :r,r .. I i
\ 5 4 i  i {  d  t )

, '" ,  D
S.\ ) 

^/'\r t'

i l

' '*"> i')
M \
I  t J

t
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I

f

,

* L22

1
, I
I

I
i

:

!,H{r,l.1 l{Y) =
F I\l
v 4  ' !

avem elrul exact l

E,M n h'f
l n N n  b ! M

$ p

Agadar ,

(f)

/i

j

;
,

(P)
+

tu1 c5 P est

pol inora P(X)

/x-1 \= ta {, a-r /

ident i f lcare

u t i l

pent

P ( X )

a coef ic ienl i lor  conduci tor i  a i  pol inoamelcdor i t * "  pr in

respe c tLve,  f

Urrnd,toarea proprietate a mult ipl ic i tdt i i  se poate arH,ta ut i l " iztnd

tehnica de la  Prop. I5 t . iurpreund cu Prop"12r ,13 Si  14 '  de mai  e$so

] "6.  Prqpo%Ltie

Fie (  { ,  ,  . . .  ,  {ot  )  un s isten, de paranetr i  pentru A*moculul
r 4

nootber ian f r l "

&[upgi*_e4i.gtF_Jfr A:Ioo$ul noe ther--ian l{ ", gu gIry&to,qrg]*,

propr ie t i . t i :
-I

:1
j

I

o -)P -* Ivi/*i-r* '---2uer Y--,' o

d.e gi-} ,  deci long A(#gi) 
= 0, pentru

j F;--t lone(V 
ei) 

aa urn polinom de grad

qi (f) deducenr, atunci I

longo(tcer f ) = lonao(M/ai*)

long 6(ker f  1 + long^(r) = longo(},{ /*t- t*) '  ceea ce duce lal

{ '  t i l  =  ?f ( i )  -  u}( i - } )  + rong4(P)

iz lnd fap

ru or ice

-  P(X: -L )

Evident, P este anulat

j  )  i * f ,  deci  funol ia

ZQTO o

Din qirur i le exacte

long 4(m' l , i * ,  )

respe et iv

t  J ' l

e art in*,6.n,  def in i l ia 4 gi  observal ia cdr

= Z d ^  t j (  T  ) ,  a v e m l
j =o  t l

*n. .  ,  ob l ineur  d in  (  f , )  re la l ia



u 3 -

( a )

( n ) 7
t ,  nu div ide zero Pe i ' I
J ' I

( c )  * (
f j , ,  r . ,  L ) ( l ' i i )  

*  * ( ' E r r . r  i a '  r ' h ) ( N /  g r * l

*nqmonsrbrgtta acestei propozi l i i  este

(men{iondm c5 N, poate f i  l -uat c& tn Prop"14 d'e

$inters acll-rn in n6,surEi s5, forrmr]flm urmdtoarea

J .  Te orern5.
4 - -

Fie FI un A*rnodul noetheriand $n

pnraLg9r:l.-pentlu ttl. $tUnci :

e = (lri) = ,i l, (iri)
- L,- - :.--

Dgrnonstral i ie "

e  _ (  )  g i  X,  (  )  s tn t  func{ i i  ad i t ive pe c lasa r*od 'u le*
i" : ,

lor noethdi iene c&re ad.mit T" ca ldeal d"e clef ini{ i -e.

Ete co inc ic l  cu funcqia tonsJ )  
"  

c inc l  
' I .  x  (o)  s i ,  in  p lus,

ver i f ic i r  propr ie t i : . ! i le  d in  Prop.14 e i  l rop"16 '

Inductiv, dup5. cl ,  rezuttE. a'bunci c6. ele coincid pe clasa srod'ulelor '

ce adrni t 5, ca ic l .eal  de d.ef in i t te - /

1g*c-qrql'ar*

( g r . r r r  f ;  )

l$.sat6 ca exerci{ iu

ma i  sus ) ,

? ; o . .  t  f ;  ) un sistem d.e

este sistem de Parametr i  Pentru

In s i tuat ia din Teore,qla dacri }1 este Cohen-i;lAqqqfg.I

atunci  I
,  - 4  \

e  ? -  ( l u J  =
5j

-  l ' ' "  |  \

I O n g n  \ I V . -  + s /  r- $  
{ "  

& r
,,* :*,- "

pentru or ice s is tem c1e parametr i  E,  5  1  { r  r ' " ' r  F" i  )  a i  LuLj ; '

!emggg^tlaIie-

In  adevdr ,  a t r - rnc i  g .  este ch iar  un

r  -  |  , " , tK . \  I , J , r , r l  e s r e  a c i c l i c  ( c f ' P r o p ' 1 1 r $ 4 r I x p ' r v )

H . $t) * loirgn (Ho( $*l  t i i ;  1 = longn(H/i-  i l i
5 , * A

1r{-qir ,

v a

,  a o l c a "

cleci complexu.L
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$ 4 '

vom sirrtetizar 8.crlrjr,, rezuLtatele privincl ornologliui ' Konzul

a urrui  inel  local  noether ian'

F ie  (A ,  s r  k )  un  ine l  loca l  noether ian ,  f l  =  ed im A,  s*  d i " r * ; " . ,

F ie  K . (A)  a lgebra  d i fe rer i l ia ld ,  Kosau l  a  lu i  A ,  cons t ru i tS"  pe* te

un siste4 mininal arbitrar d.e generatori ai idealului maximal qs

N o t f l m  p r i n  H ( A )  -  H ( K . ( A ) )  a l g e b r a  d e  o m o l o g i e  a  ] - u i  K " ( A )  '

Din cele demonstrate anter ior ,  rezul t6.  urrn ' toarele propr iet . - { , ' \ i ,  a le

a l g e b r e i  H ( A ) ; ,

(r) H(a)., eqtg- q,-l.-p-]fle.bta, *1f,ere.nti,&14-gragwta' .4c"9eEj-a*E:alsel?-{3

ce*n r,1.!1 ir.rr-ra.-rl-ant omol-o.[]-c aI -]49]9LuL3.E :  i \  r _ ,  r f  t A r  ^ . *  ' w -  1 . - _ -  
-  

_  
-  _ ' _  -  - - k

Qqryrrql:grle:,e J,qi ii(4,)- sint nr+le-i+ gqra{g i <'9-qi-i >n-i*-}Ar

r1  /  a  \  - -  1 .  r r  ( a )  =  A r rn^  (m)  .
f l ^ \ n /  =  l t 9  , r r - . , .  

i {  -
u

Aceast5  propr ie ta te  es te  ined ia t4*  Fe  Tsana '  rezu l ta te lo r  f l xp"vo

u l t ima a f i r rna t ie  rezu l t tnd  d . in  Prop.7 ,  $3r '  Bxp ' IV*

( n ) A es te  ine l  loca l  regu la t (a*7  l i (A)
p

=  H o ( A )  *  k o

Aceastd  ProPr ie ta te ,  cunoscut i '11n l iteratur5' sub numele de

(forrna prezen'Nat5 aic i '  provine d 'e
' r teoreroa Auslqn@i'

l a  S e r r e  ) ,  a  f  o s t  d e m o n s t r a t S '  l a  r i x p ' I V '  $ 5 t  P r o p  ' l 5 "

Conf  o rm Prop. l l ,  !4 ,  Exp" IJ ,  a f  i - i 'ma l ia  ( I  )  )  es te  inc6 '  ech iva len 'b r i

c u l

Hr( t )  
-=  

o

In  ace  s t  caz , ,  i i . ( i ' ! )  es te  o  a lgebr [  d i fe ren l ia ]5 '  l i ber f i '  ac ic ] i c r 'o

deci  coraplexul  augmentat  canonic l
d"

K, (A) --:-*t k ----> o

cons t i tu i .e  o  rcz ,c lu { re  } iber [  m in i ' ra l *  a  lu i  k  pes te  i \ *  dec i  ser j "a

po incar /  a  lne lu lu i  loca l  regu la t  A  es ta ' .
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.  . ? ' l

P^(E)  =  (1*Z) "  r  i l  =  ed ' im A =  d im A
II

( e f . ( 1 o ) , ,  $ 2 ,  i j x p . v )  "

F -
t . .

t'

I ,.?

I . r

OSSfiiTVATIN

seria HiLbert a graduatulul lui  A tn raport cu so 1"€) '

f  i ,  \ Z LHu(Z) = urr. o ( dirnr. 9-/ 
*t+{fr-

se nuroeqte "seria 4i lFpr! a -Lu:LL: '

D$,f ,syi td noether iani tat i i  lu i  Ar,  I {A(f)  este mereu ra! iona16' ,  avind

repre zen\atea: -
r^ (z) 

imA si rh(z) € t f zfl t A ( Z ' = d t f . - -  r R = e d i m A  r A t t r

In gene ra1, aceastft reptre nentate a lui HA(Z) nu es'be cea ireduc-

t ib i l i r .  sub form6 i reduct ib i la ,  HA(z)  $e scr le l

p^  (z )  , -
H n ( d ) = _ H ^ =  r c u f l = d i m A n  1 6 ( Z ) I  % f Z )

'  
r r  '  ( 1 - * ) *

qi nO(f )  I  A (tncit  dirn A = ordinul polutui z=L a.L 1ui HO(L)) '

(PoSrinomul eA(Z) eete un izomorf isrn important a1 lui  A' El verj- f ic i i '

l o (o )  
=  1 ,  n1  ( t )  z  e * ( ; i )  =  e ( , r )  ( rau l t i p l i c i t a tea  3 -u i  A )  o  de8  ! : r (Z )=

) in5lt lmea graduS.r i i  l -ui  gr*(a);  cind A este Cohen-iaacaulayo coefi ' -

c ienru l  ccnducl tor  a1 lu i  pA(Z)  este ch iar  t ipu l l  type (A)"  I : rcH' ,

tn plus, gr* A este integru, atunci A este Sorenetein (=:> pA(U

este po l inom rec iPrrc)  '

In  cazul  c tnd i \  es te rqgul?. ! ,  s r* (A)  5  k  I  V,1 t  . .  "  
Y* ] '

11  =  ed in  A  =  t l i n  A ,  dec i  l 1 , x (Z )  =  1 r -Z ) -n '

Compartnd cu expresia cle ,*r su$ a lui PA(ZI , vedem efr'

A regtrlat :) PA(-f) " HA(X) s 1
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Un inel  local  ver i f ic tnd.  aceastb ul t im6 relal ie I  $e numeqte

'rinel Frbbergtr, tnctt pu.tem spune! ttorigg-in,el,-1o,ca1-re-gi-u,L*":h e.:sjg, -
" . -  -  -

ine] tr'r9bs.Tg". Omologie, proprietatea unui inel loca1 A de a fi

Frbberg, revine 1a l iniasl!?tea reuolut iei  minimale a lui  k peste i l "

Se cuno$c gi al te elase de inele Fri iberg (cf .FrUb€rSr BacKeli .nt

l*anolache, B5,rc[nescu) Sir aetualmente, exist5 caracteriz&ri

at isf5.c5toare a, le acestei  c lase de i .nel_e./7

+

(  f  r f  )  a eete intersec!1e conplet6 ( ' -> H (A) = , \  $i f , ' . ,  (A) )

(unde A .  denotd functorul  "algebrd,  exter ioar5.r '  peste k)  .

Aceastd propr ietate,  cu$oscut i i  ln '  l i teratur6.  sub numeie de

'r teorema Ass6ius-Tate" a fost  demonstrat5 la $1, Th, l ,  ln cadrtr l -

aces te i  expuner i .

In  aces t  eaz ,  o  rezo lu l ie  min ima lS a  lu i  k  pes te  A  es te  fu rn iza td

de algebra di ferenl ia ld graduat i i

I , .  ( A )  =  K .  ( A )  (  z 1 t  . . .  , r n )  i d z  i  
=

( 9 ) ,  $ i  ( m a i  s u s ) ,  e  -  r r - d r

5 i '  d e g z i = L ,

c u n = e d i r n A q iconstruitf, ].a

f l = d i m A ,

RezultS, aqaciar cd  ser ia  Po incard  a i n t e r s e e l i e l  c o m p l e t e  A r e s t e l

FA(A) =

( c f . ( 1 4 ) ,  z , z .  $ 2 ,  E x p . v ) .

0BS!)liviilIii

Pent ru  o r= ice  ine l  loca l  noether ian  (A ,  Srk )  r  Ta te  a
3

'  
demonstrat  c5,  pentru or ice rezolul le l i -berd,  n in imald.  (0e t ip

f in i t )  f , , .  
"  

lu i  k peste .4. ,  are loe scufund.aTea d.e algebre di fe*

renl ia le graduateI

K. (A) (*a o
cJ\- .
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Dacd. not i ; .m cu 'g 
"  

(g)  a lgebra di f  crenl ia ld graduatd obl i inutH.

nrez ,o lv tnd  g loba l "  pe  K. (A)  . ( i .e "  ad junc l ion tnd  var iab i tn (e le  g rac i

par)  care anuleazf i ,  r td intr ' -o *atr i "  H*(A) )  r  ceea ce se poate scr" : i ,e I

g . ( a )  =  K . ( A )  ( '  H f ( A ) )  ;  a { i l * ( n ) )  =  s

1 ( sui: o f orn:fr intui"biv6,) r s€ poa*e ar$.ta c5 sre loc scufund"area cle

\? algebre d"if erentiale Sraduate I 
^

K, ( A) c---) 5t " c*' 9 .tn>
.  Tnoc lnd la  ser l i le  Poincard,  *u  ob l lne pentru or ice j - r re l  loca l  A,

q i ru l  de  i nega l i tA t i  ( coe f i c len t  cu  coe f i c ien t )  !

?n (K.  ( ,+)  )  =  (  r+Z)n r< t * r (Z)- t l ' - - '  \ / > t  '  -  \ * r s l  I  - A \ e /  
Y " \ i r i '  U Z  l V  ( n )  

( Z )  1 . 1

-s-d
unde  Fu(a ) ( f )  =L  ( c l im*  H . , ( r l ) )  ZJ ,  e r t r  n  -  ed im A ,  d  =  d in  A .

i=o ')

ctnd iR.-.. 9.(,r) (:) pA(e) = {tt '* . -rr, ,o , ine1u1 }ocal A
b t  LPu (n1 (c ) -1 . t

s e  n u m e s t e  t t i n e l  0 b l o r - 1  . " .

D i n  e x p r e s i a  d e  r n a i  s u s  a  l u i  P  ̂ ( Z ) ,  c i n d  A  e s 1 , e  i n t e r s e c l i e
J T -

comp1etS, vedem uQor eil t4tels.e,c*tl*-e, qq-ryIlg,bg.Jp.. $lni. +*-q-tg"".L9l,i],i"

( In {,eqle_Qlus-nstein (-s) I{(A) qste r l1f lgQr.{.  Lglnqarg.. '  Aceast6

propr ie ta te ,  cunoscutS in  l i te ra tu rd ,  sub  numele  de  " teorena,

Arrrarno-r l :Gq1o4' ; 'a fost  cJ.ernonstrat5 la $Z ( fn.a) d"e mi l i  s t l$o

Aceasia revine 1a autodual i ta ieq algebrei  H(A) r  care,  tn struc*ur: , , .

I  
g raduatd  a  aces '6e i  a lgebrer  s€  re f lec td .  in  u rn lS . toare le  p ropr i * r taU i l

( a )  H i ( A )  - 0 r  p e n t r u  i < . o  s a u  J /  n - d  ( n = e d l m A ,  f l = '  r j ' l m ; \ )

-  1 ^ \  ;  / , r \ ' : r d  / l \ o  g H  n o n t r r r  ^  f  i < ' n - d\ u l  . , j . , , ,  - . ^ n _ d . - j r - t  - . . n _ d - j  n  p e n t r u  o  6 i . . < n - d  t

i zomor f i s rnu l  f l i nd  d .a t  de  mul t ip l i carea  a lgebre i  H(A) .

In  par t i cu la r r  r€zuJ . t i i  d in  (n ) :  Hn-d(A)  =  i lo (A)  =  ko
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$e vede ugor ci i  inelele locale Gorenstein nu stnt inele

Nu se cunoaqte,  incf i .n o formd r tgeneral f i , t r  a rezol-ut :Lei

min ima le  a  lu i  k  pes te  A ,  c inc l  &  es te  0orens te in ,  dec l  n ic i  0

fo rm[  "genera l5 . "  a  expres ie i  ser ie i  Po incar t  u  u" rs to r  ine ]e '

(V) A este Cohen- l i lacal l la;r  ( : - )H. i (A) = 0o pentru i  > n-d
- ' - - - * - - - .

( n  =  e c l i m  A o  6 ]  =  d i m  A ) .

(Aceastd propr ietate nu are g paterni tate curtoscut5. .  na a fos1;

demonstratfi. ln mai nulte lucr5.ri de nlgebrd comutativS., circulind

c le . ja  in  " fo lc loml "  an i lo r  '5o) .

p r o p r i e t a t e a  ( V )  a  f o s t  d e m o n s t r a t d .  a i c i  l a  l i x p " I V r .  $ E  ( t r o p " i 5 ) '

Se poate ard,ta, ln acest c&z,e c* ;! ipg} inelului Cohen*L[acaulay

A ,  e s t e :

type (a) s dim* l l , r_d (n) ,

c e e a

type

Din

r ie .ne ,  p r in

re  spe c t  i v  t

noet l re r lan)

c e

( n )

prec izeaz& rezu l ta tu l  an ter io r  ( IV)  r  care  imp l ic6

-  I  tn  c i l zu l  Gorens te in*

ceracter iz i . r i le de rnai  $us ale inelelor locale noe' f l :e*

in. ter inecl iu l  a lgebrei  de ornologie a comploxului  i {osrul"

rezu l td  u$or  e i ru l  de  imp l ica{ i i  (pen i ru  A  =  rne l  loca , }

$

i : r te rse  ca  ^ . L
rii. r, i .e conr: le t I A Cor.en.ste!p :"=).t l  COi:qr

este aceea **ffffiOlasa "urm6toarerf  d.e inele locale noether i"ene

q i  V o g e l .iruchsbauirrt' , introdus.e de $cherruzel

Ileamintinr cil un A-rnodul noetherian i\ i se zice "Buchsbaurc" clacat

pent ru  o r ice  s is tem c1e parenre 'b r i  5 .  =  ( '91  , ' . ' ,  ( i )  a i  lu i  L i ,
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t

* L ? g -

d i feren la i

c([1) = e ,F (nt) longo(t ' ' t /8,*)
! .

este ulx invariant a]- lui M''

Cum c(1,{) = o pentrtr  I t{  Cohen*l} lacaulay (cf 'Cor'?r

,rl{! cohen-sacaulay =:) h{ I}uc}rsbauratt clevine c1ar6'

$ : )  '  impl icat ia ;
. ^q,
h:

s
' 3
; {

. . . . r  F l )  u n  s i s t e m  d e  p a r a m e t r i  a i
.JQ1 -, ---.,--..r.--ff

inelului A"
r i r r \  T r i r e  7
\ . o r  > .

t.q \  
) , t

Atunci l

(unde e - (A) denot6, mult ipl ic i tatea lui  A tn 3" qi  X (H('g'  lA) )

uurro*e **rorter ist ica eulerian& a onrologiei a)-gebrei soszul

K. , (  f -  I  A ) ) .

Aceast5 propr ie ta te a fost  demonstrat5 '  1a $:  (Th '3)  de mai  i lus"

S5, rergarcd.m c5.,  aici ,  K'(  f  " I  n) pu.esie algebra }sosru} sta,r i . jarcl

a 1ui A, deoarece K,(g) este construita peste un sislen urt*":JL*i

d.e. { iehera-tor i  ai  lui  mrrr ?e cind K'({ '  I  A) este con'stn' f i t i  p*

un si.s.t.ep de pqfa.$ctq! ai rui A n

to
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