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Prezentul material reprezint¥ .. expuneri: ficute. de
autor in cadrul seminarului de "Materiale compozite” condus
de cétre Prof.Dr.Doc.N.Cristescu gi Dr.E.Socs.

.De un real folos iIn redactarea acestor rezultate au
fost ins¥ gi expunerile fXcute fp cadrul seminarului de
"Teoria omogeniz8rii™ care functioneaz# la Sectia de Matzcma-
tic& INCREST de aproape 5 ani de zile. In cadrul acestui semi-
. nar numeroase aspecte legate de detalii de demonstratii,
-.exemple sugestive g.a. au fost elucidate de cH¥tre tinerii cer-
cetdtori Gelu Paga, Dan Poligevschi si Bogdan Vernescu, ¢drora
pe aceastd cale tin s# le multumesc pentru intreaga activitate
depus8, Unele detalii care apar’ in prezenta lucrare si care
nu au mal fost publicate le apertin ler ca gi lui Ilears
+C&lugdreanu care a avut ideea abord&rii problemei din §10.

Tn mad special doresc s% multumesc colegului Gelu Paga

care a citit cu atentie manuscrisul prezentei lucrdri gi a fEcut

numeroase sugestii gi observatii.
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UTILIZAREA METODEI OMOCENTZARIY IN‘MECANIéA MATERTALELOR

COMPOZITE

1. INTRODUCERE

Metoda omogeniz#rii revine la studiul asimptotic al
unor medii cu o structuré'periodicﬁ,sau mai precis la studiul
problemelor la 1limit8 fn astfel de medii.

Dac8 dimensiunile perioadei sint mici In cbmparapie
cu mdrimea domeniului fn care studiem problema la limit#,atunci
apare natural¥ introducerea unui papametru ‘mic €, definit 4n
general ca raportul dintre dimensiunea perioadéi si dimensiunea
corpdlui, In raport cu care vom incerca si obtinem o dezvoltare
asimptoticX¥ a solutiei. Aceasta revine la a descrie trecerea de
la studiul local sau microscopic al fenomenului (in cazul compo-
zitilor studiul st&rii de tensiune gi deplesare intr-o celul’)

la studiul global sau macroscopic (fn cazul ecmpozitilor studiul

st8rii de tensiune gi deplasare fn tot materialul).
Din punct de vedere matematic aceasta revine la a ne da
o familie de operatori Ag, care depind de un parametru mic £, ai

ciror coeficienti sfint funciii periodice in variabilele spatiale.

Tn domeniul SZ wom avea o problem¥ la limitH:

(101) A u=7*F

cu m£ supws la conditii la limit# adecvate. Problema este apoil
de a obtine, dacH este posibil, pentru uf o dezvoltare

(2) af= Wy Ut oo



care in general este o dezvoltare asimptotic¥, sau cel putin de
a2 obtine pe ag gl o teorem# de convergentd pentru g¢-» O.
Rezultatul standard al acestei metode este acela cé'u0
sat%sfaca o ecuatie de forma:
(3) dw o e S :
cu cornditii la limit¥ adecvate pentru ug, gl c8 pentru £- 0 solu-
tia u® o problemei (1) tinde citre solutia w, a problemei (3).
In (3) A este un operator cu coeficienti wsimpli gl este

rnumi t operatorul omogenizat. Sensul acestei terminologii trebuile

fnteles In felul urmdtor: w, care satisface o ecuatie cu coeficien-
ti simpli, aproximeazi solutia ut exactd, dar greu de obtinut.
Tn felul acesta se trece la o descriere global¥ a fenomenului,

dependents de structura microscopic¥ fiind obginutd In calculul

coeficientilor omogemizati,sau coeficienti efectiwvi.

" “%¥n cele ce urmeaz¥ vom prezenta pe scurt modul de construire

a operatorului A zi al coeficientilor omorenizati pentru ecuatii

o

de tip eliptie,” parabolic gi hiperbolic. Vom enunta de fiecare dat¥
feoremele de convergentd a golutiel uf cHtre ) pentru £ 0, de-
monstratia fiind reprodusd In Anexi. .

In continuare. se vor studia probleme de elasticitéte a ma-
terialglor compozite, problema termoelastic#,precum gl estimfri ale
coeficientilor oﬁogenizagi. Mai multe exemple vor incheia aceastd
prezentare. |
4Pentru‘éétalii priﬁimd aspectele matematicg ale acestei
prOblemé ne mérginim‘éé cit¥m cartea lui A.Bensoussan, J.-L.Lions
si G.papanicolacu {1], iar pentru alte exemple de aplicare in meca-
cartea luil

nici, acustici,electromagnetism, g.a. a acestel metode,

E.Senchez-Palencia [2].




2. METODE OMOGENIZARII PENTRU ECUATII DE TIP ELIPTIC

Vem considera ecuatia de forma:

(1) C) ( ),am-m—) =P (x]) 3 8530 us

)hl

sau sub form& echivalenti-

S

Pi o
(2) - i = P STy s
/b 5 b ?l. 153 ”ij

Dac8 materialul ar fi omogen atunci aij nu ar depinde
de x. Dar pentru materiale neomogene, coeficientii 85 ; gint funec-
tii de x.

Tn'cazul materialelcr cu o structurd pericdic#, cum este
cazul materialelor compozite care contin imcliuziuni fntr-o matrice,
.(x) este o funciie periodici de x. Daci dimensiunile‘perioadei
sint mici fn comparatie cu dimemsiunile fntregului domeniu, atunci

ne putem gind c& solutia“u a problemei (1) este aproximativ egali

cu solutia corespunzaétoare unuil material omogenizat im care coefi-

cientii a; . sint constanti..
L] ﬁl ‘

XL &

& %

>‘d,

#°

e _ Fig.l 2

2

Fie £2 un domeniu din R’ in coordonate x; (fig.la).Vom
considera in spafiul R5 al coordonaielor yi;wn paralelipiped de
laturi y; (fig.1b) si paralelipipedele obtinute prin translatia
miyg (ni fntreg] in diresctiilde ai@lor.

Vom considera functiile Ywperiodice aij(y):aji(y) care

\



e

verific# conditia c# (3) ¥y0, astfel incit s& avem
3

ai‘j}(Y)a’?&:! 29 %Liq pentru (¥J yéY‘,Eé R
Apoi definim functiile

(X)~a 35)
£

('_4 ,

unde & este un paremetru real pozitiv. Se vede el funetiile

(x) sint iYApeP“Odl"e fn variabila x (¢Y este paralelipipedul

de latur1 iyi).

Atuneci, dacd f(x) este o functie neteds dat¥, definitd

gL, vom‘COhSidera'problema"la limit

i o : i
(%) Ebaieig @Xl(a (X)i>xj) Fix) An
(4) uf| =0
A

Aceast8 problem¥ pentru &> O fixat admite .0 solutie unic3 datoriti
conditiei de elipticitate.

Analcgzou (2) vom definmi vectorul pi de componente:

)
'\

(5) pl(X) 9 (x)°

(‘.)

(;.:.

yom c&uta pentru u?(x) o dezvoltare asimptoticX fin functie

de ¢ , pentrut->(Q gi anume vom admite o-dezvoltare fn sciri multi-

ple de forma:

—

(6) mi(x)=u°(X)+£w1(x,y)+izur2(x,y) TR s

i ¢ B AL
unde u" (x,y) sint Y-periodice In variabila y. In fapt, in acest,
fel, noi postulim existenta functiilor u (x,y) definite pentru

xe L yaRSﬁ independente de &, Y-periodice in ¥ sl astfel fmeit



pentru y:%ﬂ membrul drept al lui (&) @ﬁ constituie o dezvoltare
asimptotici pentru ug(x). De fapt functiile wl(X,y) definite pe

£ x Rﬁ, sint astfel incit derivatele se comport¥ ca

SR
e A Y

In felul acesta dependenta de x este gi direct® gi prin
intermediul variabilei y.

Pentru a in@alege»semnificagia'fizic§ a dezvolt8rii (6)
sé& coﬁsiderém ui(x,§ ) sen g imics Eéte clar c& dependenta de varie-
bila % este periodic# cu perioada ¢Y.
i Dac¥ comparim valerile 1ui,ui(x,§)in doul puncte Py si Po
(Fig.2) omoloage prin periodicitate In perioade vecine, se vede ¢3
dependents in % este aceeasgi,iaridependenta in x esfe aproape

s i ' " . 1 .
aceeagl deoarece distanta PyP, este enicd, iar u~ este o functie

neted&. :
A\(?— r P 2 -4’___\4‘*\
P ccyilf bl
ieefg x Py
TE R e
e9s L
¥ PR K_Pz
N
\\\\\\\-_____—-#ﬂﬂﬂ,,_‘
» Ky
(—i‘af-Q
v Figoz

pe de alt¥ parte, fie Py punctul omolog lui Py prin perio-
‘dicitate situat departe de Py Dependenta lui ul fn y este aceeagi;
.'dar'deﬁendenga fn x este foarte diferit¥ decarece Py gi Py-nu mal s

sint apropiate.,

-

Sy o e
S& comparim acum valorile lui u™ in doud puncte Pyigl Py

situate Iin aceeagl perioadi. Dependenta in x este aproape-aceeagi



deoarece Py gl Py stnt foarte aproape, pe€ c4ind dependenta In 'y
este foarte diferit¥ deoarece pl>31 P, Mu sint omoloage brim_pe-

riedititate. De faph distente PyP, este mare mésuraté in variabila

Ve
Astfel de funciii ne conduc de fapt l1a ideea de local perio-

dicitate.
Tn fapt ¢ va depinde de coeficientii periodici &4 5» de

gi de frontiera dfl. Este deci natural s#-1 cButsm sub forma (6),

depinzind de x intr-o formé perlodlcé de perioad® ¢Y si una ne-

periodicé. In orice ecaz dezvoltarea (6) este valabil¥d departe de

frontiera A unde fenomenele aperlodlce sint preponderenteo

: 0
Revenind la deZVQltarea (6) se observi ci am nresupus U (x)s

pAcest lucru nu este esentiale. Putem considera in general uo(x;y)

gi din raglodamente simple se. obtine ck u. reste constant in varia-

bila y[l[Q], pcest lucru ne arat® fnsd un fapt remarcabll-

ui(x) este o functie u (\) plus nigte termeni micl rapid oscilanti.

yrmétoarea etapd es

1\112—5% gi ale 1u'1§_2§.::
Fbuﬁ G 1% 4
(1) 5%5 £ (3% + g,iyf)(u +e0 +;.. )=
“',’%‘? #?J;i ff(%% +:§;—) e
1 1 1 1
©)  pf0=pY ) +OLEIM -

0, a®
pi(x,y)=aij(y)(%3“ +,a9i)
(9) ” e N
Qub¥9m2
X5 ENAY

( p} (x,y)=a; 1(¥)

eeee cve e s e

cum ecuati
Acum ecuatia (3) care are forma:

te acum* s} calculfm folosind (6) expresille



../a}{i = (x)
se va scrie;
il i) A €
{(10) (-é‘*}?‘{ - ?”&.Yi)(‘pi%gplﬁ"" )=f(x)

Identificind puterile succesive ale 1lul £ in (10) vom avea,

termenii de ordinul 2“1:

o)
(/11) ?__‘.,p.].‘.. 1 )
Y3
gi de ordinul £
o3t - vk
} e o K f
(12) VX 0¥y

‘Ecuatia (11) se numegte ecuatia localX sau microscopicH,

iar ecuatia (12) se numegte ecuatia omogenizatX sau macroscopici.
De fapt, ecuatiia (11l)wa comduce la calculul coeficientilor omoge-
nizeti, in timp ce (12) ne va furniza ecuatia omogenizat.

pPentru aceasta si introducem mal intii operatorul de medie,

definit pentru orice functie @(y) Y-periodicas

Yo el
(13%) ’ ¢‘ = _T?T (ﬁ{.‘f)dy
Y
unde |Yj este misura lui Y (volumul celulei de perindicitate). Este

clar ¢ ¢ nu va depinde de y, iar dac¥ ¢ :este o funciie gl de x

aturci se vede ci operatorul de medie comut#. cu derivarea fin raport

pentru a obtime ecuatia omsgenizatX, vom aplica operatorul

(1%) ecuatiel (12):



1
(14) - - { =
X5 0¥y

unde am tinut seama c¥ f=f, deoarece f(x). S& calcul&m acum ter-

menul al doilea din membrul drept al relatiei (14):

¥ pi ~ Yol '
) o L 1 B
( J o= A @y'«"“——-gp-n-dsr-o
0¥i. . YL |9V _
20 %y
Egalitatea cu zero rezult¥ din Y~periodicitatea lud Ds si

dim faptul cé n este vectorul normal la frontierea Iui Y (deci
s ; ‘
in puncte omoloage p; 1a valori egadey; "IN timMp ce'n este de" senS

contrar).

Atunci rezult8 c¥ (14) este:

~NO O

15 e
( )_ = ,5';(‘: = f(x)

Ecuatia (15) este deci ecuatia macroscepic8 sau:pmogenizat#,

gl se vede c¥ forma ei este analoag8 cu (2). S8 notim c& pg rste
“acum o functie numai de x. Dar m@ﬁunm,gtim-imcé'felul in care pg

depinde de u?. Aceasty dependentd se afl¥ studiind problema locall

(11). cu (9), (11) se scrie succesiv:

" 2u° | Sut feia

e [aij“'")%scg £ 0l

. 2
(16) : __?____ [a» .(y)rbuﬁr ‘I:r/)wo vaij
Py LOCTIM S Y SRR WYy

i~ sBcusatie (6) va fi censideratd ea o ecuatie fm necunoscute
e - 0, -~ " : . i B e ol
M (y) , w (x) fiind considerat cunoscut. Evident c8 gi u~ gi v
depind de k, dar x va fi considerat ca un simplu paralietru péntru..

problema (16) formulats Sn variabila y. In plus, nol cZutfm solutta

1 ; e % » feaae :
w (y), Y-periodicd gi aceast® conditie tine loc de conditie la 1i=
mits cpentru problema (16).Deci (16) este tot o:problemsd la li-



e O .

a

’ y i Yo

mit& de tip eliptic, membrul»drepﬁjfiind cunoscut. Imainte de
a trece la rezolvarea efectiv8 a problemei (16}, trebuie s¥ fim
siguri c# aceasta admite o solutie unic#. Acest lucru ne este

asigurat de urmitoareea

Lem&. Ecuatia:

—(a::(y)s==) =F; "¢ ¥Y-periodici
admite o solutie unic¥ (modulo o constant® aditivi) dacH

gF(y)jdy = 0
¥

Demonstratia acestei leme se poate g#si fn [1]f2}ww

"~ Pentru ecuatia (16) comditia ceruts de aceasti lem3
revine la

19 '
[ 0, dy 2.0
CRET

g%..

Y
ceea ce este adevirat dim Y-periodieitatea coeficientiler aij(y).
Acum, pentru determinarea efectiv8 a Solutiei, este mece-

sar¥ intreducerea gpajiulul (Anexaﬂ:

_ e B
V?.-lmeHloc(R )7 ! anermndlc}

stuncis (16) .egte éphivalenté cu urmétoarea problem¥: s¥ se gi-

- seasch w'eV_ care verificy

' S e R g%lj
17 Ay (y) B X gy = LB | —dva
(17) galJ(y)wiwi ¥ 7x3 )39 ¥

Y ¥



seElnn s

pentru (V)'vevy.

Aceast} echivalents se demonstreaz¥ ugor dacd fnmultim
_ . :
Ui

(16) cu o functie test weV? gl integré&f?, se obtine (17),

{inind cort de urmdtorul calcul:

we Vab Vv ¢ @ i o
I b4 WYy

Reciproc, dack u? satisface (12), folosind acelagi calcul ca mal

sus se obtine

J } vdy=0

: o
f [’9 (a: 0wt O i
By Y0V j QXJ P g

y

pentru (Y) VeVy ,Ceea Ce implicH ’16).
Mai depnrte dacé 1ntroducem 'X solutia unic¥ a urmdtoarei.

‘problcmes ¥ se gHseascl X € Vy cm’x =0, satisficind

vdy

k :
£ : Ja.
(18) )a. 5 /P;Zg.. 2_2.“ dy = Sqalk
1J Q}}J FIA) S
Y ' Y,
pentru (¢¥) veV,, atunci din liniasritatea problemei (17) se vede
c8 solutia se scrie sub forma:

By k
(19]  ub(x,yp =2 KMJ) + c(x)

q =
unde c(x) este o constantd aditivd (functie de parametrul x).
Odats aflati e¥presia 61 wi in.functiﬁ de u” se poate
'trece Ta calculul coeficientilor omogenlzatl. Din (9) cu (19)

avem



- 11 -

D b O
p (x,y)"a (3)(®XJ ,wyg) x—aij(y)(?u )i ,ﬂyj =
W1
llk(y)+UlJ( )3JJI S

Aplicin@ acum acesteil relatii operatorul de medie (13) avem:

7y N O /)’\,Iio :
e ps(x) = o5y 5%

axt 5
(21) alk [11{@") * SlJ(Y) y =

giﬁ «(y)(g ]

~ -~ f)x”k
aik + Laijw-g]

s ; s o I : :
Acum (15) devine o ecuatie fn u~ cu coeficientl constanti:

/a Q fu’"

2 e
(22) - g (i )

: o 't . ftacs @ :
Observatia 2.1. Coeficientii omogenizail &, dati de

(21) se vede c& mu sint numai simpla medie a coeficientilor

a{k ci mai au un termen aditiv care poate fi interpretat ca um

corector.

: oy ot ; il :
Observatia 2.2. Pentru coeficientii omogenizati a:sy S€ pot

gemonstra urmitoarele proprietdti [1](2]

ad a8l
ik ki :
P

SRR ST B2

unde J este acelagl cu cel din gazul coeficientilor &y «

Din (4) se observi c# pentru ecuatia (22) conditia la

limitd este:



(23) u®(x) =0
YL

Tn privimta convergentei, existd ¢ teoremd {3] care afirmi
cg in ipotezele dinainte dac8 u £ este colutia problémei (3 (4),
sar u° este solutis problemei (225 (2%) atdnci pentru ¢- 0O
uilﬂawg slab in Hi@&) (demonstra@ia acestel teoreme este datd in-
Amexa 2).

+ In ceie expuse méi fnainte a fost trétaté o problemd de

tip Dirichlet. Consideragiile snterioare ramin valabile gl pentru

problema Neumanmn urmitocare:

: /3 & ’) 12 4 [
(24) - g (2350 5320 af (uf=r (x) fm SL
1 ) : :
& At 0 ,

14 °le

2

£ 3 As 3 .
unde a@(y)xc%(%) si ao(y) este o functie v-periodicd cu

T n 3 ; -
a@{y)taJ pentry yeR , iar f (x) este un gir de funcill cu pro-
2

¢ : oL G
prietatea Ralz)l 7 £%£  glab in Loy In goesLe conditii se obiine

ea pentru &€ 0, mi—auo glab in Hlaly unde u® este .solutia urmi-

toarei problcocme Neumanmn:

(26) i :
( R R D
g =0 N
(et aij%%”i my =0 pe °°-

observatia 2.3. Toste rezultatele anterioare rimin vala-

bile gi pentfu cazul coafiéiéngilor discontinui. Dac® avem un ma-

terial compozit in care matrices ocupd domeniul v? giare evefl-

i : ) . 2 - :
. «iar incluziunea domeniuluil Y cu coeficientul -

T

4
cientul as

: A e g R
a (Fig-2) , 3eygﬁate de o suprafata neteda [ 5

39
+



s I'ﬁigﬂ"}
Im acest cez ecuatiile (3) sau (26) trebuiesc Iimfelese In sens

de distributii pentruw

- é]

0 .
Eu. M 13 : pe F
L (Y -““:I: I’I.ix =0

unde [ ] semnific¥ saltul la traversarea suprafegeifqlgi toate

- rezultatele anterioare se pHstreazs.

3. METODE OMOGENIZARII "PENTRU ECUATITI DE EVOLUTIE

In acest paragraf vom considera aceeagi problemi  pentru
ecuatia de tip parabolic gi hiperbolic. Avind in vedere c& proce-
"deul de construire a operatorului omogenizat este acelagi cu cel
dim §2, nu vom mai reface tot acest rationament, c¢i ne vom mfrgini

s& enunt¥m rezultatele principale,

s¥ introducem operatoriis

Xl j-
£)

)f%.m mmg(‘?(aij fa}z--)
A Jd

gl s considersm o funciie reald ¢ (y), netedX, Y-periodic&; cu
Q (7178 4 ¥> 0, (V) yer.

Fle‘wt solutia ecuatiei parabollce

(1) 3 () %%»*Auf = £(x)
(2) L1‘.-€ =20

PR



»

= dqes

(3) ' at (0)=u e )

o 9y ‘o
(4) S +Au® =f
5 - 2l =0
(5) | w \EQ
(6) - u® (0)=wrg

pentru x &350 si té{ng)s

Atunci se-poate delonstra c& bentru 5’50, u s u® slab

)
tn 1° (0, H, (L)),

“pentru ecustii de tip hiperbolic s¥ counsiderim u

ecuatieis

; 37_ £

(7) QCE)E)S"U"? + A =T (X)

d®) & -

(38) wo, T 0

: A

(9) ug"(i‘))r:uo,&Ho(SL).; u® (O)m&éLZ(Sl)

pentru xefl si té[(),‘w)e(

“"Analog -cu problema parabolici, fie u®

2
o~ ’) Q
(10) J ___Ll -+ a 9 o
inonsty A .
CEEY: . R ot wc/ = 0
: : 200
- o ol
(12) Cow (O)=u,; w (0F=a,

pentru < € gi te[0,).

£

solutia

solutia ecuatiei:



S

:

‘In aceste conditil se poate demonstra c8 w® solutia
problemei (7)-(9) tinde slab in Lw(oﬁm3Hi¢R)),1a~uo solutia

i _
problemei (10)-(12) Gi ut — up’ slab in L2(Q,W; LchQ) pentru

g"")Oe

4« ELASTICITATEA MATERIALELOR COMPOZITE

In acest paragraf vom arita cum se pot aplica considera-
tiile anterioare la problema echilibrului elastic al unui material
compozit. Fie SU domeniul ocupat de materialul compozit, avind o
structurs periodic# analoagi celei descris# in §2. Dac¥ vom nots
cu anj tensorul tensiunilor, Eé vectorul deplasare, §i componen-

tele vectorului fet# exterioar}¥, atunci seuconsider# urmitoarea

problem8 mixtéa;

f}criij
(1) AE; *<§i(x) = ié 79
£y
(2) u = 0
s \%»,51
i 3
(3) PRS0 = F: (x)
| Fieed l%LYL ¥
(4) G_;j (X) = a"fj}ch(‘x)ekh<ge)
& X
(=3 ;aijkh(x) E‘aijkh(f)

unde coeficientii aijkh(y) sint Yemeriodiei gi verific# in plus:

S e T O Sk TR
8; skn®i Ckmaeijeiy 1% 0 (¥es;

Coeficientii a3 skh trebuiesc intelegi in sensul observatiei
2030

Analog cu rationamentele din §2 ,pentru construirea ecuatie:

omogenizate sau macroscopice gi a.legii constitutive macroscopice,
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vom considera dezvoltiri asimptotice de forma:

£
(6) u- (x)=u®(x) +guwd (x,y)+ ...

% z
(7) el e (u )“QI‘I(XSY)'?”S.G «\ XV I N
3

Cae

(8) G“j_jfaij‘kh(y)vkh“(b (x,‘y)+£u (X)y)+o®o

cu notatiile “evidente:

Iﬁh

(w)

JIITBE s WIR © 0r o, (¥

p5(xsy)= ele(u ey o (04 )
e 1 fb vl q Vd
ele(V) g (/exj % f}xi)

Toate funptllle w (x,y), c (y y) si (' (x,y) sint Y-periodice
in variabila y,
; Introducind dezvoltdrile (6)-(8) 4¢n ecuatia (1)*"gi identi-

ficind puterile succesive ale lui £, vom obiine pentru termenii.

gie ordinul 2"1 ecuatia: : '
. cfj
(9) 5 yi-=ao

iar pentru termenii de ordinul € -

'?Gij @c;i

5% observim ci ecudatiile 1 (9) 'gi (20) sint ‘andleage cu ecua-‘ts

tiile (2.11) si (2.12). Ele vor furniza deci pentru problema elgs~

\

tic# considerat# ecuatia locald gi respectiv ecuatia omogenizatd.:

~xIn fond ecuatia locald (9) me va permite s¥ calculim matricea de ~*



.

elasticitate macroscopic¥ sau omogenizat¥, iar ecuatia (10) ne va
furniza ecuatia macroscopici a materialului compozit.
Dacl apliclm operatorul de medie (2.1%) ecuatiei (10)

se vede c#& avem:

: - Rlohy

Ecuatia (11) este ecuatia macroscopici a materialului
compozit gi se observd ci ea este:.analoag¥8 cu ecuatia (1).

Pentru a obtine legea constitutiv¥, vom introduce in (9)

. 6o A 5
res: Vel
expresia lul S48 NG

0 o
i 1y = . 11kh
el S 3 [aijkh(5>ekhy(g )1“ ekhx(g ) ) yJ

cu conditla de Y-perigdicitate. Ecuatia (12) trebuie InteleasH
. ' 8 O s - w
ca o ecuatle In necunosScuta uh ,functia w- fiind cunoscuta.

Analog cu §2, vom trece la formularea variationald a problemei
o >‘§

(12) = s& se gHseasca g‘evy(Y) astfel fncit pentru (¥) YeVy(Y) gt

avem:

: a (u®) i ¥id
(13) 1th(y)emy (gt Je; sy (V)dy=ey, (U 253 b
; s %
" Aceastd problem# admite o sdluiie unicHi datorit# Y-periodicit&tii

coeficlentilor.

Notind. cu yk%'v (y) solutia problemei :

¥
) f(\;Q(J &
% dy (%) Wéji

1Y ' h L
RUSLA g Tl e (w)dy =
"JU"{)U‘\ g lglm h"? 3\3 \/ J




se vede ci solutia ecuatiei (13) este

o

: : Lt
(14) ut = ekhx(%c)gy ER N G

Introducind (14) in expresia lui @;& se obtine

S -

& e ks
Ji.jmaijlﬁl )_QEWN(E y o+ eéwyﬁ.}“_')sm

i - kb 0
“aljlm L(SO“SM{»+ ?1111]/'(\1/_( )j@th(E )

de unde anlicind operatorul de medie aven:

s o~

i3 % 85 35knCknx (T 7284 5xn®xn

]

St b kb
2l aikb‘{aijm[glkgmh *eymy (W I H

i S o o L i P e
. pvident selutia u  a ecuaflel macroscopice ¢£11) trebuie

cgutatd cu conditiile la limit¥ mixte:

(17) m‘) 6
" L d 0

Yt -

= T.

(18) -
2,9

Q
Ay

Rezultatul de convergents In aceastd problem¥ este urmi-
. 5 O .
torul: daci uE este solu@ia problemei (1)-(5), lar u solutia

: probleméi (I (15) (17)(13) atuneci EF—*‘ED slab 4in Vfig; uieHdﬁnZ

w ‘%‘;: Og'

observatid 4.l. Dacd fn locul problemeil (1)-(5) a echili-

brului elastic’ " am fi formulat problems dinamici, deci cu ecuatia



NG E. S
14 y - i
”?t?%i +* g(x) ? (x) fg:;g

atunci aplicind rezultatele din paragraful 3 ecuatia omogenizati

sau macroscopic# ar fi fost:

) ¢
? G‘j 5 g s O 'lliu
et A (X ) =

cu aceeagi lege constitutiv# gi aceeagi expresie a coeficientilor

omogenizati.

5. O PROPRIETATE A MATRICIT DE ELASTICITATE

In problema eiasticé tratatd anterior am obtinut o formuls
pentru dalculul coeficientilor omogenizati (416 ). Aceasta presu-
puﬁe pe de o parte cunoagterea luni Yk& care esté solutia unei
probleme la limit# bime pus¥, dar gi efectuarea unor medii pe vo-
lumul celulei de periodicitate. Vom demonstra fm cele ce urmeazi
¢l aceste medii de voluw pot fi fnlocuite cu medii pe suprafé@ﬁ,
care in anumite cazuri pot fi mai ugor de calculat. Aceastd obser-
vé@ie a fost fHcutd sub o.form# diferit¥ de cea pe Care o prezentd
alci de cétre Th.Levy{A],

Fie egalitatea evident¥

3 g ' . LI ' v

TR s o 1 o1 |

e = g QE"(Giij)de T S | ¥ ydyas T?T)gjkqikdy
e 4

ge observd imediat c8s

=

il dRT
‘-{'?Tg PARLIEY

(o]

Y.
Daci (1) se poate rescrie sub forma:



~e D J o J %.M\ko
L s .m[ Scr. e TN - o
SR K ik f 3y, U *S

Din ecuatia (4.9) se vede cd avem:

UrmeaZé cd fn relatia (2) mai rZmine de calculat prima
integralld din membrul drept. Dac# not&m cu 2; fata paralelipipe~
dului perpendicular# pe directia y) , de cotd a, gi cu Zf; fata
spuss 1ut T attadinyid 20 2, U2 Uz

Atunci:

L (G, meds= 2 [ (65, 8507,0 |5 s
=) Vi tkdsE 73,8700y - | e )dyzdy3 4

o

5 , 5
Y S b -
, +g lzyidyldyB“Sbiayldyldy? 2 XG Y167’?1@% =
e ’ ]iz‘ Z;
-YE{;yydyydysl= T{T&‘T dy’zd"'s
% %

i

integralele pe celelalte fete fiind zero datoritd Y-periodicitBtiis

& vedesdeci &8

o
(3 T%.l_ Sgik 3 Kdmr -'~<QV 7“ S
Y
unde notatia <L > este ev1denté gl reprezint#.media superficiald
pe una din fetele paralelipipedului.
in fond relatia (2} a devenits

o

[
4) T :

e
i3 =957

Noi gtim c& (4.15)



e

C 1th e (2 )
A
Jeh™ %a Jlm[gho k%elmy(\ﬁ BHS}

Dacd notim

Lo Rt
Aijkhraijlm[éuéw“+elmy{VydsJ

v I‘dc - p 0 ~ 2 4 r‘d o o~ O\
avem C¥ Uj s=A; sypypy (W) . Se vede cBcUy 7=¢A; sepeyq, (U™

Rezultid In fond ci (4) este echivalent#® cuw

0 St

(5} 83 5kh™ €A1 5kn”= A4 5xn
cu alte cuvinte coeficientii omogenizati pot fi calculati
sau ca medii pe volum sau ca medii pe una din fetele paralelipipe-

dulies.

€. TERMOBLASTICITATEA MATERIALELOR COMPOZITE

Vom considera in cele ce urmeaz8 o structurd periodicH
de forma celei definite iIn §4, +1nind fns¥ cont de observatia 4.1,
precum gi de observatia 2.%. Atunci fin le;(i=1,2) vom avea ecua-

tiile termoelasticitatii liniarel5][6]:

¢ 4
’%qij . P) w; ol
(1) 5 CoRPPE, O ('
¢
) ¢ QL ¢ ¢V
ey ' T T e B = -r(x)
R L — = -r(

sl ecuatia constitutiva:

¢ P re Iy O SO
) C 159 en®eni g B
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<
urnde fn plus fai¥ de notatiile anterioare, aw introdus 0" tem-

peratura, r(x) sursa de energie exterioari, T, temperatura de
: v :

& 2
referinti, @;i tensorul temperaturi-deplacare, kij tensorul con-
bk B . E, o : :
ductivit¥tii termice, ¢ eHldura specific¥ la deformatie constant¥

¢ :
# § densitatea. 'Vom considera coeficientii ca fiimd Y-periodici
!

in variabila y = § .
’ t

2 X : X
aijkh(x%aijkh{:{) ; éij (K)“ggij ("’{)

¢ o TR S SRR
kij(x)zﬁij(g); S(K)~f(?); : (K)@((Z)

In plus pe " wom avea conditiile la limitX:

(4) (E)E}

Tn mod analog cu dezvoltirile asimptotice anterieare,

vom cduta solutii de formacs J

1
w (X,m}:go(x?t)+£@}(x,y,t)+ coe

(5) : :
B (x,t)= 87(x, 7, t)+ £ O1(x,¥,t) + ...

ceea ce ne conduce la:

¢ . & : ;
: L 9 B
(6) eij;eij(g )”@ij(xﬁy!t)*teij(Xsyrﬁ)#ww--
‘ A ¢ e 6\&
(7) G\ij:“ij(x’y’t)*i ij(x,y,@}} ok

Citls



=0

= , © ; o _
Glj (X)ygt)‘iaijkh(y)@ij Cx,y,t)w}%ij(y) & (}g,y,t)
A : 4 . 14
qlJ (X;yp{&,}:aijkh(?;f)@ij(ng 9‘{”}“(&JJ(Y) & styst)
Tm mod cu totul analog cu consideratiile din §4 din (1)
folesind (5) si operatorul de medie (2.1%) avem ecuatia macrosco-

picd sub forma:

o~ 9 %
5 ra‘:ru' ~ :\' Y;;lic
(8) S M s ..mm..?.' = e T

ge observd c¥ ecuatia (8) este ecuatia clasics din.omogenizarea
mediilor elastice. Diferentele fati de problema elastici wor apé-
rea in scrierea Tegii constitutive gi In ecuaiia energiei care
comtine termeni de cuplaje.

Folosind (5) fn (2) avem

2 ot a8t aet gt % |
Oy e o L3_>{ ) = 1L - i T e Y Sy ,°.5§
(3. 8% 2 1; { K, i 5y
CBRE e 19° 9pt
‘ 3 . 9 B KA B el 3
Ty i (g +Eps ¢ eee ) ) G HEy Faee)TR)

Termenii de ordinul 5“2 din (9) ne conduc la ecuatia

10) PR A
= Sy i 9 %‘“:Jf;‘ 2
ecuatie valabil¥ fn toat# celula de periodicitate Y in sens de
distributii (am folosit conditia la limit¥ (4) Im scriereé 1ui 6 ).
Din cauza Y periodicit#tii se_vede.cé 6”=8"(x,t).

: ; > ‘s ) . EE |
I continuare, termenil de ordinul ¢ ~ ne dau:

| o 06° 08t
(11) %[kij< oz +§5;)]no

S8u



N Ot Q8° 9k, .
(11v) O e
by J 03" ke A

Dar (1l1'} este o ecuatie analoag8 cu {2.16) gi deci are

golutia d=2 tipul (2.19):

(123 & fx,y,L) = w“(y) 5@?% + c(x,t)
J

unde WJ eV este solutia pentru (v) péivy a ecuatiei

¥
(13) gleCy) dey:S 3773?

v © de
e

cu conditia suplimentary wY = g,
Similar cu (2.21) avem pentru tensorul conductivitXtii «o

termice macraoscopic expresia:

.‘ 5 Pt BRpdE Ll
(14) R T e U Y J

Je
g1 evident
i "k Go 0oy o Bt ]M el 26"
(1%) ijky)(”?§'+ 35; S - av)

Pentru a obtine ecuafia constitutivi macros C@DiCd vOm pro-
]

ceda dim nou prin amalogie cu §4, deci fn ecuatia -¥~ 0 wvom

g R
folosi (7) gi avem:

~ Precind la formularea variational¥ a ecuatiei (16) problems

deviney pentru (¥) g»e\g, s8 se giseascl giévy solutie la:

\ 3¢ o
(1T ) gaiﬁkh(y)eyh (ui)ei~ (v}dyzah& (m”)g :iggiLw'dy’»
ol T e
N =g Ly
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Introducind W gi ®) solutii ainY,, 4 di
Qe W g ‘ iatil - din y? e medile: zZ€ro,

ale ecuatiilor

’ ‘ 8, sxn
(18) g jzm. mny(fy Yes (Y)dy: S tgﬂyJ vidy (¥) YGWV
¥ Y
(19) {a (V)e\ «3) e. . fv)dy= g Eﬁﬁi v.dy (V) weV,
ij mny: 1Jy et g}. ol =Sy
\/ J
atunei solutia ecuatiel  (17) este:
20y wh ey, tymey,, WS- 8°@

abstratie fHcfnd de o functie depinzind de x gi t.

Folosind (20) vom avea succesivs

e W(’g“) =€)y (‘u L o @iyt @)

O),_

q
e B

aijkh[jgmkgnh Cnny MV )jeknx

= gl?ij’ 8ijmnemn:,r(@)]

+

si aplicind operatorul de-medie ultimei relstii obtinem:

o C ~ O ) <
6

nv
(21) Wij =2 ppsnbafys

cus
© oy - o IO kh\N
A22) _aijkhxaijkh & iaijmngmny(Yf ’]
(23) | %13 91J g ) ijmn mny(CD)]

Observatia 6.1. Ecuatia constitutiv# macroscopic# (21)

. are o formi similary cu cea microscopic#, dar coeficienfll macros

copici sint diferiti de valoarea medie simpli. De fapt se. vede
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c8 (22) coincide cu (4.16), iar (23) depinde i de matricea de
elasticitate.
Pentru a obiime ecuatia macroscehicd a energiei,vom scrie

_ecuatia ce se obgine din (2) cu (5) la ordinul £

( )(“_x; * %?J éa lk -(.‘/)(“6‘3- s

i AT GO7L o8t § e o
M)(_) \I : K ‘3) )}_
-T glle)——-—-i -

gi 11 vom aplica operatorul de medie'(Z.IB). Calculul succesiv

al valorilor medii ale termenilor din ecuatia (24) ne d&:

o S O B gai 062
g %37[ (V)(“&) ﬁﬁ*)}dy:) ns ¥y 5O (- + 5 )Sds = 0 -
. ¢ J ”b‘/‘ 5 ,
? gt oo Vo % .,e TN
‘{ o )\li(y/(?g; * (\O‘a' )]} = ';3;:‘ [ (Y)("&;"‘ %:} ] == YA (kcj ‘b)(’)
5 J ) }
r w » e
[ b5 el Tlbges e O Iba s regs ] 1=
| ¥ 0°
-.—Toyij ¥ =T
: R A ]'_J'N 5
(25) $o4804; +Mgkhekhy(\’f;" = Pi;
(26) ¥ =Py 5ries (@1 )
¢ Y8 T~ 007
ZQ(Y);;E"’ = C oYy

bservatia 6.2. Egalitatea (25) se poate demonstra folo-
i . 3

(v}

sind (18) si (19) in defindtim X.J LR

P

Observatia 6.3,

- T .
Toate consideratiiile snterioare rimin



valabile fn cazul termoelasticitigii necuplate. In acest caz
ecuatia (2) nu va contine al doilea termen din membrul sting si

deCi in lOC de (27) am aveas

' & o Q8° s B
(28) %K((kijﬁﬁ) = Bl m -1 (1)

Observatia 6.4, Dac8 vom introduce cantit#ti adimensio-

nale {6] constanta de cuplare din ecuatia (27) are forma

E «

~ L oo

2 £ ¢ (L-2V)

unde E este modulul Iui Young, Y coeficientul pPoisson gi o
coeficientul de expansiune voiumic¥. Pentru un material compozit
de tip sticld8 - epoxy sau bev -._epoxy aceastd constanti este de
ordinul unitdtii. Deci fn studiul problemelbr de termoelasticitate:
materialelor compozite este necesar s# se lucreze cu teoria cu-
plati {7}.

gi. 4n acest caz existd um rezultat de.convergenti:
dack ut gi o' sint solutii la problema (1)-(3) cu conditii initiale
omogene gi ( 611(&/)XL (d}), @_ [O,T]ij, jar u® gi 6° sint
solutii la (8) - (27}, atunci pentru (V)dé&(o,T)_g{wv gfﬁlab A
LZLO Teol wa)) gt @"7& slab fn L (0,T-«;#! (1). (Demonstratia

acestei teoreme este dat® in Anexa 2).

Te CALCUIJL COEFICIENTILOR OMOCENIZATI

vom discuta {n acest paragraf citeva cazuri de calcul
exact a coeficiéntilor omogenizati. In fond pentru um material

.'comp021t care am vizut ci se comport# din punct de vedere macrosn»,

copic ca un mediu elabtlc omogen este important® uunoagterea coefl-

cientilor elastici.

Din pH#cate acest calcul se poate face exact doar in.doud

cazuri particulare: cazul unidimensional gi cazul Iin care coefi-
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cientii matricei gi ai incluziunii sint functii numel de una dinmtre
variabile.
&

In celelslte cazuri vom da citeva rezultate de estimare

a valorilor maxime gi minime.

7T.1. Cazul unidimensional

S8 reeminmtim formula (2.21) care ne furnizeazi expresia

coeficientilor omogenizatis

.

- : o 1 . '
(1) B 37 {3ij(Y)*8ik(Y)73§; }

In cazul unidimensional (1) se scrie:

&/
ﬁ
(2) R e i

1=
i

“unde X este solutia ecuatiei:

o o ) AN )

cb{imIt® @In©(2.28).

Integrind odat¥ ecuatia (%) avem:

(4) d%" a + @ %._..14.

mlo

Ecuatia (4) admite o solutie periodicd dacd

S(-l + £)dy = 0
Y

ceea ce revine la

favd

- e il
(5) -1+ e =0



e

Pe de altd parte din (2) folesind a doua relatie (4) avem

(6) 803 ""’“«]‘;:T" g(awa + ¢)dy = ¢
Y

gi deci d&im (5) gi (6) rezultXi

; > R
Ky G e
. ()

Observatia 7.1. In cazul unidimensional formula (7) ne

aratd ef valorile macroscopice ale coeficientilor sfint date de
media armonic¥. Acesta este singurul caz de acest fel; in general

coeficientii omogenizati fiind mai mari decit media armonici.

7.2. Cazul coeficientilor depinzind de p singur& va-
riabil8

s¥ considerfm acum cazul cind matricea de elasticitate a

materialului este functile numai de o singur#d coordonats, pe care

o vom lua Koo Vom considera problema echilibrului elastic tratati

in-§4. In acest caz functioneaz¥ urmitoarea teoremd datoratd lui

Me.Connell {97]:

Teorema T.l. Fie nt solutia problemei (41) cu coeficienti

¢ s ¢ v q e o : e 3
a3 jxh (¥3) sillu®y ¢ ¢ . Dpac8 utconverge slab:la u Iin H () &

¢ g;cn)' g € -4 i
5 - ~ - ) 3 ~
“ © © - “ 3 e o 5 %,
G Seam T ) (81333) i &S;J)) 81th (ak(j%k 8k153@°§3“ﬁ,>“‘) 0\(!‘»“‘ o
™
"(afgsu Y affm@’ ; .
(aakk 81;3 TP S (aiﬁk L slab Im L, () atunci matricea
de elasticitate este dati de formular
Q ~ ke Ao Ry b ~

[ = £ A i of & . o & 2
(8) &y =8, =~(Bijyg Tps Bane ) (agg Sps ) (8o 17 (S ke

unde cu $ am nctat matricea compliantelor.
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F¥ri a intra In detalii privind demonstratiile de conver-
nt¥, detalii ce se pot g#si In lucraree citatd 591, vom da o
schit8 a calcului acestor coeficienti.

S8 scriem

- = b 4 3 ¢ ¢
(9) Q%s:Z..Z- B g My ¥ 42,_ ‘*\xs\)z U‘Js
jerood=n WHEW j=1
- £

2
. ¢ o S ¢ ey :
(10) . ., =2 5.6 e
b3 sy . S35i8 500t

rolosind ipotezelé gi trecind la limit¥'pe un domeniu 'S2 C (g

din (10) aveﬁ:
3
& <Q

2

31 13 . im T

Xy

0
(11) w. =
3 =l

relatie valabili a.n.te = . Ingercind (11) avem:

3
: PR e o~ e o
L R Gy g B ) 1t
. g,tsm"[, )

In general fns# avem:

3 3
sl e g ¢
q. .= S e oM + & = 1
L b, 7 L
Yw )kJ 94 =1 lk} ke, 2

¥ . . 5 . 3 3
2 =" { — ¢ 3 - '3
(13) G' :3—'22L'3;n“x“ Ll IS : u, &
P t,k=1 )3 ke {3mst | Gt
né** < 1 .
5 e Bl g €
kg e

tk=1 E e

R So



2 3
b Blade il s
(14) (T..xZL_liL 8 . e S ) Iw:.z+

R e ~&Ma K,t=1 le3 The €3wa

2 i
+ e b
kz,"ﬁﬂl(d‘é”q‘*) Ve

Folosind@ (12) in (14) rezultd decics

s ( ca()“"-“ SKS Sv ((Sv'\.;v )-1 (Sl’tat%’mq) ]w:“:“l‘/

ceea ce demonstreazd formula (8).

pentru a ilustra modul de folosire a formulei (8) s3

considersm dous exemple.

Exemplul 7.l. Fie un material compozit fn care coefi-

(&3

. s 75 : ¢ ¢ e
cientii elastici sint de forma aé-(xg)zf (XS)gij unde 6‘3 este
: S
simbolul lui yronecker gi f (xs) este:

" x5 € (0,6¢]

€
o) _ .
(Xj) i X é l%i)i)_

cu 0¢8el, Atunci formula (8) ne d&r \

ail ) 8202 ol v TR
el G o ( o A*a)-l
oSl Ly

Exemplul 7.2, S3 considerim acum un alt material compozit

¢n care coeficientii elastici sint dati de:



S
¢ ' ¢
s < ; : i
(17) aijkl“ ‘\‘p(gik“jl + Sca 83“ )+ )\(5 g‘) Oy

eu le,Z., Am notat cu )\‘\, gi r\‘g coeficientii lui Lame¢ dati de:

5 ’\1;}‘" )(Giﬁ’)?i)

(18) ApFe - { Av e xe (5,0

In acest caz formula (8) ne d&:

o ) 1 Xk S
LOY 8. a5 2 8mn = i Z/\‘ P e R AL
- 11115%22227 LTS 2 i, e el

$+ (._)i od0 >1 (/\1+1r&1)(/\1‘r2}’\1) 2]
/\(HIM Aver ,\T:/\n ¥ l‘(t“\*f“)

L [»}
+ (20)  eyy55%8y99) = P

: s __o© A e SO T i
EF) miss=miaet ol T Tenne . Amimepi et dup,
e )\' u\L)\’l
e _._lm) osr D (.__t.t_* + ._,(;_w_,.) e
# A e At H) At LM
' R .
Y 2 ’ B
i 4(A.(rl)«c/)(>\1+2/‘”) (_ﬁ_L o - )’L('L 2 ﬁ%\ >
Yool 1r“+?r\_{ /\‘4([\/“ )\,!Qr?)r‘l /\|+7.f'\l AraiSEs
@ S AN
22 a = —t-~— =
(22} 835335 5
5% o} ¢ : 2t
L) ey T O "“t“““v‘*_,m
o ETR . o . o o i
toficelrlalfl ﬂiqu =0, Se observd c¥ a |, =a,.,* 2a,,, adicH

acest coeficient este izotrep pe ditectia transversaall.

8. LIMITE PENTRU. COEFICTIENTTI OMOGENIZATT

L1 LN

Calculul coeficientilor omogenizati este dificil deoarece:”

necesit? _ ; 3 e : :
L8 rezolvarea unei probleme la 1imiti pe o celull de perio-
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dicitate,problemd care este dificili de abordat exact. In litera-
tura de specilalitate existd lucriri care obtin aceste valori folo-
sind metode numerice [10](11].

Din acest motiv este util ins¥ s¥ cunoagtem valorile
maxime gi minime fntre care iau valori acegti coeficienti. Mai
exact spus in literatur¥ s-su evaluat aceste limite peﬁtru matri-
cea de elasticitate sau matricea compliantelor {12][13]9 In lucra-
rea (16j calculul limitelor pentru coeficientii efectivi se bazea-
z8 pe folosirea principiului de minim pentru energia potential¥d gi
a umor solutii particulere gi £ate f3¥cut doar pentru o éohfiguratie
particulard. Si in alte lucr¥ri se folosese diverse principii de
maxim sau minim pentru a obtine estim#ri ale coeficientilor efec-
tivi {24] 15} 017].

Metoda folasit¥ de L.Tartar (17] are un caracter mai geme-
ral gi utilizeaz& un aparat matematic mei puternic, ceea ce permite
renuntarea la solutiile particulare gi obtinerea limitelor doar
prin operatii asupra coefieientilor initiali. In cele ce urmeazi,
urmind o cale analoagi¥ cu cea din. [17], vom prezenta aceste limite
péntru coeficientii elastici, generalizare obtinutd de G.Paga [18]..
Aceste estim#ri vor fi ilustrate cu diverse exemple, unele obyinuté
im {17]{1&], altele calculate special gi se vor face unele compara-

tii cu alte rezultate necunoscute din literaturi.

i
Inainte de a emunta rezultatele despre care vorbeam, vom

considera urm¥toarea relatie de ordine fntre matrici: M¢<N dacd prin

.
definitie (MA,A)4(NA,A) pentru (V)A€R",

? £ ; bl .
In ‘dontinuare”vom nota cu A" matriceascoeficlentilor

€ . © : . . @ !
a.. (x) g1 cu A matricea omogenizati ai,La. e
RN )

£ . . . : ,
Teorcama 8,1, Dacl Aing , if¢  matrice simetric#d.gi daci

A° sgi B sint matricile omogenizatelobtinute cu formula (4.16)

stunel A c.p
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Teorema 8.2, Fie A gi A° matricile din §4. Daci Aiu»A4

slab in L, si i i»@.A“l slab in 1, atunci avem; A_ﬁ-AéfA+

Demonsiratiile scestor teoreme se glsesc in (17} pentru
cazul coeficiqn@ilgr din problema eliptic# clasici §2 si tn {18)
pentru cazul coeficientilor elastici §4.

In fond teoreme 8.2. ne spune c¥ A° s?nt cupringi fntre
media aritmeticH Lllmltd superioars) gi media armonic8 (limita in-

ferioard). Dupi cum se va vedea din exemplul urmitor acest gen-de

estimare nmu este prea bun.

-Exemplul 8.1. SE consider8m cazul coeficientilor din §2.

4 . { 2. /*‘x‘( J':L
g1 anume a- =g¢, a(—, =£) eu
< ¢ 3
\) g

X
O bl
$ON
]

-
]
N
jr
il o

a(xl,xg)z
A fn rest

O ¢ : s .
In acest caz evident gpt=a S( g1 relatia din teorema §,2 ne spufie

J 3
cé
—— G & :
Ak g

Imediat se vede c¥ pentru cazurile limit¥ «- 0 git—=» limita infe-
riocars este zero, iaf cea superioari infiniti. . |

Acest ﬁfaﬂfpﬁf ilustreazi afirmatia dlnalnto

Pentru imbuﬂatéﬁlrea acestor limite si introducem un tip

de eenvergentl analoagh celei dinm teorema 7.1. prin deilnlple

i T iy r~ -t ¢ g e s '
A g A dacs 81111 allll 9 (ar“s:’[i’ a”lg ) i a“S‘L 8 i g1
¢ ' : 3
¢ - P et o eerl sty g e :
atj‘hi‘ = ( “S“L a e & ;,"!‘“ )’ PRIG ‘}&L - (-:1{“ }": & o a L-I“ 7 ulab iix Lla

Teorema 8,3, Fie(u(xl,%

x,) o functie pozitiv# de integral¥




1} .gi fie fi misura g’Q}u) Haek omam Eoer e 8 ptunel b
§ " PO TR a m g"""" —4_ a ’,S‘ -34,

Teorema 8.4, Fie W{Xl) o functie pozitivi de integralj 1

gi fie X fmasiire w@ gkl:XK: « Dacd avem A£$§~i$ A atunci
AghSg .

Din nou pentru demonstratia acestor rezultate wvom trimite
La. lucripile (1?](18}0

Inainte de a ilusira acest tip de limitdri s& precizim ci
fn enunt moi am folosit doar cazultyidimensional, care este cel
interesant pentru materialele compozite.

Algoritmul teoremei 8.% ne spune c8 trebuie s& facem mai
intfi media aritmeticH im‘raport cu .variabilele ;x, rgi X umrat® de
media armonicd in variabila x,. In acest fel se obtine limita supe-
rioars. Pentru aflarea limitel inferioare, teorema 8.4 ne spune c¥

trebuie s¥ efectufm fntfi medis armonici in report cu variabila Xy

gi apoi media aritmetic8 fn-raport cu x, si ﬁg.

Exemplul 8.2. S¥ relusim cazul tratat fn exemplul 8.,1. Atun
ci motind cu‘#(xl) media aritmetic& in raport cu x, a funetiei

8 (xq,%5) avem:

, = . e lnd 19, 1)
ot S gy X1 0xg=
N AL +2 i 2
: -—43—-— le:(';s': 3 '3,‘)

Urmeaz® apol c& pentru aflarea limiteil superioare trebuie calculaté

media armonici a func@iei‘?(xp. Deci vom avea:

‘ _ 3(2+4d)
T+ 2

1

+ j\ ) (t/g ‘rjl/} 4
& ¢ { T ye-((.

O IO gt SR ) L 5
- : 73 R

<

Pentru aflarea limitei inferioare vom nota mai fntfi cu
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2 (x,) media armonicH a functiei a(xl,x2) in ravort cu xlf

J 1 }xZE(O )U(-" 1)
X o el R
*( 1) \ : ] g‘l GC ,)
s : X %
) ) % I 2 ?

ILimita inferiocarf va fi deci deat8 de media aritmetich
e rune 1ol Wy )
|

'a_z g+(x2)dxz =

34

Tolsr 2
EXEATE Ty

Deci am obtinut de fapt cX:

e 2 3 e iy
4 accm )

5, 0 0 RO A L P

Acest exemplu ne arati c& acest gen de 1imit#ri este mai

bun decit cel furnizat de teorema 8.2. deocarece pentruadsy O limita.

: ’ % o 2 , it P
1nferioaréd este egald cu T iar pentru «£->» limits superioarsi
este % .

In cezul in care materialul compozit @are coeficientul «-
pentru incluziune gi @ pentra matrice, un calcul analog celui

dinainte ne furnizeazi

| HEE Tl SHERY
3wy Yon i

‘Se gtie c# problema elipticH tratat¥ im §2 modeleazd din
punct de vedere matematic problema torsiunii umei bare cilindrice
intérité ¢u fibre dispuse paralel cu generatoarea. In acest caz.fl :
este‘secyiﬁuea transversal8 prin bar#. Daci vom nota cu « gi F
modelul de forfecare al incluziunii (fibra), respectiv al matriciif
atunci inegalitatea (1) me d& limitelé intre care variszi mode¢lul”

de forfecare al ccmpozitului nostru.



= 2 .

In cazul cind aceastd barX este format¥ din bef»@poxy se
gtie cé<1z2,5a107 pad 1 st :2,2«105 psi. ‘Atunci formula (1) ne

da.

0 5 .
53,25«10) psi

5 ;
2,5610° psig a
Dack compozitul este de tip sticli¥-epoxy atunci valorile

sint dﬁ“4~106 psi, § :2,2«105 psi gi rezulti

2 5%.10° ‘psi¢ a%¢3,07+10° psi

Pentru a fncheia acest exemplu s& aritim cd in literaturs
Ylo} se considerd cd pentru bara formati din,b&rmecoxy_90:2,47;105
psi, iar pentru sticl#-epoxy 3032,46c105 psi, valori mai mi¢i decit

limita inférioari pres@wésé de formula (1)«

Exemplul 8.%. Limitele depind de orientarea incluziunii.

Acest fapt era de agteptat, deoarece tocmal anizotropia materialelor
compozite este cea care permite obfinerea de performante pe anumite
directii. pentru a exemplifica aceasta sd consider&m o incluziune

de form# dreptunghiular® de arie 0,8/% orientati in dous moduri di-

ferites : : \_ .
1 2
d zexez , 0,1€% 20,9
(a) ‘a(xlfxz)* ,
' {7 n resl
respectiv

(b) ; a(Xl,Xz): {



In cazul (a) se va obtine c¥

28l + 0,2 o308 + 88
(2) s L8 4 e

gy AR 2

iar in cazul (b) : =

‘ q‘\'“i Fub 0 42
(3) SRS S ,
3 (6,22 4°04) ol udsk ik

De exemplu pentru «= 10, formulele (2) g1 (%) devins

respectiv

- Exemplul 8.4. In 1ucrarcarf161 se studiaz& un material
compozit format din fibre cilindrice. fnconjurat de o matrice, confi
guratia fiind periodicd hexagonal¥. Metoda folositi are la baz} o
solutie exactd fn coordonate cilindrice. Materialul este ortotrop,

deci sintem in cazul unei legi constitutive de forma:

d [YEE e, Y e s
= ' Cip Cpy Cpz O O O €.
Gy 13 Co3 033, 5 I 0 B © h
e TP 0 e Ty ol o ey,
T 0 0 0 0 cg0 s
L O T80 0 Ui Oy ol

Se considerd c8 c, sint fumnctii numai de .x, gi X, « In lucrarea
|16 ]se dau diverse estim¥ri. De exempluy:pentru modulul de forfe-

care 0443055: G avem:



R G

-aa’)-'-

(4) enl

i
=
=
&
15y
<
}_J
+
<
n

n (144 2 2
Sk ey —dre)
unde mG = *r( i Y (1 Vi

*\(1—4r2)+ (l+4r2)

unde 7 este valoarea lui &

in Fibrs, valoarea In matrice fiind egald ecu 1, vy fiind
raportul dintre aria cerculuil gi”ariapargddelipipeduluisiar
Vo 1 - Vy s T fiind ragzsa cercului.

In notatia nosstrs G .este .- iusiiapddcind teoremele
¥ 1)1) 5 i

8.3 si 8.4 se pot obtine urmitoarele estimiri

2%

e

\/,‘ ‘

. S
(6) G :)l 9 il : {Ya% jT |

o (1= Vi ey

2v
3
By X
5 =
5 ol o1 13
= B - ¥ oA 4
(7) &3y T 2 . L2 Ja 7
: 4 (,,1 '~\7 \/(4\'1,3“.}1 v
3
A f3 - / X?\




G =

pernitru a obtine formilele (6) si (T) a fost necesar s3 se treach

de la coordonatele carteziene X, si x., , la coordonatele oblice
o )

{ . . . i St .
ccincide cu x, , iar x, este inclinat cu um unghi

x; @.x;, Ko
de 60° fath de X,.

Pentru cazul [ éi r=0,2 din (4) avem GT:1,348, igar
dim (6) G£513:1,&&, jary, peatrn b <=0 si r=0,2 din (5) obtinem
e"=0,74, iar din (T) 8531510,540_A095te date numerice iluestreazi

buna concordent#d dintre estimirile obtinute cu metoda omogenizdrii

si cele obtinute cu alte metode.

-

9. PLACA PLANA INCASTRATA

yom considera in acest paragraficazul unei. placi eiastice
subtiri format¥ dintr-un material compozit, a c8rui grosime este
eqmp&rabilé cv dimensiunile celulei de periodicitate. Aceasté pro-
«bleﬁé a fost studiat¥ ¢m ajutorul metodei omogenizirii, recent de
citre D.Caillerie {19} si in'contiﬁuare vom prezenta pe Scurt aceste

.rezultate.

placa consideratd ocup¥ ¢omeniul 52y de form¥ cilindrics
! ; b ik 3 e g . D
aplatisat, de grosime 2v in R definit de un domeniu « din R,
de frontiery ow gi de-ﬂwlz &KGQN (*u&Jéw,lu]Lq} cu 4>o0 .

= 0
i Fﬁ §i R} respectiv bordul

placa este anizotrop3, cu coeficien-

Frontierea luil 51“ se va nota f}
superior, inferior .gi.lateral.
{ii elastici presupugi periodici in varisbilele (x,,X,): Aceasta

este in acord cu ipoteza ficuty la fnceputul paragrafului, cum ca

grosimea plicii este comparabild cu dimensiunile celulelor de pe-
riodicitate., In fond coeficientii afjh&(y) vor fi functii m#rginite

o % . o % .
definite pentru ye¢R w%{<1,1) periodicl in.(y‘. yl) de perioadi

¥=(0,7.. )% (0,¥,, ¥o In plus, acegti coeficienti verificd conditiile

X2

obignuite de simetrie si elipticitate definitd in §4.



oA

Atunci coeficientii elastici ai plHecii :a?{{4 ), XGJ%

¢ 'L
vor fis

"li 1 X3 ¥2 £y .
% jlch 8 =om B e G Ty T

=5

Placa va fi supus& la fortele volumice f:(fl,fz,f3) si

pe bordurile §:+§i Fﬂhla for@eie superficiale g1+=(¥if <8 2y
1 1 _ ,7’7’%?

E b)’ > ii;. _[j: 5 - 3 . FO
RiSE =l iy T ﬁ?). Pe bordul lateral 1y placa este fncastrati.
1\

Ac@stie forfecvor £i £€ Lz(ﬂ%), iar 6tg‘eLz(w).

In aceste conditii vom avea de rezolvat problema:

€
QG%
Xy + Hipen
¢ n¢ e
Gﬁij 81JKh(X)ekhx( é})

(1) Ry
‘ , e k. . g
G\\j YIJ = ?\‘ 2 9
X 452() b* Qo

Studiul acestel probleme se face mei Intfi psrnind de 1la

un domeniu &L dilatat obtinut dinjlv primn schimbarea de variabili:

; . i'¢
ld':')(d 7 I—S:-‘i-)

In continuere indicii latiai vor lua valorile 1,2,3,

iar indicii gred doar valorile 1,2. Frontierele lui -fU vor fi

R e D " . pee B i :
~respectiv ,{1 gl V » 1ar o functle ocarecere din -ty va 1. conm=psy

.sidératé:

\f(z‘,zb,zg):%(z‘, zz,?z3)

F8r& a mai schimba notafiile sistemul (1) se transformi:



: 12 g
65}4 \ (B\)(I

B T et T hs Ry
,m‘g't'!"li UU\;Z( 1 b ((S‘Uu )
VigTeigkal 7y, ) Y4 sk TOg

‘IE ' + ["4'

) G- Nt = e

h¢ E 5
GQJ J = By 73) J N &3

€ O
uyl‘;: 0O pe F

Acest sistem se gtie c¥ admite solutie unicd. vom studia

~&

aceastd problem8 pentru q si¢ wmici gi proportionali , ¢ =AY ,

A numir real fixat.

prin analogie cu dezvolt#rile utilizate fn §4, vom cHuta
deplasirile gi tensiunile sub forma:

¢ . By X
u-{z) = e (H )t ? W (R 3!?) T

q:“‘i(z) -~ "— C:K(l‘p)'z:\? r 'l
i Sl

\.) Gc) (.t(iél/ ?)“‘"
Introducind aceste dezvoltdri fm (2) gi identifictnd

puterile asemenea ale parametrului wnic se obtin urmétosrele

rezultate:
u;\(ll lzl>: v
: ’b‘*z
(*\v%(l%’)' U\d -(‘33 Dt A
,3
G'ij =5 ¢ :
Y d ‘ " .
T = [ 1 ay L ik et g J -
g) - ; LC}/&J; :-;-j’-;’ < \l‘} 1 '—753 ‘) ”lz/s (l‘;' (bp
o3 2 l/‘l
{ > (\/‘{,’ q ; s; L(j
4 (-; (}"";'Qy “th 1_4(}4} L J.jxﬁ./.(/i} —
v J3 Paoép
v i : ; . 3 Sp TR
unde u, este o"funciie numel de 2z ; §1 Zy, K =LA // este

un cimp vectorigl defimit pe R x (=1,1) periodic £n ¥ gl Yo de

T SR 5



£ e

perioads Y, solutia unic¥ a urm#toasrei praobleme locale:

() ')Ct,{; 4 Q 7(:2{} :

%

f
Lpg & o aijhé«‘”?{i”‘“ i R
X 13

; = s . i Y- A . \ & )
OB L O, Sk ).,
3 . =y
: el.(iv ; %k‘} g S \33
) # =0
N

Introducind valorile medii

(G 1 h—'l.
Q\..'-'Im ()iJ-(Zi,szy)dy

19 1%
~ \/' :
- -
- X /
e T«?‘g‘g y58 15 (203,y)dy
Y

S
R AR
R & gé 4 g? 7RO
)
. Q0
(%) 1 \it_ + g:’+ g, =0
.’"’_l S
VM ara -
e -G+ (80 - g, )=0
Dl i gP gp
3 "
~ 4 L yi a;z. ,2 L43
G;¢ + 4@75 Qvé 9(9 ) - Jﬁ‘é 9 24
(4’) O A 1 | 1 U 2, €
: =i g e = A 2 kg
7’14‘5 spv 8 e ) p¥b SN
e
u =
51% 2
, Bus? ¥
(5) - "““i’éu !bw— 0
ﬁ;\ = 0
ow
, R
- Matriceas de\yg fiind definit¥ de
: ydy
Yy e
R &.A) § g R . AREE o ]zdi_
¢ Ard = e Ttﬂ“\]_‘) c\c{i@f‘: < '1\ € < ) (/
"L\‘ \\/\ : )yt

v

Aceastd matrice satisface conditiile de simetrie gi ccercivitater



o eV W
qx@y{ § cpg Rt AP

-

ih ~ e €~
(3)py0 astfel fncit pentru (¥) “Cdp 6R~)‘&p = Cﬁ&- s
° g e A E o
g4 awemn ,CQ,L;,F{ (qu") bys Fx rdP Ga‘(x

. n$
gi 4n acest caz se poate demonstra ci u[ converge la

solutia problemei dmogenizate (3)(4)(5) cind 4 gi f “tind la zero.

10. PROBLENA IUI_SIGNORIND PENTRU MATERIALE COMPOZITE

In locul problemei (4.1)~(4.%) a echilibrului elastic .

supus 1la conditii uzuale pe frontier3, si considerdm urmitoarea

problem¥ la limit#:

S
(L) by £ (x)0=50 4% uL

fé(s ]_
(2) | T
2} < = Q

T NAIESL
. s & Tz

< 270 ;G705 Uyl = O

legea constitnutiv¥ fiind tot cea dat# de (4.4) gi (4.5). Notatiile

utilizete sint urmtoareler

§ €
By o

g wqi . G}
T N e

Lesasta este cunoscutd subinumele problema lui Signorini f&r# fre-

.
o ey

care (20]{21]{22) « In fond condifia (2) ne arat¥ cH# tensiunea
tangential¥ este zero, deci nu avem frecare. Pe de alt¥ parte

S o ; ] . TR

dacd u»0 atunci rezultd c¥ suportul nu produce niei o forti de

9 r
. : L . ol e
raactie g1 deca Y, =0« Dacl uN:O; adici avem un cContact perfect




B

fntre suport gi corpul compozit considerat, atunci suportul exer-
citd o fori¥ aenormald G, 2 O asupra corpului,

Dacd noté&m cu

v ={ufv =t7i31m1,0,5 » vieH@) |

K. '&{V/VQV, I 7 o .pe LR 5

atunci se gtie Y?oT[?l] c¥ problema (1)-(3) este echivalentd cu

¢
aflarea lui ue¢k solutie a inecuatiei variationale:
, I S ¢ € ¢
(4) a(u ,v -u )7(f,v -u ) (¥)vek

unde

¢ >
€ < € §
afu ,v )= S ai&Lecs(u )etk(v Ydx

St
procedind $n mod anglog eu §4 problema omogemizat¥ cores-

punz8toare problemei (l)-(3) va fi:

@

(5) —‘S?J+ fi = 0 in ST
)

~ o

(6) =0
L YL
' ~o o

(7) u 70, G205 w Gy = O

o N

legea constitutivid fiind tot (4.15) cu coeficlentii.(4.16). Proble-
ma- (5)=(1) in mod cu totul analog el conﬁiQeremtele de mai sus este

y - g g . g ks
echivalents cu aflarea lui u ¢ X solutie a inecuatiel variationale:

(8) a(u’,v-u')z(f,v-u’) (¥)veK.

5 : 3
si fn acest caz se poate demonstra c& solutia u converge
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(o) . ¢ . -
la u , solutia problemel omogenlzatégéjl.

11+  ACTIUNEA UNOR ICROCUPLURL DE MARE FRECVENTA

A“UPHA UDJ[ ”Nm“’I&L COV POZTT

L

Vom considera o problemi de elasticitate putin diferitd

de cea tratat¥ fn §4 gi snume:

' I .
RN 1 .
(1) 2 F 0 + F5x) =0 I S
Wi £ |
¢ ¢
k) Uij = 83 Jien 09 €y (2
() gf} = 0
PRt

fn care mai presupunem In plus ci Fi(y) este Y-periodic8 si de. ..
O : :
\

med1$ nuli, F; = O«

Termenul ¢ Vs (y)¢(x) este un microcuplu a cdrui valoare
medie pe o pericad8 este de O (Z,), iar ¢3 reprezintd intensitatea
cuplului. Aceast® problemd a fost tratatd sn (24]1[25) (26].

Folosing dezvolti¥rile asimptotice anterioare vom obiine

prin identificarea puterilor lui ¢ urmitoarele ecuatii:

%) ; :
(4) “'gﬁif L en e @8]z ~—§L5 +$ (T (7)
£ r‘“o C"‘ A
(5) EQ? - T o (x) =0
U() a)

“Conditia ca media lui F; s& fie zero este necesard pentru
existenta gi unicitatea solutiei u? a2 problemei locale (4). Aceastf -

problem¥ va avea solutia:

ke C ¥ ex :
(/6) ]JL = Qkk( («‘;&v") \S{ ; - kb(’(/ c": 4 Cx )

unde \V Qint cel defin 1t1 i g4, iartaev (v) este solutia ecuatiei:



= AT o

h(*y)ekhy(v)elw(v)dj = \Fplydyidy v T,
X

aigk
¥

Q9
Introducind (&) im expresia lui U‘ij se obtine legea constitutivi

ob/

macroscoplcH:

c?ﬁ

: . 4
(7) iy = 131»31 eh s 5 “%(“

unde a el sint dati de formula (4.16), iarg(ij- depinde de 8 3jig
si de Fi(y? si este dat de:

~

e = [ agen By ()]

(8) )

In plus ecuatia (5) ne furnizeaz¥ ecuatia macroscopici

g

N O

(AU

(9) — 4+ £, =0

: DLy :

J

- . £4 bl Q\
cuicondigie; lagdimi £8 usl 3. Qs

JU

Observatia 11,1, problema (9) este problema clasicl de

elasticitate, dar legea constitutivi (7) este diferitd, ea conti-
niﬁ@ si influienta microguplurilor. Un exemplu de astfel de problem?
'este cel al termoelasticit¥til necuplate (a se'vedea observatia 6,%)

| Rezultatul anterior se poate extinde la cazul eind densi-
tatea de forii volumicé ge compune din doud parii:

=0 dcnsmtate obignuitd f; (x,y) deflnlté pe Nx Y, Y-pe-
XX

riodicsd, cu y =— , tnde x., este p021§1a centrulul celulei fn °,
i £

care se g8segte pumctul Me&il;

- 0 altd densitate de forma

i
~. Blar)chi(x. )
g B



cu F(y) Y-periodic# gi de medie nulé,’glﬂ’oo

Diferenta dintre acest caz gi cel tratat anterior este
aceea c¥ ea contine acum gi un termen de ordinul £°. ﬁentru aceasta
este suficient si observim c¥ pentru x=x +&y putem s¥ scriem

(10) Px )=d(x) -4y grad¢ (x) + o(c)

L] LY

" pac# acum in locul ecuatiei (1) vom lua ecuatiar

3
{BG.E‘ -—(( 3 : "K
(11) T{Z)L £ E50x, B+ 2 4R G =0

gi wom considera coeficientii

€ , =&
STy Wl T

el " K=K Bt St
Y-pericdic8 iIn veriabila y = — £ ‘eueonditiic 1a limit¥ adecvate

(seu de Torma (3) sau ca cele din §4).
Folosind dezvolt#rile asimptotice uzuale gi (10), obtinem

problema local% (L), iar iIn locul ecuatiei (5) vom avea ecuatia

1:' W : Mi-J" ff V Dd R :
{12} P + qés * :i(X9Y) - YJ ;;;‘Fi(Y) = 0

Aplicind operatorul de medie ecuatiei (12) ob§inem (o}

ecuatie macroscopicd diferits de (9) si anume:

™~ " 2
. %(\)\"io ;,\: (x) (64) i ¥l
. e SULET TR .

*

. ;

l ] o e = 'L i . ..(j_

R f?l(y)y&y
S

Iat% decivc¥ din punct de vedere macroscopic sintem con-

o ccuatie care congine cupluri de forte , leges constitutivi

e
o
L]
bt s
bt
©



&Y o

fiind tot cea dat& de (7). Pentru a avea o interpretare a valorii

cuplului CI- este necesar si folosim expresia luil Gﬁ’ din care

se deduce (7). Folosind notatia din §% s& observim ci:

.

| . 3__., . © A T
L2 q‘J =Aj jkhCxhx (8 J+(X) &y spoep, ()

Aplicind relatig: (15) operatorul de medie superficialy

definmit prin relatia (5.%) avem:

~
(S

(16)  ANiy7=dhy 502 ey (0 ) "‘(‘134’(}()

(17 ?ij S Zaijmnamny(W)7
pentru aflarea walorii macroscepice-a cuplului-ﬁ% gl

bt ¥ =S . o) 2 & 43 , i f
observim c&8 daci notim le alJmnemnyC?* aceastd cantlitate verificH

!\\:‘.' .
ecuatlia - J%ﬁi = P. ., Dac8 refacem rationamentul din.§5 pentru

)
aceast’ ecuatle atunci vom vedea ci

(18) V\‘i 2 o{«'j - g

Deci diferenta dintre valoarea medie volumic# gi cea superficiald

este tocmal intensitatea cuplului macro,

Observatia 11.2. Sc¥zind relaiile (7) si (16) gi folosind

(14) vom remarca cévgi in acest caz proprietatea semnalati la §5

relativ la coeficientii omogenizati se p#streazd, Aijkh=<ﬁijkhyﬁ

Rezultate de aceast® form¥d au fost obtinute in f4j pentru

cazul mediilor fBr3 coeficienti discontinui. In acest caz.se obtinme

4 = L r
fnsa c%w: 0 gi s(i: “Pj°
‘ .
Acest exemplu studiat in prezentul paragraf constituie



= 00

un caz.de mediu care a fost previzut de p.Cermain [27] prin apli-
carea teoriei gradientului de ordinul Intfi. sstfel de probleme
pot ap#rea dacl de exemplu materialul compozit este supus la actiu-

nea unor sarcini electrice repertizate periodic.

SRR
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ANEXA 1. DISTRIBUTII 'SI SPATII SOBOLEV.

Tn aceasti anex® vom da o serie de defimitii, propozitii
'§i teoreme, utile in fntelegerea mal bun¥ a unor detalii din de-
monstratia teoremelor care formeaz¥ obiecctul anexel 2, ca gi a
unora dintre afirmatiile utilizate de-a. lungul lucrdrii. Pentru
detalii de demonstratie ne vom m¥rgini 88 facem trimiterile bi-
bliografice la excelentele monografii existente fn literaturi
[28][29] [30]]31) -devenite clasice.

vom numi domeniu S o multime deschis8 din spatiul real

3 v n ° n A
euclidian R+ Un punct din R va fi notat xz(xl,.c,,xh)_cu norma

in .
Axl o= (2 XD e

i=1 © .

Dacy 4= (4y,..e,4,), eu 4{¢ fntregi nenegativi, atunci

G s ; " o
J se numegce multiindice gi vom Intelege prin x  monomul

n
o = g 0
x*V ..., x2 de grad \x\= 2 o . . gnalog dac¥ D. = —— pentru
4 e ]_:1 “j& J (;\)(.
o i . ‘A ol \1\.\ . .
I¢jen, atuner D =D, gecey Dm~renrez1nt§ operatorul de derivare

de ordinul Yo\ .

W n % .
"Fie GC¢R . Vom nota cu G inchiderea sa. Dac8 u este o

funetie definiti pe G, se numegte suportul lui u multimea

supp u r{ﬂeG, u(x)# OH

Se spune c¥ u are suport compact fnm f2 daci supp u i (AceB dacsd

AcB si XK este compacti).

Se numegte functional# pe un spatiu vectorial B o functie

cu valori scalare definiti pe B. In cele ce urmeaz¥ vom defini toa-
te notiunile relativ la spatii vectcoriale . peste corpul numerelor

complexe ¢, cazul real fiind imediat. Funciionala f este liﬁiﬁﬁé

dacH




filax. + . by)-= of (x) + bf(y) X,y¢B; a,bel

Multimea tuturor funciionalelor limiare gi continue pe B

. . . " H
se numegte spatiul dual al lui B gi se noteaz8 B ,

)

Fie B un spatiu vectorial. Se numegte norm3 pe B orice

aplicatie £ a lui B fn R care verificH:

ﬁ) £(x)0, (v)xeB cr £(x) = 0¢e>x =0
(i1)f (ex)=le1f(x), (¥) xeB, (v)e eC€

(1ii)f (x+y )4 (x)+f(y), (¥) X,y¢B.

Un spatiw vectorial B fnzestrat cu o norm3 este un spatiu
normat giiwvom nota norma i :l, . Acolo unde mu sint posibile confu-

zii vom omite s¥ indic8m spatiul.gi vom scrie simplu ¥ il

@
. Un gir x, dintr-un spatiu normat B converge la ®, dac¥

g1 numsi dacd lim NXXo | = O in R. 0 submultime S a unui spatiu
w- oo

normat B se numegte dens#% fn B daci8 (¥)xe¢B este limita unui gir

de elemente din S.

Un gir {x, § dintriun spatiu normat B se numegte sir Cauchy

dacd gi numei deci wiiﬁv“ X ~%, [( = 0. Dac# orice gir Cauchy din B
are o limit# In B, atunci B este complet gl se numegte spatiw
Banach,

Dacd B esté un spatiu vectorial, aplicatia (+,.) definit8
pe B x B cu valori fn ¢ cu proprietdtile:
G bl =t B
(ii) (ax + by,z)=a(x,z)+b(y,z)

(i idY (e =0 x=0

(¥) x,y,2¢B gi a,b€ ¢ se numegte iprodus scalar. Apici c reprezintd

valoarea complex conjugetd a lui ©<€ C.

Fiind dat B un spatiu veetorial fnzestrat cw un produs
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o

scalar, este clar c# aplicatia

y1/2

yxy = (%x,X

definegte o norm& pe B. Un spatiu Bauach cu norma generatd de

un produs scalasr este un spafiu Hilbert,

Fie B' dualul unui spatiu normast B. Pe B' se poate defini

o normi, dacd peniru feB* avem

i (x
Ufl, = sup J%l'
x€B W*ip
x$0

Deoasrece ¢ este complet, B cu topologia indus# de aceastd norm#

este un spatiu Banach gi se numegte dualul normat al.lui B. Dac®:B
este 'spatiu Hilbert atunci el poatle fi identificat cu ddaiul sdu

normat B*.

Teorema de reprezentare a lul Riesz, Fie B un spatiu

Hilbert: f apartine lui B* dacd gi numai dacd (3)x¢B astfel incit

pentru (v¥) yeB s8 avem:
£(y) = (¥,%)

gl fn acest caz Hf{{B; = (x|l g « Mal mult x este unic determinat

de feB'. P

“i%. ~Un gir x,_ converge slab la x in B daci f(x,)-— £'(x) o

); béﬁtru (V) fen* gi vom nota aceasta X, = X. convergenta in normi
¢ vom nota x_ -» X . Datoritd faptului ¢y }f(thx)\SU-ﬂk,Nﬁﬁxqg

se vede c¥ convergenta fin norm¥ implic3 convergenta slabd, dar re-

@proc fmus

O submultime A & unui spatiu normat B se numegte compacti
pa 2 Lol
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dacH orice gir de puncte din A posedi un subgir convergent .fn B
la un element din A. Multimile compacte sfnt fnchise gi mBrginite,
dar multimile fnchise gi m#rginite mi sint compacte decft daci B

‘este finit dimensional.A se numegte precompactd dacd8 Inchidercea

numegte slab secvential compact¥ daci

sa A este compactd. A se

orice gir din A posedsd un subgir slab cenvergent In B la un pupct
diniihs

Fie SL un domeniu din R™. Pentru orice m fntreg nencgatiw
vom nota Cm(ﬂ) spatiul vectorial al functiilor ¢ continue pe JL
fmpreun8 cu toate derlvatele lor p% f de ordin \etl¢ m., Vom nota

c’m)zc@). Fie ¢ ()= (p\ ¢™ (). Subspatiile ¢ () si 5 fiy ien
mB=0

‘reprezentate de acele functii din C (&), respectiv ¢~ Gepiiiddre au

suport compact in SL,
: ok : M ' :
DecX U este deschis functiile dim ¢ () nu sint neapirat

mirginite pe &L . Dac#finsd ¢e C(R) sint mirginite gi uniform gonti-

nue pe St atunci se poate defini fin mod unic ¢ extensie mirginiti

L7 s
gi continud 1a L . Deci vom defini ¢ (R) ca fiind spatiul functii-
| . . > o » “ L3 (vl
1or‘fecm(g) pentru care Eiy este mirginitk g1 uniform continua pe

pentru Q4#<¢ m. cm@{) este un: spatiu BRanach pentru ncrma

<
\ell = max  sup [De(x))
Oftem Xe&

WA o
Dack 0cAcl se poate defini ¢ (@) ca fiind subspatiul

Tui dMQi) al functiilor ‘ppentru care DK¥’ satisface In <! o condi-

tie H61lder de exponent A, adichk (F) K constant¥ astfel incit:

o : . : F ¥4
\ DQL('(’U') —bu{f{‘j)| (e x~‘al , A,?-QQ

w A . '
B (L) este un spatiu Banach cu norma daty de:
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L D e - D)

Wl oy =) § ek Awp
{,‘C’,M’)\ “(ﬁncw\ i xics ‘,4__%\)\
S

s s & 7 h“/’ b s
S8 not#dm c8 pentru Q4Y<4A<l existd incluziunile C (ay c

WAy

G v ()Ge (s

Teorema Stone-Weierstrass. rie 5L un domeniu m¥rginit

din Rn. 0 submulgime A a lui C(L) este densy in‘C(ﬁ) dacd sint
werificate urmdtoarele proprietétis
(i):Dacl ¢ ,qch gl ce @, atunci ¢ +¥@f4—§i ¢y gpartin lui A
(ii)pacd ¥ec A, 8tunciC5€A (*? conjugata complex& a lui'f)
(iii)pac¥ x,ye, xty, atunci (IJ) PeA astfel Incit @ (x) Ply)
(iv)pe# xeéiﬁ atunci (J)¢eca astfel incit %)(X)fO,

Fie SL dn domeniu din R™. Un gir de functii e #in
Cj(m) se spurie ci converge in Sensul spatiului & () c8tre o func-
tie %oécjfﬂ) dacd sint fndeplinite urmitoarele conditii:
(1) (J)KcC 51 astfel fmeit suﬁpéymfy)ﬁx, (¥)n
(3d:) ﬁth(x) converge uniform la ﬁ‘%{x) fim K pentru-orice multifindi-
ced .,
Exist¥ deci o topologie a spatiului vectorial Ci(&) in rzport cu
care o functicnald liniar¥ T este continu# dacd gl numai dac¥
E0p 1T~ Ty in ¢ de fndat¥ ce ¢ _—~Y% In sensul Tui f @) Acest
spatiu vectorial topologic se noteazi & (), iar elementele sale

s Ebsils ol : :
se numesc functll test. Dualul iulob(dj, notat $° () se numegte

spatiul di-stributiilor.

sé poate defini notiunea de convergenti fmd: T, - T In

$' (L) dacd gl numai dacd T _(¥) - T(f) fa ¢ pentru (V)ige@ (@),

Dac¥ f este o functie local integrabil¥ pe JL atunci se

poate defini o distributie T, prin relatia

Tf(v) a S f(x)$(x)§x
s

o



care este 1iniark gl continud pe & . Dach fx(x) gi fm(x) sint
egale a.p.t (aproape peste tot, adicsd multimea {x }fi(x)#‘{z&)j

. " " este de m#sury zero) atunei distributiile asociate T;
gi'r%l sint aceleasi. In fapt o distributie nu este asociat8 unei
fumetii ci unei clase de echivalentd format# din functiile care
sint egale a.p.te ’

Fie {‘g C‘Cﬁ) si g cd@). Cum ip este identic null fn

afara unei submultimi compacte a luil SL , integrind prin p#rti
avems

g g%;\f‘&f r % 4 2R AL ¢

CESY
st _ 5L

In mod analog

SKW Yt wafg—q[ v do

‘ b . v ;
Aceastd formuld std la baza definifiel derivatel T T a unel

distributii Ted' R):

N il 2
U itE=(" A
In acest sens orice distributie din §* (2) posed’ derivate de orice
ordin fn® ¢ (@). mai mult derivarea este © operatie continud, adic®

{ . ) N
dacd T, > T ind (LY si\f (@) atuncl

oL 3 Lo yo
. D T\\“‘{) ':('\)\l\'Tv\(Dx‘f) e (\‘)ULT(UJ ({): ‘D“(T(L(,)

T .
pentru orice l¢p¢ e definim L (ny gspativd functiidor

nSsurabile si p sumabile pe L normat prim:




)
(fvran)”

LP () =

(1

W 1)

2 ess sup {f(x)\
o ) XEsL

\£ |
(v3 S 3 . cw® LSS
Dac# p=2, 1L (%) este un spatiu- Hilbert, norma fiind aso-~

ciat¥ produsului scalar

£,g) = S £ (x) g (x)dx

£l

A
Dac¥ feL' (), geLQTR) cu p,q?l,

el Fou
+.

Nol F
i

1l , atunci

4 . . : .
fgel, (2) gi avem inegalitatea lui Holder

| S“box\é T

St

Weme B4 -
P We i\ qQ

pentru 14p<% dualul lui EP@E) este Li() cuv% = % = 1. pualul lui
I @yeste g . ;

SH lusn pcIi;WI §i m un intreg> l. Se numegte spatiu
Soboliev w:(ﬂ) de ordin m pe &, spafiul distributiilor uel® @)
. avind proprietatea c& ﬁiuelpclk'pentru toti meltiindicii il & m.
Acesta este un spatiu Banach pentru norma:
7

- S nf"u\%ef)

Wwy - (
W W] & e

' - Ma . : "
Dael p=2, Wq este un spatiu Hilbert pe care-l vom nota cu H ,

produsul scalar £iind . definit de:

R

¥ d X

- Z . K D ity ) Gyt

o
velf duw ST

f

\L"vt)hw

e 3 ; 2 | 3
1n particu.iar produsul scalar fn H va 11



O
&

du W
e ~CuV)2+iZ—i(@c 7073);-}

. ' .o : %
Se poate de asemenea defini spaiiul WP pentru wn real.

y Q) : :
In eazual partlcularhﬂhzéz, p=2, de exXemplu, HS se definegte cu

. ; : $
ajutorul trasnsformatei Fourier. H este spatiul funcﬁlllor

S ) ; =
£e1° (RY) a edror transformatk yourier f satisface (1+§ ) Qilffk“)

Sty -
cu norma datd de lf (s+¢3%) 4 (i ey Pentru s intreg aceastd de-

finitie coincide cu cea dinainte,

Se gtie ci un element u é H () este o distributie asociat

unei functii. Dac¥ vom considera u ca functie atunci ea este inci
egal¥d cu ea ins#gi chiar dupd o modificare a unel multimi de m8sur¥
nulgd (in particula ar 9.0) gi deci restrictia sa la ol nu are sens.
Din acest motiv a fost necesard introducerea nogiunii de uﬁméa Cum
spatiul cy(ﬁj este dens im,H“Qﬂ),"ueH‘<ﬂ) poate fi considerati ca
limita (fn topologia HY) a unor funetii netede ué. Pentru astfel

de functii, restrictia u‘l% are Sensul obignuit. Dacd se Va pu-

tea demonstra c#i aceste functii converg la o limitH unic¥, Intr-o

Wl . e lus

atunci vom rnumi acea limit¥ urma -
OS] 5.

_topologie adeecvali,

u pe o8 3
Mai general, dacé‘u&C:(ﬁ), pentru orice j natural sau 0 se

™ . :
poate defini imgz(derivata normal¥ de ordin j pe {' ) orientat# spre

h-s
J .
. = ((:(1). In cazul j=0 se obiine urma. functiel

interior. Evidemt
u pe " . pentru Spagll Sobolev exist¥ urmiBtoarea:

' § akon b - W oo
Teorem¥. Tie 2 o multime deschis8 gl m#rginitd din R , 5

varietate n dimensionald de clas8 C cu frontiers. Atunci aplicatia

oY % -
B sy { _B_,.OQJSVMqﬂ
QD n

: o° oo Ay - : x . 2
definit8 de ls C_ (k) in (e ) se poate extinde prin continultate

la o aplicatie liniard continud



- Oy e~

. Wl e
| R il e
s % %:;J ; o g\‘ L m-i J é.( ‘e(\ H (ﬂ) l}{ ‘{ H (/ )

[EX

’

cum aceast® aplicatie este nuld pe G, (5) gl surjectivi,
O - s : 120N :
rezultd ci G:GL) nu este in general ‘dens in H (@), deci Ho(ﬂ) este

: : -
un subspatiu fnchis propriu sl lul E (u). De fapt avem:

: b | »
Teorem¥. Spatiul H,() coincide cu mulfimea elementelor
Dy

Ry = 0 j:O ooo-’n\"'i
@ 4 ’

_ it B :
Tn cele de mai sus am notat fIn general WFCQ) fnchiderea

~uéHM(fsc,) avind proprietatea

lui G:QR) $n topologia dat¥ de norma spatiuluil Sobolev; in.partiCUk
©wm, R PO
lar W_(a)=H,(a).

S8 mal amintim gi

Teorema de scufundare. Fie SU o multime deschis¥ gi mér-

ginit& in r" eu frontiera-l' de class ¢™. Atunci W?(R)CLiféﬂ'

dacy Tys -7 o W @) dack o4kém- I . rn plus, injectia
w;KR7CLi(R) este complet continu#¥ dacd %ﬂ>% - % . v

In fncheierea acestei anexe s# mal hot#m citeva fapte
relative la convergenti.

Un spatiu B este reflexiv daci el coincide cu dualul

dualului s#u. Spatiile L? gi W:T pentry lip¢ »~ sint reflexive.

propozitie, O conditie mecesar# gi suficient# ca x ¢ B 3

conveargi slab la x, este ca K x,| =8 fie mirginits¥ gi ca f(x,)

s8 conveargi la f(x¢) pentru (v)f dintr-o submultime dens& a SSLIER o

propozitie. Dacl B este reflexiv gi girul X, ¢B este astfel.
ineft yx, W4 C atunci exist¥ un subgir x , gi un element x¢B penx

YPr0 care f(xh'}~5ffx) , (¥ fcBY,
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ENEXA 2. TEOREME DE CONVERGENTA

In aceastd anex8 vom prezenta dous teoreme de convergents

tipice pentru mece

metodei omogenizérii. In esentd, in aceste teoreme dup# stabilirea
faptului c3 solutia ufare o limit3, lucru relastiv standard fn prém
bleme de convergeni#,partea dificil% revine la a demonstra ci
aceastd I1imit3 coinecide cu solutia ecualiei omogenizate, sau ma-
ecroscopice. Pentru demonstrarea acestui lucru, este de o importantd
deosebit¥ lema ajut#toare pe care o vom demonstra gi care repre-
£intd in ‘acelagi timp un exemplu foarte frumos de convergeni¥ slabé
in 1?(ﬂ)¢ Acest exemplu are avantajul de a fi gi foarte intuitiv.
‘, Tn continuare vom demonstra teorema de convergeniéwpentrm
ecuatia eliptic8 standard, tratat¥ in §2 gi teorema de convergent#

pentru termcelasticitatea materialelor compozite tratat# in §6, ca-

re este cea mai recentf.-

pentru detaliile de demonstraiie a celorlalte teoreme ne
mirginim s# trimitem la bibliografia indicatd gi In special 1la cele

doud cirti dedicate metodei omogenizdrii (1]i273.

e 2 = s : s vl
lLem8. Fie Yc¢L (Y). Daca extindem pe Y prin periodicitate

n
la tot spatiul R = atunci
K & e 2
Y1 —>p elab in L (o)

. o,
Demonstratie. rie © éw@>©l)}§i s4 notim cu.&g functia

care ia in fiecare ¢Y pericdic# o valoare constanti, egald cu va-
loarea lui & 2n centrul periocadei..In cele ce urmeazi prelungim
S

cu zero functiile & n 95 tn perioadele care nu sint continute fndl .,

S% mot#m tot cu ¢Y cea mai mic¥ reuniune de $Y perioade care contine
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domeniul Sl .

Mai intii s# observim cé‘{(%) este m¥rginit¥ fn L (&):

X\'PQ(‘—E)«’“ L g\’ﬂ,%)&r

ST {y

i
it
~

o 1
\( [
~
N
(=l
SN
S
L S
1
}

SRl ) BT 3 VEYhagen

~unde prin n(¢{) am desemnat num&rui perioadelor ce acoperi domeniul

S .

: 7 5 i
cum Q () este dens In I (R) va fi suficlent (a se vedea

propozitia de la sfirgitul anexei 1) s3 arit#m c¥

&GO dr (\\/‘) & c Q’(SU

& ey

]
(ke"{f) B dow e P
J ¢
S
Pentru aceasta si observdm c# diametrul unei ¢Y perioace

este de ordinul Iui € gi din conditia asupra luil & avem

[ D) — S;(X)l ¢ ¢ ghyor Cal)hs

SE mei remarcim gi faptul cX% |fYl > £ de unde

¢ (Bx)- 8x) ) ax —> ©

: @ =0

(1)

\

@\;/3

a¥ calculsim apoi

i

(2) St@(?) G:('X)dx
; E ML ¢

=
; = O iy gl O :
3 g b (9dy -g@(; )85 odr —> (P gg(f)i*
3 s . 2
unde 2¢ este ¢Y-R, & cirui grosime este mai micd decit £V2 .

Din (1) gi (2) rezulti exact relatia dorit#.
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Observatie. In general nu se"poate spera la o convergent¥

tare. Pentru a vedea aceasta este suficient s# consider@m in ca-
. . o . - 3 “ R o X : ¢ o
zul unidimensional funciia %(?)331m-? . Valoarea medie a acesteil
. L
functii pe o perioad¥ este zero, ¥= 0. Dac# a=(a,b) cu a,beR atunci

se vede c¢a

Teorema de convergenti pentru ecuatia de tip eliptic

Enuntul acestei teoreme a fost dat in §2 pag. 2 ,
Demonstratia pe care o vom da urmeazi calea indicatd de L.Tartar
si se poate gHsi fn [21.

fo 2 52
u gl u® sint elemente dim H (R) care satisfac

(%) 8-“ %_"{\_S RV Ay = S g v cx (x) ©& H(o (Jl)
L e L S
3
§ (\ = rb\/ 7 G
Ny

LR
rezultate &in (2.3) gi (2.22) prin fnmultire cu functii test gi
integrare. Dac& in (3) luém v=y ' gi timem seama ci
Vi
a1} = AT ROy e Y Je R remlt
5 £ €V

]
o

N O € | : { €

"4 W L‘U\ ( C({’ ((X <. C “ h “ 2
—_— o Ax Y Sed - 5 = 3
g DKL X J

S

(™

S

pe de alti parte se gtie c3 forma biliniar# a(u,v) =

1\

g%ﬁ~‘iY‘A< este coercivi pe HJ& Aceasta rezult8 din inegalitatea
Wi Ty |
v

L, » ¥ . Y 2
Friedrichs: ¢J) ¥ constant astfel fncit si avem s(u,u)zéﬂunﬁ,

V5

(v)ucy'. Mai mult, avem gi a(u,u);inf(l~'y)nuu?- 0 demonstratie
9 i

(=]

a acestor rezultate se poate gisi gi in ['2,7o

Folosind acest rezultat, membrul sting al relatiei dinaints



- ey e

este pitratul normei In Hl gi deci rezultd ci

bty & ¢

«Q

4 ¢ o constant® independentd de ¢, ytilizind din nou propozitla
| £

de la sfirgitul anexei 1, putem extrage un subgir nota® tot u
astfel ca pentru ¢»( s# avem
ol (u¥ € tifg) Alal A W'y ()

(5)

Tn continuare pentru a termina demonstratia trebuie aritat

oy

;ﬁ— N
i -0 -0 ) Ehe

) : S gl ¢
pin (5) rezultd c¥ derivatele partiale ale lul u sint

s L e R - ‘ . : X ‘
m¥rginite in I (). Dac¥ inmultim aceste derivate cu a.‘;j(-»{)9 cu

notatia din §2, va rezulta urmftoasres mirginire:

o 5 § o @

gi extr3dgind un subgir convergent pentru <- 0, avem

{ P
(#) « D (e p.(x slab fn ()

(ot eL())

Daci rescriem (%) sub forma:

r;) ' . )
L

4 LR ‘ 7 ¢ )
| (34) & \’)L Q-\—/. Al = ( .—g v d \'V’) v G‘HL (Jz)

A

putem s# trecen la limiti cu (¥)veH, fixatl g1 obiinem:

(8) S Wf'g%\dfn S {\,d<';_(y) ve ()

8

£ Ll

S8 presupunem ci

w

S oo



(9) P o= C\J .

Atuneci (8) ne arati cH u*eﬁi) satisfaé@ formularea variationall
(4) a problemei pentru u® gi din unicitatea solutiei am avea

u =u®, Urmeazd decl c& trebuie si demonstrim (9). Pentru asceasta
sé alegem funci{is test de o form# special¥ gi anume dack X (y)

este solutia problemei (2.18) atunci scrieme

: & |
N BBt Yoo s 85 70 (-’—;)

(10) ¢
_ e .
care se vede c& tinde tare la X, An L (%) s1 In plus verifics
ecuatia
3_ (a, gy S Ao ?\R
fILy . " e e
Tnmultind (11) eu (V)VGH; avem:
: Dwe Y gy v ) v ey
(12) Scx 3 = fa— °
S
S& considerfm £n (3) funetia test y:?wé , unde Qfé-@(ﬁj
RezultX:
| dut /ot awg g d
a T N/ %
(%) S (%) x| ( VT 3“ Lk
£
In (12) lufm vr%mf gl avem:
2 = '% B\ ”bV | 0“€3d,~0
(14) ) ( = o e 52 /O

S

Sedzind (14) . din (13) rezultif:
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<

' S s
a0 S %) Pie O g T

c] o

: — L A = S§ . dx
(O\/j fb\(“ ,\’\ D \P s

ST 2 X

)
pentru a trece la limit&

rezultaty dacd f; converge tere Mol FPin B gl g%

S

de duslitate dintre B g1 B'). :

o
\di‘\

In relatia (15) a. (é)
DY

R
y 2 § X (a\)«{
?QTW‘ converge tare la %:?Xk in'Yy (1), a, )

@icd gi tinde slab In -

P

e - il st ol e
2] adyly) (Koo + A )] 41 lar

Dy
2T ¢ ~ 5 L 5 o
Tyl . E*j\A converge tare ia §i.
rezult¥ deci cX pentru & —> 0 avems
: . .}“ L(’ & g ";( d)(
(16) | g(f’g T L"‘)w d*‘ =
5 : AR 2
pe de alt¥ parte din (3¢) pentru Vv =¥x avem:

Lot (00, 1 Se ) 4e = [Hende
S\ i 3

o

gi deei (16) devines

~ ¥%
% < o Np o8 2 \\) N
< e R Bl e Sl
J e
gau
P + N P G
& = O\\SW‘ T;:'
)
cee

a ce trebuia demonstrate.

T‘O OI‘UTW{V

2 convergents

3 e :
o«
(conform lemei) la valoarea sa medie 4w =

{ pentru cazul,termoelast%c

tn (15) vom folosi urm#torul

converge slab la

. / 2 ; :

g in B atunci 5 f;g{ﬁx - ff@dxk\gfgdx reprezintd formal produsul
1 o Py ‘

este

')(

converge slab in If(n) (%5,

¢Y perio-

(5)

Enuntul teoremei a fost dat la
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Demonstratia acestei teoreme se datoreazi lui G.PagafB], ok
Ecuatiile (6.1)(6.2) admit o solutie unic¥ notats

¢ o 2 s e . ‘ -
y=(u®, 8 ). Dac¥ conditiile initiale sint zero atunci se cunosec t57

[

urmitoarele estimiri:

' BT i f
aT) \ J \ ¢ Gl 4”?’“ L:L(fi"r) % LI(@T)
T £
; EIE O TR 7%
(18) « ‘j«\zli‘ 4(‘-’\;&% (u)B)>: % 3 l\'&“ i "l%&j) 4’)0(%{(')
o At

pentru té(o,T),<§T :(¢fﬁ5§ iar fsemnificé r@64; . Teorema de exis-
tent¥ si unicitate se poate g#si in(5], '
Fie h(¥) = Sirt\mwe-) br ) @€, (oiler
: o
€7 S~ 5 120 0s)

conform cu (17) avems

- i
g g () dedi €€

e o0
P YPetong
Yl ot ek
g g ( ?:8’ )1AK 4t &<
B(J'

5 o

pentru (¥) £>0. Rezult¥ ci (7) ﬁiLZ(O,T; H‘Cﬂ))mastfel incit
w£~»1ﬁ§i ;
_ 3 ce) tp e (lad ]
u &, ( % ) Lo m#-( (‘,/ q(ai L H -C.ﬂ. ) > 'V)
; ‘ 3 2 ' : "\ LZ(JZ> QV) g& é(a’“//b) 7))
SR oy s o R

e H
Pentru @ avem
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[ag sl Rt Ll gT" (:?5@? 2 . .
s Bl i ) : V(B )%ee ,were
gL (3 =% : o . :

o b o |
L abt 7} ; 7 D6 . - Ly
‘_zwd).g g Uﬁ‘ ) P S g (T_g-)( q—;,) )&v) L€ (0,T)
; £500 RAC S

3 Ao :
gi deci (ﬁ}ﬁEQLZCOyT;d; pY(®)) eu

< : 3 :
BT ©° slab in Lm(o,»i} Hfﬁﬂ))

(20) » - :
8%¢)— b(¢) sleb tnu'(y , @) © e(;"(fo,ff)

ca gi 4n cazul teoremei precedente va trebui s& aritdm

7 B - (%] : -
cd u'= u® gi £>&:_@c§ unde (u® &) este solutia problemei (6.8)

(B.22) .
B A fEoRAB0
Dacd W/ ‘este solutis problemei (6.18) atuncl s8 luZm

: : v * N % :
we! o S;hxh 7] g\x4 &( ?) « Rezulitg ci vom avea:

; { ¢
21) ) %iea
J

)e, v 2 S
QP@(\Mg)&SH>; 6 ¥ VGL-(%J,%UUU)

: £l P Py - p B2 -
Functia test v o vom lua de forma v=F v, , Ccu Y € (, Ocﬂ%)

ST ¢ W . Atunci ecuatia (6.1) se poate scrie:

4 3 € ¢ s ! 3 'f ok o
) LL;;H»(L Qf”;‘v (UL (‘5’)) t‘/:J (v) *\é f U« (‘9 )V‘ o

(22)

ST

f L ] : ;
g picayeqeo = faam
JU ;
‘ " | | M
pacd’ tn (210 JwEm v, -t 4, @)Y gl In (22) “Miis Wer
eu VfG'CEOQQ) gi scidem cele doul relatii; tinfnd seama de sime-

o

tria coeficientilor, avem:

< ST VR




< B

¢ O DN, £ O
| @L ptbypantia itsadieuy i,w);—’t L
5‘\"L e - 5

ST

Y (o ‘f ‘F - 2 "«‘;&#: e : .
‘{"' g {S‘J\(‘i (L?() \""€<A' % i S ?‘\) & ((t){ UV'{(,D";J'"L \{y e(J (Uf)}]

. ( (o wee

n

(=

‘ S St e B i)
S8 not#m limita slab¥d fn 1’ (x) a lui. C“S?i T,
A~
o . A G ; : : ¢ : =
RN (©) (aceastd 1imit¥ existd din (19)e gl dujri GL?&&)) » Daci
trecem la limit¥ in ultima relatie cd ¢- 0, fmlocuind membrul

drept cu limita din (22) omglnut¥ pentru V¢ = ﬁngkxh seiobiine;:

e B Bk e ey
S €u~ (\L(> S{kxk ;};— “ O\{"“\P‘L l(‘) (\’( \g +

L ) J ‘
Btz T i
T endunr- [ #1e) S -
JU ﬂ
P Tl g %W\fax,JmJ B¥Ct)g - SV‘*(W&‘)‘ (Bt
" L (S} YR v;“‘} ) ) H X

Ju
St
Rezult8 deci:
s s D [ peiee; (\(/LL‘)]M";“(‘(*)
(259 Y (%) = qkﬁpi “g;&’ LA

Trecind la limitd fm (22) unde tinem seama de (2%) rezult:

§ A 5o e >
S Ladypq Cpy (WD)~ T Pog &g (W] 0* o)} € (v
!L - 7
J S ?t—t;ﬁn(({”l)v( i { 3?)‘} 8“( L(‘) E;)(\/) :J[([gﬂ 7%
o Fe Fe

N . - pX .
gl deci (uﬁiﬁf) verificl ecuatia:

’ j .58 o oy OB
E. (qg %H? )\w< : +ffpf’ CWJ/]/)%%,

‘ ':,_) ! ) 3
(24; f(j ;ﬁ, \A((;L
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cai 0
Dacd lufm acum ecuatia temperaturii s& not&m L‘j%g '(%*

slab 5n,L2(ﬁ)a In ecustia (6.13) ludm w{zxk‘+§wé§}. Sc#zind aceasti

relatie din (6.2) avem:

o ey (G dw
S " { 30y Dwe B 9'(Q)5

- \ | ’ax'} SR e a,\/3
B o (%' : :
s o BN et ~{ Taps Dot = vy
: < Q@ 53
gi trecind la limit#H :
T 6 fc\,\+ i —— o¥ &k(( '))( \/._
ke : A "/) - (a S o ‘Tg £
S { 0. (L{’) r\( Xp lLJ ¢ ox] (% ﬁ )

ooy [0 R
. (& ey o) e pledeet

unde vgieij(tAg(@'b)~@?rA(\p') ~slab.fn b () () e . o"T])

Rezizlt# deci

. ' e 0"
sy T 00
“) ‘aA'I

Pentru evaluarea lui M se procedeaz8 dup# cum urmeazi.

SH¥ rescriem ecuatia (6.19) sub forma

- < 2 Lo & A
(26) - g G\Hr(b Q,’)cil (2 )E»q)(v') = )l %" @‘) ()/)

o

unde 525: é(gﬁ(g) « Toind fn H26] v=u£(%3ﬁ~ si ‘tn#R22) vizgf,'cm

¢ e c?(z) gl sc8zind rezulti:

Fl o el
< ?"bqf (o) Sk 2a. . Y8 Sk }N i
S R D il e T el Ftpl Il Al
K7 X J : S
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¢
¢ A

e

i Phl
SOg e ) e
)'2 ~; +“W (%){ Jz‘ e (%)}

2L
¢
e e Yul(w
- g@w )Lvm) B o }

cind <> 0, ?zzgwﬁ o tare in LQ('ﬁl} Deci

laju @ T2 vt s Fryesar)eton

= o f oy (%)Y
Lo

R S %t{f(‘{’)
P ] (eju (@] Y 5

Ecuatiile (25) €27) si (6.2)spentru . £ > 0 implicHs:
\ (}& gl FiE 3 > [ ¥ c:.&‘
bl Tt oToztd seditei® 50 ] e
ot - 1“’ r@)(,f“* i
T o beprdasjur o] ) 55 =

Ecuatiile (24) si (28) avind solutie unic#, coeficientii

o
£iind aceeagi rezultid (™, &) = (%, 6%.
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