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P r e z e n t u 1 m a t e r i a 1 r e p r e a j . n t H . . e x p u n e r i & , f 5 e u t , e . d e

autor  ln  cadru l  seminaru lu i  de  ' ,Mster iaLe conpoz i te , f  eondus

d e  c H t r . e  p r o f . D r . D o c . N . C r i s t e s c u  g i  D r , E " S o o s

,  D e '  u n  r e a l  f o l o s  f n  r e d a c t a r e a  a c e s t o r  r e z u l t a t e  s u

fos t  tnsd  g i  expuner i le  f5cu te  in  cadru l  seminaru l .u i  de

"Teor ia  omogen izSr i i " '  care  func ! ioneazd la  See l ia  de  l fa tc roa-

t i cd  INCRXST de aproape 5  an i  de  a i1e .  fn  cadru l  aces tu i  sern i -

-  nar  numeroase aspec te  J -egate  de  de ta l i i  de  demonsLra l i i ,

e x e m p l . e  s u g e e t i v e .  Q . B .  a u  f o s t  e l u c i d a t e  d e  c 5 t r e  i , i n e r i i  c e r -

ce t5 to r i  Ge l -u  pagar  Dan pc l igevsch i  g i  Bogdan Vernescu,  esrora

p e  a c e a s t d  e a l e  l i n  s E  1 e  m u l t u n e g c  p e n t n r  f n t r e a g a  a c t i v i t a t e

c iepusS.  IJne le  de ta l - i i  care  a1r91. '  lD  prezenta  ]uerare  $ i  care

q u  a u ; r a i  f o s t  p u b l i c a t e  l " e  a p e r " { i n  l o r  c a  g i  l u i  f f : e J n a  ' l

' l 0H lug5reanu; , ,care  a  avu t  ideea abordHr i i  p rob lene i  d in  $10.

In  ru .ad  spec ia l  doresc  sd  nu l lu inesc  co legu lu i  Se lu  Papa

care  a  c i t i t  cu  a ten t ie  manuscr isu l  p rezente i  luc rbr i  g i  a  fHcut .

n u m e r o a s e  s u g e s t i i  g i  o b s e r v a l i ' . .
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1. TNTRODUCERE ":

Metoda omogen iz6r i i  rev ine  ra  s tud iu l  as i rnp to t i c  s , I

u n o r  h b d i i  c u  o  s t r u c t u r 5  p e r i o d i c x , s a u  m a i  p r e c i s  r a  s t u d i u l

p rob lemel .o r  l -a  l im i td  1n  as t fe l  de  med i i .

DacE d i rnens iun i le  per ioade i  s fn t  n ic i  fn  compara l ie

eu n5r inea domeniu l -u i  fn  care  s tud ie t r  p rsh lema la  l i ra i tE ,a tunc i

apare  na tura lH in t roducerea unu i  papamet ru  ' rn ic  
€  r  de f in i t  fn

genera l .  ca  rapor tuL  d ' in t re  d i rnens iunea per ioaae i  g i  d imens iunea

corpu lu i ,  1n  rapor t  cu  care  vom lncerca  sH ob l inen o  dezvo, I ta re

a s i n p t o t i c d  a  s o l u f i e i .  A c e a s t a  r e v i n e  l - a  a  d e s c r i e  t r e e e . r e a  d e

I a  s t u d i u l  l - o c a L  s a u  m i e r o s e o p i e  a l  f e n o m e n u l u i  ( t n  e a z u l  e o m p o -

z i t i lo r  s tud iuL  s tEr i i . . f , s  . tens iune g i  dep lasare  fn t r -o  ee lu15. )

] .a  s tud i -uL  g1oba l  sau  macroscop. iq  ( fn  cazu l  eompoz i ! i lo r  s tud iu l

s t H r i i  d e  t e n s i u n e  g i  d e p l a s a r e  1 n  t o t  m a t e r i a l u l ) "

D in  punc t  de  vedere  ua temat ie  aceas ta  rev j -ne  ]a  a  ne  da

o  f a m i l i e  d e  o p e r a t o r i  A € ,  c a r e  d e p i n d  d e  u n  p a r a m e t r u  m i c { ,  a i

c H r o r "  c o e f i c i e n l i  s f n t  f u n c ! i i  p e r i o d i c e  l r r  v a r i a b i l e l e  s p a ! i . a L e .

f 'n doneniul .C. vom avea o proble,m5 la l i rn i t5:

(1 ,  l L  ) a f u 6 =  f 1 n -sl-

cu

d e

c
t t r -  supu ls  La  cond i l i i  l a  l im i tE  adeevate '

a  o b l i n e ,  d a c 5  e s t e  p o s i b i l ,  p e n t r u  u €  o

(
Itr" = Ll^ +I U1+ o . .

{J ll-

Probfema es te  aPo i

d e z v o l t a r e

( ? )



a

ca re  fn  genera t  es te  o  dezvo l ta re  as inp to t i cde  sau  ee1  pu t in  de

a obl ine pe uo Si o teorem5 de convergentd p'entru

Rezul ta tu l  s tandard af ,  aceste i  metode este

sa t i s face  o  ecua l i e  de  fo rma l

€ - r  0 .

e c e L a  c 5 ' u o

(5 ' , - A t r * f  t n  - ' l L

cu eondi l i i  la  l imi t5  adecvate pentru ur r  g i  eH pentru 2+ O so lu-

.g ia  u t  u  p_roblenei  ( l l  t inde c5t re  so lu l ia  uo a problemei  ( r ' t ,

I n  (1 )  A  es te  un  opera to r  cu  eoe f i c ien l i  e imp l i  g i  es te

numi t  'operat -oru l  omogenizat .  sensul  aceste i  termlnolog i i  t rebuie

fn le les tn  fe lu1 urmHtor ;  Luo care sat is faee o ecual i -e  cu coef ic ien-

t i  s imp l i ,  ap rox imeazd  so lu l i a  u  I  exae tS ,  da r  g reu  de  ob t inu t . . '  , : "

In  fe1ul  acebta se t rece Ia  o  des0r iere g1oba16 a fenomenulu i ,

dependenla de s t ruetura microscopicX f i tnd obt i r ru t6  ln  ca lcuLul

coe f i c ign t i ] g r  omogen iza l l , sau  eoe t ie ien . t * i  e fec t i v i .  ' "

* ,  i i {n  ce le  ce" 'urmeazd vom prezenta pe scur t  modul  de const ru i re

a operatoru lu i  A Ei  sL eoef ie ien l i lon omoreniza! i  pent ru ecr- la t i i

de  t i p  e l i p t i e ,  pa rabo l i e  q i  h ipe rbo l i e .  Yom enun la  de  f i eca re  da t5

f ,eo reme le  de  .o iu . "gen !5  a  Ro lu t i e i  u  g  e5 t re  uo r  pen t ru  L+  O,  de -

mons t ra ! i a  f i i nd  rep rodus6  tn  Anex5 . '

I n  con t inua re  se  vo r  s tud ia  p rob leme de  e las t i c i t a te  a  ma-

ter ia le lor  compozi te ,  prob l "e ,na termoelast icSrr l recum g i  est imur i  a le

coef ic ien! l .1or  omogeniza! i .  Mai  mul te  exemple vor  fneheia aeeastd

prez entare

probleme ne mdrg in im s5 c i tdm,  car tea lu i  A.Benso 'ussa$r  J . - t r .L iOnS

gi  G.Fapanico laou r l l l  ,  ia r  pent ru s l te  exemple de ap l icare in  meca-

, d o e l d c t r o m a g n e t i s m ,  g . B .  a  a c e s t e i  m e t o c e ,  c a r t e a  l u i

S. Sanchez-Pblenei 'a , lZl  ,  i . .

-: a



) -

zii.,, rilElopa QUpQESTZARTT pnrrrRu EclrAlrr pn_rll J-L.TJEIc

Vom cons idera  ecuat ia  de  fo rmai

( 1 )

X 4

r&(ai; '(x)&)=r(x) i
si i=a ii

sau sub fo rm5 ech iva len tHr

( ? , . S * t i  P 1 = a 1 i f t

d e

t i- i

DacH rna ter ia l -uL  ar  f i  omogen a tunc i  8 ; ; .  RU ar  dep inde
+ r J

x o  D a r  p e n t r u  m a t e r i a l e  a e o m o g e n e ,  e o e f i c i e n l i i  
" i j  

s f n t  f u n e -

d e  x o

.  
' i  , $ i B ' c a z u l -  m a t e r i a l e l o r  c u  o  s t r u c t u r d  p , B r i o d i c d ,  c u m  e s t e

cazu l  mater ia le lo r  cornDoa i te  c ,&re  cont in  inc iuz iun i  ln t r -o  rna t , r i ce ,

a i ; ( x ) .  e s t e  o  f u n c ! i e  p e r i o . l i c H  d e  X r  D a e d  c 1 l m e n s i u n i l e  p e r i o a d e i

" t " t ,  
n ic i  ln  compara l ie  eu  d imens iun i le  fn t regu lu i  domeniu ,  a tunc i

n e  p u t e m  g l n d  c E  s o l u t i a ' u  a  p r o b l e n n e i  ( l )  e s t e  a p r o x i m a t i v  e g a 1 5

cu.  so lu ! ia  cor '€spunzHtoare  unu i  ,mater ia l  onogen iza t  ln  care  ec le f i -

c i e n t i i  a r  ;  s l n t  c o n s t a n t i
-  r . J  

' - t t e  v v r r v v u r r S * t  

* ,

X r

F i g ,  l

Fie  l l  un  domeni r :a  d in  n3  ln  cooz 'Conate  x . i  t f ig . la ) .Vom

cons idera  ln  spa l iu l "  n5  a I  coordong, {e1or '  y4 , .  un 'para le l i i : i ped  de

l -a tu r i  y ;  ( f  ig  .  1b ' )  g i  para le  i ip i  pe 'de  le  ob l i r ru te  p r i  n  t rans la t i  a

t i y i  (n i  fn t reg)  tn  d i rec l i i1e  axs i l .o r .

" i ; ( r ) = a j 1 C v )  e e r e

u,

Vom cons idera  func t i i l e  Yxper iod ice



4

ver i f ic5 condi ' l ia  cd ( l )  I ro ,  ast fe l l  tnc t t  eH avem

a:  : ' ( v )1 ,? :  > ,  { } ; \ ,  Pen t ru  (VJ  Y€Yr .  | uR3l . I ' "  '  
" t ' * l  

'  - -  - i

A p o i  d e f i n i n  f u n c l i i l e

'  
" i i  

(x) =ai j ' . f )

. t rnde f  ,est  
parametru rea l  poz i t j .Y '  Se vede cH funct i i le

a. r  *  (x)  s lng tY*per iod ice ln  var iab i la  x  ( t r  este para le l ip ipedul
r t J

r)
de  l "a tu r i  f .V i ) .

' . , )  A tune i ,  daca  f ( x )  es te  o  func l i e  ne tedu  da tH ,  de f in i tE

ln  sL  l  vom 'cons ide ra 'p rob lema ' - l a  l im i - td

AeeastS ' 'prob lem5 f ;ent ru  l>  O f i " *a ' t  ac lmi te  ,o  so lu t ie  un icH dator i tX

cond i t r i e i  de  e l iP t i c i  l a te .

, : . , .  Ans lc ,g . :uu (z l i i  vom def in i  vectoru l  f  
t  d .  componente:

i  € .  . }u€(5 ) ni (x); eti(*)ff i

V O m  c d u t a  p e n t r u  * t 1 ' t 1  o  d e z v o l t a r e  a s i m p t o t i o g  ' f n  f u n e t i e

c le  t  ,  pent ru ero g i  anume vsn adni i te  o  t lezvol tare tn  sc[ r i  nu l t ' i -

p le  de forma:

( 6 )  * e  ( t ) = o o ( * ) + r r a l ( x , y ; + € t u 2 ( x r y )  " '  r 1 " Y = f ,  , i ,

u n d e  o i ( * , y )  s t n t  ! - p e r i o d i c e  t n  v a r i a Q i J &  V '  f n  f a p t ,  t o  a c e s t ' -

f e 1 ,  n c i  p o s t u l 5 n  e x i s i e n l a  f u . c d i i l o r  u l ( x , y )  d e f i n i t e  p e n t r t '

x e S t ,  y u l l } ,  i n d e p e n d e n t e  d e  t  I  Y - p e r i o d i c e  t n  y  g i  a s t f e l  l n c i t



pentru o=t,
a simpt ot i e5

- f tx  n) ,  s fnt

membrul cTrept

pentru ,r{  (*) "

astfe 1. lnc t t .

a I  1u i  ; , ( :5 ;  5C eonst i tu ie  o  dezvol tare

D e  f a p t ,  f u n c t i i L e , r i ( x r y )  d e f i n i t e  p e

d e r i v a t e l e  s e  e o m o o r t 5  c a

1 0
7 W

,{

q *  3 -  +
Q x i

I n  f e l u t r  a c e s t a  d e p e n d e n i a  d e  x  e s t e  g i  d i r e c t 5  g i  p r i r a .

in te rmed iu l  var iab iLe i  1 r ,

p e n t r u  a  l n g e l e g e  s e m n i f i c a l i a  f i z i c S  a  d e z v o l t 5 r i i  ( 6 )

s E  c o n s i d e r 5 m  i '  x
, r * ( x , ?  )  c u  {  m i e .  E s t e  c l a r  e H  d e p e n d e n l a  d e  v a r i a -

b i L a  {  e s t e  p e r i o d i c H  c u  p e r i o a d a  f Y .t

DacH comparSm va lc r . i le  lu i  L  '  x '  ^- .  u * ( x ' f ) t n  d o u 5  p u n c t e  P l  g i  P z

( f i g , Z )  o n o l o a g e  p r i n  p e r i o d i e i t a t e  f n  p e r i o a d e  v e c i n e r  $ €  v e d e  , : 5

d 'ependen la  f "  
;  

es te  aceeas in ia ' ry i : :deoendenta  fn  x  es te  aproape

a c e e a g i  d e o a r e c e  d i s t a n { a  P l P e  e s t e  q n i c $ ,  i u "  t i  e s t e  o  f u n c l i e

n e t e d 5 .  .

e e!.o-->
Fi

e  d e  a 1 t 5  P a r t e t

d i c i t a t e  s i t u a t '  c i e p a r t e

.  d a r ' d e p e n d e n l a  f n  x  e s t e

s t n t  a p r o p i a t e .

f ie  Pq punc tu l  omolog  lu i  P l  p r in  r re r io -
) , ' ' *

d e  P f , _ .  l e p e n d e n l a .  l u i  u '  l n  y . e s t e  a e e e q $ + s

foar te  d i fe r i tH  deoarece Pn o i  Pa; ' r tu  ma i  'n ' r

SA comPardn

s i t u a t e  t n  a c e e a g i

acum valbr i le  Lu i  u-  tn  dou5 puncte F4 ' t ' .g i  p4

per ioadS,  pependenta  ln  x  es te  aproape l l ' : scBes,S i



deoarece  P1

e s t e  f o a r t e

ri^odi;u:it ate

$ r

gi  P 4.  
s tn t  foar te

d i fe r ' i tH  deoarece

.  D€  fap t  6 i s tan ta

de funel i i  ne

aproaper  P€ c tnd dePendenta fn  Y

PX Si P4 nu stnt '  omoloage Prir t  Pe-

r f+

conrduc Ce fapt la ideea f ls fecal  per io-

A stfe]

d i c i t e te '  
' i e . ! i i  pe r iod i c i  u i i '  de  f

In , faPt  u{  va dePinde de c . . re f i t

g i d e f r o n t i e r a . d s l . E s t e ' . d e c i n a t u r a ] . s H . l c 5 u t 5 n s u b f o r m a ( 6 ) r

d e p i r , l z t n d d e x t n t r - o f o r n n d g e r i o d i c H d e p e r i o a d H t Y g i u n a n e .

p e r i o d i e 5 . l r t o r i e e e a z d e z v o l t a r e a ( 5 ) e s t e v a l a b i l d d e p a r t e d e
^ o n e l e a p e r i o d i ^ t e s l n t p r e p o n d e r e n t e "

rron! i1: : i l " :  
: " ;" : :area (G) se observ'  cd am presl lpu" oo(x) '

6cest  ]ucru r tu  es i ,e '  esenl ia l .  Putem consj .dera tn  genera] .  uo(x ;y)

g i d i n r a l i o n e n e n t e s i m p l . e s e ' ' . o | r ! i n e c H . , u " o ' e s t e c o l s t a n t t n v a r i a -

b i l a y b ] [ a ] . A c e s t l u c r u n e a r a t H t l r s [ r - r n f a p t r e m a r e , a b i l :

o€ ( * )  es te  o  func l i e  uo {x ' )  p ' l us  n ig te  te rmen i  rn i c i rap id  osc i l an t i '

u rmbtoarea etapx este ac{ t in , r  eH ca}cur ' rn  for -os ind (6)  expres i i l t

" '  
(  

' l u  l u iP {  
: :

ru i f f i  s i :  -
c

, c r  L'  u ' r ] t
11 \ --:* t'\ . r /  ? x i

g '

(B ) rf f *l =e.l (x,y,) n tuf f n,J )l+ . . G

uio(x ,Y ) =ar; (v ) e;

r! rx rr ) =aii (v ) Ah

' ?x i

Q u o

.  * &) 
(*o*t ' t i t+": )=

.#.:H.ffi ' +"'

.ffir.s, 1 ; r

" ,;: ,!
(e)

A c u m  e c u a t l a (3 )  care are f  orrra:

* ElFf{*-'



i

* 7 -

n €' d  
P ;- ^-+ = f(x)' d  o i

S e  V a  S C I " I € 3

n  1  O . ,  o  l(10)  ( -  ̂ +-  -  t  d*)  ( r r i+{Ff+. . .  )=f (x)' c ^ i  e  o J i  r

-  Jden t i f i c tnd  pu te r iLe  sucees ive  a le  l u i  €  tn  (10 )  vom avea ,
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c u  f l i  t e n s o r u L  t e n s i u n i f o r o  g E  v e c t o r u l  d e p l a s a r e ,  { ,  c o m p o n e n *
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t  I n t r o d u c f n c l  d e z v o l t H r i l e  ( 6 ) . =  ( B )  f n  e c u a ! i a  ( l ) " , ' , g i  i d e n t i _

f ie fnd  pu ter i ie  succes ive  a le  ]u j "  f  "  vom ob l ine .  pent ru  te rmen i ' i , ,

, C e  o r d i r : u l  e - l  e c u a l i a :  .  ,

(s,) 
't5-i. 

=. n
?  Y ;

' ?

iar  pentru termeni i  de ordinul .  f  :

a c.\. ,)c.o.
( 1 0 )  

d . d 1  * r i = o
. ,  - !

i " '  ' S H  o b s e r v 5 n  c H  e c u a l i i l e  ( 9 )  g i  ( 1 0 )  s f n t  a n a l o a g e  c u  e e L l a - , ,  i ,

3 i i t e  ( 2 . 1 1 )  s i  ( 2 . 1 2 ) .  E l e  v o r  f u r n i z a  d e e i  p e n t r u  p r o b l e m a  e l a s - :

t i e d  c o n . s i d e r a t H  e c u a ! i . a  1 o c a 1 5 .  g i  r e $ p e c , u i v  e c u a ! i e  o m o g e n i z a t d . , i : .

, . [ n  f o n d  e c u a { i a  l o c a l H  ( 9 )  n e  v a  } ] e r n i t e  s H  c a l - c u } X m  m s t r i c e a  d e , r : / . :  . i , . ,

'ltryql
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e l a s t i c i t a t e  m a e r o s c o p i c X  s a u

f u r n i z a  e c u a f i a  m a c r o s c o n i c H  a

D a c E  a p l i . c 5 m  o p e r a t o r u l

s e  v e d e  e i {  a v e n :

omogen iza tH  o  i a r  eeua ! ia  (10 )  r re

mste,r ialul"ui  conpoz i- t  .

d e  m e d i e  ( 2 , : - 3 )  e c u a t i e i  ( 1 0 )

va

eF:" "'l 1( 1 1 )  
f 4 .  f s  =  0

unde am t inu t  seama de urn5 toruL  ca leuLr

frt"ii'id":: o

nI
. 1  .  o . . ' d a i ; t t) J= epn* (u , aH

rJ

( * F # i H d v =
y \ y

E c u a t i a  ( 1 1 )  e s t e  e e u a t i l n a c r o s c o p i c 4  a  m a t e r i a l u l u i

c o m p o z i t  g i  s e  o b s e r v 5  c H  e a  € s t e r , r a n a l o a g H  g u  e c u a { i a  ( 1 ) .

pent ru  a  ob t ine '  legea cons t i tu t i vd ,  von  in t roduee fn .  (9 )

e x p r e s i a  l u i  e i r .  s i  a v € D ;
- L d

(12  ) & [urr*n (Y) *rnv (T{

eu  cond i { i a  de  Y-pe r idd i c i ' t a te .  Eeua t ia  (12 )  t rebu ie  fn te leasH

ca  o  ecua l i e  l n  necunoscu t "  o f  ,  f uncs ia  uo  f i i nd  cunoscu t5 "

Analog cr l  $2,  vom t rece ] -a  formularea var ia{ iona16 a problemei

(12 ) :  s ,5  se  gdseasc5  g iev " (Y )  as t fe l -  l nc f t  pen t ru  (V  )  yeV* (Y)  s5

a v e m :

Crl) 
frrr*n(v)eoon 

(gt )er5u(vldv=ukhx(go) l 
t# 

v&.ov

A q e a s t , S  p r o b l e m d  a d n i t e  o  s b l u l i e  u n i c H  d a t o r i t H  Y - p e r i o d i c * ' t 5 t i i

c ' o e f i c i e n t i f o r .
L h

Not lnd eu ruo'f
i

Y .:':'v

r
\
J "i;r* 

1Y) t*l

V-  (Y)  so fu t i  a  p rob lemei  ;  . i '
,

(y't)uir,., (g)d3" = ( ry'. dv (k) Ytvy"  . l? -  
v vJ
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s e  v e d e  c d  s o l u l i a  e c u a t i e i  ( 1 3 )  e s t e

( 1 4 )  r 1 0

In t roduc  lnd

o ekhx (qo I gl

( l -4 )  ln expresi  a

' \

se obt ine

C  C * )
u(
+

rui CI*i;

ai j=ui5r*  [€0, . , (gc) '
="iii* 

[ 6ou 6*i. *

Ffi * 
"iojrhekhx 

(uo )= -**rioi
' *

o  I  r c  (  ^  [ - ,''i*n= 
btr**[Sr*S* 

o" l'v ( w"i

d e unde an l ie fnd  opera toru l  de  med ie  aven:

* '  e  Q u I ( g ' ) ] .

" lry ( \ilTjekh* (yo )

r1
o o  

"  
e c u a d i e i  m a c r o s c o p i c e  ( 1 1 )  t r e b u  j - e

I a  l i m i t H ' m i x t e :

(15")

( l . 6 , \

, ,:,,,,. gyi'dtnt sglulia

c Xut at H c\ l  e ondi 1i  i  Le

(17  )

(x8 )

t  orul- :

p rob le

o l l  =
{  b,9l

Obseryq l ih  4 .1 -  DacH fn
: : :  .

hrului  e ]ast ic , t "am f i  f  ormulat

H este urnd-
19

u  so lu t ra

o=ln; ui6 Hd (*n );

l ocu l  p rob l .e rne i  (1 ) -  (5 )  a  ech i l i -

prob lemd'  d inamicSo deei  cu ecuat ia

. o l
U l  /  

: . - o
* t D''tL

! o  i
\ r  "  u ' l  =  E' L l  ' ,  

1 |  
- 1 .

'  r  ' l t - n

Rezul ta tuL < le  convergen!5 fn  aceastu problem

t lacd  u  
(  es te  so lu t i a  p rob leme i  (1 .  - (5 ) ,  i a r

me i  (11 )  (15 )  ( }? l ( f  e  I  a tune i  ge - ,  B "  s lab  fn

)
Ob  i ; ,

I '  i -

, y
l
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atunc i  ap l i c tnd  rezu l ta te le  d in  paragra fu l .  J  ecuat ia  omogern iza td

sau macroscop icH &r  f : f i  fos t ;

^ t s o  ^ z  e
U ! ; . i  . .  r u ,  c i  L l -

6"-# + f '(x) =P --+
,  ^ j  r \  u  e t , .

cu  aeeeag i  l ege  cons t i t u t i vS  g i  aceeag i  exp res ie  a  coe f ie ien t i l o r

omogen iza t i .

5, O PRCPRIETATN A MATRICII  DE ELASTICITATE

fn  prob lena e las t i cH t ra ta t5  an ter io r  am ob l inu t  o  fc rmulE

pent , r "u  oa{cu1u l -  eoef i -c ien ! i lo r  omogen iza \ t  (4 " fe  ) "  Aceas ta  p resu-

. L q
pune p 'e  de  o  par te  cunoa.g terea  l "u i  I *^  care  ee te  so lu t ia  une i

p rob leme La l im i t5  b ine  pusE,  dar  g i  e fec tuares  unor  med i i  pe :  vo-

l u m u l  c e l u l e i  d e  p e r i e d i c i t a t e .  V o m  d e m o n s t r a  f n .  c e l e  c e  u r r n e e z H

e X  a c e s t e  m e d i i  d e  v o l u m  p o t  f i  f n l o c u i t e  e u  m e d i i  p e  s u p r a f a d S ,

c a r e  f n  a n u m i t e  c a z u t - i  p o t  f i ' r n a i i  u $ o r  d e  c a l c u l a t o  A c e a s t 5  o b s e r -

va l ie  a  fos t  fdcu t$  sub o . , f .e rm$ d i fe r i t5  de  cea pe 'care  o  p l :ezentX

si  c i  de c Stre 1 'h .1urty f4 J .

t r ' i e  e g a l i t a t e a  e v i d e n t $

. r  (  ? .-c I  f  tc. . lo) e i tr,rikvi) u* # | q:"idv * &Jtr-q*u'
Se observ6  ined ia t  c5 :

' r  (  c  f ,o
T # \ 6 * l i k d y  = u i j
l . r l  J  d ^

Y

D a c i .  ( 1 )  s e  p o a t e  r e s c r i e , .  s u b  f o r m a :  -



2 a _

( 2 1
fr./ 0

6 i .r_J
1 r

=  - l

tv l  t
YSdsPi*"5"nuu

\

( 4 . 9 J

(

J

G A

1
J

Din  ecua t ia

n  a n - g

I  ' d u . .
\ l K

t .@

I  r \  l r -'  t  . / . , k

Y
(Jrmeaze eU

din membru

pendicu lard
'-ck t  aturxel

Atunc i :

v e d e  e U  a v e m :

y ;  d Y  =  0
dl

in tegra lh

dului per

opus& lui

f n re la,t,&a

I  d rep t .  E

pe  d i rec t

t Y * Z , U Z

( '2 ) mai r lmtne de calculat Prima

acH notdn cu 2u fu3"  Para le l iP iPe-

ia  yk ,  de co ' td  ak ,  g i  cu Z i  fa la

iv  z"  vz.r  vz$zJ.

I  r " * - o  - '  1  T [ - "  -  ( - o

#i u-i,prr'*u"=.# i 
i:;,a1dr2dv, 

- J*i' t-4, ) dvzdvl +

tv *{t , v. i}rayr- lli ryon-r'av, . ia,"ndvrdvz
t .  .  , i ;  i  e  - z t

, -JT;, Yldrrdvri = 
rzrl IotidvzdPT

r-7 
Zl

i n teg ra le l "e  pe  ceLeLa l te  fe lo  f i i r nd  Eera  da to r i tE  Y -pe r iod i c i tH t i i .

S e  v e d e  d e c i  c E

n\ * fq?"i'rd* *'cJi)= t fcl'u*
'  
ry 

- 
--K-* -1J' 

I z6l 
| , ' '  

t

unde nota l ia

pe una d in  fe le)"e para le l ip ipedulu i .

i n  fond  re la t i a  (2 )  a  deve ,n i t ;

( 4 ) tJi = .c*r] ,

Noi  g t inn c '5  ( *15: ' ,

'---Y*!{rr.1!t
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X o o . r
t i j=" i jrn"rn* (8" )

C  I  r C  (  ra i ;rrt= {ai 5rm L}1. d*r ou lory (

D a c E  n o t 6 m

Y'r) I ]*

ai jkr,**i jlrn[u,.Lnouro,y ( \gtl J

avem .gX frJj=Ai5*,er.n*(go).  se vede cH e 0i  j t=.Ai j r . iuth*(*o)

R e z u l t d  l n  f o n d  c H  ( 4 )  e s t e  e c h i v a l e n t X  c t x

o
ai .5kh= (Ai  jur '= AiStn

Cu a l te  euv in te  coef ic ie* "q , t i i  omogen iza t i  po t  f i  ca lcu la t i

sau ca rnedi i -  pe volum sau ca med' i i  pe una'di l ]*  feteLe p-Ane] 'e l ip ipe-

dultl^

6. TnR}TOEIASTICITArEA MAIERIAI,ELOR CO},{POZITE

Vom eonsidera ln  ,oe le  ce ur :meazH o s t rueturE per iod icE

de forma ce le i  def in i te  fn  $4,  l in fnd fnsH cont  de observat ia  4"1,

pr 'eeum gi  d 'e observal ia 2. ,5,  Aturaei  ln , . -P-1;  ( i=1,2) \ , "om avea ecua-

r  ! i i l e  te rmoe las t i c i t d l i i  l i n i " t e [ . ' 5J  [6J !

tc,t. , f*rt
( r )  . 4 - l ; f . = - f i ( x )

1g( .  _  ̂ r  1g :_ . , .3g ,=  _r (x )e't, -+carrtrr- *"$.i + - .I k -

g i  ecua t ia  c ;on$ t i t u t i v5

0't oi,r="rirn".j',-f;'i s r

( 5 )



2 2

n (
r :n r tde  fn  p lus  fa !5  de  no ta t i iLe  an ter ioarer  apa in t rodus  v  tem-

pera tura ,  r (x )  sursa  de  energ ie  ex ter ioar i i ,  fo  te rnPera tura  de
t e -

re fe r in t5 ,  F , i  tensoru l  tempera turX-dep lasare ,  k i ;  tensoru l  con*

d u c t i v i t U ! i i  t e r : m i c e ,  
" t  

e 5 l d u r a  s p e c i f  i c H  } a  d e f o r m a ! i e  e o n s t a n t H
t

S"  E  dens i t ,a te&c" .Vom cone idera  coef lc ien t i i  ea  f i i rad  Y-per iod ic i
i {

l n v a r i a b i } a y = x :
E r u ?

t " ' x ' i '
a i5rn(x )=a i  j khe* l ;  F i5  f " )= f l r j  ( ; )

(  -  . t  v  ft i ,  rx )=k i i  c f  ) ;  3  ( *1=9e| )  i  ( ' ( " )= . ( ; )

In  p lus pe f  \ rom avea condi l i i le  la  L iq i t5 :

i  ( l
t u , J = 0

i ,^ t  r
[ \ l ; : f l + l =  0r J  n '

( 4 )  f o t rt u  J  =  O

i - t  n o u t  - (  -
,  k.  . .  ---O; \= Ot  *1J '  r l x i - - i i

vom cSuta solut i i  de forrqat J

C a 1

g ' ( * , t r )  = g "  ( x , t  ) + ( g ]  ( x r Y  n t ) +  o .  .

( 5 )  
& t ( * , t ) = s o ( * , y , t ) + r 0 1 6 x , y , t )  + . . o

e e e s  c e  n e  c o n d u c e  L a :

,  ( .5  )  - r t ; :  e i  j ' (g t  l=uf r (x  nv, t )+ te i ;  f " ,x , t l t . - . ,  .

( 7 1  6 i r = t t ( x , y , t ) * t c i : ( x , y , t l t  . . .

c u :
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A r 3  f "  , y , L ) = a i  j r c n ( y ) e i j  ( x , v , t ) - l l i 5 ( v )  B o ( r r o Y , t ) '
- t  .  L  !  t  ^  r - - . t  , Q 'a  i ,  C x , y , t . ) = a i j * n ( v ) e f j ( x , y , t ) - i 3 i  j  ( v )  O ' ( o , Y , t , )

In  mod cu  to tu l  anaLog eur  co t rs idera t i i l e  d i .n  $+  d in  (1  )

( 5 )  g i  o p e r a t o r u l  d e  m e d i e  ( 2 " 1 5 )  a v e m  e c u a t i a  m a e r o s c C I *

f s r m s :

H'* -?;-*= - ri

S e  o b s e r v 5  c H  e c u a l i a  ( 8 )  e s t e  e c u a l i a  e l a s i c S  d i n  o r r o g e n i z & r e a

u r e d i i l o r  e l a s t i c e "  x l i f e r e n ! e l e  f a l a  d e  p r o b l e m a  e l , a s t i c S  ! : o r  e p $ -

r e a  l a  s c r i e r e a  l e g i i  e c , n s t i t u t i v e  g i  l n  e c u a l i a  e n e r g r e i  c a r e

conl ine termeni c ie er:Pi-aj  "

F o l o s i n d  ( 5 )  f n  ( 2 )  & v e m

foXbsind

pie6 sub

( B )

(9',[

( l p )

(  1 1 )

* !
t

a \
F'

t g t
T:-,trj

c (v  )

r  [ - r  Q 0 '  t  8 "
i . * : i {vr[ f  \  

.  * , . r rS .$ , . " " .1J
(# . t+ t  * . . . ; * - r (x)-ro Fi i(v)(=+ "t  } ' ; ' -  -  . . .)-

? oCI '
- f k - . ( v ' ) :  )  =  O
c ) r . r , ' I J ' " ? t i '- d (  

d J

esL- 7* qj- '  J= o

Ternnen i i  de  ord inu l "  {2  d in  (9 ) ne  condue la  ecuat ia

e c u a t r i e v a ] - a b i l S f n t o a t 6 c e l u } a d e p e r i o d i e i t a t e

d i s t r i b u l i i  ( a m  f o l o s i t  c o n d i S i a  I a  l i n i t d  ( 4 )  f n

p i n  c a u z a  Y  p e r i o d i c i t 5 l i i  s e  v e d e  c H  0 ' = 0 " ( x ' t ) '

In  cont i -nuare ,  te rmen i i  de  ord inu l ' { ' -1  ne

Y ln  sens  de

scr ie rea  1u i  S"

rjg'  *( j

sau

&i-'i( )

d a u :



( 1 t '  1

( i 4 )

' t
* 1 k .

\ _ - r  !
\ d y .  4 d

{ c

I  e s t e

( 2 * l g ) :

c 4

Qor  Qo '  ?k .  .  '
/q  \_* l -  j - -  -  1 .1
' d ' t ' l  

: '  
' i x i  

? y i{ J  J  U  }

o  e c u a l i e  a n a l o a g H  c u  ( 2 " ] 6 )  S i  d e c i  a r eD a r  ( 1 ] '

s o l u t i a  d o  t r p u l

(12 )

.;
r :nd'e * . t€.Vur este solul ia pentru ( 'd j  p € V., ,  a ecual ie i

v r - y r

|'

(r5) f rrn cvr }Y| Su" = [51'utJ * '  'u 1" 'dY '  t  ' r7, , -
Y  

v (  v r  Y

( u l

e u  e o n d i . l i a  s u p l i m e n t a r 5  w J  =  O .

S i n t i - l a r  e u  ( 2 . 2 I )  a v e n  p e n t r u  t e n s o r u L  c o n d u c t j . v i t S f ; i i : , , { r

te rmiee  macroscop ie  expres ia :

S ! ( * r r y r t )  *  * i C u l  $  .  c ( x , t )
c -* j

U,

i  o* i  ' l
=  k i i  *  [ k 1 3 ( v )  

%  J

i  . ' 1 8 "  t 8 {  1 *  ,  ? 0 "
l o i ; i v ) { *  +  

T ) J  
"  n t j l E

Pentru a ob l ine ecual ia  const i tu t i r r5  macroseopicH
A r . , t

dec i  1n  ecua{ ia  +# l= .b  0,o  
T j

o
k . .'l 'l

' g i  
e v i d e n t

(15)

c:ed'a din nou prin ananogie eu $4.,

f  o loe i  (71  g i  nvo f t ;

1
(16) - + /-r5on (v) eps*t (u* )J =d U j , "

Tree lnd  l -a  fo :uu la rea

d e v i n e :  p e n t r u  ( r )  g  .  V y  s E

€, , ,*o, 
x 4tg _ o. 3-U

- K h x . r  ,  o l j  , 7  j

r rar ia t ional6 a ecual ie i  (16)  prob lema

se  gXseErscd  y tnVy  sd lu l i e  ]a :

.:T',tq#vidrn 
-

fiir.dv

v/0r[ pro-

vom

tnr 5o, ro I
r'1

( v )  d Y = e ,  ,
K l ^ X

-  a , (
tt

Y

(17 ) * k h y ( u t ) e : j

'-F.ffie!
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, k hrn+ , roduc fnd  Wo '' L " !

a le  ecua t i i l o r

Si @ solut i i  Oin Vy,  de medie,  zero,

(18) 
5.urr**,? )**" (Lfn)*i jy (v;dy= 

J *# ' idy (i ') y*vy
v *

( le )  
f r r r * . (v le*n(Q)  

* i j v (y )dy= IH ' idy  (v )  y€vy
Y 

" Y 
ufrJ

a tuhe i  so lu l i a  ecua l i e i  (1? )  es te :

(20) gt (* ,y, t) =ekhx fgo lVon -  D o @

abst ra l ie  f5c fnd  de  o  funcg ie  r lep inz lnd  < le  x  g i  t .

o los ind  (2A ' )  avea 
.succe 

s iv ;  
. ,  

, , , ,

**.s.(,1t') =.*n*(yo)enny(fn)-8".rrry( I l '  i ,

r r ,  = ai jkhi [*r [r , r ,  *  
"rrryrfnt ]ekhx(gol-r .J ' i ikh 

I  
ct*onh

- o'iFij * *i5tr,;*r,v(9)J 'i

g i  ap l i c lnd  opera toru l  de ' . 'med ie  u l t ime, i  re la t i i  o ,b t inem:

(a1) Fi, ,' "r'r*nF*'n -lti5 e"

cu:

. (22l'

'::. gZ3)

a n' 
t\''

Bijkh='i jkh + t"r.;*rr9*rru (Sol I

, . r g  :  t -  '  - N

Fi i= Pi ;  
+ l " i ; * r , "* ,v(9 lJ

O b g e r v a ! i a  6 . 1 .  E c u a t i a  c o n s t i t u t i v d . m a c r o s e o p i q d  ( 2 l )

a re  o  fo rma s in iLar5  cu  cea mic roseop ic5 ,  dar  coef ic ie ' ru$ i  maeros

c o p i c i  s f n t  d i f e r i l i  c l e  v a l o a r e a  m e d i e  s i m p 1 x .  D e  f a p t  s e  v e d e
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cH (22 ,  co inc ide  eu  (4 " t61  n  i a r  (23 )  dep inde  g i

e  l a s t i  c i t a t e  .

Pentru a ob l ine ecua{ ia  macrosce" l i ieH a

ecua{ ia  ce se obt i r ie  d in  (2)  eu (5)  la  orc l j .nuL 0

d e  m a t r i c e a  d e

energ ie i  rvom scr ie
o
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In  aceas tH anex5 vom c la  e  ser ie  de  de f i r r i l i i ,  p ropor i t i i
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J se nume€ie L\ l- l l i i lg igg, $i , , to* fnleIege p"in *1 nnonomul

o ( r  o { q  r  r  t - - - t
* i t  e o . e .  * i n  d e  g r a d  \ x \ =  

i r n  t  .  4 n a l o g  d a c 6  D j  =  
6 ; -  

p e n t r t l

v ( l

Lg iSn,  a tunc : i  D*=Df  . .  " . ,  n f ;  renrez in tX  opera t ] r r r l l .  de  de l j . , ra le

d e clrdinu I 1' ' t | .

F i e  G C R n .  r T o m  n o t a  
" n  

- C  
t n c h i c l e r e a  s B "  D a c X  u  e s t e  o

funel ie def in i f "S pe G, se nunegte gl l t r )g l l r l ]  lu i  u mult imea

supp  o  = {w ,cG,  u (x )+  O}

Se spune cH u are suport  qggpPgl ln.  fZ dac5 supp u ccJt  (AccB dac5

f . g  g i  F  e s t e  c o m p s e t H ) .

Se numegte  f } le - ! r -ona l {  pe  un  spat iu  vec tor . ia l  B  o  func l ie

e r u  v a l o r i  s c a l a r e  c i e f i n i t d  p e  B .  I n  c e i e  c q , u l " m e a z 5  v o m  C e f i n i  t o a -

t e  r t o l i u n i t r e  r e l a t i v  L a  s n a l i i  v e c t o r i a l e '  p e s t e  c o r p u l  n u m e r e l o r

complexe 0  o  c&zuI  rea l  f i i r id .  imed ia t , .  Func ! , iona la  f  es te  L in ia rH

d a c H



ry5

f  ( a x  +  b y  )  =  a f  ( x )  +  U f . ( y )  x a y g B l  a , b e C

Mul t imea tu turor  funct ionale lor  l in iare g i

se numest ,e  spat iq ] ,_duq l  a l  lu i  B  g i  se  no teazH B ' .

Fie B un snat iu  r rector ia l .  Se numeste ruo lqq4

ap l i ca l i e  f  a  1u i  B  fn  R  ca re  vc r i f i cE :

( i  )  f  (x)1,0,  (v )xr ,  B sr l  f  (x)  : ie CI (+ x

( i i ) f  ( e x ; . * i c 1 f  ( x ) ,  ( V )  x e B ,  U ) e : C

( i i i l f  ( x + y ) 4 f  ( x ) + f  ( y ) ,  ( ? )  x r l e B .

nornat

cont inue pg B

. )

f t c r  l l  n r . - i  na
u  v r f , v v

B se numegte qg:*Qqt+qbv

ar " i  np  . r i  n  f rs r r r -h . l r  r1  i  n  A
v  s  u v ^ r J '

se numegte 51gq_t!,-p

= O

Un spal iu  veetor . ia l  B fnzest ra t  eu o norm5 este un Fpat : .E

g ' i :  vem nota norura l [  ' t l *  .  Aeolo unde nu s ln t  pos ib i le  confu-

z l - i  vom omi te  sX  ind i cdn  spa{ iu } ,  p i  vom sc r ie  s imp lu  }  . i l  o

Un g i r  xn d in t . r -un spal iu  normat  g  copverge }a i lo  dacX

gi numai dac'5 J, im 11x.*.-x,-( l  = O 1n R" 0 submull i .me S a unui spati ia
h*) tp r i

normat  B  se  nume8te  dens '5  ln  B  dac5 (V)x rB es te  l im i ta  unu i  g i ; "

d e  e l e m e n t e  d i n  S "

Un gir {  xu' \  dintr;un spatiu normat

dacd g i  numai  dac5 .^ l im l l  x* -xr r t (  =  O.  DacX
t | l r \ - ) $ '  u  r r

a r e  o  l i m i t 5  f n  B ,  a t u n c i  B  e s t e  c o m p l e t  g i

Eeggs-L.
D a c H  B  e s t e  u n  s p a t i u  v e c t o r i a l - r "  a p l i c a t i a  ( " , , )  d e f i n j - t d

pe B x  B  eu  va lo r i  fn  O eu pro 'o r is1X1 i le :

( i )  ( x , y )  =  ( y , x )

( i i )  ( a x  +  b y , z ) = a ( r , z ) + b ( Y r z )

( i i i  )  ( x , x )  =  Q c ; ;  x = 9

( y )  x  r y  , n t B  g i  a , b  €  C  s e  n u m e s t , e  i p r o Q u s - q s a l . g q .  A i c i  6  r e p r e z i n t b

v a l o a r e a  c o m n l - e x  c o n j u g a t 5  a  l u i .  e  €  C .

F i ind  da t  3  un  spat iu  vee, to r ia l  f ruzes t ra t  cu l  un  produs



s c a l s r ,  e s t e  c l t t r  e H  a p l i c a t i a

t t x  t i  =  ( x , x  ) l / 2

def inegte  o  norm5 pe B.  gn  spa l iu  Bar iach  cu  norma 6 lene i ra t$  de

un produs scalar este un gpg$g-Jgl!gl- 't-?

F ie  Bg c } - ta lu l  unu i  spa l iu  normat  B"  Pe B? se  poat 'e  de f in i

o norm5, dac6 pen' t , ru feBG' svem

i .  z - r  I
\ l f  l { , '  = sup t* i ' ; ' '

rs  Xe B t i ^ , f  B
x t0

D o o a r e c e  C  e s t e  e o m p l e t o  B t  c L l  t o n o l . o g i " a ' i n d u s l t  d e  a c e a s t d  n o r r n 5

e s t e  u n  s p a l i u  B a n a c h  g i  s e  n u m e g t e  d q a l u l  n o r $  u l  t u i , B '  l a c d  B

es te .spa{ iu  H i lber t  a tune i  e l .  poate  f i  iden t i f i ca t  cu  dr : ia ruL  sdu

n o r m a L  B ' .

Teorema cje repr-q1gg!?f9-g-lLflie-s.-4.: Fie B un spatj'u

H i l b e r t ;  f  a p a r l i n e  l u i  B o  d a c d  g i  n u m e i -  d s c H  ( 3 ) x < B  a s t f e l . l n c l t

pent ru  (1V)  Y€B sd  avem:

f  ( y )  =  ( y , x )

g i  fn  aces t  caz  l l f  l l  B '  
=  t \ x l l  g .  "  Ma i  mu l t  x  es te  un ie  de terminat '

d e  f e B r .

' ' . i . ' . , . " , . . .  Un g : - r  x^  conv .erge-  sJab 1a  x  ln  B  dacH f  (xn) '+ '  f (x )  ln

-  ' , i . ' i . . ' r .  n a , *  n  o a o o c t  o  \ r  . . >  r . ^  f - t n n \ r e f g g n t A  l n  n O f f n d
Q: po t t ru  (v ) ' f68 ,  Q i  voua no ta  aeeasta  xn  s  x '  conver5 len ta  l t l

c  vom nota  xn  - t  x  .  Dator i t5  fap tu t r 'u i  c ' i {  l f  (xn-x ) l<11 J l ;U ,  } l / , . - { {B  t :

s e  v e d e  c d  c o n v e r g e n t , a  l n  n o r m H  i . m p l i c i t  c o n v e r g e n l a  s l a b 5 ,  d a r  r e -

ci  proc Flu e

0 submulllnie A a unui spafiu n.ornat B $e numeste e.Qgpgtlg



P T5 5

d a c 5  o r i c e  g i r  d e  p u n e . t e  d i n  n  p o s e d 5  u n  s u b g i r  e o n v e r g e n t , f n  f 3

la  un  e j ,ement  < l in  A ,  I r l lu l t in i le  compacte  s fn t  fneh ise  g i  m6rg in i te ,

d a r  m u l l i n i l e  l n c h i s e  g i  n S r g i n i t e  n r i  s f n t  c o n n p a c t e  d e c f t  d a c H  F i

e$ te  f in i t  d imens iona l .A  se  n l rme$te  g lqgggpg j :g  dacH fneh idere&

"n 
f  este compactH" A se numegt,e plglr  s.ggy*gLl lq]- ,eqLpqq.tq dacl t

nni  na,  s i  r  r i i  r l  A .p 'osed5 un subgir  s lab cenvergent fn B ]a un punctv f  J - v \ ,  v * ^

d i n  A o

f ie  J1-  un  domeniu  d in  Rn.  Pent ru  o r ice  m ln t reg  nenegat iv

vom nota  Cm' ( . tL )  spa ! iu1"  vec tor ia l  a l  func l i i l o r  Y  cont inue pe  i l

l n p r e u n 5  c u  t o a t e  d e r i v a t e l e  L o r  D * f  d e  o r d i n  \ r ( l {  I r o  V o m  n o t a

o ,i e c-(.R) = n cn (sr) -c" ( ls t ) :C( . r t ) .  F  
ra=o

r e p r e z e n t a l e  d e  a c e l e  f u n c { i i  d i n

supor t ,  compaet  ln  5L .

D a c d  s r -  e s t e  d e s c h i s  f u n c l i i l e  d i n  C h ( n )  n u  s t n t  n e a p d r a t

rndrg i r r i te  pe  5 l  ,  DacEt fns5  f  <  C( i \ )  s ln t  m5rg in i te  g i  un i fo rm cont i *

nue pe  *n  a tunc i  se  poate  de f in i  ln  noc t  un ie  c .  ex tens ie  m5rg i r i i t5

g i  c o n t i n u 5  ] a A .  D e c i  v o m  d e f i n i  C * ( i z )  c a  f i i . n d  s ' ; a ! i u 1  f u n c t i i -

v v  J .  .  r

lo r  f  t  C*( i t )  pent ru care D^F este rn5rg in i t r  g i  un i form cont inuH pe

pentru O-rd( m'. .  C"tt i  )  este un, spal iu Banach pentru DC.'r I I I8

rnax uop lnllC*l\
O{ t / l ( . ro  x  k t t

Subspal i i le  co(r t )  t i  c i t l rJ  s fn t .

C (, f t)  ,  r€spectiv C'"(-a) ,  care au

,<,y e SL

-llui

! i e

D a c E

c"n(i) al

H 6 1 d e r  d e

l\Yt\ =

O a A a l  s e

func ! i i  lo r

exponent

u { ? ( * )  -

e s t e  u n  s p a l i u  B a n a c h  c u  n o r m a  d a t 5  d e :

tr^"4 *
p o a t e  d e f i n i  C " ' " i f t )  c a  f i i n d  s u b s p a { ' r u l

f  pent ru  care  D(P sa t is face  fn  l l  o  con*d i *

A  ,  a d i c 6  ( 1 )  K  c o n s t a n t 5  a s t f e l  f n c l t r

l n y t y 2  l  i l (  l ^ - h l ^

V^r l

tt(l
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I D*.rt") * Da?ty)l
Ir '{11.,*,r =\tsil.* r ::,1 fi l* t.* tx-o J i t ( l i ^ .

x *  ? 
bn,z\

S U  n o t H m  e H  p e n t r u  0 ( v l A 1 1  e x i s t 5  i n c i . u z i u n i L e  C  
'  ( s t )  C

u i iV  u
c e (fL) (c (51) "

Teorema 5i t*one*i t /e ierstra*q.q.  f ie 5]-  un dorneniu m5rgini t

d i n R n ' O s u b m u t ! i t n e A a 1 u i c ( J L ) e s t e d e n s 5 f n C ( l n ) d a c 5 s 1 n t . ,

r , re r i f i ca te  u rn5Loare le  n rop r ie t i g i

( i ) , ' D a c 5  q u l e  A  g i  c ' e  U ,  a t u n c i  {  * f , Y *  g i  . Y  a n a r l i n  l u i  A

( i i  ) n a c H  Y e  A ,  e t u n c i  V . A  (  f  . o n j u g a t a  c o m p l e x d  a  1 u i  f  )

( i i i ) D a c H  * , y . d . o  x f n r  a t u n c i  ( 3 ) g c A  a s t f e ]  l n e f t  Y ( * ) + F ( v )

( i v l l e l t r  x  E f r . ,  a+*unc i  ( , j )  ?e  A  as t fe l  i nc t t  f  ( x ) /  0 "

Pie -f t  un domeniu din Rn; Urr gir  cie funcl i i  L{,  din

Co( f )  se spune cH converge tn  sensr iL  spal iuLui  . )  (JL)  ebt re  o fune-

l i e  yoe  C l {s }  uec5  s tn t  f r rden l j r i t e  u rm5toa re le  cond i l i i . :

( i )  ( l )Kcd J l  ast fe l  lne l t ,  supe.{ ' f - f }crn ( ' t }n

( i i )  ndftn{x) eon\rerge uni. form la u' f  (*) fn K pentru oriee mr-l l t i f ; .nt1i-

c g  " (  6

Exis td  dec i  o  topo log ie  a  spat iu . l .u i  vec tor j -a I  C i f -n - l  tn  rp :p t : r ' t  eu

c a r e  o  f u n c l i c n a l H  l i n i a r X  f  e s t e  c o n t i n r : 5  d e c 5  g i  n u m a i  d a c 5

t ( { ) + r ( v ) t n 0 d e 1 n c i a t 5 c e Y ; - ? t n s e n s u 1 1 ' u i 0 h } . A c e s t

s p a l i u  v e c t o r i a l  t o p o l o g i c  s e  n o t e a z 5  . 9 t  ( n ) ,  i a r  e l e n e n t e l e  s a L e  I

se  numesc fqq .q la l  rgq- t ,  Iua lu l  ru i  &  ( - r r ) ,  no ta t  E ' ( . - t )  se  nuneste
;

spatiuL gi slr i jgj[ i  i ]oi. 
^ |

Ss poate  de f in i  no l iunea de  convergent5  fn ' .9 . :  f  
"  

-> 'T  1n

S, ( tL )  dacd E i  numai  daeH Th (Y) - r f  (F )  fn  C pent ru  (v ) ; f ; { - * }CSf l  ,

D a c H  f  e s t e  o  f u n c { i e  l s c a l  i r r t e g n a b i l S  p e . f L  a t u n e i  s e

poate definj. o "9itr*_!g_tlg rg prin relatia'

A
I

r r ( y )  E  \  r t x ) f ( : : )dx
I ' )

SL
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eare este L i r r iar5 g i  cont inu6 pe & '  DaeH f  n(x)  g i  f ' r (x )  s tn t

e  gate B.p.  [ ,  (aproape pe s te  to t  ,  ad i  eH mul l i rne"  t *  1  f  n  
(x  I  *  ' { ,  a l  i

,  , , .  es te  de  nn$sur$  ze ro )  a tunc i  d i s t r i b :u t i i l e  asoc ia te  Tg
f l

e i  T  r  s f n t - .  a c e l e a q i .  I n  f a p t  o  d i s t r i b u l i e  n u  e s t e  a s o c i a t d  u n e i
- T z

func l i i  c i  unei  c1ase de echiva lents  format{  d in  funct i i l .e  care

s l n t  e g a l e  B . P n t '

.  F ie  I  e  C 1( ; r )  
$ i  t f  €0( ; , r ) .  Cum F este ident ic  nuIS fn

afara unei -  subnur l imi  compacte a lu i  5L o in tegr ind pr in  pSr t i

8V€ ID3 '

In  mod ana log

4

Aceasta formuld s t5  la  b"za def in i l ie i  der ivate i  D T a unel -

d i  s t r . ibu! i i  TeD'  (Jr )  I

(bu r  )  (Y/  =( - , ) "0* t ' - i -  ( " )1 f l

r n  a c e s t  s e n s  o r i c e  c l i s t r i b u t i e  d t n $ ' ( z )  p o s e d S  d e r i v a t e  d e  o r i e e

ord in  tnS n  ( [ ] .  ] . {a i  mu l t  d6 ' r i varea  es ie  o  opera l ie '  con t inu5 '  ad icE

dacd T,, + t rn.)r(*I ei Y {,9(R) atunci

c (  ' | , \  t . t t  . r  .  l , , l l  , . )  * {

D\. (t f)  =(-,)t* ' l ;  (  )*f2 -r (-,) ' ' r  r  (  uu .f  )  = D* t ({)

. D

pent^) .  or ice 1(p 1+, def, in i 'm LP(1.L1 sgql iu l  fungt i i l -o l

m5lqt-qli lg-:3] p-:.ulaPtr"e pe fL nortmat prin:

t U v . c r * -  \ r l Y c ( r
/ , r / . s ) J ; ; '

st 5L

I r  u * l  ) y  a *  =  t , ) " '  t - +  ] 'Yd '
J '  r L
fL



l\f ll l ? a '

r ( x )  I

I  ir*u*\r ur i ire [s tt ;o
.sL

( €

f f ne )  : *  
)  

r cx le (x )dx
gL

= ( t
t ,F(rr) 

'  
;

=  ess  su
rl fnl x €iL

\ +

p t

) "

\ f  I
. S r - i

' ) 1 3

Dacd p=2,  t "131)  ente nn -spn{ iu" , ,H i1ber t ,  norma f i ind aso-

c ia t6  produsul -u i  sca lar

Dacd f * l - ,o(* ) ,  ge lL(n)  cu P,Q?l ,  +  "  t  
=  1 ,  a tunc i

fgcLo (s t )  g i  qvem inega l i ta tea  lu i  Hd lder

-  n  
' l '  I  : ' l  n r r o l r r ' l  1

pentru t (p( (  dualu1 lu i  f ,p(5t )  eEte Lq(r r )  
"u  $  

*  
t  

=  t .  Dualu l  lu l

1 6 ,

L '  ( f t )  es te  L  o

Sn fudm pehr * l  g i  m  un  ln t reg ) t1 '  Se  numegte  qp l l i u '

Srlr l igy wifstt  de ordin m pe r( '  spal iul  cl istr ibut i i lor ue0! (R)

.  av tnd  p rop r ie ta tea  cA  #ue ] - , t r0 t l  pen t ru  to t i  mu l t i i nd ie i i  t x l3  S '

Acesta este un spat iu  Banaeh pentru norma:

r r  t r r t**  = (  
*r- l  

,u"^ l?.{  - l '

-- h{

DacH p=2 ,  Wi  es te  un  spa l i u  i { i l be r t  pe  ca re - l  vom no ta  cu  H  '

,  produsul  sca lar  f i in r i  -  def in i t  de:

,: * ( ' i ;e-. a
t  L r . v )  =  / - ^  )
\ 

-' ' - 
/h t.^ 

,-u, ,,. 3L

,

1n  pa r t i cu la r  p rodusu l  sca la r  l n  H '  va  f i :

' I

:',
. i-,,



( u , v ) . . = ( u u v )  r +b\ '  L -

t

t  0 u q
u  4  - .  )(  D  n J

a ' ) * r ' ! t , l

c., ("-l 'r.) ln 19" (f ) )

l in iar5 cont inu5

t 9

hz
I * - L

,  0 *
\ 8 . ,

0tr
*a)? -

t:

S e  p o a t e  d e  a s e m e n e a  d e f i n i  s p a l i u l  W f ,  p e n t r u  W i  r e a 1 . -

I n  c a z u l  p a r t i c u l a r  9 -  *  R n ,  p = ? t  d e  e x e m p l u o  H S  s e  d e f i n e $ t e  c u

a ju to ru l  t rans formate i  Four ie r "  H 
s  

es te  spat iu l -  func t i i l o r

)  v t  n  2 ' / '  4  a
fe l t  (ne) a oHror t ransf  ormatd pour ier  f  sat isface (1+ J" )  fe Ll  ( I to ' )

e u  n o r m a  d a t S  d e  t l  ( t * U t r " ' i  i l  L r C & \ ) .  P e n t r u  s  l n t r e g  a c e a s t 5  c i e -

f in i t ie  co inc ide  c l r  cea  d j -na in te"

S e  g t i e  c H  u n  s l s m e n t  u e  H r  ( s r )  e s t e  o  d i s t r i b u t i e  a i l o c i a t 5

u n e i  f u n c l i i .  D a c H  v o m  c o n s i d e r a  u  c a  f u n c l i - e  a t u n c i  e a  e s t e  l n c d

ega l -5  eu  ea  lns5g i  ch ia r  dup5 o  mod i f i care  a  une i  nu l t im. i  de  m5surX

n u L 5  ( t n  p a r t i c u t a r } ' 3 ;  g i  d e c i  r e s t r i e l i a  s a  3 a  ) S a  n u  a r e  s e n $ .

D i n  a c e s t  m o t i v  a  f o s t  n e c e s a r d  i n t r o d u c e r e a  n o f i u n i i  d e  g t E I - .  C u m

spa l iu l  e "  (n )  es te  dens  t re ,  I Io ( r . ) ,  " 'uk l {  r ( jU  poate  f i  eons idera tH ea

I im i ta  ( fn  topo log ia  Ht )  a  unor  fune l i i  ns tede u i  "  Pent ru  as t fe l

c 1 e  f u n e l i i ,  r e s t r i c l i a  o i  l . t  ^  a r e  s e n s u t r  o b i g n u i t .  D a c H  s e  v a  p u -
: l - Q

t e a  d e m o n s t r a  c H  a e e s t e  f u n e t i i  c o n v e r g  l a  o  l i r n i t 5  u n i c X ,  l n t r - o

topoiogie adecvatf l ,  aturtc i  vom numi ace& l imi t$ ut 'ma u 1, . . "  ^  "  
lu i
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