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Aceste Note apar ca rezultat al unui seminar coordonat
de autori, la Facultatea de Matematicd a Universitdtii din Bucu-
resti, In anul universitar 1978-1979.

Ca domeniu al tcpologiei algebrice, teoria rationali
a omotopiei ée~constituie prin lucrarea lui Quilleh, din 1969.
Ea vine sd dea rdspuns problemei centrale a topologiei algebrice
$i1 anume gdsirea unor invarianti algebrici, efectiv calculabiii,
care sd descrie tipul de omotopie al spatiilor - fn contextul
spatiilor rationaie, i.e.;‘neglijind fenomenele de torsiune. Urmi-
toarea contributie, decisivi, o aduce lucfarea lui Sullivan o
din 1975, Obiectivul urmdrit este acelasi: a descrie, modulo
torsiune, categoria omotopici a spatiilor printr-o categorie alge-
bric&; invariantul lui Sullivan, numit modelul minimal al spatiu-
lui, este obiect Intr-o categorie de algebre diferentiale graduate
sl s-a impus intre timp prin simplitatea sa $} priﬁ'iargile posi-
bilit&ti de a fi ﬁanevrat. Pe 1ingd faptul c&, din punctul de vede-
re rational, se pot obtine ridspunsuri nete, ce nu sint de sperat
din unghiul clasic, ﬁeoria si-é dovedit puterea de 3plicabilitate’
si in domeniile conexe, ale geometriei g$i topologiei diferentiale.

Posibilitdtile oferite de acest domeniu ncu au produs
Intre timp o acumulare fireascd de lucridri, dedicatd, 2In covirgi=-
toarea lor majoritate, extinderilor si aplicati’lcr. Dupd cunostin-

ta noastrd, lipseste pind astdzi o prezentare generald a teoriei,

e .
explicitsd si accecsibill, cu exceptia lucririi ;2%57, formulati Insi
] :

In limbaj semi-simplicial.,



Obiectivul acestor Note este, prin urmare, de a oferi ¢
lucrare de sihtezé asupra teoriei, coordonind fapte ridspindite iIn
literaturé si punind la dispozitie demonstratii complete, la un .
nivel satisficXtor de generalitate. Rezultate in iIntregime origina-
le, tinind de aplicatiile teoriei, vor apare ulterior.

Precizdm In acelasi timp ca nu am intentionat o lucrare
auto-cohtinuté; leétura el presupune cunoscute faptele standard

ale topologiei algebrice, continute, de exemplu, in lucrarea[%].

Socotim céa specialis;ii vor afla aici o prezentare a tehnicilor,si
posibilitidtilor unui domeniu nou si nu Indeajuns de bine cunoscut.
Am avut In vedere, prin alcdtuirea unei bibiiografii de pérspecti~
va si posibilitatea.ca aceastd lucrare si fie folositd ca ghid

al rezultatelox fuﬁdamentale ale teoriei, pentru cel direct inte--
résati in aplicatii. Nu vom intra In alte aminunte privind sczuc= o

tura lucridrii, deoarece ele pot fi gdsite In introducerile capito~’

lelor.
Dorim s& exprimém pe aceaété cale vii multumiri profeso- ok

rilor nogtri Dan Bﬁrghelea, care ne-a initiat si Incurajat in

acest dormenin si Kostake Teleman, care a avut amabilitatea de a

citi manuscrisul acestei lucriri si a formula numeroase observatii ;

ce au condus lé imbundtdtirea ei.

Autorii Isi exprimé regretul de a £i iﬂtirziat redactarea
acestor Note, si speranta ca alte seminarii.ale Sectiei do Matematicd
INCRBST vor fi valorificate cu o mai mare promptitudine, pe aceastd

cale.
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CAPITOLUL T: LOCALIZAREA SPATIILOR NILPOTENTE

Scopul acestui capitol este de a l3muri modul %n care,
dat un CW-spatiu X, se poate asocia acestuia un alt spatiu Xo, numit

localizarea la zero a lui X, care are proprietatea cd retine din in-

~

formatiile topologiei algebrice a lui X exact ﬁartea fidrad torsiune;
Xo este determinat de proprietatea ci invariantii structurali ai ti-
pului sdu de omotopie (grupuri de orologie, de omotopié) sint O-spa-
tii vectoriale (de unde apelativul de Q—sngiii)si de existenta'apli~
catiei de localizare, X ——»XO, cerutd a induce izomofirsm iIn H*(.;Q).
In ce masurd aceastd viziune siwplificatoare, de "tensorizare cu 0"
a categoriei omotopice, simplific3d efectiv lucrurile, cum si it de
Simplﬁ adica pot fi descrise In continuare O-spatiile, constituie
obiectivul celorlalte capitole.

Ca tehnicd preferdm sd lucrim nu cu spaiii, ci cu limi-
te inverse de turnuri de fibriri principale, pertru care puter uza

de criteriile de cohomologie clasice care obstructioneazd posibili-

tatea; ridiedrid saplicatiilor. In‘§2 prezentdm caracterizarea svatii-

lor de acest tip (criteriul nilpotentei).Calculele ficute in«&l pro-
curda o primd clasd de exemple - ‘esentiali - de Loeall lizded. iod.-ahume

cazul spatiilor Eilenbero-MacLane, sub forma:}<(“}h)->\<LJT€>Qxh).

ZDl&B'uzind de acest fapt, realizdm localizarea spatiilor nilpotente,

lucrind termen cu termen pe turnul lor Postnilkov. Exemrplele - de de-

terminare efectivd a localizirii~din §4, prefiqureazd o temi ce va

£i . reluata in Cap. Il (%5) si Cap.IV(§4), cea a formalitdtii si anu-

.
3

{1

me pkin numitorul lor comun:® spatiile considerate au oroprietate

Q

C

loealizarea lox, si decl, implicit, teat: infornatia " rationalal

despre tipul lor de omotopie, poate fi recuperatd din cunoasterea al-



gebrei lor de coomologie H*G;Q)—obiect evident mai iesne de procurat.
Un excelent text de referintid pentru tematica localiza-
ril- 11 conskikuge (Sil(unde nu este considerat numai aspectul locali-
z3rii la zero, ci In raport cu o colectie arbitrard de prime) si pe
care de altfel l-am folosit copios in redactarea capitolului de fata.
Plecind de la ideea c& nu am d&rit‘— gifnied~nu &t fi
fost de dorit =70 prézentare monograficd $i auto-continutd a teenriei,
am trimis la surse cuprinzitoare si bine explicitate, ori de cite ori
eforturile si mai ales tehnicile demonstririi nu se dovedeau iqais—
pensabile prezentérii.ulterioare a'teoriedi In’acestisens Misprel exems
plu, am organizat ésO sub forma unei liste concise de rezultate cla-
sice din teoria omotopiei. In ceea ce priveste economia celorlalte
sectiuni, am ales si tratdm mai cu de-aminuntul acele chestiuni care;
fie c& ne-au apirut ca esentiale ca pasi ai teoriei, fie cd, dupa
cunostinta noastré) nu le-am aflat detailate In textele pe teme de

omotopie rationald sau pe teme adiacente: coomologia rationala a spa-

tiilor Eilenberg—MacLane,(§1) , conditiile de finitudine (§1 si2),

descorpunerea Postnikov a spatiilor si a aplicatiilor ‘de spatii nil-
potente (§2), conditiile echivalente pentru aplicatia de localizare
(&3); in sfirsit, am tinut si avem de la iInceput la indemind un nu-

mdr suficient de(contrd}exemple si modul practic de Intrebuintare

al localizirii la zero (formele rationale ale teoremelor de perio-

dicitate)” s ~§> A,

§)0 . PRELIMINARII TOPOLOGICE

Aceastd sectiune o consacrim revederii unor notiuni si
rezultate clasice de teoria cmotopniei, care se gisesc expuse In ori-
ce text de referinti pe aceastd temid. De aceea, ne vom limita la a

da definitiile, de a fixa terminologia si de a trece In revistd re-




- rezultatele fundamentale,de care vom uza In continuare, omitind
in general, programatic, demonstratiile.\Pe parcurs, atunci cind
va Eieazil, vom‘apela si la alte fapte standard de teoria omoto-
piei. Monografia Ll] constituie textul de referinta de bazi pentru
aceasta sectiune.

Pentru orice grup AT si pentfu.orice nyl (+4rnecesar-
mente abelian pentru n$l) existd un unic tip de omotopie de CW-com-

plex (pe scurt CW-spatiu), notat K(ﬂ,n)‘cu proprietatea:

7T, (K(1,h) ) =0 pentrn i £n

T, (R (T, ) )= ™ 1] p-424-a26.

b ~i : : :
Avemr anuldrile:H (K(m,n)}=0, pentru i<n (pentru orice

coeficienti) si izomorfismele:

HY (K)o ) ~ Hom (Hy, (KGrw),2) L) ~
~ L{omn(1fh(;Klﬁf,hj))Tf) ~ L%own(?f,ﬁ‘) =

. h o
Elementul uneH (K (1i,n) ,M) care se corespunde prin acest

izomorfism cu id¢ Hom(w,w) Il vom numi elementul universal in coomo-

logia lui K(w,n) (compard cu Ll] 2 p.éQS, unde e folositd terminolo-

gia de "element n-caracteristic") iIn ipoteza cid 7 este abelian.

1. TEOREMA DE CLASIFICARE {l} p p1128. Dacd I este

grup abelian, pentru orice CW-complex relativ (¥,2), corespondenta

.1 ) ﬁ § ~m ~ LN
- e e ] el H XA 4T
» A ? i _J o
W <+

{

[U’,A

P
e
P
7/

U;\B i, &"‘\uh)
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este bijectiva. (cu "Pt" vom nota ades nunctul—kazd). In cazul

A= 4} , exist3 de asemenea o bijectie ;
[ X 3 K(TY.\Q] —— Hh (X 5“) ‘ definita analog

Pentru n=1 si Yl de data aceasta arbitrar, pentru orice

CW—complex conex prin arce X corespondenta

LG, (K k )] —— Hom (0%, s
(SA —_— jﬁ‘{ LAV p’() ->T\’(K(ﬂ,~) p&)

e bijectivi Y_l] p.427.

@QQOBSTRUCTII COOMOLOGICE IN PROBLEMA ©EXTENSIET

Daci t este grup abelian, dacd (X,A) e CW-complex rela-

tiv, aplicatia j( A —K(x h) se extinde la X daci si numai

{
dacs S_V(U&h)r-o i A UOA S Y S£ (Uy) va £i numitd obs-.

tructia coomolocicd la extinderea aplicatiei [l_g D428,

Vom considera In continuare fibrdri notate

K(wm1)= L0 s Pes Wil D t{t (cu 7 qu’i'ah 5inv4)

unde:@ desemneazd spatiul “total ¥ (contractibil)” al drumirilor
ce pornesc din punctul bazd, proiectia se face luind extremitatea
.drumurilor, iarﬂdesermeazé fibra, egalitatea cu K(f,n-1) rezul-
tind din sirul exact de emotopieral ‘Fibrardii~si~din unicitatea

(modulio -echivalentd omotopicd) a spatiilor de tin (m,m). Fibrarea

de mai sus o vom denumi in continuare f brarea universala de tip

(h,n-1). Vom nuni fibraredprincipald de tip (ff,n-1). o fibrare
indusd din fibrarea universald de acelasi tip, prin intermediul L

"J\-

7
unei aplicatii (& ‘4'}}:3{}1‘{*1;'\3)‘«{), Vom nota cu Eklé Hh(% ';'W)



..»5..

. o ‘
elementul K -(L(h). k se va numi aplicatia clasifian-

£a, lam [k’l ge va numiielasa caracteristied a fibrdrii.

3. TEOREMA DE CLASIFICARE (PENTRU RIDICARI) [l]p.432—

434, Daci E P> R este o fibrare principald de tip (ke
(oL, “eu conditiia ca.MW..s& fle abeldan)y ) dacay (B,R) equn CW-com-

plex relativ, datd fiind diagrama comutativa

existd sdgeata punctatd care sd facd diagramele corespunzitoare

comutative (inscare caz .f ;se.va numix o.ridicare..ailui of nelatdwi

Ja f!), dacd si numai dacd o clasd .de icoomologie, bine precizatsd,

nptaté o({‘,{_') & Hh(x.A')ﬂ') si numitdsobstruetia la -ridi-

care a verechii (£,f’) se anuleaza.

In cazul. A= 4) ;, Oobstructia poate fi usor descrisd prin
ST ARG R B
In aceleasi conditii dacd avem doud ridicdari ale lui £,

relatiwe Ja £'5. 46 si 'Fi & atunci ele vor fi omotope relativ la 5o

(i.e. tot prin ridicidri ale lui f relativ la f') dacid si numai

dlacé o} anumité clasd de coomologie notata C‘(.—(O ,:{‘5\)4_ th()()f\ ;TT)

si numitdl diferenta.dintre fo si{L ; Se anuleaza.

In cele ce urmeazd, In marea majoritate a cazurilor, fi-
bririle considerate vor fi prin constructie principa'le si problema
existentel ridicirilor (si a omotopiiler de ridicari) va pubea fi
transatda usor cu ajut_orul obstructiilor coomologice descrise mai
sus. In cazul in care, datd fiind Fibrarea F &> E P B‘-Bi‘;‘i;
despre care avem numai informatia cd F- K(ﬁ,h) (7 abelian)

pentru a:decide dacd fibrarea.este sau nu principali se: poate sfolo-
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si urmdtorul criteriu LZI, ps10%

4. CRITERIUL ORIENTABILITATII. In ipotezele de mai sus, .

fibrarea e principald dacd si numai dacd actiunea 1lui ﬂ;(%) {')

pe 'n‘h(F) e triviald, aceastd actiune f£fiind datd In felul ur- »

mdtor: lui ijé T’—{(B,}a{’) I “ge asoclaza hl:wjé LF‘,FJ ;
" ; i T ; h .
ca In [l], p.lOl'care actioneazd pe Ti (F) prin { [w?) 7#
'ﬁh(‘g) ___,,,';'[n(F) (tinind cont de faptul ci spatiile K(iw,n), cu

T{ abelian sint spatii simple).

Fie 0-—*} A g x ‘r‘” G’*‘*,’i siriexaet de ‘grupuri, cu
A abelian. Considerind aplicatia K()(‘é) «,Zi'“o K(Gi) (care

rezultd din Th.l) drept fibrare (ceea ce e binecunescut ‘ca e po-

sibii, In categoria omotopicd si ceea ce vom mai considera de mul-

te ori in viitor, prin abuz de limbaj si £ard alte preciziri), se

constatd usor c& fibra ei este un K(A,l). Pe scurt.deci, fie fi-

brarea K(.R ,'i) (-—E/b KA ,i) -£> K(Gli)

5. LEMA, Fibrareé este principald dacd si numai daci
_A este Inclus in centrul duisX«RAC€Z(X)~

Demonstratie: Fie [Wj e 1 { K(G”{)’pt.) pe
care evident Il puter considera de forma [C‘}lz ZPﬁJ ;

cu Lﬁ]é ﬁf(K(X‘i)‘f){’>

In diagrama

KX, 1) ———ib———\» (G 1)
: L b £ A 0
Iuls ’ \F S ’ Waj)nj

KiA Dx§oh U ity x1 < K(AAIXT

(d,in proprietatea de ridicare a omotopiilor, a fibrérilor);




- Chra
ﬂh(K(A\'{)\Pt) ..-Qf;)jrl/lh(K(A,.{7,f£’)
e
- T (K(X,1),5t)
"Lp’f,i

7
T, (KX, i),rt)

unde sageata }}Z‘ 3—4 desemneazd actiunea lui

LB__‘ éTM(K()( !) P‘[Z) Pe frh(!((}( i) P‘f) , In sensul din
[l} p. 384. Tlnlnd cont de faptul ‘cd, pentru n=l, aceasts actlune
se face prln conjugare, si de injectivitatea 1lui 1%%. in acest caz

lema rezultid folosind criteriul 4.

({? { . SIRUL SPECTRAL AL UNEI FIBRARI. TRANSGRESIA

Fie FC-—§E i> (e} flnrare orientabild (%n sensul
din Lil p.476) unde B este C&-spatlu conex prin arce.

Vom presupune cd cititorul este familiarizat cu sirul
speectral de}coomologie asociat unei astfel de fibriri (pentru deta-
1:i: 1] p.hoo-498).

Independent de orice consideratii de sir spectral se

introduce transgresia fibririi, considerind:

H?(;) 92 % H’ ery b H" . P{) £ Hq (B)

-~ (unde L‘r‘ e indusi de incluziuneé B %(B\t{t) tnrin

e gyi\\nf* L g Hq“E/ 5 T(w) = ‘B*F*"Sm -

%
g3
definitia sesverifici usor.ca fiind corecta.

In anumite situatii transgresia se poate citi cu ajuto-

rul sirului spectral asociat fibririi dupid cum urmeazi (nespecifi-



carea coeficientilor va desemna: coeficienti arbitrari)

1. PROPOZITIFE

—~

. In inoteza de mai sus daca \"\h(\:) © QO 4\«(61)
regultd : a) o i HQ(F) )o‘) "CWB/ %KULT* 0 ] W 4(%3

c)
~_ G4
< 0
u b
Mpwiss—= il (8
Al 1 I
Eo’? _._n.ﬁﬁm» ECW ,0
e s
..Diagramé de mai sus identifici transgresia cu diferen-
tiala g+l din sirul spectral asociat fibrarii (Ejfb)—"5(8,¢).

Demonstratie

LY Pe sirul spectral asociat fibramid GE )F) ”D(B,l‘*{\ :

'Fx se citeste In felul urmator [il‘? 4‘33

=M, 0

e, 2 U B W)= ED e P epeties

= s;k

In conditiile noastre impuse asupra fibrei {'_‘n =0

¢ E Li,0 E<1+l o)
pentru xy2 si 04tKa ée sl = ; . De 2
V < e L Ry Deoarec

EZ:L = E% ; .,E?"LL’O/J%(-’EO’C’ ) si EO'S ':;O din
§

942 G+1 Qs i '

_ipotezele de conexiune asupra bazei)rezhlté:
L0 = qHd 0 A [ o 44
k= TG

STy particular: kew TX =0,

a) E suficient sd ardatdm ca g ,m}) , sau, echivalent
oo e g il % 5 e
i{enﬁ\ C s & , unde K provine din nru* exact al perechil
q L@ ~ 4
4 s )J | ‘{ <~ |\ ‘_‘\q'{’.
LEoF) — H'(F) == ¢ (E,ﬂ =
) :
In continuare considerdm $i sirul qpcctral asociat fi-

briris: (Eﬂb)-—-—% (%,Q\ notat Ei\’{ :
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Deoarece avem diagrama ;
E o (E,‘:)
comutativa aléturaté'firezulté din functé l l
¢ .
raalitatea sirnlui. spectral :
| Ee . (E,f{)

urmétoarele diagrame comutative:

0__ép@ﬁ“%ﬂl_,?ﬂﬁ“@f)}1(EF)H,EQH

2 - B L) S I E) B

O e B HCMCE)

e - =F HO‘”CE ety F*H?’"(t ¥) —> E S
A

@) AT ___fk_& G ="
bR H‘f“cz«.) o PRRIECRY > F

4
Din diacrama 1 rezulti: kc» k*C'MP*(::b kcr k’C,W\F'

Scriind pe p ca in domonqtrafua punctului precedent

® ) +4{ :
rezultd séa: 'W\ -—FCZ‘H['? (E F) ; care este egalé chi

2 ) ; : :
}{7 (E)F) din cenditiile impuse asupra fibrei.

Din diagrama 2 2 va fi suficient s3i aritidm ci K® este

rmonomorfism:
- Avem: '
9 Ty el
E’ E<1+4 Sy EC?*Z/ Eob

K1| | JR®
= 4
Ez? — t 'Ci D E-fﬁ = E 2
2 q+1 W2 - el
E suficient s& ardtdm ci Ko jeste izomorfism, ceea ce

rezulta din:

T 1 a9
e H™(B 4 5 HICEY)

72 —
Ej{q =— N . bla)

=
In definitiv am aritat ci: S Im r H(F) E)(“_«tp'_:



AN

c) TFolosind aceleasi argumente ca la dermonstrarea punctului b)

se arata:

7+4,0

G 9 40
Hq B/Jy Ker p* - H e =& :E7“ i

In ceea ce priveste identificarea transgresiei cu

faptulicé-diferentialia S trebuie cititd in mod explicit

I

pe sirul spectral conduce inevitabil la detalierea lakorioasa a
constructiei sirului spectral, si deci o vom omite.

Considerim acum fibrarea universala:

K(’(‘r,c]):: . C——v@ —1?/3 k(’ﬂ“’j{%): K ) e moabelian,

Conditiile din propozitia 1 fiind satisficute, rezulta:

T Hq(’Q')‘“’) = H%’(K;W)

O ;:EJPIA 'c(uti) = Ugy, -

Deronstratie. Plecind de la definitia transgresiei, e

gsuficient sa aréj:ém ey = g(q?) — 73*(&7‘“) 3

Pentru aceasta considerim urnitoarea diagramd comutativd

Hy(o) S T 22 <Ho, (Kyph)

M. ; sy )t
NESPRE N e

are sigetile verticale desermeazd izomorfisme Hurewicz

st




_ll..

tinind cont de diagramid si de definitia elementelor universale,

avem identificdrile:

§(L(?) = Tx(u7+L)' = ‘fvi ¢ Hcm (\r\?\k@) _S\.) )'\T)

3. COROLAR. Fie K(Wﬂ);? e Lo B o e
principald indusi de IS *EL“>*<(V)7+i) cu B CW-spatiu conex
iR s Rl BENR ettt de mrost i Al
altor precizdri). Propozitia 1 se poate aplica gi avem:

o HitF,m) - H™(@®, ) ;=)= Lk].

Demonstratie

Reiese din functorialitatea transgresiei gi din cea mai
recentd lemd.
Ca o ilustratie a avantajelor calculatorii ale girului

spectral multiplicativ, vom calcula In ;ebntinuare; coomologia ra-

tionald a spatiilor Eilenberg-MacLane X(T,n), calcule ce vor fi

folosite de altfel decisiv in dezvoltarea teoriei omotopiei ratio-

naliess .
Dacd V e un QO-spatiu vectorial, vom nota cu ;fh(\/)

algebra graduatd liberd generatd de V (considerat ca avind gradul

n), adicd: algebra simetricd generatd de V (cazul n par) sau al-

gebra exterioard generatd de V (cazul h impar).

4. -TEOREMA. Dacd 17 este grup, abelian finik {generat,
atunciss H*(K('ﬁ ) 5 Q) = :ih ( Hh(\((ﬂ,\f\),Q)) .,

Demonstratie: m = zi . Inductie: h=1: '{(z)i) :Si‘

Clar. Pentru a face trecerea n —» n+l vom rationa pe sirul spec-

tral al fibrarii wmiversale:

K(%ﬁ): 0 C./>C§.v> KLZ,M-&&)::K
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5%

tinind'cont de faptul ca Em = ; pentru S‘+'é =0

(P contractibil) si de condifiile asupra fibrei.

Examindm doud situatii: n impar; n par. Fie deci fibra-

rea universaly O 2 RGE , 2n: ) Al 4 K(Z} 2n) = K s

H*.SL Termenul E2 al girului spectral aratd ca mai jos:
’T () Singura diferentiald ne-
g S i
, triviald fiind c:flh
2n-1|Q ' ayep EZM& = T
0 2 0
Ol = )
s | 2w - H*

e
K- fidnd de tip (Z,lh) avem: tL =0 5 Cds52 2,

e Sin-t 3264 :
O = Ew :ifzh.c-,_ = kﬁﬁdéh 5)

[ S+2h,0 £3¢2n,0
O tw F Dl -col(er\c‘{z arata cd C{Zh esle izo
[N
si)inductiv; { Q = de forma e-?—h

-,

-
C

WK =

Q in caz contrar.

‘ X1
Pentru a obtine gi structura multiplicativd pentru H K

2
(algebra de pollnoarre generata de H hK) ; notam cu o un genera-
(.h—
. tor pentru }" 20y Q si apoi '3 A\ o( =
Presupunem inductiv F é H£ ?'h‘( ¢£+d_

‘generator. Avem:

.2n Ih-i
H K {TH Sy % F(fm.zh,o* H(‘Z(D‘th

— VZ.h

®4) = P-4 «=B fncheie demonstratia.
; \

ot s

o



In celdlalt caz, considerdm fibrarea universald:

C R K(z,zh) C~>Cf) — K(%.,Zh—d) =K

cu E, ca mai jos (analog cu rationamentele precedente):
4

H*Q—— Prima diferentiala
s netriviald fiind
f T
'Q-thi;@/’_— = c{zh+i , avem:
) E-Z &= E"Zh-\"L ¢
2n |*-Q e
C
L.O d 2n4+d ) O
Ol B
1 0 Zh*i\
Am notat: ‘;Zn-\-ad‘ ;$ é’{ avem, In general:

i :ﬂp@ae'i .

A

2 2h )
2144 =

Gl
(in calculele pe care le-am ficut asupra diferentialelor din gi-.
rurile spectrale am avut in vedere c¢é&, In generél, cavin\__ll , ele
actioneazi prin antiderivare relativ la structura multiplicativé‘
a termenilor Ev\ s catocH faitul e3, Sn situaiic sde faﬁé, coefi-
cientiit fiindicorp: E;‘ ~ Esio s E‘;—)t ~ HSK @H‘t £
izomorfismele fiind multiplicative). '
Lucrind cu coeficienti Q (sau, putin,mai :general, cu
coeficienti de caracteristicd zero) avemvasiguraté implicatia;

"F generateor - =5 { F generator", deci:

3?’ O,‘t | A?z“*i}, ‘-:thi,{—zm
—2inta o~ et AT Y
& Vi
= Ss :
deci: -9 = 0 ' ‘)h« Og. 235 < ?,l,\.yi

Ity 2 % v



si ?.'Lh {‘}O , deci pentru termenul

B avem e

o 5 5 e
Tﬂ Dy | S

Presupunem inductiv ca am aratat, pentru S Zaid

HP \< =0 5 2htl Zp ¢S . Va fi suficient acum si dovedim:

S 5,0 5,0 S 3,0
‘:_9_)0 = E—D;Q (deocarece Ez) :H K iar E SAc 0 ) . Avem

oD
~S$ O CUH(O)
5,0 5,0 : b T e o
Em :ESH S veuetE % '\:'Zh-f'l." ESH,'F‘Q‘Z"“’?’SV‘ die
S rel a = 5.C
Avem - E e
% b8 I e [T ) N

Ipoteza de inductie gi evaludrile cbiinute anterior

pentru L2w¢2 implicd:s E}.\ o Q0 ¥ p{':". Ky 2 r(s
e ;

o 2L C by O

ti PorLE RA > E,S’ DhF e £ =

=\

decl ) osi gemenlegne

ES,O 2 S‘O
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S0
vom incheia demonstratia aré&tind: t)_h” = E 2h+?,
~5-2n-4.2n
Consideram: sz} o
: & : 2n+s e 2h¢d
S nd 24 ;
2t 'iJ: O implica s 2nad. A0 shuws 2841 ,dintre
care se retine numai posibilitatea: £ = Zl‘h+2. .. In acest

caz:

D Bliar.,, v
Z .
EQ\'\M' wb ElfM’Z,O

aeE e
2n4d O ' 0.2wn -
Elh+1 E‘ )

2inaa

Dar: 9’2m—1 (;&@aﬁ) = -P apth = P -0 (F fiind de crad
S,0
impar), deci d2h+4*o i inkEr=adevenr: E‘Zh-ﬂ, = 2“,”_ .
Vom considera acum cazul: TJ = -Zm (l‘.e, 2/*\'\ l)

Vom uza de urmitoarea:

5. LEMA . Pie F <—-—>E —?»> B o fibrare orientabild cu
fibra conexd prin arce. Atunci
.?X este izo < H F:O

Denonstratie: Ca iIn Prop. 1‘> ( de data aceasta pentru

cazul (f’— ,¢>> A (B,?)) .

o
~ 5 S, {'
Daci H =0 fnseamnd ci E =0 ;\%v’ f» O si decd

S S
cals EL =th . In general FS HC’E /FS{’lkﬁE E C]
pentru s :r}f . deci avem: Pt e l'quE deci:

"~ D
A TUH L T : ; £ : L2
H = Fi’{ o si deci prima implicatie e dovedita.

Pentru implicatia inversd vom presupune inductiv ca,

oxiba frgrr <tis ¥
pentru’ 6{‘70 ; H L - O, daca _‘-<‘f~ ":. fiind izomorfism,



FOHV’E?—FMHV\E— )Vh _(leci

L1

aven:
Eif: 0. F%n. o0 Si e
B B deei;
SR i i
ipoteza de inductie: HTF - B Ef;’,_z Cflﬂjg> E;:'O
tar: O = EZj g E‘]/u,: Ker 47“. implics: HTF -0

Q.E.D,

Tratim cazyl K(Zm )h) RO e i S S
e UL B Z E. induce o aplicatie
R C e 3. 20 o PEODFiebatans ‘
XM= p oy WH(K(Z,M,) = T‘(‘,\(K(Z,h)). Considerdm fikrares
k’(gh\,h»i) s K’(-Z,h) 2 K"(Z,h)

Orientabilitatea ei e trivialy pentru n);1 T Cazul n=)] Yezults

b & id
¢in criteriyj 0.4. Decarece: ?Th<K (Z,i\))@Q i ﬁ'h<1‘<(z/h))®

este izomorfism, avem cH: Hh(K (27) h); Q)éﬁ Hh<}<(2m),Q)z

izororfism $1 tining cont de cele demonstrate anterior, rezultd cj
h* ((<(Z'm,h*1),®) =

Deoafece Orice ¢rup abelian find+ Ccenerat este produs

(finit) de factori de forma: EZ sau 24%', deoarece
K(?’TX?}'I)h)N !4(77,‘4)% k(ﬁlﬂ\) §1 deocarece are loc

izomorfismul Kunneth multiplicativ ([ﬁ}, r.249), demonstratia
teoremei se Incheie,

Afirmatia teoremei 4 rimfne Valabilé nu numai pPentru
N akelian find & generat, ci $1 pentry v Q—spatiu.vectorial
finit generat, ceeg ce se vede U$or urming aceeasi cale 3 demons-~
tratiei, obéervind c3 rationameﬁtele 5@ pot repeta formal de Inda-
td ce am Stabiljit rezultatul rentry %ﬁQ)l), Penitray aceasta, von

Considera, centrip. hGN ; inmult__irea Cu v z e ?£ -9

P e L



o W
aplicatia indusa de ea K(% i) ’(’\ K(%; i) (unde ce data

aceasta am uzat de faptul ci, in catecgoria omotopicd, orice apli-
catie poate fi privitd ca o incluziune care este in acelasi timp
si o cofibrare, punct de vedere pe care 11 vom mai adopta ades).
e ; S : & = e A
Definind K= elm K(Z)i) , se constatd imediat ca ;K-’ "’\(Q,*)
& . _ .
T comutd cu limitele inductive). Hy( (cu coeficienti Q)

comutd de asemenea cu limitele inductive, deci:

Ho (K@D ,8)= @ 51 cect: HHKIQ,H,Q) =&

6. COROLAR. Fie TU abelian finit generat. Aplicatia
canonicd ™ ,_.——a»T\'@Q induce oraplicaties
: e '
K(‘ﬂ’,v\) —_— \((ﬂ@&,\n), care induce izomorfism In H e )Q).

Observatie. Toate calculele rimin valabile Inlocuind

coeficientii (Q cu un corp arbitrar de caracteristica zero ,dupd
cum am indicat In cursul demonstratiei Th.4.

0 fibrare F esE 'P* B se va numictoetal transgresiva

; o n
(coeficienti corp) dacd exista Me=@ N subspatiu graduat

nrQ
X
inclus in H =

, astfel ineit: H*\: = ‘j(\}) :
si astfel incit, pentru orice n: ks %-i o F*

Bvident, fibrdxrile principale de tip @G n) si ('ﬁ@Q N
furnizeazi astfel de exemple (7 finit generat)_ (unde Ai (V) inseam-—

nd algebre araduatd, corutativd in sens craduat, liber cenerati

. ; n :
de V, .cu generatorll c)m V desernati a avea grad n).

In finalul sectiunii, vom extinde Th.4 i Cor.6 pemtau

o clasi mai largd Ae grupuri abeliene 5

trictie asupra lui W si deci implicit teorema 4, iIn ipotezele
(i

: 5 [ie
slibite: a iw
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DEMONSTRATIE: Prin inductie. In cazul n=1l, aven

([11, 5. 503-504)¢

\“\%(K(W)ﬂ)}): o L H*(K(n’) 1),7)censorizind <u
new Subgfup ‘

Finit generat

Q aceastad egalitate si tinind cont de Th.4, avem:

N % z
HL(K(W)D >&) = O ) L¢i 1zomoFfismul H*AY‘QWMZ .
ne di ci: H&(V\(“»D ,Q) ~ TWRQR .. Beeleasi evalndri au

lec si pentrd K(“@Q) ﬂ.) = S€ obeervd dmediat apoil €4
T—> TR induce izomorfisna in H%(- )&) Jidedi? el In

HEC . Q).

’ Q
Pasul inductiv: fie: K(T‘.\h-fi} (QM‘”; K(’ﬁ {h-ti)
(\" ¢

(TY(1 :'W§9(Q> Fk

indusi de N —>T®Q ., Apare iIn rod natural un morfism Intre fi-

> ?-t

brarile universale:

O KGrwned) = RET,0) ——'£L> K(ToR )= SLK(TT@@\\M&)

3 3(11 s -—L—»b % K?ﬂ@& L)
\ ' l |
v .

K Cw,)ne4) '(;“Miw—> KITOR ,ne 1y

.

care induce un morfism intre sirurile spectrale corespunzitoare,

O
3 ¥ = 8 : ey ] . .
fie acestd notat f. Ipoteza de inductie inpliecd —{»-_,_ a| izomorfis:

\{-}rq v lariiconiractibil itatea spatidleor de drumuriidimplici I;oo
- ! =

izomorfism, ‘3‘ F,cl Se poate trage concluzia , folosind teore-
- 0pyo :
e de comparare, punctul ii), din LG iR 28 eied “.'2, este
"
) : \ Gl i ' R : ; e I
itzomorfism, rdp odeer el i hed induce izomorfism fn U ,Q
|

Qolahi

R




<§§ 2. SPATIT NILPOTENTE

Fviind obligati éeoseori a folosi notiuni si rezultate
ale teoriei grupurilor, vom reduce denmonstratiile la-strictul
necesar, apelind la lucrarea_ [31

rie G i—a»H (epirorfism de grupuri). Vom spune ci

avem o extindere abeliand (centralid) @ Fer p este akelian

(Ferip @ HIG) ).
g { R .
Daca x\\/ < G  notir cu Y,X*\{' = X\fx \[ si daca
X, YEeE nokEam icu X,Y—l subgrupul generat de [*:(\7} pelont! xeX
Sisvie Vi
Definim seria centrald descendentd ca fiind: Go = G-)
: G = ZG ‘Gt\-4‘,\ 2 \;J(w wieze & : si avem:
l) Gy\ C G‘\‘L g l

2) G Vs este 'subgrup normal ,Vh . |
Gise Va'‘numi nileétent @—:\h sast a@altenO |
Notiunea de nilpotentd extinde evident notiunea de
abelianitate.
Definim In continuyare: GV} = C’/Gn .81 se observa
n+4 )

ca . ?;)G —27 este Voextensie centrala (huc(eb\ﬁ,ho‘h{{’ Ah_éy\G)

se va“aumi® abelilandzatiil “defordiniyntl) S veftri \v! W& G

4) G nilpotent <= 3 vind Lgged GY € d

Morfisrf“ﬁl arbitrar p induce Gh —1)—.1*’ Hh si avem:

59 QG &F*‘»H e tht‘_B Hh , decis H nilpotent
= “ nilpotent s |

Go) Cx ~P->>H 22 Gmgb%\’\h, deci‘.G nilpotent =
H pilpetent s
T -1?-3'5\—\ centraldy C‘f nilpotent(:‘]H milsotent..
Dem. 7) (Evideﬁta celorlalte afirmatii ne scuteste de

demonstratii).



. Daca Hn=0 rezultd: G»\C Ker D & Z(G) , deci:

vaLz 0 .
€y - o)

(n-1)
8. COROLAR. G nllpot‘,nt(" 1@ >G ces ...CJ — '\exten

7 ' |

e o (0) (h\
siiicentrale, i=1l,...,nja.?, G2 G 5
Ingr-operfecta-analiogievse poate: introducesnotiunea de ° i

rodul nilpotent dupd cum urmeazd:

o~

Dacd W este grup, grupul A se zice W timodul (sting),
via h, idacd s-a.dat morfismul ...\3._.,7 Au.t@v). Vom nota:

ok-x.—_\'\(om(x) : te. xer xeA .
k )

mz

Pind lea sfirgitul acestor censideratii algebricevintre~ |

ductivesd vasflisaohelian.

Notiunile de morfism de W - mcdule, W - subrmodul si W -
nedul faector se introduc In mod corespunzitor.
7 s
UnT - modul A se zice trivial<d o.x=x ,WweT, xeA
Definim inelul grupal al lui ™ , notat ’Za ["A‘R

prin ?:iz W\ - & \W\ Qz familie de suport finit Paen ranmuls i
AET

(Zmo{.tq (Z\;Y\(&\% & Z; (O{Z%:Xm%n% X

Notiunile de T - modul, rorfism, submodul si modul fac-

tirea:

PR AT—————

tor revin atunci la notiuvaile corespunzitoare din categoria R-mo-
duleleor: (stingi)s

Notdm cu I(TT) CR idealul sting generat de {d-i%dév

(idealul aucmentarij). Daed” A e un N - modul ‘defindmes Ao:—A
Gi z ]— A 'h" 7>/ ] si avem:
l)/ Ac‘ & Ac‘ L (seria descendentd deT -rodule);
2 5 ¢ & submodui, ¥ :
Loae bla B R T
4

i
3
Ti-modulul A se zice nilpote L

{evident: trivial :b niipotent). |

Un morfism A i"?% 1~1dvcr\ /(\fc? f?"? ge’ si avem: ' §

SISRCy
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5L) A &> B8 => A(T L-j %7 deciy -B nilpotent = A niipotent
6") A L-? 2 Aﬁ fl»>? , deci: A nilpotent = B nilpotent
7') LEMA. Daci AI :f—ﬁA —ia /-\” e un sir exact de M - mo-

dule, atunci: N) A nilpotente = A nilpotent.

Demonstratie
Fie AP”O Ajzi) st
A ety o F" e T =

Avem ‘-\/LD( 94 )= Q 7-°<4 e))( Lf()()
F‘( ?P D(ci)i = ‘( L%(?Y){ )»O "-:7 AP«rc’ =0 .

Lasém In grija cititorului atent formularea 1lui 3L 40

Un_spatiu (X,p‘t) se numeste nilpotent dhcﬁ

_TT,‘(X, P‘t) e nilpotent gi:
Trn(x’?{) este Tl'i(X,‘))'()—modul nilpotent, ptr.n:’g,z,

OBSERVATIE. Conditia este iIndependenti de punctul de

bazd, deci se poate formula definitia si pentru X neconex prin arce,
referindu-ne la componentele sale.
In mod evident avem: simplu = nilpotent (unde simplu

inseamnd prin def. cd actiunea 1lui i (X ‘;‘{) pe T( ()( P’U e triviala

pentru n);l)

9. LEMA
Fie‘ (F rt) g,>(E ‘:{Z) ‘?~> ?‘i) o, fibrare. Im .acest

caz, Ssirul ;zxact de omotopie al fibrdrii e un sir de ‘n‘(F,‘\'t)-f

module, cu actiunile: a) pe '\’“\(F',F{) e uzual

b) cpew) T EL P‘t) W%l :factiunea lui
‘(\G\(E,Ft) s restrinsd. via i#

c) pe | ﬂh(B,P‘t) }h‘7/i bl ot



P

DEMONSTRATIE. Sirul exact de omotopie al (E,F, Pt ) e six
de T(,((F,pt) = module, actiunile a) si b) fisnd corecte. Sirul
‘exact al fibrdrii se obtfine din acesta Inlocuind pe ’ﬁh(E)F,P’t)
eu B P’t) . via P‘(’( T‘h(—EF ‘;{’,\ _>T\'\,\(B T’)C P‘t) si c) iese -
imediat din "faptul cd actdurea-lul Ty (F (&j pe ﬂ“(B’Pt*Pt3

indusa de p:“: se factorizeazd prin W'f(Pt‘Pt\ .

10. Levpe Fie (Ft) s (B30 2-(B, 1) o fibrare
de fibrd simpli. Afundi sirul de omotopie al fibririi e un sir de
T(,‘(E)?'ﬂ - module, cu actiunile: a’) pe T\'\,‘(E,Pﬂ,h}i; uzual
; b%) pe _m\(B,tﬁ\,h % 1:actiunea
uzuali a lui ’\T((B,rﬂ
res;rinsé, via t#?
c’) pe rk(F f) ny,4 urmitoa-
rea ac’.;iune a lui_ 1‘4 (B P‘l‘) restrinsi via Y# [Plé TAB P‘k‘) ac-

tioneazé ca l )f\

ti}.yi},ﬁ/ , unde iFrle" Fl

DEMONSTRATIFE. Demonstratia se compune din aplicarea

suiccesivd a definitiilor.

11. TEOREMA. Fie (F\P’c) af;(E,Pn‘\ .?Akg)r')()fibrare. Atunci

E nilpotent = ¥ nilpotent.

DEMONSTRATIE.,
Sirului. W (?} P“Z) —F%TT\,‘(F r{) ,_,>1’ \E ‘{t) sl
de TL‘(F - Ft) — module

$i aplicdm lema 9 si lema 7’.
In cazul n=1 considerdm sirul de T(‘(F ,F'H = Snodules
= L 5
O -%»‘Mnba -———~>ﬁ4(§',p‘t) -f-«>\m e '&
> ! ¢ 3
Deindati ce aritdm ci avem o extensie centrald, teorema

este demonstratd aplicind lema 7.

Qe

Din urmdtoarca diagramid comutativd furnizata de lema 9.
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avem, pentru Lwl ¢ T, (F,pt)
T(B,R) 2 T (F,t)
i | ' | Tl Twl
ﬂl(&{ﬁ.’) s TH’CF,(«’C)

de unde rezultd cele dorite.

12. PROPOZITIE. Fie Fre F 2.8 o fibrare

cu fibra simpld si actiunea lui- 'T;(%nft)' . pe 'ﬁ*(F,Ft)

e triviald. Daca 'F) e nilpotent atunci E e nilpotent.

DEMONSTRATIE

Din sirul exact de omotopie: T, F — T(\,\E —> '\'\'\.:\5 RV
si lema 10, rezulti aplicind lema 7’ cd . ﬂhE ag'tey, Wkt -
nilpotent.

In cazul n=1 avem sirul

O -——'7\\'\'\ i'ﬂ: — “4E ——-—‘;T\,‘% =84

Pentru a incheia deronstratia e suficient sa ardtam

cd extensia e centrali.

Pentru [LU_SG WLE avem THF fﬁ_,> “"E_
=4
diagrama comutativd aldturatd : Ml \iw—&()lw}
: v
ik oW

deci extensia e centrala.

13, COROLAR
Daca E ~?—> B 2

cu I abelian si B nilpotent, rezultd E nilpotent.

14-PROPOZTTIE, "a) X,¥ ‘nilpotente, atuncd X AY nddi=
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potent

b) ()(,f{) Kf{)yt) simplu conexe (pt figu-

reazd ca o celuld la ambele spatii),

atunci : XvY este simplu conex.

DEMONSTRATIE. a) Tiy(XxX)=m X)xW,(Y) si actiunea

i m XYY pe MKKY) = WK)xT,(Y) s face pe

componente _ 3 :
B) Hom( 6, (XyY), ) ~ Hom (i, X, 1) x Hom (1, 1)
pentru orice grup T (vezi teorerma Van Kampen, [4], pRlibi6=1:5'35 Ak
afirratia rezultd tinind cont de 'ﬁ‘>< :ﬁﬂ4\( ﬁ_O |

si lufnd T = T AWY)

O altd clasd de exemple: dacd K este complex finit, conex,

spatiile T i\’\a‘a(K.X‘) & Ma‘a((\(.‘fc),KX,F{)‘) , cu

topolocgia compact-deschisd, sint spatii nilpotente ([3], p.64).

gi dacd X e spatiu nilpotent, conex prin arce (pe scurt: c.p.a),

In cele ce urmeazd vom da o caracterizare a spatillor

nilpotente.

E binecunoscut faptul ci, dat un spatiu X, existi:

'>< /;{2//7 ><h - a) £h induce izomorfisme:

l?h q e ﬂix iiaﬁkxh ,ﬁh.($h
\\ Xk o ‘
h-5 . -1 b) ‘“—Xh i@ = ‘{\’\» CYn

§<
it
A
Q
-
T
>
i
{f

Lt

(compara cui?l, De32=331).

(Se poate observa usor ci fibra lui P“ este un

Mo oy d S vy e A 18 s Qe ] e s 2

“aiimuic, aceasta constructie este unic determinatdde a), b), c),
~ ~r 0 . - 0 5 .

rind la un izomorfism (Intr-un sens lecsne de precizat) si se va

: : Gt o
i 2 i o _ o ;
numl turnulePostnikoy (T.P,) al spatiulul censiderat.
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Pentru a face folositoare teoria obstructiilor recapi-
tulati in paragraful 0 , ne vor interesa acele svatii pentru care,

chiar daca p nu sint nrincipale, ele admit ceea ce se cheamd

n

o rafinare principald la rasul n, adicd:. existad

X\-\:X‘:\ jl? )(:"..‘Xt%a)(f\:)(k_tcu Ci& principale de tip (. o A
R0 E Ml

15. TEOREMA C ik -

~a) _ TT&(X,ft) elnilpotentsd.n.d. TP admite rafina-

re princivnalld la vrasul 1.

b) -ﬁh(X,Ff) e 'ﬂj(x,ft) - modul nilvrotent d.n.d.

TP admite rafinare vrincipali la pasul n, 2.

a) Demonstrim implicatia directa. Notdm ﬂ}(x)?f)::cg
{ C)) r-o “n o )
Averm G = & —C-fr» C’ e .'[’i" C" =0 C' g extensii

centrale, 1<igy, cf.3. Deci sizxul

X e U ) e RIGS, i (G : K,

procduce, c£.0.4, o rafinare principald a TP la pasul 1.
S% retinem si natura fibrelor acestei rafindri si anu-

nme:

A oy e KAGE A —= K@)

"Invers, fie rafinarea principald la pasul i

K= Klmoh,8) = X5 40 Xy 3o Yo fesriag.

e k=m0 ) - ) S O <0

0

e (ﬂ—\4< Sxtensii® centralier ef 0. 4=l deci, dupd Cor.d, ﬂ4x
G
" e nilpotent.

b) Implicatia inversd:. In prezenta unei rafindrii prin-
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cipale la pasul n, trecerea de la Xh—i la Xh se face prin inter-
mediul "unui~“sir FInit de fibrdri“principailie®de tipul:K(ﬂ\h\wfvE R—D%
caz In care se poate constata usor (demonstratia identicd cu cea

a Cor.l3) cad proprietatea bazei: " -r.—,‘E actioneazi nilpotent pe

rth " ge transmite spatiului: tetalz" " “4E actioneazd nilpotent pe

‘ThE ", Deoarece, la primul pas, B= Xh,i si T\,\QX“,D:Q -
in final vom avea ci T O :“A(X) actioneazid nilpotent pe

WV\(X!\\ =0 | §7 QX) .

Q.E.D.

16. LEMA: Fie LX,?ty -—:&-> (B,‘s’f) o n-echivalentd (in

sensul din [1‘&, p.40'4),"\7/2 . Fie de asemeni: 'ngX: 'IT;_B -0

)

ph\_ Ly, n+) . Notind: 'ﬁ,‘()()'t) =% sgi cu I didealul "augmenkarid,

existd:
KA n)
} R ci e fibrare principalad;
% -t an :
l 2 = 3 e n-echivalentd;
/
4 j Al 2ink - 1.k
B en CA# CV‘—Q#
Dem.: Avem: -nc(%‘)(\ :() TG (considerind f ca
incluziune) , Ht(g )x) =0 S <n , si izomorfismul

Hurewicz:

A= T B A T @) s B B0
Notdm: K(r’\ \h-\'i): K si, ca de obicei: ‘3{& -Q..C—k?% —?L*KQ\;‘:

fibrarea universald (punctul bazd din . e drumul constant) si:

4
W & "\M (K)A) elementul universal.

\Q'L c Hom (HM‘&Q-X) #\) ~ \“\M\{g A ,,’\) si vom lua,
efEith. cla51f1care 0.1, k (% ?() e k\( ‘;t) astfel Incit
\l'u \I 2

")‘k\ﬂ C . i\‘\ fo = novoahnhda i i vii S RS | 2
11_“" r’\ \D "r‘\} sa e C L OO Lal v p—.ln izZzomorrismui ae mal

Suis, cu \-? =L . Avem:

A R AT

B e e s i i A A s 4



Hhm(% XN k* > Hhﬁ(\{\‘i\

e S

»\ deci gi:
'ﬁ‘h*,\(g ,X\ #: -‘Thﬂ(\(;‘}t) |
¢ ; 1
e By — = HM(K )

-, de unde sirui exact:

> T\'M\(K )"st) DR )

€)) 0 = Th*\(b X) ""A‘T(h*—\(% X) K

in diagrama comutativa:

5 g ((' indusd de k)
) ) A i
= g & Ys«x indusa deA \iX )

avem in plus: % .SL , tar-incluzdunea 1. 0) 4 4,3—) Ax S
e datd de a(w) = (\>JC w) Definim sectiunea: S: x -«'>X>L Qpr:m

S(x) ,bﬁ,?‘k) si avem: ";rx s =\ . Punind Cé X(S

avems: C‘C} = f(

Re;lnem Claabit exact

*¥) O —> TlmL(E ) LG 8 ‘,’() _fxﬁt» Tn(B ‘,ﬂ —

Compunerea:

Te (% X) <1%# T (E XX .?L) -——-VT‘—\. »\(x* .D_) L) M- \QQ')

defineste, ca in [1§ p.441-443, /'{\‘- (B 7‘\) ~—>'§Ti-x(~‘“‘-—/

si de verificd ugor (de exemplu pe calea indicatd la pagina aminti-



td din 111) anticomutativitatea diagramei:

G 0 B
= o L1

ﬂl-\(»ﬁ.} '5'“—;,,5_({’.)

)

precum si comutativitatea In diagrama:

WAy Vi i)
e SN
(X # %X x) 'Th-k\(-E' )XX ‘Q') > Moy (@ )..Q__)
- SR L USRS PRIy

; TWF

(%) si (¥xxx) deu: 0 — I Tty ’\‘%,X\ -—-b-‘TMLQBﬁQ jl—) Ty (-—Q—\;—-'> Q

Ad&ugind (%x) si (#xx) obtinem:

Q) —> Tue1 (B, X) lb '_IThO() £i3 M (B) =10
A L 4 I

& * s b0y e MeB) > Tn(Bly 2 @
)4 ¢
de unde (alergind pe diagramd): ?#, surjectie, si ke_p 3#___1 ke,\&#
{ A i .
(In dimensiunea n) . Faptul ea %#:‘KTQX ~—a'lT;,E e iz2q
pentru L <k rezultd ugor observind cd g e de asemeni n-echivalen-

+4, si cu aceasta demonstratia lemei se Incheie.

Dem.: implicatiei directe de la b). Fie 'Xh 3—"—‘—:) Xh_i
pasul n dim ; T (ny 2). Luind In lema precedentd X :XV\
0 :
si, pentru Inceput, —\— =4 t’h se constatd imediat c& aplicarea el

~ = -

iteratd & .posibilsd, dind drept ‘rezultat diagrama comutativd:




— o -
e tan
‘%\ ,?%& /

'Ph
in care: q, sfnt fibriri principale de tip (- ) si %L sint
‘XL
n—echlvalent_e, iar In plus (in dimensiune n): \(CV\(CA \# ..X \l e X
deci luind r suficient de mare (din nilpotentd) jh va fil o echic-
valentd slabd, si deci, cf. Cor.24 din [1] p.405, o echivalentd omo-
topicd, ceea ce iIncheie demonstratia teoremei.

Revdzind demonstra‘;ia lemei precedente, putem preciza fibra

fibr&rii prineipale X -Cé——— XL ; ca fiind X (A()h\
cu A TL = T A /1 (l,,‘ ’

In ‘concluzi’e, dat fiind spatiul nilpotent x luind T2,

rafinindu-1 principal la fiecare pas n, apoi renumerotind spatiile

si aplicatiile obtinute, avem urmitoarea situatie ( oefN ):

unde :
5 o3
¥ 14 K(WDUY\,() > >/\D(+ ? *&7 y\og
X
x /&(4}7 Loua. e fibrare principala
Puer
» ) d @ o= = W
% i To sas
; s mulpimile § o Y\d:hx
sint finite, \3[ n
ijii) Wa e de tipul AC(VAX) pentru Nas=slas cil de

, i ;
tipul 1" ~'ﬂhX/& '“v\x pentru Na=z=h \,72 2

iv) pentru orice n ¢ N existd D(hé/f‘v’ an i 0(>/ K >1(de

n-echivalentd (ceea ce implics in particular ca apllca’;la >{1m )(,(
' f
L _
Turnurile de aplicatii &}ﬁvb;,.\ L> /\"‘)&uuw‘ cli preprie—

)

1| p.438-42 8)

e echivalent& omotopicad - vezi

Eatilend) i) vox fi numite, prin analogie, turnuri nilpotente LTN)




Observatiile precedente spun cd: orice spatiu 'n‘i‘lb‘o‘tent‘ se poate

construi, prin trecerea la limitd proiectivd, dintr-un turn nilpptent,
1

turnul nilpotent construindu-se la rindul sdu inductiv, plecind de la

un punct, prin procedeul "fibrare principald de tip en)al® e’y

abelian) "dimensiunea" n a fibrei fiind crescdtoare gi existind un

numdr flnlt de pasgi pentru fiecare "dimensiune"

ix"(’“ C‘f———'> xa\3d cn

notind x = ‘Q_f&_n X,,(, ’ X e un spatiu nilpotent (se aratd IntIi induc-

Si invers: dat un turn nilpotent

tiv, fologind Coxr.13, ca X,( e nilpotent, V'o( , apoi se folosesgte
din nou [11 p.438-439 pentru a conclude nilpotenta lui X ).
' Din aceste motive, de acum Inainte ne vom simti Indreptatiti

sd identificdm,. . mcdulo aceste consideratii, notiunile de "spatiu

nilpotent" gi. "turn nilpotent'.

La un moment dat, va fi convenabil s& impunem spatiilor cu
care lucrdm anumite conditii de finitudine. Pentru inceput; citeva
preliminarii de naturd algebricd.

pacd A eiun grup abelian, vom spune, prin abuz, cd

','d_"""\&A(* o2 i(sau c3 A e de tip finit peste Q) daca t(im&A@)Q(w.
O clasa de exemple o constituie grupurile finit generate (fdrd a

intelege de aici valabilitatea reciproceil!) Dacé A:@AV\ e grup

abelian graduat, spunem céd A e de tip finit peste Q  dacs Av\ e
de tip finit peste & . \}v\ < Pentreu Q_spatii vectoriale (graduate)

notiunile se reduc la cele uzuale.

Dacd G e un grup, ‘vom zice cd G e de tip finit peste Q (sau
voms setries C‘(‘MQG < » ) daci d imQAg(G) { ® pentru orice i.

Dacd G e abelian, regdsim notiunea introdusd anterior.

= ’ /s s : Segaia 3
17. Lemd: Fie O — P\ —D T AT i extencie abeliana.

A Aim’BH L rezultd: A

Q o &} Q

Daca c{im




Dem.: Considerdm diagrama comutativa:

wﬁAﬂGi —_— GC :E—':> \"\\ ——~>’$;
sl ol i

O e A[\GC_&_ — GC~1.?£:'£'>\:\';—L -—"rj_ ‘;_

o ak

Plimbarea pe diagramd conduce rapid la concluzia cd sdgeata

/-\(\C'i‘-“A _>K« e surjectie. Tinind cont de faptul cd A,P\{\CL,&.K;
sint abeliene, A\MQA< e  implicd  dim K-(m . Adiugind si
ipoteza de 1nduc+1e, din sirul orizontal 1nferlor rezultd Jlma\ k(C)(ub)

\dL , de unde lema.

18. Corolar. Daci G e nilpotent, diisat & < s d.nd.

g Gz & i> @ Cfu) 15"7 G(o): O cu g, extensii
centrale cu nucleu de tip finit peste Q.

Un spatiu punctat X se va numi de tip' finit peste Q daca

'ﬁh(x, TJL) e de tip f£init peste Q . Vn . -Conditia e evident

independentd de punctul baza cits vreme riminem fn aceeasi compo-

nentd conexid prin arce , si poate fi extinsd imediat la cazul ne-

conex impunind-o pe fiecare componentd.

19. Teorem¥: Fie X un spatiu nilpotent. Avem echivalentele

a) X e de tip flnit pesterQ;
b) *kx C\) e Tdemripriinite pes te Q;
c) F'\%()K',C(\ e de tip finit peste 0.



Dem.: b) @C) H*(x)Q) NHOW\Q(\’\%(X \Q) " Q)
cﬂ;?c) . Considerdm turnul nilpotent al spatiului X, Cf.observatiei
fil) ee rezultda din Th.15; vom avea: c{(man—“<w' ; pentru orice ¢,
Vom ardta, inductiv, cd fiecare spatiu XD( satisface conditia c).

Pasul de inductie e asigurat de:

20. Lemi: f‘ie FC);E 4’7% o fibrare orientabild (coefi-
cientii Q ). paca H* B s HW* (e vQ) sint de tip finit

atunci \“’\*(E’, )Q) e de tip finit (peste Q).

' R
Dem.: In sirul spectral: E’Z N\'\ E@\'\%F, deci Ez_
s n :
‘e de tip finit (In raport cu graduarea totald: E'Z. = D ES;\: Ve

A% Setz=n &
pethiimeslk o ot et PR ipuei de et sinte,

21. Corolar. Fie K(ﬁ\h)c_,,E -?—>B o fibrare prinéipalé'
si H*F) Ge tip finit peste Q ; T abelian cu c(imQTr < ®

Atunci H%E e destip findti-peste & .

Dem.: Prop.l.7 asigurd ci: ’ H* (K(ﬂ,h\ )&) .
;Eh kH“(\ﬂL«,h},QY); dar \"\h(K(ﬂ,h\,Q)NHOkaﬂ@Q )Q) , pe de o
parte, si implicatia evidentd: c{imQ\/ <o = ih(\/)

de tip finit peste Q , pe de altd parte, fac posibild aplicarea
Lemei 20. Odatd cu aceasta se Incheie gi inductia. Pentru a iIncheia
implicatia : "a) => c)" vom tine cont gi de obs.iv), precum gi de

urmatoarele fapte standard:

Dacd J(‘. X -—7\{ e n -echivalentd (vom spune uneori,
pentru a preciza, " N -echivalentd In Mx ") atunci: - Y’l](Th.
B e SR RO A iy
Whitehead p.399) + g n-echivalentd in My (g, od SHOGEDN -bHi(\\\",_i)

!

e
e izo pentru (4w gi epi pentru t=n ); '

SO0
i /

ik n\atn) =N

C - \('_ e n—-echivalentd in

(i oe ) 2 g#} ® iol\ :
TTL()"\\\@)Q .,>T|’L(‘{‘)®Qe ize pentru 4w siepl pentry Wiow , cIEtd

|l SRR TR R,



vreme u,&)ﬂ si ,(Y) sint ebeliene); :
- f e n-echivalentd In H (3 Q) o e..‘L* HL(X )Q)———v\"‘\ 6 Q\\

e izo pentru ¢<n si epl pentru ¢ =nh );

- f e n-echivalent& in H*(' Q) (i.e.: QX)Q\A\H%\{ ,Q)

.e izo pentru v<w gi mono pentru ¢ =h ).

c¢) =>» BA) Considerind din nou turnul ni_lpotent.al lui X, va
fi evident suficient s& ardtdm cd Xo( e de tip finit ;Seste Q v

pentru orice A . Dacd X e In aceste conditii, In fibrarea:

V\x\) > Xplu 1——~> - avem:
E?ﬁ:& e EO L L th(\(&‘r& Nod) Q) Hom (1’ @Q Q>

L oNn
Ardtind deci Aty By % L o va rezulta c(tm T' g

] "het &

Avem: NS XO(H e hn_, -echivalenta’in r% v dupa cum

1o+
. rezultd din demonstratia Th.15b), déci.]( H &Xd“,Q\%‘r (X Q)
deci, din ipoteze: : c{«rn H (>\o(+1 ,Q) X"oo ", 9n particular:

0
c[lmo\ EDL'M L oo .Consuieram sirul exact:

i © 0,0 C§n ‘
gy BN sispe Bens btialp e oot

hdti

‘ ' N4t

Folosind implicatia a) —>c) avem: : Aim@ : KXO(,G\\ e
h,+L O

deci J'MO\E{ R e in partiecular: ({Imqlm#\hd_,d é

o = 0,ny
0‘ Eck"'l 0 A si deci: Cliﬂ'\& t“h +L< A,

l‘\-l-L

Pentru a ardta ca Tr‘;b(o(“) e de tip finit, ne rezumdm

numai la cazurile: ¢ = Ny ,d:.hpu—d, , In celelalte cazuri avind
izomorfism (indus de ?ou-s_ yeu “C(xo() siDacd hd\\,i , avem

urmidtorul sir exact (grupuri abeliene) :

0 — T(h ‘H\an{-’«\ (PDH '\HF (\’( ) "" Tr “’:,i> ﬁ;‘\.*‘(x@(h@) (rdﬂ)#s vh,,'\(\;xo() A
Ly




Win HLX,() de tip finit implicd evident: T(hb‘.\.é_(xo(*43

de tip finit, de asemenea: Ty de tip finit implicad {mm )# de

tip finit. In sirul exact: O""‘"\azﬂ; —D ’““AO(.;\.H) = ﬂhp((xo()._bo |

grupurile de la extremititi sint de tip finit, dect si T, (Xyy,)

rezultd de tip finit. e §
In cazul n“; i , sirul de omotopie al fibrdrii se reduce

la: A0 Tfo( — v,‘O(o(HB @L"Q% Tf:\( Xo() — 4 et ajutorul L~

mei 17 obtinem concluzia doritd gi In acest caz, gi demonstratia
Bl B9 ia sfirsdt. |
Convénind sd spunem cd un turn nilpotent e de tipfinit daca
c(iw\&'r\'ok‘i o )\{ oA , se constatd cd am demonstrat acum la urmd
si cd: dacd turnul e de tip finit, spatiul asocia‘r e ‘de tip finit;
.rec:Lproc, n cunsul dem Th.19 a) :; @) am observat cd: dacd spatiul

e de tip finit, atunci turnulie de ‘tiip,'Einit,  ceea ce face ca sa

putem identifica spatiile si turnurile de tip finit.

- In final vom explica modul In care se poate face ¢ "rafina-

re principald" pentru'aplical:iile Intre spatii nilpotente.

Fieadaed x i> X/ o asemenea aplicatie. Reluind termino-

logia gi notatiile anterioare (toate constructiile relative la X/

5 5l
Vor sfisadgeemtuaite 'eus ‘1), se gtie cd putem scrie: \Y Exm J"Xh &\/h >>( )-S
' 2 | L .
i.e. \*/'M\)“‘ -~ \\Jv‘ si \V\K"f\ = K, Ur (de exemplu
YS—\ p.48). Vom co*xs:Ldera turnurile nilpotente asociate spatiilor,
pdstrind notatiile introduse dupd Th.1l5 gi presupunind In plus

: Y\,k :V\,D( 7 \} ® , ceea ce evident nu introduce restrictii.

22, Teoremd: Exista XDL j:’.(_, XL( a.l.:

t/ R li X4
) Yo Pact = Pata et
f
b) \KMS’“H e Qdu*

. ‘o ; s { ;
c) restrictiile: T#-’«"-" K '\‘ﬂd\ h) — ‘\\\TTJ{ h) sint



induse de morfisme: A7 ____>'(I'0/( ; dupd cum urmeazd:
- dacd h, =4 (vezi Obs.iii), AL('H,Q)\) =2 A[,(TQXIS
e incdlus de Vg v Ty X o T A '
o ,.- . l.
~~dacd n, =hY 2 (vezi idem): 1 TT‘,\ /r' WA -—-»K,L fﬂhx'/ lb‘ﬁhX{

e inclus de kl/#/ e A ——a'r(n)((

Dem. : Procedind ca in demonstratia lui 2.15 a), vom consi-

dera K(C:lt>< 4) i’ﬁ’ K(Cu 3.) 7,\ induse de morfis-
mele: G5 = G provenind din: Cz :Tr4x ﬁ) 77"4)(':(;’

Pretentia c) rezultd din comutativitdtile:

WG CXBYy oY S5 R e (i P et sl

\“/o(-M L : %%L\L . \%'S(
K (B (61, 1y s KLQH,0) B2 KIG

ficind identificdrile de cuviintd ca iIn demonstratia Budnd0 . 4,
Trecind la hn =h 2 pasul. inductiv va fi procurat

de urmdtoarea:

23, pemss we (X) A (B, s (X ) ALY \a’c)

in conditiile din lema 2.16. Datd fiind diagrama comutativa:

X i = A

(reluind gi concluziile lemei 2.16) exista: \KH": s E/ LGt 0
t \ i/ !
a) \11‘/ <] __ci \L/a( g Aol u‘/h(-'r:'\ = % Q\/I'q
e : = ) o
c) Lvd\ﬂ g KU\,%,) KA W e inclus de A= ﬂ,,,,(,\(%,/x)/ —> M8, X ()/i ,”A
{I ﬂh-n(% X) ‘I'T{'

i

(ca in demonstratia lemei 2.16), indus lia rindul sdu de
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(%)# Ta (8,0 — The BXD

Dem.: P3strind toate notatiile din demonstrétia lemei 2.16

considerdm diagrama:

0B %) et ) g i

(unde Lh‘ eYin modul

x)

L " L descris mai sus la c)).

(KA 1) pc) (K(A RS
Comutativitatea se verificd ardtind cd: U%;Ak)*(uh+;)::Q(hkﬁxw*(u“+0
= e () & Hom (Ma (B, R) 31,48 K0 fiT (8 X0 )

(unde: (.Yt e (8,X) = T ((BXD) 50 tprs Tipa B XY —= A W

k¥& induce In mod natural un morfism Intre fibrédrile uni-
versale
: /
—_ L2 : :
'{;‘ : unde sdgeata L) il e Woemad
(X %) Y = q’ ceea ce descriam In enunt la
O} k{/d») ?\ / = '

petsicli.

e T e

Pdatratul comutativ (%) permite ca mo;ﬁsmul (¥*) s& fie transportat

pe fibrdrile incluse:

{
A,QL — N ceea ce aratd a) gi c).
: a\ . '
b\%%) é *&ﬂ, y
b e
[ b, v Lg
3 -




Restringind morfismul (X¥x) Incd odatd, obtinem:

S P ‘
Wi
X o X ceea ce,tinind cont de definitia
’ :
s & S RER S ; :
\‘K"\V‘*“ /‘L " aplicatiilor § si g’, Incheie
Yz ) =7 X %07

: | demonstratia lemei.
\)“X l, ‘1 Py
e

Pentru a finaliza demonstratia teoremei,urmdrim cu atentie fiteul

demonstratiei Lemei 16.

@»3.LOCALIZAREA SPATIILOR NILPOTENTE

Un grup G se va numi O-1local d.n.d, V ne N , aplicatia:

\/ e \/h este bijectie.

1l sPropozitie

a) Fie G un grup abelian; atunci: G este 0 =local d.n.d. G-

este Q-spatiu .vectorial d.n.d. aplicatie canonicd ( 4 —> q@i ) ds un
izo: G~ C®2Q.

i : g
b) Fie: O —» G/ B TR & %G ~—4 o extensie centrald; atunci:

daci doud grupuri sint O-locale, si al treilea este 0-local.

f

c) Fie sirul exact arbitrar: A & — G — 4

—> 4 :

daci G e nilpotent, afirmatia precedentd se mentine.

d) rPie: G i»(‘,s/_: daci grupurile sint (O-locale, atunci
Han ol ,Xm ol sint (D-locale.

e) Fie G nilpotent; atunci: G este Q -local d.n.d. toti

abelianizatij sint Q -spatii vectoriale d.n.d i O oA =Wy — T, =1

™ ;O'...'p -4, un sir de extensii centrale cu: Ti, :O"ﬁk =G
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si : A-d O\ -spatii vectoriale,Vo( .

Dem.: Singurele afirmatii netriviale sint c) gi e) prima
implicatie (compard cu [3} pl9; €or.2.5 ¢l p20 The2.7) Pe: care ne
propunem a le admite.

Un spatiu 'nilpotent' X se va numi Q‘-'sp'at'iu dacd TFC‘X este

érué Q—local, H ci7/'1 .’Dvupé Prop.l, apar ca alternative posibile si
urmét‘oarele definitii echivalente: ﬁC‘X sfht O\—spatii vectoriale
? W2 si abelianizatii lui_ TT&X sint ()\ -spatii vectorialg
den.d. ’ﬂ'c‘X sint Q -spatii vectoriale (pe scurt: O\-—S-V.) ,
pentru 77/2 sl Tr4X se Incadreazd Intr-un sir de extensii centra-
=g | .
O —=Ay —> Wy —> Ty =>4 p =0Tl i e O -‘:'WAX
P_\b{ fiind Q-~ S.v. ,\I i
O clasd imediatd de exemple o constituie spatiile K(V)h\ :

unde V este O\ =5.V,
2. Corolar

Fie fibrarea de spatii nilpotente: F C—E% E ‘TD“?B

Daca doud dintre ele sint st?. , atunci gi al treilea este st?.

Dem.

a) F,B Q«S?. =25 E_ QvSPi
Din sirul exact de omptOpie al fibrdrii avem:
0 —\edn = F k—/f—ﬁ\"“t# — O (h 52
i rezultd din 1l €),ad)acd ’h’\(: este Q~$.v.

Considersm: O —*\M 'L%{% -»?TG,\E 3:3!—’»7 \W\F% :;kewbh =0

si deci rezulta WhE Q-—S.V. din licl), - d) Fpentsn hiz, 2§ .
. = '; o 4
In cazul w=1 avem: D sl 3 —» i T *ig*?,c‘*M s
. : C : : 2 o
si i ->\w\ u& — W, T '\T‘% —5.4 o Ding primul csir rezul ta:

\m £ (JD-local, iar din al doilea: ‘E*E O-10cal (1.0) ad) )
i ;

S

| R R



AT

b) 5 E Q Sp. = % Q 5
Considerdm sirurile exacte: - ‘m L =3 TT“E ?-) lW\ Hg ——>D
— P# ce B 2098
de unde reiese perfect analog: 1"“% Q—local, PERELUL nes D |
In cazul n =4 avem: 4 —>\m c# -——)TQE Ly —W«B\)&,deci si T\]% este

0 -local.

Oprim aici ilustrarea demonstratiei.

3. Corolar. Fie fibrarea principald K(TT,VQ <5k —R

El. . qF &-—s.\/. si E Q-spa’;iu; atunci E este Q-—spatiu.

Dem.: Corolarul precedent gi corolarul 2.13.
Se observd cd dacd X,\( sint &-spat_ii, atunci X\\(
este 0\ -spatiu. Ca de obicei totul se Iintimpld pe componente

Se numegte localizare a spat;iului nilpotent X, un & -spatiu

XO,dat impreund cu o aplicatie .? X == Xo (aplicatia de locali-
zare) care au urmdtoarea proprietate de universalitate: \1 \{ G\-—s?.
arbitrar, apliecatia indﬁsé de f la nivelul multimilor de clase de
omotopie: LX \<1 ‘&ﬁ [XO Ie o bijectie. Aceasta se intimplé donsicl s

\écé X §>\( j i] X —->Y unic pina la omoteople, a.i.% CA g, Q’.CA
(aplicatii omotope).

Se observd din definitie cd orice doud localiziri sint echi-

valente omotopic.

4, Teoremd. Fie : X _'»\( . Atunci sint echivalente:
a) LX‘ 11 é&' L\{ 11 V Q-spatlul %3 b) a" e izomor-
fism In coomologie rationald; c) A4gxe izomorfism In omologie rationalsa.

Dem.: Ne multumim doar cu a) d.n.d b).



a) =2ib)
Dacd 1 K(Q V\) avem:

T K&Q,@l 2iskar K(& ‘\\j
H“w Syt At e By kX Q)

unde iéomorfismele verticale sint cele din paragraful 0.

b) =» a) Presupunem ‘Pé izomorfism In coomologié rationald
gi fie % un Q\ -spatiu. Considerdm T.N. al lui:}, z
;K(Wa(\“a} ¢~>Z°4H Al 20‘}},51 Fie 3‘. X ——>Z . Vom nota cu. j“

compunerea '{‘/&Dj . Avem urmitoarea diagrami.comutativd (din ipoteza

X ﬂdﬁu&_) oz . de inductie, deoarece Zb = ‘ﬁ; )
y 4 ;
l \ L Trebuie sa. ridicdam pe ch& la
4 \}"‘*“ 23“:« Nozes zl.m astfel Tncit:
D ¢..~o( : - =
PSS =

Tintnd cont de observatiile ce rezultd din Th.2.15 si de
faptul céd dacd ﬁn T ~modul A este & -s.v. atunci X.P\ éste
£ -s.v., si de ipoteza asupra lui % rezultd: Ty O\—s.v.

Obstructia la cele de trebuintid sta .in \"\V\d‘JrLK\{)X ‘)‘\TDL)
care este nul din ipoteza asupra lui ‘\—*

Mai mult: orice doud ridicdri cu proprietét.ilevcerute sint
omotope deoarece obstructia omotopiei lor sté in \‘J\‘nd&\{, )\ ) 'rlu() =9
0:3) . |

Putem defini: 73 cel Ty eé,"‘“ ‘2;‘( S prin:cs (i_ 3

In final avem: 3°$ gfé , deoarece considerind .g

incluziune am introdus o comutativitate omotopica.

Unicitatea omotopicd a lui (é rezultd din constryctie.




5. Corolar

Fie JT grup abelian; atunci a};Slicatia canonica TF~—>'|T®Q

induce K(u"h) v,aK(T(Qg&’h) , care este localizare.
Dem.: teorema precedentd si prbpozi’;ia Yl

6. Lema: Fie diagrama comutativd (fibrari principale):

e

Kmn) —% > K(wen) . Dact b st | sint localizari, rezults

= '3, ,‘, localizare.

e B
¥ Po

__‘£,/> Bf

Dem. : Eo rezulta Q—spatiu din Cor.3. Morfismul indus Intre

) ~— Me—

sirurile spectrale ale fibrdrilor (coeficienti Q Yare proprietdtile:

O K Ty - : %,0 * ; ; : :
» = e izo gi: s ‘YV e izo, deci, folosind din
nou una din implicatiile din teorema de comparare din [6} rezultad

T %
.K,w - g izo. Tinind cont de Th.4, lema rezultd.

7. Lema: Fie: K(‘\T,Q c_,-,g. .:E_)’% o fibrare“principala gl :
B .£>’Ee localizare. Existd atunci o fibrare principald

K(ted ) el 3. R, astfel,ca, In diagrama comutativé:
)

K(’T)W) Bt k—\(v'f&\h)
e e
i L po
B ——i—? %5

3 s fie localizare, iar aplicatia Intre fibre sd fie incdusd de

morfismul canonic M - TT@@.\ .

Dem. Deindati ce vom construi diagrama comutativi, restul

afirmatiilor vor rezulta din Cor.> si lema 6.



Fie: B ~\—<-—~—>K(W,V\+L) aplicatia clasifiantd a fibrdrii,
(. fiind localizare, g&sim: '%o ,Ef——:rK(\T@Q,Mi) care face comuta-
tivd omotopic diagrama: »
e = &,
€5 o e
Klone) 25 R{woQ wt)

cu ajutorul cdreia inducem fibrarea EO Yf> Bo

Ramine s& construim aplicatia j:E — Ec, deasupra lui
f astfel Incit: i o ORI
3\\((“,&0 n

Pentru aceasta s& considersm fibrarile 3 ,p' induse de
Kol st “m‘.’k
K{red ) ::wm& N | ,
é‘_// L IEO unde I(x)to\:(iir\)'w) XéB)wé?K('ﬁ@Q.nﬂ)

‘ ¢
i e L iR
C
“

i) :
E. S 2 Eh unde k{/()\,w} = L)(\Lh,“_iow)
l’ L ‘)I/
B &

Deoarece \(90‘- o Lhﬂok rezultd echivalenta omotopicd de

fibriri induse:

KirgQ ,n) = KToQ,w)
I 1
e

S




Nu avem atunci deci.t sd definim: 0{)-_: .Ln?oﬁ/ :E.—-—>Eo s

8. Teoremd (de existentd a localizdrii)

Orice spatiu nilpotent X admite o localizare «Lx = Xo

Ao {, induce izomorfisme din W)oK in T(‘\(XO)®Q:K‘\(XO),“>&
sie T, Xo se scrie ca un gir de extensii centrale:
O—-—-—*»Ao( _.»TO‘M.__;TFD(M'S_ IC“ A.L Q.‘-S,\[.,o(:bl..."‘-i- :
si

W= O, Ty iﬁ&Xo ) a.l. Ao( o Aa(-!—ﬁ_(.uﬁ*()&)w ®Q\ E

Demonstratie:

Existential imediatd, din aplicarea consecventd a lemei 7
0.

si folosirea echivalentei stabilite iIn Th.4, punind -(» = w%«
cu jo{: Xo(-._;. Xd’o , unde x‘* fac. parte din T.N. al lui X..‘

TrLXO are proprietatea din enunt prin constructie, far fn
ceea ce priveste proprietatea pentru W, w7V 2L , vom considera a-
cele 3& cg hoL?,Q, . Vom presupune, inductiv: @«x)#®“d\=
thd&?o\-—»ﬁhxd@%[} izomorfism, pentru orice w» 2 , si va rezulta aceeasgi ‘

1 g %

proprietate pentru (%“)# @ic{ , considerind morfismul indus Intre

sirurile exacte de omotopie ale celor doud fibrari (partea abeliand)

tensorizat cu Q:

Kkvg‘v‘i";'(\ > lz\(\vo( ®Q\hp()

) L
: Xd&\ —ji{}:”) Xulu‘o

| !

X e - oo
&k e



9. Corolar. Fie XI\( spatii simple. Atunci: % C X, o a

cu proprietdtile echivalente din teorema 4 d.n.d. f induce izomorfis-

> e 77h-

ﬁe intre: Tu“‘ X) ® &

Dem.

Dacid f e ca in teorema 4, ludm X -3»,> \ﬁo localizare si teo-
rema. 4 impiicé: 30{1 e localizare a lui X. -

Din teorema 8 si faptul cd spatiile sint simple rezultd
implicatia directéd. :

Invers: considerdm diagrama: X :2 e \{

unde sdgetile verticale sint locali- k L

z8ri iar clasa de omotopie a lui ‘t’° Xo &° = \{0

e unic determinatd din conditia

ca diagrama s& fie omotopic comutativd (e suficient ca spatiile s&

fie 'ni-lpotente, caz In care vom numi J‘,o sslocalizarea. 1l f) .

Din ipotez.d rezultd cd f e izo In e si cum s&getile
verticale sint izomorfisme In ccomologia rationald rezultad ,{/*

izomorfism In cocmologia rationald.

10. Teorema. Fie X, \{ nilpoténte si 4& " x_,»\{
Atunci urmdtoarele sint echivalente:

a) _&, e echivaleni;_é omotopicé;

b) ,‘»# e izomorfism;

c) &%e J.zomorfism,

d) [X 11"{4’{-\( 2‘_1 pentru \} 1 nilpotent.

Dem. a) =9b) =c) clar.

d) =>a) Pentru aceasta folosim urmdtoarele diagrame:

; f i S s =
e e Spat o
g
o |




si analoagele pentru g.
Implicatia c) =3 d) este replica In coeficienti %& a impli-

catiei c) = a) din teorema 4.

11, Propozitie
s T o B B 2o R X 1
b) Fie: P go i _}__u% fibrare or‘ieAntaBilé si H*B '

f\:\xF Q-—S.V.; atunci: ,\:\*E e Q_s‘\z.

Den. ,
b) In sirul spectral de omologi® al fibrdrii: Ezl;‘c‘ =
HF(B b} Hc‘ (-F)) o HYWD\ ®HC1QF) esté &-;s.v. pentru PM\ e O

deci E,a;q va fi 0\ ~-s.v. i deci, considerind seria de compezitie:
Dt ot E&HhE Covw, & F;\H.\E z HhE cu factorizirile succesive
i Q\ -s.V. ,‘ incheiem demonstrg}:ia.
a) In general: kax ,2) e &—-s.v. < naths H*QX‘,E) ”;i—‘x(x/&)
e izomorfism, conform l.a). |
Procedind prin induc;ie'putexﬁ presupune afirmatia adevéré—'
t& pentru n-1 (pentru n=1 afirmatia rezuité din constructia lul K(Q,i)
datd in cursul dem.Th.l1l.4). |
Morfismul -7_1_(»70\ induce un morfism Intrée sirurile spectrale
cu coeficienti corespunzdtori ale fibr&rii universale de tip (Cl ,h-—L)..

- 2
Avind izomorfism la Eoo ad. e E , O teoremd de compa-

0,%
rare ne permite sd Incheiem demonstratia.

Observatie: Afirmatia a) r3mine valabild, iInlocuind pe Q

cu un Q-s.v. V arbitrar, de dimensiune finitd, In mod evident; luind
apoi: V Q-s.v. arbitrar gi trecind la limitd dupd subspatiile de di-
mensiune finitd, rezultatul ins3 se mentine, ceea ce ne permite sd

formulam:



12. Teoremd: Fie X ‘nilpotent. Atunci: X Q-sp. d.n.d.

E*x R-s.w.

Dem.: Pentru implicatia directd se lucreazd inductiv pe T.N.
al lui X folosind Prop.ll.
Pentru cealaltd implicatie vom proceda In felul urmdtor:
: Considerdm {V X«é X localizarea cu proprietdtile: Xo
nilpotent, 11'4‘ Xo O -10cal, H X 0 -local, \iL ‘]

Avem di agrama:

TLO0) L e
u !
Tl s B0

Rezulta: ,(,* izomorfism cu coeficienti Intregi si deci

f echivalentd omotopicd, conform Th.1l0.

13 ViCorolar: “Fie X)\f simplu conexe punctate cu 0 -celule
Dacd X,\f sint Q -spatii rezulta: X\/\(. D\ -spatiu (de tip finit

peste Q).

Dem.: Corolarul 2.4 )y varatadica x\/\{ ramine simplu conex.
Deoarece H*U\v\() N’H&U&) ®H«X(\{) , din teorema 12 rezultd:

X\/\{ Q ~spatiu. Din teorema 2.19 rezultd si finitudinea peste Q.




% 4, EXEMPLE

47 -

2n :
1. Lemi: Fie B un spatiu si fie u éH (®,Q) nondivizor al

L Enoieiie: O F RSN
- mlefe Rigonl ~

fibrarea principald induséd de

W (R ,Q)

. Atuneid :

H*U%3 /(C\Qc& (w) -ﬁ/’\'\*(g.\ e izo0 cu coeficienti rationali

Demonstratie: Ardtdm Intii cd

grama comutativa:

O == -
e

E_ u)Q‘,P

> |

R

o
.__"’:.,,9 K(Q)Zh)

Termenul Eil
are WE.0.,

din sirul

O

Q¢

. Avem dia=

T*(L\') = O

| : T*(u) = ?& R*(L‘zhj = :‘i*j* (ulh)

AM",: ‘1*(“2,0 =10

spectral aratd in felul urm&tor: (H&_Q_
rezulEly din 1Th.l 4, iar
egalitatea sz\(k\ = Ak din

Pieopialisaliss IpiCor, 1.3)

-~ 5 surjectie
si

-Ken ‘;*C'n{eat (w)

Avem de ardatat

G 2
n Avem: E"L = Elh si
0 u kg -
S in W B E't’ah»}i; TeQ
Avem: c{zz\(\>®i): QO /A EQH*B
C\U\Uﬂﬁm): 0 b ®ri : e bigie )



P* identificindu-se, ca iIn demonstratia Prop.l.l, cu:
S,O S)O ek SJO =) : \
= Ep, = n 2 E-'Lm—g =T b DH E = £

S2n-i _5 -4

' I k2w i
putem scrie Eoo = Euﬂ kew %Azh:\'ls%@)\’\“ L —>H %’Kuo
S,k

(din ecuatia (%) si 1poteza asupra lui u ), deci E. = QO pentru

£)0sdeci ?* surjectie.

LAt Ken \D* = \m %‘0{)1‘“ 1HS-Zh%®H%“—&—SL *’Hsg‘)

gi din nou din ecuatia (¥) deducem: ker '{7* . ideal(u).

2. Lemd: Fie, iIn plus, datéd aplicati.a: '\X\P%) —f:-ak%)‘f()
cu proprietépiles; ) — {,* surjectie. Existd atunci o riaicare:

~ Lwy=0
3 :
l? astfel incit:i’i\ SRLdCer e

- KQV\CA* ~. KC\"%* / ‘XH*E

(prin izomorfismul din lema 1).

4
)\ —§-~>

Dem. : ,ﬂfﬁ(u} 0 implica O(-{—)— o ideicd, dupé Th.0.3, existd
ridicarea g. Restul afirmatiilor necesitd ratlonamente de rutina.
Un spatiu vectorial graduat SB = ® (\E (peste un_corp
hY,0.

de caracteristici 0, care va fi adeseori subinteles), se va zice

algebra graduatd dacd s-a dat o Tnmultire asociativa: %p@)bc] )%PT“

avind element neturu lcﬁi si comutativd@ (In sens graduat) = 1.es

B ,
\) = %) \;L pentru L,L €@ elemente omogene (unde
prin \ \ am’' inteles’ si vom Intelege gradul elementelor omogene) .

graduatd comutativi (AG)

Qi

. S D) s B
ie deci > o astfel de aigesy

b

(sursd inepuizabild de exemplu: coomologia spatiilor). Un sir de

m

elemente din R, Wity o= U se va zice sir requlat, daca:



SN
\QL\)D si

we é@/iiea(cp\h...,u\i_ﬂ e honAivazon al \ui zZero

(L&l dw)

(S& observim ci din conditia a doua rezulti lu(]=par MR )8

3. Propozitie. Fie datd aplicatia: ’(; 3 X —B astfel éa:

{" L* surjectie si: ; - .
—Keh{r*:ideal (Uxi,...,um) unde Lui,...,um) e sir regu-
lat In H*(B) s '

In areste conditii, existd diagrama comutativd:

;IZW‘ . __%‘f e Q?'\ . VL
X Jrc/ \\/Pb Qi = kehg(’é‘vkwpﬁ l TL:,L\ISH*R ’\‘[,;

' , b e die Btp OB = 4] i
3 L Y ]
ol .

Dem.: Imediatd, cu lemele precedente.

4, Coroelar: Daca X este nilpotent iar B este Q-sp. de

tip finit peste @, 4?,“ este localizare.

' X
Dem. : Evident, ‘(’m ? izom.in H* L )Q) eleloha e e,

3 ) % Cha 5 2 = . 1 - i
asigurd cd Yy, e QO-spatiu de tip finit peste Q, iar Th.3.4 asigu-

e f .
ra ca '\’M e localizare.



5. Lemd: Daca X e nilpotent si dacd algebra H*(X ,Q}

e liber generatd de oy , ..., : qLéHn;' ()( -)QBNKX )K(Q \V‘L)—X-a[&_‘él

(3.e.: E.?g‘f (uha\ =) | 7 atunci aplicatia:
e Bt
X i \ \ k\(Q ) ‘este. localizare
C=

Dem.: Ev1denta, folosind criteriul coomologic de locall—

zare din Th. 3.4, care de-altfel va apare sistematic In paragraful

de fata.
: X SZN-L LE)
6. Exemplu: = . Sintem In conditiile pre=
-4 -t
cedentei. Ludm (o y'4 (3 ,Q) generator gi avem:

R
% : _j/y K(Q ,2‘\- 0 localizare

Ln-4
_fg Fiind: simplu,*Th.3,8.2) permite sa calculédmy

Q itz 0 2n-1
T[C(.%‘Lh*l.)®& ! )
O 1w rest

/
7. Exemplu: Fle X un H-spatiu conex cu omologia rationald
de tip finit. Din Il‘l p.267-269 rezultd cd sintem In oonditiile
din lema 5. O clasd particulard de exemple de acest tip o constl-

tuie X=C grup Lie conex gi compact. In acest caz, faptul cd dim

O‘M\O\H%(G )Q)Q,Q exclude prezenta generatorilor polipomiali

(de grad par) pentru algebra HX(G -,Q) %

8. Exemplu: Pentru un astfel de grup, se poate ardta exis-
tenta unui spatiu clasifiant: %G , @ unei lerarl principale uni-
versdale = G o e .Y/> ij C (unde de data aceasta "principald”

se citeste In semsul fibr&rilor cu grup structural G) cu proprie-




tatea cd spatiul to;al g: e contractibil si cu proprietatea cda,
pentru orice CW -spatiu B, aplicatia: E{»B > BG] PRAE ,{:*(Y)
(fibrarea indusa pesté B) stabileste o corespondentd bijectivd
intre clasele de omotopie de aplicatii LB ,g(‘,] gsi clasele
de izomorfism de fibrdri principale cu grup G peste B. (Compard

cu constructiile din [7] , fdcute pentru cazul gfupurilor clasice
sau vezi {201 P.39=57) .

Ca o prim# proprietate, afirmdm ca fibrarea universall e

total transgresivd. G fiind conek__, rezultd BG simplu conex , si
deci orientabilitatea fibrdrii. Pe de o parte, rationind exact
fn: Prop. 1.1 a)d (dax’fird-a mai impune conditbiile su_plimentare
asupra fibrei) se observd ci, datd fiind o fibrare orientabilé
FesE P»B  conditie Ya e 2RI ‘)"“ < WF =
e echivalentd cu conditia X € E?\ﬁ & EZ’-‘} . Pe de altd
parte, odata stabilité»aceasté formulare echivalentd a trnsg're'si—
’vitétii cu ajutorul sirului spectral, Th. Borel din EGl pi54-55
asigurd cd fibrarea universald, si deci toate fibradrile princip'ale_
cu grup G, sint total transgresive. Aceeasi teoremé_afirmé ca
daca H*(C:,Q> e liber generatd de Ay cony atunci

H%(%G Q) e liber generatd de .%L ; ...,FY\ cu

\\lﬁ\: ERERE ( deci %G ‘e ca In Lema.5.

9. Exemplu: grupul unitar Ul 1“\7/&' MArsitsim Intil,
prin inductie ca: H*Lun )z\) . e liber generatd de %X‘.’E‘(SL$V¥
[ X} = 2( -4 .  Deocarece ut = SL , startul e asigurat. Con-

siderdm fibrarea principala:
‘ : b Ac T
u n c_}» ‘JLV‘*‘L o .

Din ipotezele de inductie, termenul E?. e dat de:



HXU, A

ARN § Z‘XL
®) 0O Z-Xnir| O iy
— D} Tnel ng’b«—l—i
Avem: Ez :EQ_W,.i si EZVM-?, = E_Oo . Deoarece, evident,
‘lzhﬂ_(xﬂ =0 ) Lol soape il E i fiind generatd (ca
algebrd) de acestia, -r'ezulté: 617—&4-1 =0 Eoo = tz ’

si deci pasul de inductie.
02\.1, OZL&

In plus avem (L 4cgn): ‘(’2\ iu\.\“sE ‘“\

deci dv*b(;\: Apdigl €L ¢wn . Pentru C=had , scriem (\

9

H h*&uhH. \—}bEwhk ::E_,L) hA b \’\M- llh

: 2.\“»1_ e ;
observam ca: Xney € E ! deci A*Lxh*a\ = Oy

spatiile W,  fiind simple, Th. 3.8.2) implici:
& ,‘(:2C—i,£:£,....h S0 g =0
O ; Im re_st

10. Teorema de periodicitate In cazul complex (forma ra-

tionald) . Fie - e(m \lh . Atunci:
t ——p

Q . C? iw\rar sau 1:0

£ O

L,
o)
—
=
=
2
Wile)

-




-

Dem.: Pdstrind notatiile precedente, considerdm:

' hel '
UML vﬁ:-gx——"—— ,,,,,7 T, KLQ i~ 1) (unde incluziunea din

= :
S T dreapta se face luind

WU, MT‘\ K(Q ,20)
iz '

punctul-bazd pe compo-

nenta K(& , Lhx L))

: W |
Notdm: K: Q_ﬁ‘:;‘ (TE_ K(& ,ZCvD) o 0 £ 0 @h ~va fi loca-

—
lizare. Teorema rezultd imediat scriind:

: 2 n ~e @Q (__!‘_, 1
ﬁiu (1 :'ﬁCT (Q_zi; U)o = (,_‘.‘;“ _ﬁ‘\uh OQ ff\; »Q_w; “C‘UL}LK'(Q )LM‘)) ;T%K

11. Exemplu: Grupurile speciale ortogonale bO(h) ny 4

‘Arétém Intii, inductiv, ci: vH*(%O(’LM—ﬂ ,Q) e liber generati

de { X\;lg B o, ’ \X;\ - 11{,-&, . ., Considerdm fibrarea prin-

cipala

G4 ﬁg gOQM&) s T2 (Btbratul fangedte

unitar al sferei)

Pentru a calcula H ('Ci LSZ“) ,Q) vom scrie girul Gysin
([71 p.143) :
c—z\ L vieel) Tn ux«zn 1, Vet iey
PR o R e
i ‘FL"\ 2_14 & 5 ~
(unde e é‘”\ S e clasa Euler a fibratului tangent). Cf.

acelasi {71 D130, e = eLS-L“) 1 57“"‘\ Q= ’la

(unde oA € Hb‘ (Sl"‘ 5 Z) e generatorul canonic) deci



el € thﬁﬁl“ )&) va fi generator. Examinind acum sirul

Gysin In cele 4 cazuri In care nu avem simultan:

HL 31“ = HLH*EM‘ Slh-.: 0 ; rezultd ca:

Q , L=0 )lih-i
i Ly
H (—CLLS ))Q) =
DESE rest
deci c&: \.-\"( (:ci (_51"\) )Q) ‘e liber generatd de un X, B iebinaat.

Scriem acum, tinind cont de ipoteza de inductie, termenul EQ_

din girul spectral al fibrdrii principale considerate:

HASOf-0) 5

ilb\—S Q-Xh-i

2| Gony
_._6__4——’——-—-*“‘ (Q~)(h %
0 b4 H*ti(?“)
Avem: Ez = thvi 2 th _—_—,-E & . Deoarece Airh—i<xi) :O/

= ==

Retinem si (analog cu Ex.9):

4 Loty . Al“\_i O 'tbb~E ceea ce compl.eteazé inductia.

(}&(Xi) = eiaked

yw =0

(G
)

Spatiile

_—
%
s
[
e

Fh
ot
Pt
i)
ja)
mn
p
3
1E) e
t -t
(1

~

O
(R
wt
b

=

)
=

N

}—l




R ,7}Ju_1,&sish,y q=0
T SO(ZM—L)@Q = i ' _ _

i
O ) T be_s't

Putem calcula acum H* (S 0(20 )Q) , considerind fi-
brarea principaléd: SO(ZMH <~>SQ(2L.) _,»S”“”&, Sirul spectral:

HEC D=t \
l’h—.s &'Ku—t
3 &'Xi :
a Dl By
' 0 -4 | 2 Hrde-i
Avem: EZ =E2h~i si A = E o . Exemplul 8
permite s3 considerédm ca ‘ E,o sl : L 4£cdin-t
si cum éllf (x)c\:'_ . conchldem: el . Al ceng

si deci: A'M\-L(X‘;) = Alh«t?’) =0 ’ 5{1\'\-1 =0
si deci Eocrie EQ_ ;- dldieds H* LSO('ZV\.) ! Q)
e liber generatda de { X ]ﬁ 45; L2k mCu \)(L\ :Lli-fi

gi: deSyy (cuss \\{\ e Dy okt risitdeci, ca’ma® sus:

"Tc\go(,zh)®0\ :iO\, ‘\‘«Ln-—& ,léuﬁlw\,ﬂﬁm.r;s.‘.q:o
(“32m+i) GrE A rest

fQ ;4N ) QR Gt gm0
zlaem o b

O i wlin vt

S0(24) 8Q

7
ﬁ(.\._-zm)

A% e ghoma : Dalibivd - SO 285616
,3& g=he-1, %1 5iq:0
IO ;I rest |



= iggine s

Dem.: Considerind sirul de omotopie al fibrdrii:

.

SO(\) %SO(M«-&_) 3—> Sh , rezultd (}# izo fn 'n;) , pentru

c’ < n..)_’ deci TrhSO =1 SO(»«z)' ' ’ V n. Tinftnhd cont
de precedentele rezultd: 'ﬁ,,\SO el =0 , N pay; gi: ;
TTQ_“’LSQ B~ Touoy 50 (2w+1)®oQ de unde afirmatia.

Considersm, in perfectd analogie cu cazul complex:
i CaSAGe b ‘
SO Qu« 1) e“;\.’_‘::;;;ﬁ‘b),> 1T KW@, e <)
. ) i .
g o )
SO ) el T KRR e )

ez

deci, notind: Solmvaw = Q_‘_".Q SO(2w-1)

.
M nar

impar 7 iMAG -
si { ( = {lgg €h , avem: SO = ‘;3 Yo localizare.
Considerdm acum: TO Pt . . Vom iardtas C#QEA {20
i
Avem:

: D\ 'f(::l(é—i)(:?/i 5,i€’:0
1, SO 0 Q ::'\Tﬂ\_:%

1

™ rest

0

Vom arita deci cé L# @id e izo In dimensiunile q = .
Pentru aceasta, considerind girurile de omotopie alefibraviilor:
SP-L | sl Shyn . elving SORWIE %380(11\\»1)%%(31“)
ohbtinem: ﬁs "C"(S?"‘) =0 S < dn=-2. deci Mg este

ize in § L Lh-2 Jheds de adicdl In particuliare

e
Wké—&solm??m :T(kc_&SO.(LH+i) . Considerind diagrama:

twpap L ‘
fy A
4 IS

Vet SOUMWL) e 'ﬂlu,igo&llu-y 1)

h .
L =Q_\3«E K(Q hi-1)

ey




rezultld afirmatia anuntatd. Cor. 3.9 gi Th. 3.4 asigurd existenta

aplicatiei 1, care face diagrama de mai jos omotopic comutativa:

S, 0 MPQV' fLV“P“'i>

Y4

I —
i) -
s :

-
SO (
si care este localizare.

35 EXemElu: Fie X un spatiu nilpoteht cu proprietatea ca:
existd elemente N & H*(X )Q) omogene, 1Li¢r

astfel Tncit morfismul:
= ‘ e : u %{*
(? : algebra liberd generata de {X;g Nt —> (X;Q)
(cu : ‘X;\ ::\o(;\)

%(XL\ =90l s indadnd ol r S& induci un

dat prin:
cooslym)

izo: algebra liberd generati de -{X;S / uXQQQ(QQJ
sl $
X, Q)
und e : :

( uL,_,,,M ) e un sir regulat.

Localizarea lui X se construiegte atunci aplicind Cor. 4

,tt{u..'_r‘i"}, B :T.L-r KLQ)\O( \

situatiei: A£

X _ng, : ludm: o\gHz (.. Q)generator si

4y Exemglu: =
avems:
S e o

~
T

b ’ .
Boi re
!

e S %iUQJL5 “zn‘> KD,



‘2 Q' q3z0,20 4nl1
Deci: ‘HCIS Y a@lao=

S 5 2— A
15. Exemplu: X =P"C ;_lt@m oLé\’\Cl’hC,Q)generator si avem:

L e o e
,l (1? 4 cu g localizare
e
/é//'U o

T8 5l s e IR i)

Prin urmare:

- D\ 0\ ,q:O,l‘Z.mi
0‘ 0 ,anes‘t

PR R ;
16. Contraexemplu: Spatiile nu sint nilpotente.

2 2 :
Din ‘aceperixeai eV es LPTR rezultd: Wq?lk?\‘@Q:'\TﬂgU\ ®Q ’

pentru c] Y2 . Pe de altd parte, se stie cé:

~ 2 Zz ) 7:1,3,,..,25« -1
M, (PR, 2) -
v O et

dube s PN Oty SOTRIIGR A6 X, Lpteast B
ab Bl nitpotent; dupd Th, MuREAE LT RENR —aﬁ:
ar fi localizare, -iar dip4% Th.3.8 ar trebui ca mﬁ“"&g& =0
pentru orice q\/i , ceea ce contrazice claculele fdacute anterior
pentru ﬁﬂ o @ Q A
Bineinteles cd nilpotenta spatiilor ¥ K poate fi con-
trazisd si printr-un rationament direct dar avantajul Vacestui mod

de abordare este c¢d oferd In acelasi timp un exemplu in care o




aplicatie f:X — Y poate induce izo In H*( ,Q) fard a induce

izo In TT*(~) & Q



CAPITOLUL 1IT

MODELE MINIMALE

Tdeile din acest capitol constituie o replicd a celor din

precedentul, transpusd In categoria algebrelor graduate diferentiale

(AGD) . Anume: dati fiind o AGD oL |1 se asociazi o altd

AGD ,/Wl , numit# modelul minimal al lui a (/Yn Fidind e AGD

liber&d si avind o diferentialé care satisface o conditie naturalad

de decompozabilitate) si'un AGD-ﬂmrfisngzqn.-aCi care induce 1izo
iﬁ \{* ; ca si In situatia localizdrii spatiilo:, proprietdtile
_enuntate determin& unic modelul minimal. Am preferat sa aglomeram,
in ideea acestui paralelism, textul capitolului cu paranteze care
indici situatia topologici ce a sugerat constructia sau rezultatul
din categoria algebricd, Inainte de a descrie functorul ce leagd
cele doud categorii si d% un sens precis acestuil ghid analogic,
aminind aceasta pentru capitolul urmdtor, pentru a nu interpune
prea multd tehnica Iintre termenii de comparat.

IB1‘§1 descriem categoria G-AGD, unde préfixul G~-desemneazd
un grup discret eare actioneazda pe algebre,-util de luat Tn consi=
derare (G-spatiile!). Inz$2, formulim In categoria algebrica notiu—
nile corespunzind celor de: omotopie, fibrare principald (extensie

elementari), itransgresie, obstructie coomologicd - vezil 1.0, T.l.

Prin analogie cu I.2, unde spatiile nilpotente erau privite ca limi-

te inverse de fibrdri principaie, In & 2 inkrodueem extensiile nil-

potente ca limite directe de extensii elmentare. @ 4 descrie, para-

=

jel cu I.3, constructia modelului minimal., Corespunzdtor situatiei
’ o L

prezente iIn exemplele din I.4, In é>5 considersm algebre formale,

S O




analizam citeva proprietiti de permanentd ale notiunii, dam exem-
ple si puném ig'evidenté cerintele suplimentare ce apar In cazul
formuldrilor echivariaﬁte.

Problematica acestui capitol poate fi regdsitd, acoperita
incd Intr-o mai largd generalitate, In Y}d],'care, avind In ;edere

finalizarea masindriei algebrice pe cazul fibr&rilor oarecare,

dezvoltd programul modelului minimal nu pentru o AGD a ci pentrn

un AGD -morfism @5 R €> . Cazul nostru - model echivariant pen-

tru algebre - e prezent In [}5]. Generalitateavcelui de-~al doilea

context dovedindu-se suficientd nevoilor textului nostru, am urmat,
altfel ca si Y}§1, cu mentiunea cd: am evitat restrictiile din Y}é},
de simpli conexiune coomologicd a a2lgebrelor, am ldsat o poartd

mai larg deschisa aplicabilitdtii, Inlocuind conditia de acolo, de

fini thadinedali-grupul uiv G "prinscerinta semi-simplicitdtii G-module-

lor ce apar, si In sfirgit am urmirit sa organizam capitolul si

demonstratiile In ideea unei prezentdri complete, ineduzind toates
“detaliile gi renuntind la procedeul tehnic al "cazului relativ,

care se demonstreazi Intru totul analog". Dorinta de a fi auto-

', continuti se reflectd de altfel si in prezenta sectiunii &'0, care
trece in revistd fapce standard. ‘

In ceea}ce privegte ultimul paragraf, lucrurile.sint rés-
pindite In literaturd. Un punct de vedere profitabil aauce aici‘}é}.
Din motive de spatiu, ne?am multﬁmit s& ratragem numai atentia
asupra lui si asupra posibilitdtii de a=1'reciti InsEentext echi=

variant.

Q O. REPREZENTARI SEMISIMPLE

In cele ce urmeazad toate consideratiile ce se vor face




vor fi cu spatii vectoriale peste un corp K de caracteristicd O.

Fie &G un grup. Un K~-sv.V (RK-spatiu vectorial) va fi

numit G-modul (sting) d;n.d. s-a dat ©: G —s Aut K (¥) un morfism

de grupuri si dacd jéG N e\ vom nota 9(3)(\() | cu gV.
Notiunile corespunzdtoare de G-morfism (uneori vom zice

morfiém echivariant) G-submodul si c-modul .factor se introduc co-

respunzdtor, ca iIn I.2. G-—modulul V se va zice semisimplu (4.3)

daci orice submodul admite un submodul complementar.

1. Lema. .a) Fie V 4.8. Fie: V -—E—‘r—&\/‘.- echivatriant
(ech.). Atunci exista Vv 4——5»—-\/‘ ech., a.i.: ps=id.
b) Fie B &4.3. Fie: ' e_gf»;B ech._Atunéi existd:
B ——t——*gl echittidatfallsinet s 't] i

N\

.QEI&_ a) Kenp c\N e submodul. Deci existd un submodul
W astfel incit: KQY\P oW =V si considerdm: S :(?\w)—i !

b) . \W\x ¢ B e submodul. Deci existd un W submodul astfel
fncit: \mé oW =B si ludm: Sl ,'5-&°Y“\m3 X

Daci V este un G-modul vom introduce submodulele:
\]G = {\’ eV l C(S\/ =V '\]L CAQG}; 6\’ 2 { subspatiui generat de

%\1..\/ : 34 G,\/e\l}observém imediat ca: \ ¢ & -modul trivial d.n.d.

NS

2. Lema. i) Dacd Ve s.s., atunci: ; V = \}G @9\’ ;

1) Bl \/ i->\/‘ ech. Atunci: - u()(\]G\ C\l‘G
: - V) ¢ BV’

1ii) Fie: | e\ (s.5) submodul. Atunci: V'G :\/(ﬁ\/G

{ !
e,
22
Dem. i) Considerim complementul lui \V'G ,\y,, a.i.:\/G @V :\,’

v
Rl U= o = fete W= /
si fie: U= 2 beug U ¢ & . scriem: We = Ve * N ; \IL@VG




S e

si- V;’ c V! si decis O = LZ Cﬁ;\(; ——\{ﬂk (i%‘v‘/ _.VL’)’u QVG' prin

urmare: u=0 si: O\ l'\\!G = O .

: In continuare putem considera complementul submodulului

VGQG\I -notat \'\/ si fie:wéw,[(}éG: 3w—w eW/\QV :’—O,

Aceastd aratd ca: CAW =W , prin urmare \/\};0 , de undev 1e(oRebiL
ii) f&ard comentarii. : e
iii) V'G - \/‘(\\ICT evident. 6\1, < MR BN evident.

Ardtim: _V’ﬂe\f . QV, ' - ‘
Fie W.= Z%;“L = W asi u ¢ V‘ . Scriem: u: :ug +u£’

unde LL:;' "apartin complementului lui \//, notat V",

I
Deci avem: & < LZ%O ug’ ~UL’)+(Z‘5£“£' "u‘:') 2 eV
asadar: u € 6\[' . -'

!

riek LC 4) un complex de colanturt i.e.: C .= & (" S
£r & g ((52:0. ((,d) se va numi G-complex d.n.d. N
{C e G -moddf C‘Sr\o«c(ma't Ge@ et CP )
v CAA :c\cA,\{c)eG :
(De acum si mereu vom nota, pentru pompiexe de colanturi oarecare
e ) =Ker d si %L):\mc\ A .
e chaoe on len RIS Gcomplex, - atunci Z(C), B
denis submotile Sradiuate sl Hedr AMHCA o pare ca G-modul graduat.

Notdm cu. j incluziunea de comple};e de colanturi:»(«G %7C

care induce: H* ( CG) ——fi> KH*CJC’ .

3. Lema. .Fie(s.s. (i.e.: pe componente). In acest caz:

'3% e lze.

Dem. Avem descompunerile: WAC = UJ\*C\G@Q(H%C) si
: C = LGQQC (vezi Lema 2).

Decarece 8(: (@ C e subcomplex rezultda:

H¥C = WACB) oH* )
Intruf:’ttt Z,LQC\ = 7,@3 (AC = G—Z_(C) rezultd cd:



= G
\"\*(QO > BU’\*C) gi deci: H*(CG) :(H*C)G .

4. Exemple
1) Daci G e grup finit, orice G-modul e s.s. ( LB} p.441-
-455) . '
. 2) Dacd G e grup topologic compact.gi V'e 's.v. real dé
dimensiune finité,: gi daci WG —%AR‘tRL\/) e continuu, atunci
\ eis.s. ([91 P 17=19).
.Dé acum $ncolo nu vom face precizdri asupra grupului, sau

de altid naturd, ci vom considera subinteles faptul ci G-modulele ce

apar sint s.s.

Q 1. CATEGORIA G-AGD

' i /
Fie Q,d AG  (vezi I:4.2). Daca f:ra-———)\a e o apli-
catie liniard si eé % , vom spune ci f este omogend de grad é daca
h ) rhi €
{(a ) c o s |
Aplicatia £ C( ;~>(Xf, omogend de grad 0, se va numi mor-

fism de AG: daci.e morfism de algebre ¢ ,Q(Q B = L(q) {,(6))

Fie G un grup; O A. G.dse va numi G A.G. daca a este
G-modul graudat si orice 3 (< G actioneazd pe a prin morflsme
de A.G.
Categoria -G-A.G. se intro'iuce luind drept morfismeaplicatii-
& ;(1 — CU care sint morfisme de A.G. si ech.
In lipsa prefixului G-, notiunile corespunzdtoare vor fi
gindite cénsi derind toate C-modulele in chestiune ca fiind triviale.

Observatie: Dacd V este G-modul sl n7/0, algebra :gh(V)

BE O Em devine fn mod canonic (2 AL . In acest moment

(o3}

~
“

Q)

us

Ch

ntroc

f=te

al expunerii, considerdm nimerit sa semnalizdm faptul cd, in capi-
tclul urmitor, se va construi un functor contravariant de la cate-

goria topologicd {unde grupul G apare ca actionind pe spatii)

i s e e O ot




fntr-o categorie de AG (respectiv G-AG).

Avind In minte existenta acestel constructii, vom observa,
ca principiu dé anticipatie, cum constructiile si diagramele din
categdria topologicd pot fi transpuse In categoria algebricé, pur
si simplu inversind sdgetile.

Sperdm ca, iIn felul acesta, ariditatea materialului algebric
si-si gdseascd o oarecare compensatie si justificare.

Considerind O( (1 doud € = AG 1ntroducem C( & a/

ca G-AG (analogul algebric al produsului de spatll) prin urma-
toarele: (0L ®C(') = @ P o9 -
pha=h
@oa) (bob) = t'i)‘q".m a-beial L
3(&@@’) = qa89a .
Décé considerdm si F Bl Bl = 3 - B j%, ! ,Gv/\G-_-
morfisme se observd cd: ‘{*@tj este G -AG morfism.
Daci OU ®’ introducem { 3 ca fiind: (3(51 @L)_
{(d).g(E) ‘ I; -q  devine G-AG morfism.
Fie a,a' G -AG . pefinim L o' ¢ca G -AG
$n felul urmitor: (analogul algebric al sumei disjﬁncte de spatii)

cu graduarea, fnmultirea si actiunea lui G pe componenete

{ = a
Apar morfismele naturale de G -hG ; CL @(1 /
! , \> ql
Daca: ke 2 (1 vbg si ul/ : a’ — @’ sint G-AG morfisme,

atun_ci \*) @W devihe G-AG morfism.
] —‘X’-—) R

!

_ o =
] ® I ;
fisme, definim _ {, ¢’ ca sub. G-AG in CleeCX prin vrme=

. [; ’.\
(@ = }'(a)

Putin mai general: daca i sint G-AK mor-

toarea egalitate: (O © (1_” = {(_q\q’:) E |
g
(o AG a, se va zice augmentatd \pe geurte (G- AGH)

m—t—D




dacd se di G-AG morfismul ¢ :a, —> K (analogie cu incluziunea
unui punct In spatiu).
Se introduc corespunzdtor morfismele de G—AGA .

o :
0 C"AG a se va numi conexd dacd O( :k : In acest

'caz d devine G -AGA S {eib & , augmentarea,datd de proiectie si
toate G-AG morfismele sintde fapt G-A.G.A. morfisme;

Daci O(,a’ sint CT-—AGA , introducem aAvQ' = GSG—%I CL’
ca G-MAG (analogie cu suma conexd de spatii). | '

In cazul In care avem gi: LE e B ; ge' el —?:%"G—AGP\
morfisme, obtinem (z _AG morfismul: ke\zuf’ S NER i Ry R

= ®\[“ un & -modul graduat. I'ntrodﬁcem G-AG %(\I)

LY /AN
ca Blinds js( /® \/ 369 Z (6)\1“), un@o prima alg\.mré e simetri-
s pawn A\\\M‘sQY‘

cd si a douc e exterioard.

i

Daca Ot e o @ AG avem urmitorul izomorfism evident:

(j\(\ﬂ,a) NHOMOG(\I )C{)'unde ultimul termen desemnea-

. G-AG
z3 aplieatiile ech- gi ‘omogene de grad 0.
Fie: d] O/ G-AG conexe (pe scurt ce G-AG) si fie
BV TG s

Considerim urmitoarea diagramd, In G-KG :

oF itk fresiang!

U s
o ®N) >l @y

Se observad cd orice G —AG morfism .‘ care face comu-

tativd diagrama considertd este unic determinat de f gi de aplica-

".\[ (‘3 e) U,MQV :

o

tia ech.: _h\!

—

1. Lem3. Daca .g e tzo, , atunci: £ 176! den<d. 1 e 1Z0.

o

s : !
Dem. Notdm {, bl sl eyizo deiind, eista (I’Qﬁh\\")&)ﬂ@iv‘;\l)

el ;i!°£ - id d.n.d existd

.A——-»\ il

G=BD.G. morfism, " a.l.: {,

SR




: : - : : .
/&Q”‘«‘uvb\/,ech. 2T . (";,‘\l’ = a sl I’g\\( =i\d .

V
Adicé;
%\L&\:‘-\"bﬁy) ®QQ’ = &\(I . : si deci: daca

f e 2o, jatuned.
(Q’L +b'0) @ e'¢ Iv. 1. e lzos

i

-4 f i / / =
Dacd 1 e izo, ludm: ‘( e si —-¥ ée :E *gdvdeci f e izo.

Daci O( e G-AG, morfismul d: 0 — 0O ech. si omogen

{-lal
de grad T se numeste derivare de grad ? daci: A(aE):Aq. i) CPL/

V L Se observa cd: dacd d, 4° sint dérlvarl de grad é’ respec-
tiv 6 , definind: IGQ o{] c{o“ (\) c[ d obtinem o derivare de
grad €+{' 5 ' ‘

Introducem In continuare notiunea de G -AGD sl G«Aé,

diferentiald) ca fiind o G-A.G ﬂ'cu o derivare de grad +1, 4, cu

condiid a0y

Morfismele de . G -RAGD  vor satisface si conditiile de
comutare cu d.
Dacé, O(,O(’ sint Ce ~AGH  , atuded O oQ’ devine
G =hED e (dedl)taen') = da ®o! + H\\C“ a odla’ .

Reluind nota’;iile anterioare sd observdm cd: ‘(’lj
G -AGD morfisme implici: £®3 si «ch 5 G-RGD morfisme.
Daca C{.O( : sint (@5 AGD{ i ~atunci u @&' devine na=-
tural C, - P\Gb , cu diferentiala pe componente, iar T ’-n"
devin G -AGD morfisme. .
Dacd LQ‘L\/ sint G- AGD  morfisme atunci 9 @&V
¢ G-AGD morfism.
Dacd @ ‘{.’ sint G- RGD morfisme atunci O ¥®¥ af
,

devine 0 b .



Notiunea de G- AGAD se introduce cerind ca augmen-

tarea si fie G-AGD morfism (cerintd satisfdcutd pentru ca-
zul co-G-AGA ) si, In mod nesurprinzdtor, dacd Cl,d :
sint G- AGAD , atunci O’ e G-pGD . 51 daes &P,Qf'
sont G- AGAD morfisme, atunci L‘D\wa' o @ AGD. "morfism,
In cazul in care (d i) e G- AGD 2 Zfd si g*(\,{
sint de fapt o subalgebrd, respectiv un ideal, gi deci H*Q
devine (B oy, ‘ |
on: U i>a ( (G-AGD morfism) induce: H*O( tf——b H*OL’

care este C: PVG morfism.

[

2. Lema. a) (izomorfismul Kiinneth): fie Ol d/ G-AGD
Notind incluziunile cu: o C—é—‘§ a@)a’ si OL ﬁ-dg Ao’
aver toonorE it e o GG o H*a QH%G _,.{___ULJ’/:' H*(Q @(l’)
: va ‘(&
: " b) Avem si un izo de CJ~AG ( a a/ Co-»C-;—AGﬁD)

O e) ———> WD v AL

Dem.: standard.

é 2. EXTENSII ELEMENTARE, OMOTOPIE. OBSTRUCTII

Urmirind consecvent principiul introdus in precedenta,
vom prezenta in continuare analogul algebric al fibrdrilor prin-
cipale de tip (rr‘n) s e 5 E %B .
Dictionar: B —> d & -RGD HhL-SL,Q) = Gesv /

(e WO Q) oW @) — (o), 2810 5eah)

Analogul spatiului total 11 constituie asa-zisa extensie elementara

=
(i%%‘ahw)

a 1ui A cu V, (cu generatori de grad W ) wia T -, BekEatd

definitd ca G, -AGD prin: "d - cl. si c{ Iy = T . Vom nota




E

in continuare cu [I]: Y -—'>H“H(l aplicatia In mod natural indusi
‘de T , si vom considera gi morfismul de G- /\CD natural 0(4>a®€1h(\/)
(analogul proiectiei p).

Do VO S50 o NG morfism, vom zice cé el

este © n —echivalentd dacds Lf (Xq —_a&r? e izo pentru T

si injectie pentru G(:v\ . Dacd \f e G-AGDH morflsm, el se va
zice N -echivalentd iIn H daca \-Q e n-echivalentd.
T Lema‘.}'c h-ech.in H*.D_:[&%ih(\l)/&:o{pentru C{dn' si afir-

matia reiese imediat scriind girul exact de coomologie asociat pere-
Ehadh 40 | G @ d(v), a) .
O G- AGD €L se va zice coomologie conexd (c-conexi)

daca H*U\ e G—AG conega; i.eq: Hod :\'(

Momentan vom presupune totusi OL conexd. In acest caz:

n
[(1 @;7',,\(\/) /d&uv si obtinem sirul exact:

g O =R @4, (V) *’\7 HW” -§£>H““(OL§> LalV))

’ / : | !
Fie gi o alta (R G - ACH 7 a , cu transgresia: T'.-V' _,52'“40./

si sd considerdm diagrama comutativd (In G,ACD Yo

OU@ ;’,\(V) ———L) U.!Q .J»‘(\f')
€ T/

P



==

(L/O % a’h@Vl

indus intre sirurile exacte (2), sdgeata V ...»;\/’ se identifica

cu ? determinat de: V . In morfismul natural

ugor ca fiind data de 1.

3. Lemd: Dacd avem transgresiile: 'C,L',: V =iy ZM'\(I 2ot

<) _l<c'], atunci: U—?Qh(\)) sk @ Lol V)  Aizo de G -AGH )
- , T ;

Dem.: Din ipotez#, existd aplicatia liniard: & :N — Q"
El AL 'C’,t - OPQ.Lucrind cu Gnodule s.5. , Lema 0.1 &) ne permite
sd putem lua of ech.. Definind G-AGD nmorfismele:

._.\-_E_/—'> ! in: R Shal o
L@ (V) s Qe ). pEns e Rie =B sy
Yo =id Yy = XAy

Se verificd faptul c& ele redlizeazd izomorfismul anuntatw

Fie (prin analogie cu situatia topologicd din I.0):

T R

1 (5 Gl )

—

Q@i 7

x
Vom nota cu Y(f) compunerea: Eﬂ \—‘“H L;HMA% si o vom

numi obstructia la extindere a lui f.

4. Lema: Existd sdgeata punctatd care Incinide comutativ

diagrama de mai sus (In G-AGD) d.n.d. y(%) =0 .

Dem. X(%\:O “d.n.d existd %\/ ..,7@\0 ech.
(tot dupd lema 0.1 a)) a.i.: %ot = c{g - :

~ Dacd f se extinde la .f-, ludm : g ::f‘v i

=z Dac‘:é Y(H 1udm i((a ‘:{i =i

In cele ce urmeaza, vom nota: "\*'C,é'-"iz :'Ei‘\f,d‘t} ca ’f-”.":\(,f) :
unde: It| =0 14l - L alt £ - aH’ dldt) - i G actioneazi trivial

i [
(algebra ('{', d’t} va trebui ginditd drept corespunzdtoare interva-

Jului stdndard I).

i ot o S g



rie 0 o G-AGDsi Aek . Definim un morfism de GLAGD Brnct = 4
(f,c’l{) —> 0 prin ? -.7,(’ Hiiiso =siPunialt morfiém de G-AGD :
o et dt) A o ‘ ‘
prin: |y 4 = laa (t-A) si In sffrsit, daci
o O 5 Ralt dt) e G Mhnorfisn, O (. = (g ) o R
definitie. _
Dous G-AGD morfisme § si k.Y se zic omotope (\,‘? ~ g\/\
dack exiatsom G -RCD morfism H. 0L - Rt c{‘f) af. H‘t 0~P H{_ L\f

' (paralelism perfect cu definitia de la spatii)
si scriem: \"\\? =

Deoarece cazul peste care lucrdm a fost presupus de char :O’

fn algebra de polinoame k[‘ﬂ avem definiti operatorii uzuali

de derivare, integrare si evaluare formala:
o A( CiNae, Gyl vom noté :b fP-» &) = P,(‘t
E(M 0,4ty sl dfP i

SUCHZ = ____, {H& ‘, Pp L O si

5 e K dat prin P(_{:\ 2 DERY pentru /\GK , cu propriet&-

tile uzuale. ‘
Daci vom considera in plus si % un C‘T -modul, definim:

%Itl - B @Wk{t] si consider¥m extinderile naturale:
’-D’L‘. %Y{] — @‘[ﬂ datd dg %t g id @tf([{. » vom nota: %p({) - P4)

0 4t Bl »Bildats de Gl pdte id o (- Hdt si

3!\:(J))Yj1 —> ¥ evaluareaptntru t =A (Aé K) , care vor fi ech.
Dacd, iIn phus, 5%) e inzestrat cu diferentiala d ’ %itS va
fi considerat cu diferntiala ded P({;\, e C{P({)

(din nou éch.).



= =

paca B e G-ACh ¢ (B ol db|" - BIt] o2 1] ot
avem: A [plt) «q)dt]= dpt) +[dqy + ATy T AL 9

Definim aplicatia I: XR®,Ht) ->B (omogens de grad-1 si

ech.) prin:

I(b@\)({’» =0
5{ G o) = 0 N u[,(ﬂflﬂ L

6. Lemi: Fie a. &k% G-AGD morfisme. ,(, ;i J_mpllca
Dem. Definim :‘(\', O( .__;?; (ompgené de grad-1) ?rin:

\'\ = S_°H

Un calcul direct arata: %“ ..,(,, £ AN -f\\c‘ , de unde

l

lema, Fie:

ke T G-AGD)

(\l'% ‘;i.,\(V\ -&—p @ iy
i H a Wb%®(‘hc{ﬂ ) H :-Lo,u :'L

 Considerim compunerea: \ E—) s H t% ®(,j€ a{f)} apar aplicatiile

Stniyoeyy sRUL sy o1 (AL BEVRNTH)

cu proprletatea Cee

Her = PW) + )" Q) dt

Pefinind: ¢: YV 53" prin c...“.,ﬁ @Q({)d{ avem: ¢ ech. si
o‘c =0y deed apare apllcatla ech.: V [C] Lo U - sonotatsy 4(- L E

si numitd obstructia la extindere a omotoplel

7. Lemd (prin analogiz cu I.0). Existd o omotopie de G—AGD:

|

Qe vy Belt ) an

! 5
L\Qo"ﬂ’%i =0



Dem. Din nou dupd lema 0.1 a): §°\_‘r§ =0 d.n.d. existd.
= : YA
aplicatia ech. ?\/ -a%hd Al 6\? =c .

Bdiei = o (%) satisfdcute, Ex1sté deci aplicatiile ech.:

T O @] a s gy =) 60 e

Y

jar H e unic determinat ca morfism de G-AG  ae PH) ’—&(‘t)
= si de conditié (—)@%)
H e morfism de G—AGD én d. c\H \-\o—( , Ceea ce,

dupa lelatla (5), e echivalent cu condlt,llle

{&P(‘H = PW&) K %)
) +dQ ) = Q) Grxxx)
condl‘;la (%) £fiind echlvalenta cu: 'P&,) = .(.[_ IL— 0) 4 (,;4.,(,,(,,*%:,

e

Putem 1ua atunci: ? = - %G\(ﬂ&f
Implicatia inversa: ex:Lstem;a omotople:\. H cu proprletatd_le
cerute e echivalentd cu conditiile (§¥¥¥) si (##6x) , clci:

dr -0 implicd Ot(Ho‘c):.O , de unde, folosind din nou (5):
AP&) =0 si “”!&(ﬂz?’(ﬂ §i:H‘t— = S(; 'L:O}1 implicé&: ?(i):&;ai.

Nu avem atunci decit sd ludm: Q({) = -%@1 gl

T = Lot + 5 [ QW) - 4Tt

8. Corolar: Fie N -—L;. 2 b2 QL -—7:%/®(\‘f,cl'f)
: , L\-? Siot i :
C aetwEy hdesgd
\,Y* e injectie In th b :u@hlhk\/) )
D i atunci existd i 3

si
M- B\gz*;(h(\!) Bl d)

\{*e surjectie In Hh

T = ,‘r’\\wt ks oW :!;:-t::,\f"\:



Dem. : % se extinde (dupd lema 4) & Y(I() 0 ___>(')( ] =0
<;\,QQ &)o}ﬂ(}ceea ce, dupd lema 6, echivaleazd cu: IF,Q—YX‘ Y’C'x O

conditie care e satisfdcuta prln enunt, conform lemei 4. Ludm:

-'\S . 04 (%)E(h(\}\ sas W ale 0\ j& . Considerim:
i g = BT Py ~Fho "SQ‘*"*Q““ e

Din ipotezele asupra lui L(’* si din lema 0.1 a), gas:.m.

o :\1 ___a-z_h_g ech.i@.1. \g*OLAZ&F'Lxﬁf gi definim:
P AN |

P = b 5

. 0ol V) B prin: i T
- Fl\) = Fl\; — ol

Avem:

d-pif,k,q'\)(: = (& F',L\“{": = (J F"h ’\{?\)-{‘ d?"h,k_‘)?: [LE‘(F'V "’E—:\\/)l'\’ A¥"L’\f§':0’

deci fncheiem aplicind precdenta.

§3‘ EXTENSII NILPOTENTE SI CATEGORIA OMOTOPICA G‘AGO

Fie " c_.,>O( (n G- AGD)

OL se numeste extens:.e nilpotentd a lui ‘é dien. d

(,( @;ma unde C(o ;‘@ si dd (B O(M sint extensii elemen-

tare, 3019(
Daca 4$h«éoo 7 ‘é Co«>a~ . gse zice extensie nilpotentd

cu generatori S mi d.nidh ao( C">a'°(+i e cu generatori de grad
<
< m i [{h’\\, A
D( se numeste s [—\GI} nilpotentd d.n.d Key OO este

"extensie nilpotenta.

1, Tecremd (4 <wm <L) Fie diagmma comutativd pind
: !
la omotopie: C ok R :
il v { on G-AGD)




Daca KQ e (nx1) —echivalehté in\—\‘xsi ‘é c_,ba e

extensie nilpotentd cu generatori de grad €w , atunci: existd

F.. d ——D 3 a.i.:
SlF e =L =
Fi i eb
Dem. Corolarul 2.8 si inductia asigurd succesul demonstratiei.

2. Lem&. Fie: P L?), (G—AGD) sd LY surjectivd In H*; atunci

rezultd: Zqﬁ’ai—»ﬁf\y : 77/ O.
pem. Fie: db/ =0 | I]
i sqledT

Y

7 :371 &3 )ub\:(\ )C{.b:O
\-f(k-k db)

I

dar: o! (L-& ol]:) 2045 ceea ce termlna demonstratia.

3. Lemd. Fie: a ’—L——a 2B
| ! B
[1 @%n(\/) -—*5 ?}'

vt 4 w
diagramd comutativd In G. AGD si: \.{ meho m\‘\ I\-e \ m\"\

Existd atunci: E—.D(@QMQV)a%}C-AGD»morfism, e
T

et

Dem. Cu riscul de a ne repeta rationdm dupda cum urmeaza:

{. se extinde d.n.d. Q It} O35 dintias EF'(XX* IT._S 0

Fie: V d@ c«»\(\)) —-;% aif 4 F{Q ;%
avem d (\,KFW-F ‘\l\ () , deci, conform cu lema 2, ludm:

'
\,71 D (echi) a.t. L{‘Fw "Fi\/ k(‘?(, o iapedis F\Q:£' ',:;‘\J :f

care ¢ G _MCD morfisumul ciutat.

\V] f



4, Propozitie (1< m< ») . Fie diagrama comutativd:

ot '-
(2 G-AGD)

i i 5
e

>0l o extensie nilpotenti cu generatori In dimensiuneZim

si: ?\k‘f e (m+l) — echivalentd In H* ;

-

E O(__,,% (*‘“G_A‘G]ﬂ a.f.: \'\u@ =£

Atunci exista:

gl '*ﬁ‘: ;F,
D__e__m. : Inducti®, uzind lemele anterior demonstrate.
Fie % ,0 G- ACD .iiDeifinime CPDM_ = Wew (\;c.__())f\\(e\n (\;(: Dc?;@({flf)
(sub. G-ACD) si avem: '
| It o®ltz

o) VD - Doy > B o(t,dt)

!
7% e G_ACdbmorfism, avem diagrama comutativa:

Daca \{’/.'B —
Yolt,a) (@4, 2eltit)

) J
@04 _,_j—gé—————% Syo'\

K‘ surjectie = \'eol surjectie;

\{* izo = \&i =6

5. Lemd.

 Dem. Consideram:

D aBe —-Reltidt) . Bl -~ 0
TR C@id | ey |
e 6553« ~>®I®(*)°&) =i s 3’;‘@%’ -

gi deci kf‘:i e izo.
In generdal: PH) +QH‘) &t ¢ ?)Q R — Ptt) = (‘t "i){ T’H’)
Fie agadar: {(&-&)T)'Uj) +&/ f’)éi‘))u ; ludm: \gpﬁ) - P(#)

RQOW) = Rt) + si avem: Qo epi.

surjectiv si \Q* i2e; fie nopd .

6. Lema. Fie: \( ?) —-53

¢ FO .L,- z
a% Z, (V) - — j helam \f‘:""' /l:D)i; {le

Consideram:
i

si diagfama comutativas




- 77 —

6 __h ~ Balt 4

. ~ astfel Incit:
! o e
aéjc? L0V H 5 B/ ©(t,d¢t)

h:Fojg=tia W vl oF
In aceste conditii, exist#: "H:F, B g el il ¢
H\& =\ : (‘f’ Q'\c\)'\’\ =R

Dem. Avem: N se extinde d.n.d. d ~ o 80% g .n.idL
Sy 2 2 Fo"\\\’4

A

* 4 =0 < d
kf d—o\L‘Fq \'\‘!Q_ “F,
Considersim deci: H e .,ﬂ A R

dLgod WA H s1: [ (feid)Hy, —HNL&

cu lemele 5, 2, putem lua: ot : \ =5 e :60& echicc a.%.:

(*{&\A)HN —H]\/ -—Q—f@id)o( 2

Luim In continuare: H\& :\q LI H\V = \\’\w — ol ,

t:0,1 , si deci, conform

T ProEozitgFie:{W\ }1\9%?) (cu M nilpotents si \F* izo)
! i
Daca k?io ‘—‘—'\f%i , atunci: .g.,*,h .

A Dem.’]h‘ductiv, cu lema 6.

88 Lemdt Fiek .r); —‘i——)(%/ | . Existd: o G—ACD Zx.e
si: Z L T Z\_f C—é—> ’ S,i . B >Zx.f pifalit.s
y —uo! $l wy e \o\ si a.l. \'f \?3’ sd fie diagramd comu-
B ) ¥ Zgp b
tativd (Ciliddrul" aplicatiei  ).=

Dem. o = 3 oltdl) @ P c._\ Relt,dt) e

t=0,9
thele9)®
si deflnl._.d Z{ 'en(?:/ ey éﬂg?f&ﬂ; si:p: %(M ) >?J®(‘é c{i)\q/jl
Definim: : (t OH) __Oal_;,('f"t{‘f) ®( 5,d<) prin:

s si apoi:



e

q ®(t, J;t Q-—‘iQ} Peolt dt) (s, ds)

gy Bl 3@(5,;[5) ., Inotins NEwell= T

si avem:

Qe Ae® - F 28 nidl evc)@%\ & (5,45)
4 J 3 Q@\d

_ Z\f ———-———”F”"——"’_“J’ Z-f ®(s,45)
B U |o\2k? < Y‘A ;
Definim si: i: Zop L. e, vl’c\@’% T et,dt) -——\’_?)

si avem: dat L‘é% Datuneds: {)L, ¢ Z\f si:
L ((L":) L‘) =L , deci i surjectie. .
9, Teoremi: Fie /M ..:{9_«>% 1 10 .iﬁ__>3' ;
&8 P\C:D)

fie M nilpotentd si "Q* #2720,

.Dacé kQ£° Q’-"{‘{L » atunei: {o ﬁ:,&i

Dem. Conform lemei 8 si propoz.7, ‘Q&o = { implica:

: L(r@ ti(nh)gi deci: n\[Q &.r%i , de unde: | x = brh ;

10. Propozitie: Relatia " & " e relatig de echivalenti in

How? s 2 LM 0\\ unde- M e nilpotenti.
G-ACDH ;

Dem. Considerdm:

Avem:

— ,{if')@\laqn;J
(«'o\&ﬁt)@’\aé\%ﬁs} = 9

! OLaflt,dt) & (4,47)
(F=4),a=0) (t- 1 (8=0)

A A A R e A AT




si:s

w L Oleldah 3@ (s,@]
/YY\ diagrame
%‘ d® EUH“) ® (;/‘k)—.\ comutaElue
{*=1),(5=0) .
Definim: u:‘o(‘t) ®(5,JS) -&go}-—/> ({:/ di) ®(5, 0'5)
unde: L(f) ={') dls)-0 §iJ({'):i,a'(s)=S, L(d"?):c{(é{f),e?‘&.si' avem diagrama:

(’c &k) ®(s,ds) i > G,o&) ©(s,d<)

TN i

(kdt) ® (s.ds)
({':0,(5:0)

Considerdm diagrama:
bt .
L0 [ (4dt) ©(s49) ]
7~
ﬁ/ | i id o

1 |
m PO Qe Gat) @ GLio]
" (+=1),(s:0)

. si deoarece H* [(,'{_ O‘.{') ®($ AS).X H* {({: d:t @ (S AS\‘& O {
: ﬁ'— 4 ,(s=0)

fiind surjectie rezultd: (d ®{ surjectiva si izo iIn H* si

deci exista \: in G.-AGQ care face diagrama de mai sus comutativé.

Definim: Lt w&)@(&dS} L-;(‘*:’:{“) prin A@) =b8(8) =u /
si vom nota: t :(1Ol,® b)o—i , de unde rezultd: F. H“f—\') ~ H’\s=i‘

ll. Corolar Fie: k.? 2 -—-b% in G- AGD cqu 120 In

,\) —1 qu“f Y! /“‘—" \f /V'v)
acest caz: Lli Jj T ‘.D e pentru Y ‘I u.lpoter*t

(notatia: [% JGva insemna de acum: c.l.qse de omotopie de G -AGD

morfisme, cind grupul Cz‘ . £igureazd In context).



&) 4, EXISTENTA SI UNICITATEA MODELULUI MINIMAL

0G -ACD (Im d) se vazce minimald dacd, ca G-AG
m (i(\/) V = @V \/ ) \)v\'? (sumd directd de (r -module)

20 P70

si: (X) (pﬁ\'p.h\;O,XW/O): d(Vh'P)C‘i(kéan)@(@\]hﬁ)) cu conven’g;llle.

: mey “(‘s v
\/o =0 si \/.h'_L:O . pentru w0 . /n') se vazice m -minima-

13, dacd V2o pentru wHyw

vn G -AGD " morfism: \f/m >0 se va zice modelm_;ﬁgi_—
mal daci: 1) M e m-minimala; i1) 4 e (m«d) -echivalentd in e
(Iin cazule\': oo, vom omite Inixriere mem;iunea m-).

Implicatia {(de real in*:*ares):" /W) minimala :?Mnilpotenté"
va deveni evidentd de Indatd ce vom relua, Intr-un context putin mai
geheral,, definitia nilpotentei. Si anume: cerind ca A s& parcurgd O
multime bine ordonatid de indici gi f&cind notatiile: W)(d = ér,)n ?Y)

si m.gok = ‘é_(_i;” YY?F $l cerind ca 1nclh21unlle. 7‘/\40( c.\/m<p« et

BL
sa fie extensii elementare, toate rezultatele din paragraful pre-
cedent ramin In plcicare.i iin! cazul In care m e minimald, ordo-

nind lexicografic indicii ,(“\P)GN’(N , conditia (%) asiguri

nilpotenta. S& mai observdm gi faptul c&, tot din aceasta conditie,

subalgebrele definite prin: mh ’(i('h\‘h\/ ) - sInt sub- C-Acd :

N -minimale.

15 Teonema. Daca Ol e o G ACB ' ¢ —conexd, ea admite un

model minimal 5

Dem. Vom ardta de fapt existenta auunui model w -minimal,

entru orice m gi faptul cd orice asemenea model poate fi extins

20}

o] s
ind la un model minimal. Inductie: E -0 | }no = k
§ ¢

i W}O _wu()(, aplicatia evident3, realizeazd, datoritd ipotezei de

g

W)

Q

onexiune, un model O ~minimal.

IR —




= 81 =

Ludm apoi: VL‘OI < HLa si ’mho :'XJL(\/“) , cu d=0 si:

/m‘.; \@—'g/‘ra dat de: HAOL iﬂi‘a + cu proprietatea: [’3‘] =

si avem: k(’fo izo In H"‘H’ . Fie, pentru F),i , construite:

/Wl‘,r_:e‘_‘_?;!-.a.a cu proprietatea ci: &6';‘ e izo in Ho,Hi :

Ludm atunci:

V skar {5 M, MO s VA ST
['C] =incluéiune, si apoif ; /)7)4,(,:77’),,,/)_' ?gl,‘(\/d't). Cf.cri‘tei‘iului 2.4
LQ‘:P'L se extinde 1la /)7)4) ‘P‘_',E_)Q . Scriind In acest caz sirul exact
2(2): O— H“mw,_« — i, , Ve T:.‘1]._:,}*\”)’?)‘ ',L injectivitatea lui [l

! p- i
si-ipoteza de inductie implicd faptul ci ;4’; e izo In HO’H‘l »

. Putem lua atunci: 7\’)4 :(_i_v;\ml,r si \ﬁ(;gigs k?*.P drept model { -minimal.

Fie (pentruwyi) dat: Mh-( kf‘““bO( model (h—i) -minimal,

w

Luam:

i \/h‘° -—_; wlen iu(hfq" ‘;’“‘W\.,\_1 = Hh'OK!{ &b 3 'W\h,o :W\h-« ngh(\,h,o)

. = : ; h n 0 e : 3 :
Considerind proiectia: Z a }:—»\/h‘ , existd o sectiune echiva-
s _

riantd a ei (sdgeata punctatd: ons = iO\ o Definim atunci:

Piro %9 3
W]h.o o (X prin: k‘?h'o\w\“d‘ = Kf“% y k?h,o\\lh’o =5y
cf.illeméi 20l , inecbuziunea 8 : W\hd C*>'W\h,o e n =-echivalentda In
H'* 7 deeci, axatind ca kfl::o e dzo %n Hh , vom ardta cs

K(h*o e dlzo ¥n: Hc' , pentru 794 . Avem diagrama comutativa:

: T
) -—7\'\“W\.y\-‘ 4o H"‘W\h'o ’>‘\th-‘o 10 (sirul de sus provine din
* : :
l l\(n,o' I sirul exact 2(2))

B s ,,
Doty TLLBOL . WY 0

, de unde cele dorite.



In continuare, trecerea de la ‘M"'t’" la Wh,{» » sl apoi

trecerea de 1amh thse fac exact ca In cazul w=4 . In final, mode-
-4

~1lul minimal se obtine luind:
/m:(iigmh.,‘f:(_{/r\{’h 3
2. Lemi: Fie bl osG el o M minimald. Pentru hy{ si

e eian oo oo AN YO IETUR) L WED i

LB ‘f(r
m W\ ®rh(\) Fle si dlagrama comutativi (in G-AGD):

Hed —d
' M, —%— B
A o e e ki
’W‘o(-w < M
Existd atunci G-ACD morfismul {Da,( : mb(_m

5 &:‘.M \T“o( = g

\t .
l.\{‘QD(»H & {

_Q_e_z_@: Notdm: &{’Qd - ea - F . Notdm In continuare cu ‘\ com=-
punerea: W\D( \F—> ’yﬂ @-——>W\®G:,cpc) si avem: \'\; e(\ et \f{o( .

=3

Dupd Cor.2.8, exista: ng WL‘M ——7Ol 5,3 5 H:W\,,(“ ——)Y‘f\ ®U‘,JJH :
ol L‘“ My, = &* ] mo{:\-\ e H e.g k?%dﬂ 3
3B 1
Dupd criteriul 2.7: D C‘{e‘k.kf-(:d“:[\? &x”\v—‘ew —ED\(HGH]

Tinind cont de modul de definire al lui QU'Z) si de forma ?articu—

lard a omotopiei "\ , rezultd &(ﬂ:O , si deci existenta unui:

\ S/)Yﬁ"":\( <,.>W\:('*- ddiiee LFI"“'N Lo e\\! = d? . Deoarece:
Clg(\,’)c%“}’“o( rezulti: _{Md i'\ﬂ c 0 «@o(-u. cu pro-

_t‘-"'!._; ﬁ i ’
{

t ;
(4 RN T gy T €4S

et R 2T n AXaadmden e ST
priecagis.€ Cautace sc deriir

3. Corolar: rie: O j’:)W\ morfismide: G ACD . Dacém e




minimald si \Q* e izo, existd morfismul de G-Peh :

'W) i>O( a.i.‘sgl\/ :io\.‘

4. Corolar: Daci, In conditiile de mai sus, si (] ‘e minimal¥

atunci: Le* e ize d.n.d. KF e izo.

5. Corolar (unicitatea modelului minimal)‘. Fie date modele-
le minimale (ca mai jos). Din Th.3.1 rezultd existenta sdgetii puhc-
“' 7YV\ ' tate care face comutativd (omotopic)
r'd 5
7/

o l'('f Lo diagrama. Cor.4 arata f'avfi 170

M 50

6. Corolar (unicitatea modelului m-minimal)..

; ! e
Fie: W\m :&":D O( , respectiv: W\:,h \f.'!b, (1 , modele m-minimale.
2 N :
s

[y
: L %

v - v ;
m < W<
bupd Th.1l, ele se:pot extinde la doud modele minimale (sdgetile '

punctate), iar dupd Cor.5: existd un izo de G hed o ! _‘&am >

Ficind observatia derizorie (dar utild) cd, pentru o algebrd mini-

mald /W] ,,W‘h\ mai poate fi descris si ca subalgebra generatd de
® YV\“ b corolarul actual J;ezulté, jse o £ finduce” unt 1izo:
Ndw :

I &w
W\W\ 5 YY\U\!‘ ®
1. Corellars 'W\M\e_“’_*))W\’N i Cr.-AGD morfism Intre algebre

: - . x :
wi -minimale. Atunci: \Vmc \Yhiri) -echivalentd, iIn H22.@.n./d k{hne

e izo.



Dem. Pentru implicatia netriviald, Th.l ne asigurd ci
putem completa situatia dati pind la un model minimal::
Cor.4 implicé: k? e izo, iar observatia

W, Lo, W | |
din corolarul precedent arata kQM a £i

Y/%/\ /bY izo.

In continuare, urmirind interese de };aé\rsbectivé,‘ vom acorda
o aten’g:ié deosebitd algebrelor l-minimale. Fie: /W) = 'i(V) o astfel
de algebrad. Definim'iﬁcliuctiv submodulele \(\)p C\/ prin: \[\)'L,—_ 0' ;
WO= kerdV é-ﬁhl} i pentru pw i : el G 0E)

o =)
si avem: W, c WP e WP s gio(din minimaiitate)t V = UW?.

v

Este limpede faptul c&, datd o altd algebrd l-minimald: W' - L)
si: an morfism de & -RGD \.E 430 __s_.Yﬁ’ avems x_g(w")c\f\)"?", \)l IS

(unde cele accentuate se referd la constructiile similare efectua-

te inm/ Ve

8. Lemi: Fie W= ki(\li) = ’\‘@ V ('?)’ l1-minimald. Notdm:
779 :

uP: ‘@\/"cl si considersm incluziunile de G-AGD : Y(UP\:mb cs M.
™~ SR :y
&) dw&,o =0 =T \/*’P o H mr% ) P\’r f>0

Presupunem:

o) Kend HAME —sH My = ke 1My — WM '
pte. p»O r% 4
Aj:unéi: u\,,, = W' : ‘;7,0' :

Dem. Ardtdm,incluziunea netriviala: \I\)o‘cuo s bie decil
e Vi dita o H v, 2505 av fiev:ivc’ ; \/ﬁg\,”“’( alds
_ : 9=0 :
\/P:{;O . Rezultd cé: [O\Vb =0 2n HLW)P—L , si de aici,
0

cf. ipotezelor &)

: ; 1,0 1 . %
gi deci: VeV :JC . Fie ardtat
\!

:ons
(pentru P‘;,'L ) cas b?o‘ :—_\/‘\}C‘ , daca q(; . Incluziunea de ard-

14

Ay P
tat este: !/\J()cufx . Fie deci ve v Qe &Ve'm?— . e

p-+




D ME

prin absurd: V = V‘f ’ V? e v , Vo 0 5T:F >4,
et =0 Ce 2 .
Notind: rZ Vﬁ 3 e U i , avem: c{\)éz m si [J’v] =0
?:O - pet p=t
20 L =
in H mbu‘ , deci, din ipotezele (-)(-94) si tpotezele de in-
ductie: dv = d(u’v,_r\”\/;) . cu: U'r ‘éur_i si: V’ € VI'F

‘de unde: kk“\"* u' )-&\\l‘> VP) Z_ \" )é‘\f&o ; Ceea ce e abqurd
Lo

9. Lema. Considerind: (l __{_;3&’ o En G ARG
cu a si a/ c-conexe, fie modelele minimale: 711 -ﬁ—)O( Bl
[ '
YY\’ i: 0—’ . In aceste conditii: existd un G-AGD morfism:
W _,-L»Y‘,’V unic pind la o omotopie, care 'face diagrama:
g
0 O
__:&._3 m,
o2

)
Dem. Aplicdm Cor.3.11. Vom pdstra notatia J\— rCEXe Va

omotopic comutativi.

desemna modelul minimal al morfismului f.
paca Ol e 0 G -AG , vom hotas il = o) a‘]
970
Daca m e o AG 1ibers, de forma: M= 'i(\/) cu: V=@ VP

p7o

' t Iyt wat
vom introduce notatia: T\*m -W) /YY\ TN s Ca s.v. graduat. Sa

facem observatia ca, in condi;iile mentionate asupra lui V, avem un
" izomorfism de s.v. graduate: V o~ '\T’km . Grupurile TTW\'Y\
vor fi numite grupurile de pseudo-omotopie ale algebrei m

un G -AG morfism: Wi=(V) _‘f_,>i(\/'3:w)' induce In mod

/
natural un morfism notat: \fun .M —>TEW :
\

¢ o ) 7 £ o . ~
Daca ol -'d\LV) e -A&D , vom spune cd o este libera

de tip finit d.n.d. V este s.v. graduat de tip finit.



10. Lemi: Fie: Y| 1liberd de tip finit. Atunci: W\ e nilpo-

tentd, cu d decompozabil (i.e.: JW\*c‘W\*'.‘iY\*) d.n.d. N\ e minimali.

Dem. Pentru implicatia directd, considerém:mdM:\\I\o{%:jhd(\}x)

Avem: \/h = D \ft,,k ; suma e finitd, din ipotezE, pentru VV\ .
Vn'f szdzgtin renumerotind acei Va( cun =h . Decompozabili-
tatea diferentialei si nilpotenta implicg.fi ;\rizibil mi_nimalitatea.
Pentru implicatia i-nvers‘.é, .observdm cé decompozabilitatea

lui d-rezultd indiferent de conditiile de finitudine. Deocarece:

n » TR, ; oW Bl o
\/ = o\ At (sum& finitd !) ne permitem sd renumerotam indicid
3

tn ordire naturals, punind in evidentd si nilpotenta.

In conditiile lemei de mai sus, obtinem o scriere a lui M
(minimald si de tip finit), ca: m :&‘m Wjd cus
—> 2
W) war = W\d ? biy\o{(\/o(\)
A

si: «ﬁ% s hokéh? ;- Jar multimile: %o{\y\& ;h)) sint finite,

pentru orice n, ceea ce indicd o analogie puternicd cu TN, asa cum

este el descris In observatiile ce rezultd din TheEe2e15%

Obs.: In cele ce urmeazd vom considera urmdtorul exemplu
sare ilustreazd faptul céd: simpla cerere asupra coomologiei alge-
brei, ca ea si fie de tip finit, nu implica faptul cd modelul ei

minimal este de tip finit.

e . 5,2
Fie 0l o ACD c-conexi a.l.: qul = 7

Koot @K-F ; ciz&

Se observi ci modelul ei l1-minimal nu este de tip finit.
"Exemplu precedent este provocat In primd instantd de nere-

gularititile prezentate In HAO, .

I s
In-cazul simplu eocnex {(i.e.: Ho[i-;\r}*(izf)) ; SdeUgEla Se

clarificid, dupd cum dovedegte urmdtoarea:

Do mn b et e st Lo A




11. Propozitie
a) Fie m minimald. Atunci: \—\A'W\ =0 d.n.d, '((AY‘(\ =0
b) Fie: M 1libers, M =ANV) cu V-0 .

Atunci:: 07\ e minimald d.n.d. d e decompozabilé.

<)) Fie:yﬂ minimald si sim?lu conexd; atunci: Tﬂ e dévtip

finit d.n.d. coomologia sa e de ti? indt.,

Dem. a) Vom prefera implicatia directd gi oarecum netriviald.
Daci ¥VYW::0 s~atunci: »JO:() (reluind notatiile lemei 8), si, in-
ductiv: »UF:O si deci:'VL -0 .

b) De data aceasta considerdm ca nétrivialé implicatia in=
versd pe care o vom demonstra.

Din ipotezi: dV" CYY\!\»L

éentru crice ¥y gsi deci

i !

minimalitatea.
c) Din nou preferdm inversa implicatiei directe pentru demon-

stratii. In acest caz, privind girul de coomologie al perechii

i
V LE XS

permite Incheierea demonstratiei.

“ = ° 0]
bN\X“n),l ka\mﬂ '5¥r+\f“ﬁmn\-—>¥\f11“h.un rationament inductiv ne

Vom Incheia sectiunea aducind o noud érecizare asupra
legdturii dintre nilpotenté si minimalitate, gi anume: vom indica
un algoritm care permite, datd fiind o algebra niléotenté'?l ¢ Sa
extragem din structura ei informatie despre modelul sdu minimal,
fie acesta 7“ , fdrd a-1 construi.

Dacé /n_ e nilpotenté, St particular e liberé, deci avem
identificarea grupurilor sale de pseudo—oﬁotopie: '7r+/’nf‘7ﬁl~\J ]

daci ’yl e deforma :MV) ; s& observim ci: d’n“‘" = ’Y"‘” si:

d(ﬁﬁ*-7f“) c Tforf' , deei @ induce o diferentiald, notata



=88 -

O consecintd a teoremei de strcturd din llol Al
indici algoritmul promis: Tf*'mtv H*(V,OU) , /m fiind model

minimal pentru /n .




§ 5, ALGEERE FORMALE

Daca a,%‘ sint G -RGH , prin echivalentd coomologicéd

simpld iIntre ele vom Intelege: fie un morfism de C-hCDe O( tﬂ;@
care induce izo iIn H* , fie o sdgeatd in sens invers : a<—9x:'3

. : i X - ; ; i : v
Cu; aceecasl. proprietate in H ; In oricare din aceste situatii vom

scrie: u <-—c-—-“>£ .

1. Léma: Fie L, c-conexe. paca O SO
modelele lor minimale (construite si dovedite a fi unice piné la
izomorfism Iin 4), ma si /mg ;, sint izomorfe.

Dem: Presupunind de exemplu dat: Lf . O s B ¢y LZO i H

construim ca In lema 4.9 modelul sdu minimal:

d __i,> 'B t)f rezulta izo In H* , deci, dupé Cor.
gti’t "%% AT Ak/{’ gste’ 20w :
Wi, S |

D( si % se var zice coomologie echivalent® (< -echiv) daca

exists G -AGD a;, O<Lign

e o ;C()O(r;_@ si totodatd

echivalente coomoloqice simnle: a : L a‘: . Al mdipi

¢~
(4
Vomgscrie . in, caziul aecesta: C( ~ % <
' 3 ¢
2. Lemi: Fie X ,53 c=conexe. Atuncit: a N‘@ d.n.d.
Wa = mfg (vom mai folosi, abﬁziv,"‘egal", pentru "izomorf").

Dem: ca precedenta.
O\ sc va zice G-PCD formali daca - (L & Hipl

(ultima consideratd ca C—ACD cu diferentiala nuld)



3. Lemi: Fie 1| minimali. M e formald d.n.d existd

(r -AGDH morfismul : P : WM — W R g % e

Dem: Comentdm doar im}:alicat,ia directd. Dupd lema 2, avem

(- BGD  morfismul ::f A H*m < i CE induce izo
X s —_ :

tn H . Ludm atunci: b :(\_f*) 8 “f . s& observim cd, odatd

stabilita, pentru G-AGD c—-conexe, echivalenta imediata:

"0 formals d.n.d W\a formal", unde W\a desemneazd modelul mi-

nimal, Lema 3 furnizeazd de fapt reducerea formalitdgiler, pentru
(«-AGD c-conexe, la cazul minimal.

O clasi de exemple de algebre formale furnizeazas:

4, Promozitile: TFie: V = @\}h un G -modul graduat, si

fife '\";ﬁ,o\\ .;'\'?-Z(V) ,c\\) o G,AC?D . Considerdm submodulul
( ¢V definit prin: C = ker (dyy)).
Dacd existd o descompunere: 4 \,I’ = ( @N (G-submo-
dule) a.f.:ideal (N) ) .Z,*Ui) ¢ ®*(Z) , atunci:
existd: \(’;'X —=H*Y , G —AGD merfism, a.f.: kf* =ud .

wlln papticular '}i e formald).

Dem: Notdm cu —ww proiectia: Z‘%i L)H*:Z . Definim \f
( G -AG morfism) prin: - -0 . Observidm cd Mr e
et EATER e
(G -AGN morfism d.n.d. e , ceea ce vom dovedi. Lu&m
IN :
yelN si scriem: dv = C'-\—V" cu c'é'i(() si M & ideal(N)
Avem: 0 =c\zy = c\yl st ‘deci , dimiipoteze, elie E”Cﬂ)
si atunci: LQO‘\/ =twc =0 . Aritam in centlinuare, pentru
a Incheia demonstratia, ca IT_(\Q genereazd, ca algebra, H'Xﬁ .

i ) ; R ; :
Luam % eZ \'B( sl scriem: z=C 4y ca mai sus, obtinind, identic,

A1)

0

i » w(z) =mlc’) .

. . : N ‘ » Al e : 193
In continuare, vom numi O (:.—HC,fr’q intrinsec formald

i

S e s . W LT MR SO =i 2
daca,orl de cite ori h\ sl W)~ sInt minimale; ‘din = ¥\'ar.\|,\/\\ MI\H

A e Ay N O R4

| St



(izé G-AG) rezults :W\NW\' (izo G -RGD) .

5. Lemd@: Daci H e conexd, ea e intrinsec formald d.n.d.
ori de%eite ori m e minimal cu proprietatea: H*’W\ ~ X ;

rezultd ’W\ formal. |

Dem:-Direct: H*M ~H implica : M ~ My (ea G-ACD) 51
deci @ ,Wl ~ mem s . ﬂ : : :
: % , i ]
-Invers:. Daca H¥ W\N\'\*W\'NH ’ /m si W) rezultad
formale, deci: M ~ MW T ~ mH (izo ’i‘r\ G _RED) Sl analoq W\I.

Obs: Daci W\ e minimals, daw: nu, fermals, H*’W\

nu are cum fi intrinsec formala.

Fie: (C( ‘c“o Acp , ¥V = @\Vh un ¥ - sv. araduat, si T

k7o
: . G ' / ¥# :
aplicatie liniard de grad +1,7T: \/ s Z‘C(, (transgresia) .
Prin analogie cu exemplul 8 din I.4 (fibrdri orincipale cu grup

structural compact), vom introduce notiunea de extensie princina-

13 atui { cuV via T , definind o AGD : (&t_x?’(?(V),clT)

prin:' dc\& 2 si c{ v =T - Notdm ca de obicei incluziunea

T
0 <t = Ol @& en . Avem:
T
6. Lemi: Existd un sir spectral multiplicativ, situat in
primul cadran, convergent la \'\’*(fit%ﬁ(\/)? 5l o plus:
a) Ez‘*’ H*U\ %j(\/-) (ca algebre bigraduate) ;

Oown
b) daci veV" , atunci: Ag@ve E,;ﬂ si
S dh.gq KR®V) :—rh,\ ET,V'X
0 - : = htd, O Wi, 0 :
unde T, desemneazd proiectia naturald : El —_— had 7. S5

c) compunerea: Hmd ~ E_;t'o SRS N Eh;'f R Hm((I@j(\/})
<
se identificid cu ‘3* - HPe —= WU (v).
@

Dem: Notiam cu V'C diferentiala .din d@%(\j) corespun-—



zdtoare extensiei principale a ® t/(\/), , oObtinute conside-
: [ !
rind d=0 , si avem : O"C = d@{o[ +V’C . Pentru 7;0 :
notam: M‘? - aq @?Z(V) si pentru (77/0 . FP = & M7 .
: _ TP
si avem:zmmc(:‘3 5 f>/O > ) Ft’ :d_@'j(\/) ;Fh.FsCFPfSI ;
' P7o

si, deoarece: o(@IcI : Mq s M%’ ; 7>,0 ,
iar : V_: M‘f —_— F7+2 9 70, un rationament standard (cum se
< '

afla, de exemplu, In lell, p.48-51) ne permite evaludrile:

L6, 0.) = W oy (88D 2 e Toy e )

de unde a).
Cit despre b) si c), acestea se verificd farad dificultate

prin caleul direct.

2 el Tt o eI Jdbers s Elipafindie =i
(u“...,um) un sir requlat iIn j (In sensul din I.4)ss sd ecare an
in plus proprietatea ci: u;é'i*ﬁf’, _4 éiém t ‘Neotind: cu H
algebra: (z /ideal U\(/...,L‘m) , afirmdm ca ea e intrinsec
formals. Pentru aceasta,b considerdm extensia princinald: M =
’f-\i@'i(\l“...,vm),’unde: ’ti e considerati cu d=0 ; \V;\:\u;\ -’}_,

t(ééém sd -~ wENg=ly ‘édém .-Ipétezele si lema
4.10 asigurd minimalitatea. Definim un Aco Qmorfism: m ia}fj
prin &Q],\i —  proiectia canonicd, si: kf(V;\:O e ey
"Pentru a ardta cd ke e izo In H‘X , vom proceda inductiv,
definind, pentru A <{ 4w , o sub- AGD fmt prin:

/n/)‘::'jg')((\/“‘__,\/a) S1°0 AGH; prin :%J(L:li{ideal(u“...,u;)

considerind diaqgramele comutative:

Lo ot ngmspanpeesy e o oy o



’Y):’\; ‘ﬁ‘ . (cu LF; analoage cu LF si cup

“T proiectia canonicd),

id

convenind a incepe cu: ) , 81 aplicind urmatoarea:

8. Lemi: Fie Aohehsi - wexZ T2 xon. g DJGHI“&

este nondivizor al lui 0. Considerdm extensia elementara:

O( cg_a a Eéb'ilh&l) cu':s Ty =K . Are loc sirul exact:
0 — tent(Tud) = H¥K 45 HA (0 @ %,,090) 0 .

Dem: Folosind sirul spectral introdus la 6, avem (terme-

nul E,z): ‘ '
A jLu,,LV) : Evident: E..L.-;E.D\ e E_Lh“ :E_m
O O ' In continuare, concluzia anun-—
tatd se obtine formal, urmarind
2u-4|K.v (e s
acelasi rationament svectral
O A O . ca in demonstratia lemei I.4.1.
: AN :
Lol = i
173
0 ..i b \,.\7((1
o h

Fie acum "T)?' o alti ACD minimald, cu pronrietatea cda:

o]
H%/m ~’H’ ; deci, daca 'j :’X(\,\]) , outem considera scu-
fundarea de s.w.graduate: \\/\.) J/_)—Z?(/m/ ah ., notindstotscl

\.Y AG morfismul canonic indus:

Z (W) 3»{7\{*)%,55 avem sirul exact: !
DG (TR 8 H* W' =0 .

7 i . .
Alegem: \({ é W\ aplliva 2 c‘\z;{ = \y(u;), /{ 4$i4dw ;, Si defi-
oz — N . .‘ " |..—' A . -' i .,'
nim un AGD -morfism 3 W A -=;£¥\,' prin: \ \‘ei < u‘/ si \J(L\z;_) =

Avem diagrama comutativa:



(FTepr ,
0w ddeal My, =0 Ym) = > KXW -0 (unde: L L—y'\'{
“ \l : \\—‘j\:* e proiectia canonicd)

O -—= ideu((\-\(,.n, U\m)-—%'j ———k“—/—mv \'\*W\I — 0

m———

care, combinatd cu Gor.4.4, ‘arata L\/ al fi dzo,; deci ‘H‘ TRtEin-

sec formala.

9. Propozitie: Pentru algebre c-conexe:

: ' / .
a) B S si’ &('E/%/ impnlicé: u®d/ ,\C,%@fj% : :

b) &)(X/ formale implicd ! &@C(’ formald.

Dem: a) Imediat, cu lema 2 si lema I2ials
b) Imediat, cu precedenta si ace{easi lema 1.2%a) .

Tot atit de imediatd se dovedeste si urmdtoarea:

10. Propozitie: Pentru algebre conexe:
N ' g ..
0 AB si U ADB implics: Ov T LRB

: /
b) O ,O(’ formale implicd ° ll v (X formala.

Dem: Citeste lema 1.2 b) In loc de* 1,253) si apoicd

———

ar®suss ' :

Fie a'op‘ngi : c\,L,c éHwD\ Sl - 3 a‘,;::éoc £ 0.
In acest caz: { @ ,A, ¢y & H\q“\k\*\c —i(‘ﬁ\ / ideal (o)
(produsul Massey) e definit prin: E’)’)\o’ + EM““*L ug—l

undé:va:[ofj,‘a:[iﬂ,c:[\ﬁ} si u.F;o(I),FX:dg s

11. Propozitie

Fie: D( c—-conexa, a formald. In acest caz, produsul

Massey = 0.

P RO R A N



pem: rie: Ol <5 W -Hx0 (@*,if*izo). HAN are d=¢
si deci produsul Massey = 0 . }

Este momentul si facem o distinctie oarecum subtils,
sugeratd de ceea ce se va Intimpla la spatii, J‘.ntrve notiunile de
formalitate, respectiv &G -formalitate, care se pot >introdu'ce
ventru o G-AGD . Notiunea neechivarianti se obtine u;_tind

G -structura.

A2 aPropezitia: Fie a o G'ACD , c—conexd gsi formalsd.

Atunci: H*D( G ~triviald implica: O( G -formald.

pen: Fie M=W, , @ 53 IR Ateeh onedata
(G -structura, /W’, devine evident model minimal pentru a o
neechivariant. Din fdrmalitate, ca in lema 3, exista: ’YV‘. —,§-> H*Y
G L ﬁ'f‘;io\ . Deoarece G ac'gioneazé’i trivial In H*G\, el acti‘o-
neazi trivial si in XMW si deci: (H*M)G = H* . ‘
Ipotezele noastre permanente de semisimplicitaté si lema

G

; . e . ol ol »V T . o _~ 1
0.3, ne permit &% afirmim cd:y 9N 4__,)47’2 induce izo in \'\*

.
De asemenea: ?\\MG Vg Lo an H* , si In acelasi timp

*)

Gr < ACD morfism si deci rezultd cele dorite?
/

Fie: d b:\f'/» m un P(GD -morfism Intre algebre
formale, ¢ -conexe. ]( se vazice formal dacd modelul sdu minima.
poate fi reconstituit numai din aplicatia indusd de £ in :
mai precis’: deindatli ce este dat, ca in diagrama de mai jos, mo-

~ ; .
delul minimal Q (i.e.: patratul din stinga, omotopic comutativ)
existd aplicatiile x_r si \f/ , careksd indueca "¥zo in H‘* si sa

faci pdtratul din dreapta omotopic comutativ:

% 5 ] ; il :
2 Se poate ardta, folosind teoria ebstructiiler la formalitake
3 - { '—‘ - n ¥ ~ . 3 ¥ ~ 2 » . -
dezvoltata in \LZLZJ, adaptatd echivariant, cda afirmatia rezul

o Sails : : o . S { o
td fi3rd a impune restrictii asupra actiunii in \’\ C{ .



a 4‘ e
e Lt
e e

13: Eorolar. File a ) G-AGD , c-conexd si G-formala.

In acest caz G e grup formal de automorfismeale lui a

Dem: Consideram: CX 6—?—~W\ —i~—> H*ﬂ (mode'l G o-mi-
ﬁimal); ? \Lf vsint echivariante'deci Cr este grup formal.

(Prin "G e grup formal de automorfisme al lui Ol g’
putem Intelege decit faptul cd Inmultirea cu c()eG 'este automor-

fism formal, pentru orice ijG) i

14, Exemplu’ :
Daci: At = %(O()B)/iclme (O‘Z,dﬁ), | ‘—'\Yﬂ =2 si
- =0, considerdm: W\zzﬁi'b(‘,\/)&f ,U(), \x\:\\f\:?, ; \‘{\ :‘\\{/\ e
cu: dx:o\Y =0 si: c[U(:;(z, 0!&1/ :)(\7' ,si:\m.5 —g—vr\r‘(
dat de: D \/ _>F . U{ sit.\/ > 0 , morfism de AGD
ce induce izo %n H* ; P'&h.'}( é}? 2 :

Aavem: H?> YY13 <) andeed: A ‘EX-S,Y\{.\):[“XK}’*Y\?K?O
in Hgm_)’ si deci W\g nu e formal (provo.ll). '

Y am faptul ca: = ‘:Z

Remarcim faptul ci W\g W\_l % 30‘€,‘~V)
Cll: mz =°i9_()(,\{) si d=0 , ceea ce aratid ci: o extindere ele-
mentari de model formal nu ramine formalad.

In acelasi timp, /m3 se extinde (teorema 4.1) nind la
un model minimal qfﬂ , evident formal (Htared=0).

Rezultd deci cd: daca W\ e formald, /mh nu ramine nea-

Q)¢

parat formal




15. Exemplu (Semnificatia topologicd a acestui exemplu

va £ dezvaluitd In capitolul TV).

_ . Fie:m:"i(&y,iﬁ),lxhz ,\\}\':3 B he 2 . du: dx=0
dY:X"*, c('i':o,q'.\f:x}{ :
rezutta: {[X],04), [x3)= 2[=§) , moa [X]-HIMN .
Deoarece: J(axJ(L:i/') vb- w0, #8zurrs: Wi = & 04
si deci: 1X|-WWM=0 4 {[ﬂ,[ﬂjﬂ};o i H3M | dect

lm nuie s Eermal,

De acum inainte, Cr va fi un grup Lie compact, si repre-

zentdrile lui finit dimensionale presupuse continue, deci A.3

(exemplul 0.4) ,

V6. siotas pas e «GihChaaie: 1) HO(X:R si \—\f‘ﬁ —‘-D.
2)1 E*O\ g S50 ech., de
grad =9, a.i.: O(G" ::kﬂ
3) ‘%H & Z*Ol ,G-—.,ubmo-
dul de tip finit,; aii s

B s

In aceste conditii: existad G -model minimal, de tip'fi—

nit gi deeci 4.4, pentru b

Dem: In demonstratie vom face inductie dupa n; fie:

g\mh :';i(\l\}h) ) ex e Z‘QVm

myi

W e GoBak osia dol c Wt

; G-modul de tip finit;

(n)

n @

\QW\h gﬂ) o kf\‘"‘ GvAGM ) ('\-fﬂ_\—@c"\iva{eh{’a 1S \’\’X

§ A b N ; ' :
In cazul n=1 luam: \/\J ::\/ :0, d=0, si deci: ’7)14 '-"’P\

si: \nﬂ4 §5_>D‘\ ,ttaf 6‘(6 b “——“)(.



et ChcL i

Pentru CaZUI(M ‘—’5(‘“‘*“ , ludm: \/(;H‘ = Coken i?‘: :\'\hﬂm“——v \,\"‘*"Q\}

A

g AR R e
sis Wik :\NM EB\{\AH -

In continuare: /W"\m =W, ®Xhﬂ(\lw)‘, unde : V™ X5 Zhn mh e
: < : :

‘C\\}\m =0

dat de: unde s e o sectiune (din A.4d)

'C\\Jru = S\-\[:‘“

W ) w2
pentru: £ W\h "o o H M.

" N4
Consideram gi: HN)Q '?"‘3\/0 ;- ech. Deoarece H*u

e 8.4. (vezi 3), rezultd cd existd o sectiune t ech. a:i.: rr' of:(c{
si definim:
par . = T -
g \ - ? W\ = Q\M»\ '“\\A
s =—=>
?\M"\ \\[:;H = ‘\T'\o'!\: : . ?

\

o
oy iy SEE R0 501

minimalitatea rezult# din propozitia 4.11'b).

17, Prepezitie

5 ; Bk S ob 5
Dacd M este varietate C , compacted, Ty M=

si « G M — M teste o aepiune WCT ( Gea mai, sus),s vom nota
momentan cu Ot algebra De Rham a lui M, care devine G/HGB
cu actiunea: {4 —» (3“‘}* S

In aceste conditii: OL admite G -model minimal.

: e e 7
Dem: Se poate considera pe M o metrica fatd de care 'z

actioneazi prin izometrii si wvom nota, ca Iin {13‘& P 220=226,

e e ey S SR A
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cu S adjunctul formal al lui 4, cu Gr\ functia Green a Laplacianu-
lui gi H formele armonice corespunzétoare.

Ludm apoi: © = go Gr l%*O\ ; si sintem ca In lema 16

18. Corolar
Dacd, In plus, G este conex si CX este formald, atunci Cl

‘este <} ~-formala.

Dem: C-( conex implica H*& G -triviald si deci,
reluind demonstratia Lemei 16, cu aceastd ipotezi suplimentar§,
observdam ugor cd - mai mult de fapt decit ceea ce anuntid Cor.18 -

G -modelul minimal al lui Ol e g-trivial.
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Cap. 111 - TEOREME DE RHAM

Rolul capitolului de fatd este de a procura legdtura
intre aspectul topologic si cel algebric, care fdceau obiectul
precedentelor. Mai precis, aceasta ar reveni la: a gdsi o con-
structie, functoriali pe categoria spatiilor topologice cu valori

in categoria Aﬁ;b si care s& calculeze cohomologia spagiiitlior = ar-

da deci o solutie asa-zisei probleme clasice a Ycollanturiler co-
mutative". Odatd cu ideea lui Sullivan si-eu trecerea tim@ului,
solutionarea problemei a devenit ea insdgi de domeniul clasicu-
lui, doud (diferite) prezentéri clare.gi detaliate In aces£ sens
e

putind fi gdsite - de‘exemplu -- In Y_lo_J sE SN2y

Pe de alta parté, capitolul prezent Isi justifiecd nece-
sitatea prin aceea cd, depdsind stadiul simplelor analogii
intre topologie gi algebra (prézente,pe‘alocuri si in prezenta—
rea anterioarelor) face si demareze ideile teoriei rationale a

omotopiei: aici este Intr-adevdr locul cel mai nimerit de a in-

dica legitura intim& Intre notiunile de fibrare princinald si

extensie elementard, prin asa-zisa "lemd Hirsch".

' Primei chestiuni i consacrim primul paragraf. Rezultate-
le au un aer incd odaté clasie (sugerat sl in titlu), referinge-
le citate constituie lecturi complementare excelente, tehnidile
de demonstrare Insi sint nu o dati laborioase s ki - derun. for=
malism nu neapdrat indispensabil scopurilor acestor note, in care
in ultimd@ instantd, nu voﬁ opera decit cu forma finald a rezul-
tatelor acestui paragraf.

In mod firesc, cel de-al.doilea paragraf e repartizat
celeilalte chestiuni. O buna referintd ar f£i aici [?} - dar in-

suficient detaliatd. In plus, constructiile Inszsi fdcute In

TP TAT STEN

R AT A
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cufsul demonstratiilor de aici joacd un rol esential In capito-
lul urmator.

Drept care am preferat urmidtoarele puncte de vedere: a
da definitiile, constructiile si enunturile de bazad cit mai clar
(in primul caz), trimitind in general, pentru demonstratii, la
. [gil si [}d}, detaliind In schimb la maximum, In cele de-al

doilea caz.

é 1. ALGEBRE SI IZOMORFISME DE RHAM

In cele ce urmeazd vom descrie rezolvarea problemei
" . . noa ‘ et W s
colanturilor comutative" In contextul semisimplicial, dupa cum

se obignuieste. Sintem deci obligati s& introducem categoria sem

simpliciald, ca avin:ldrept obiecte multimi simpliciale :

{ 5S¢ qen

structurate cu operatorii: 7. - 3% ...;Sq it 05_-65(7 : (de fats)

L

Ifl S ..-aSc‘ o 0 &Ll ¢ ﬁ > (de degenerarc), care verificd
o+

relatiile de comutare uzuale L?l] DE 210

Morfismele categoriei 51nt anllcatll de multimi care
respectd gradul simplexelor (SQSﬁ d.n.a gl = 9 dan.d
0" e¢ simplex de grad ﬁ ) si comutd cu omeratorii EL ,?1

Avem exemplul standard: functornl S A

S 2 ispa’;ii topologice§ —_— { multimi simpliciale%

-

L fmm:{sgmyuweiﬁm

i 4 ‘ bl e
este: ](5\; N — >(\ \6‘ conlinua { ; Cu operatorlz ‘;’.L !!]i

dati de: i; &) = g e &Y si f;’)L(G‘): G“OY)L , unde:
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~ 5 ' 944 :
2L : A‘T d S Aﬁ si YIL :A _— A? sint uzualil [21]
B 21 . i ' :
&0 T
Ca notatie: definind A,,\ ca algebra formelor-C definite iIntr-o

R ; ; W & = ;
vecinitate a simplexului standard A , urmeazd a intelege prin

_d p-forma \g pe multimea simpliciald S, © colectie {“fwgc_é 5
t}nde k.?@ & A’\‘)c_'\ sint supuse condi‘;iildr de compatibilitate:"

.kf?(’o, = %b*({)q‘ Organizarea acestor p-forme ca AC\D se facg
profitind de structura d‘e AC(D a algebrelor standard Av\
si de [21];;(;.22 , sifvominogta aceastad AGB cu ﬁw(SW
(prevenire: simplif'icarea notatiilor va apare invers proportio-
nal cu complicarea definii:iilgl:!)

Avem deci functorul aob ! din multimi simpliciale in

AGD s dé o parte; pe de.alta parte avem functorul clasic

. *{R)C
) 3 PN - mu Tt ]S(__$) aproapez g
al colanturilor sinqulare: isimpliciale AGD ) (1lip
seste comutativitatea infsens graduatif= Ylepq.23 =sgdvktrans-

~ %
formarea naturald I: aw =l (- ',’P\), datd prin: (’L&f)c = g LYV
' _A\O'\

(in categoria complexelor de colanturil).

1. Teorema
(De Rham simpliciald) I* e izo; mai precis: th. 2.16
[211 afirmea ed:
I comuta cu diferentialele; exista transformdri naturale
E . C*( . ;R\) - B(w comutind cu diferentialele si cu preoprie-
tatea: 1°E = d , si operatorii naturaliide omotopie:
SK:’E(,EO sl a‘:i (iiess Eol = = SK+4°°\ * OL°SK)
i in plus, i coomologie, izomorfismul indus 1* este multi-

plicativ (th.2.33 din [21’().
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Aceasta este o solutie a problemei noastre, insd pentru
coeficienti reali, si de aceea'VOm £1 obligati sa deducem de
aici una pentru coeficienti rationali (cu pretul definitiilonr
urmdtoare) .

Definind dh ca fiind subalgebra GD (peste Q) a algebrei

GD A a formelor exterioare cu coeficienti polinoame cu
coef1c1ent1 ratlonall, putem deflnl Q (5) ca fiind sub-AGD
in , (S) formatd din p-formwle %fq% cu %k_& wa‘ ;
Observam ca: C* ')C Cx( R) sl cd toti operatordi
definiti anterier invariazg aceste sub-AGD peste Q, de curine

definite, de unde avem:

De Meenemd. L Ti(S) __;DC*tS;&) comutd cu diferentialele,
si I* e izo (multiplicativ).

Opsteorie rezonabil&, care-si propune sd célculeze coomo-
logia spatiilor cu ajutorul formelor diferentiabile, e de as-
teptat sa aibe proprietatea cé: algebra de forme a unui complex
de dimensiune n s& nu contina fofme de grad mai mare ca n. Pen-
tru a satisface aceastd dorintd reluam definitiile.

Prin 0—(3) vom Intelege sub-AGD In &(S) a formelor {&-?67)
su?use urmitoarei conditii suplimentare de compatibilitate: '

\'?Y\;’G‘“ = “qt*(_?v 2

Analog, iIntroducem Cf‘(s }&J ca fiind sub-complexul
lui - C*(S ;&) format din acele colanturi { QGE
pentru care C’“LW‘Z B

In continuare, observam cévtoti operatorii din Th .l dnvas
riazi constructiile recente, si deci : I . Ay —= (f{(g-ﬁg}
este izo in coomologie.

Pe de alti parte, topologia algebricd clasica na arata

‘ i
c& incluziunea C;J(g‘,&\ Cﬁ(%(S)&\ induce de asemeni izo In
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coomologie. (Un indemn incurajator iIn ceea ce privegste veridi-

citatea acestor afirmatii este continut In ex. 3, 4 Ba86=37 121])

Deci putem afirma ca!

3. wmEenEne. - HG) C*(S.‘Q) induce izo in HX ,‘

multiplicativ gi natural Iin S (multime simpliciald) .

4. Obs. S& mai observam cd in constructiile si demonstra-
tia Th.2 nu intervin-cﬁperatorii de degenerare, deci putem l
afirma ci ea are loc pentru multimi semisimplicale (i.2. In
absenta degenerdrilor). |

Pentru a trece insfirsit la spatii topologice, consideram

functorul contravariani, notat de asemeni, cu: i

topologiceJ

Pe cbiecte, vom nota: a(X) = C{(S()m, iar pe morfisme,

daca: X —‘%’—5 x, vom nota : i""':b\(’\?"\')»a(m, cu mentiunea cd, a-
{

colo unde va apare pericolul confuziei In notatie cu aplicatia

: ¥%
indusd In H" , o vom nota pe aceasta din urmd cu: H*X’ L> H*,XL

spatii Nl
e

*
£* :(g*ﬁ. Th.3 se pune acum sub forma:

5. Teoremd: I: U\(,V\) —> C*(}(,Q\) , lnduce *zo“in \'{* , mul-

tiplicativ si natural In X.

6. Observatie: Dacid X este G-spatiu (i.e. grupul discret

G actioneazd pe X), atunci 0(()0 devine G-AGD in mod natural,

cu actiunea: q — (6(\'4\* ; ‘;tr, %é G .

{
7. Observatie: Dacd X=pt, atunci Ofk\)\\rQ ,7siyt Intigeneral :

dacid S e multime simpliciald de dimensiune EOpt ([l et simple-

AP 8 PR IR P
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xele de grad % . apsint degenrate) , atunci are loc axioma de

degenerare: O“D(S) =0 ; pentru T Sh.

Ca un corolar la Th. 5 avem:

/
8. Corolar. Fie X x. spatii tonologice (punctate);

atunci avem izomorfismele 1n coomoloqle (naturale iIn )( si X )

a) 0K ® LX) P"#W DL XYY 5 (R X PR X (K1)
by DLLK) v LX) <R DL KD (X)) 5 X )

In continuare vom trece la a face nigte consideratii su-
plimentare, in cazul cind In loc de spatii topologice vom consi-
dera varletatl diferentiabile.

Daca M este o varietate diferentiabila introducem ACFQ\

ca fiind algebra de Rham a varietdtii (a formelor (?b pe varie-

tate).
Analog cu cele introduée anterior, introducem SDQ(F1),
a

Lob: A‘ g—jl\/

unde de data aceasta vom considera doar simplexele v

organizarea simpliciald fdcindu-se analog. Avem deci functorul:
¢ o0 T =
SDQ < %\lar'\e{&{‘i C ‘I — {Ynug't.;m. S\Vart\uaeeg
In spiritul celor demonstrate (amintite ) anterior, vom

avea urmdtoarea diagramd comutativd:

W e A(M) = S P\)

((w)g = 5w \ S i = § T

= A‘G,
K[Z"l ,?.2.2 !?.30) . Om(gdo(M} ( [2_4':\ : T,{O)

Th.1.15 Ezll VSRR Eh) . aratsbdansne M), Lo [‘*(S&(M)’K
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induce izomorfism In coomologie® (multiplicativ) .

In continuare, vom considera citeva diagrame comutative
extrem de folositoare iIn demonstrarea echivalentei coomologice

a algebrelor A(M) si U_(M) ®& & :

MM s Bl Slt) e Tl
) g

5.@* (SalM) Ry <——— CFLSMY )

Sdgetile verticale sint izo in coomologie conform cu Th.1,
iar sigeata orizontala inferioard este izo in coomclogie con-
fo(rm cu-[Zl_& Pgeld .

. Din comutativitatea patratului rezultd ci sdgeata eriLzen~"

tals superioard induce 120 in coomologie.

Avem si un izo In coomologie definit de: CLDO(S(M»@(CI&G(M\\

~ unde D(bo(g(/vl)) reprezintd sub-AGD a lui 'Utub(S(M\) o

formelor supuse la conditiile de compatibiiitate suplimentarad

cu degenerdrile (analogul perfect al incluziunii O((S) @'&ICS)).
Demonstratia acestui fapt se face considerind diagrama

comutativa:
IS s D LS

1) | e
@i\&&amm ey (AR

Verticala din dreapta induce izo in H* (i .1) VYertica=

in stinga idem (analog cu consideratiile folosite in demon-

[oN

by S
ra
strarea Th.3), iar orizontala . inferioard se identificd cu
AV EEY D FrEIN DY ; : R o X
CN(M‘Y\) S k*\\ | care induce (clasic)izo In H .

- Rezulti deci cele dorite momentan.
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Considerdm iIn continuare urmdtoarea diagramd comutativi

Do) == DS BRR = (LMY B, R

Lel /

CHIMR) = (et

P G - e Mo
Integrarea stingd rezultd izo In H, din cele amintite
mai sus, iar integrarea din dreapta rezultd izo din Th.3.

In cele din urmd rezultd deci:

9. Teoremi: AU%) ~ CX(VT)@ESR (natural 3 e M,

O altd serie de extra-consideratiuni necesitd cazul

complexelor simpliciale K (Iin sensul din [i] v D5 l08=109) . S8
ne geamintim Intii, faptul,.cd; am constituit. functorul 8 pentru
spatii, avindu-l definit pentru multimi simpliciale, si avoi
via functorul S; sd reamintim acum gi existenta functorului In
sené invers de "realizare geometrici", notat:

l\ 9 &W«ue{‘/im'\ %imPeiciaeeE -———>{S}>af§ii {o‘m&c{me%
constructie analoagd realizdrii geometrice a‘comﬁlexelor simpli-

s el ( T41,pMo-444):

10. Teoremd: Pentru orice multime simpliciald S, lS\ e
un (W -complex, avind ce(u/e/e in corespondentd bijectiva

-

cu simplexele nedegenerate ale lui S ( KSl ?.55—56). Mai mult:

ll. Teoremd: Existd o transformare naturala: q}:i4-4>g(l'\\
care are proprietatea cd, pentru orice multime simplicialé,f>r

yts O30S, R) —s X505, 8)

Totee e o e (15| p-62-63).
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Cu Th.3, e imediat urmdtorul:

17 Corolar: Existd o c¢-echivalentd (simpl3d) :

a(s) s a(g(l)\ﬂ (naturali In S, si dat&:de fapt

de W(S)* - 7la nivel ‘de forme)

Fie acum K un complex simplicial (vom presupune cd vir-
furile lui K sint ordonate - partial - de asa manier&d Incit sim-
plexele lui K reprezintd pdrti to.tal ordonate). Ii asociem
acestuia o multime simpliciald, notatd AK , luind drept
n-simplexe (n+l)-plurile de virfuri ale lui K, (Vo,---,\/h)/
cu proprietétilé it e s S, sd €3 {Vo, ---:va.))
repreéin_té un simplex in K, fetele si degenerérile definindu—se
in modul obisnuit (vezi gi [221, 0.80-81).

Se observad f&rd dificultate cd simplexele nedegenerate
ale luiAK sint In corespondentd bijectivd cu simplexele lui

K, de unde, tinind cont de Th.10, se poate lesne deduce existen-

ta unui homeomorfism natural: \M(\ a/ U{\ + Combinthd®elr Con’. 12,

obtinem:

1952 ‘Corolar': D(- (\K\) '6 Q,(AK)

Pe de altd ?arte, urmind #deile initiale: ale luilvsililivan,
pentru complexul simpli’cial K se poate defini o afta AGD (esen-
tialmente mai simpld, mai bine legatd de structura simpliciala
$.‘L mai cu folos manevrablla - dupd cum se va observa de altfel
fa-timpul ‘cuvenie ™~ deeat aUK\))’ dupd cum urmeazéd: observind
cd ordonarea virfurilor lui K face posibild stabilirea unei
bijectii canonice: {0'...,\5—\)“ ~q , pentru orice simplex Gy
astfel Tncit incluziunea oricédrei fete: " T €g ", 'dd nasgtere
unei aplicatii: ZD, ...,\r,\ls pggfw,_> \cr\% si prin urmare

: s ; i" ey
unuli AGD-moriism canonic: D{ Grr [X , definim o

ey e ey S B e LSS
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p-formd kia pe K drept o colectie: i&{)Q.BG- ) e K—FG & a(G‘)
si cu conditiile de compatibilitate: kf.c = CTT \{/q_ . dar

apoi organizim aceste forme ca AGD (notataa(l{)) prin procedeul

uzual. Daci: { K —>K' e simpliciald, ea induce:

a(lq.e_g OUK!) dat de: q,*k\? - L (Wch

unde: .L alcr\ e/a\gﬂ e indus de. § ' {zo" , via iden-
tificdrile produse de bijectiile introduse mai sus. Apare deci
functorul: a:icomplexe simpliciale}g —_— {AGD% . Existenta
unui izomorfism natural: a(K) ~ (AK) ([22],. Prop.13.2)

gi €or.l3eimplicd:

14. Teoremi: &(K) = O((\K\) (natural in K).

In continuare, considerz_?tm rhultimi simpliciale atasate sim-
plexelor standard, dupd cum urmeazi:

Notdam cu Ah ;, Sinumim n-simplexul standard, corjnp.lexul
simplicial avind drept virfuri {\Io‘ ...l\lh% ;, In ordinea na-
turalas Mol ... Ly 81 drept febe toate sub-multimile
multimii considerate, gi apoi notdm cu _A:‘ multimea care
definea pe AK ; in consideratiile ce preeced Cor.l3 (vezi =i
Y}O‘l, p.XII 4-5). In traditia acestei notatii, sé numimt'éﬁh,(hwi}
-scheletul complexului simplicial Ah‘ , 81 sd mai observam In

i

: : (w-4) n
treacdt, egalitatea (DO]p.XIISﬁ): )ﬁ_&h = ('A:") c A

i S e ¥ ; FI8RAS UB
in care netatia 9 desemneazi, pentru S multime simpliciala

dats, m-scheletul ei, definit prin analogie cu cazul complexelor

(detalii tn [10] p.xII 2-3).

15. Tiema. (de,extensie) . Incluziunea  : DA“ c Ay‘

o —

induce o surjectie: O\(f ) ek \0/,\ ) S
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Dem: Am preferat sd ddm demonsfratia acestei leme, iIn
-loé de a cita pur gi simplu comod rezultatul-extrem de plauzi-
bil_— pe care aceasta Il implica peﬁtru spatii In general, pen-
trusmotivul ca& ea pune fdarte bine In evidenté savoarea aspec-
tului geometric si pentru eleganta argumentului, pfeluat de
noi din [}61 DL XELIT 455, care.la rindul ei preia pe Sﬁllivan.

Sd ntam cu [Aﬁl simplexul n-dimensional prezent In mod
natural in é: si s& observdm cd p-formd \e ¢ CXP(;¥§N§

e determinati de valorile ei pe cele (nt+l) fete (n-1)-dimensio-

\ s ;
nale, notate \EL = K{)%b \:L\h] (4 &hvi . Eresupunlnd, induc
tiv, ci primele aceste valori sint nule, i.e. \{; -0 pentru
{ <y (unde v<n), avem atunci, pentru C¢<r (din conditiile
Selosien el %i-k ;
de compatibilitate gi din ipoteze): ‘{p -0 sl putem de-

fini, prin aceleagi formule polinomiale ce dddeau pe \er P

o p— forma Lkr c CXP : , care la rindul ei va satisface, formal,
conditiilor: Z *ﬂ# -0, pentru ( <4y | ;S %'*\Vr::%% ;
observind cé aceasta se poate completa, In mod unic, pind la o
p-formd in dF(_é?) , putem considera cd ne-am redus fn cazul

in care forma k? e nuld pe toate fetele (n-1) -dimensionale,

cu exceptia celei date de ecuatia {h’:O . Simplexul (geometric)
mai putin virful opus acestei fete, se poate proiecta pe aceasta:

LA N vy s 00 ;n(zw):‘i =y

La nivel de forme diferentiabile, aplicatia indusa, ﬁ'* e

T 3 +; . “‘k"g\ = dfi 't &{h

el o) i
1 ) — J =
Rl = il ) =

=T 4—{h s fkl“

keh fiind polinomiala, se observi de aici cid, dacd H e luat

sdatd de:

e\ ,
suficient de mare, (-1,) 'ﬁ¥($fh) va reprezenta o formd in

a5 s
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aT’ ! S 3 : h
W r Cdre determind extensia edutatd a lui %)Fe A

16. Corolar: S C‘T‘_(multimi simpliciale) induce o sur-
jeckie it CL(S) e BLET )

Cu lema precedentd, o p-fcrmd datd, definitd pe S, se
poate extinde succesiv, pe scheletele luiThPentru o demonstratie
formald completd trimitem la [}d} Prop.21 din Cap. XII, unde
in locul notiunii de "F extendable local éystem“ trebuie gindit
sistemul local de AGD %C[h}n.

Corolarul precedent ne permite ta sé asociém fiecdrei
incluziuni de spatii: A s x. ; sirul exact seurt de com?lexe
de colanturi, notat: & = OL(X\M = a(X\ T a(A) "_>O.,
si apare posibilitatea de a defini sirul exact.lunq de coomolo-
gie "dé Rham" al perechii, iar Teorema 5 cititd In acest con-

text afirma ca:

A%. Teoremi: 'K* induce yun; iz Antre gsirurile exacte
luhgi ale coomologiei de Rham gi singulard, natural In perechi
de spatii. |

In sfirsit, putem face legdtura cu teoria modelului mini-
mal, ‘dezvoltatd In capitolul precedent, observind cd, daca X
e spatiu c.p.a, atunci a&x)e:Ac;D c-conexd, deci admite un

model minimal (unic pind la izo de AGD), pe care Il vom nota

4le. In ceea ce priveste situatia pe morfisme, putem afirma

ca:
18. Propozitie: Dacd X si Y sint c.p.a (pe scurt, de
A A < : e \ oL e\ =
acums spatii)., si daca aplicatiile : K~ f?f'”' (i sint

% = 2 iX S0
omotope, atunci aplicatiile induse Iintre AGD, {o TS %

acelagi model minimal (In categoria algebricd omotopicd) .
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Dem: Fie; X%} t{,,\( ' H —(o y"{i 3

Va f£i util si& facem notatiile:

Pod 3
M)( 4——1\——&/ 7‘\\{ (diagrame omotopic comuta-

?)’\l l?\( tive pentru h=0,1, asa
O((X) “L C(L\() ; cum rezultd din Lema II.
oS g G

si: X "AA—;’X’(.L (/\*04\ date de: A = (%, /\)
» \)'t s 1 (/\ V) L) date de: }t - /\
N° f,f,; Ai (A = Q,” date de: No => VL

Avem urmitoarea diagrami.in general omotopic comutativa:

: HAX
P (XL} < o)

i —

| & HOYRNE) - _

o) £~ 1‘ id ole-ech) e
T et et *T T e

(=R oL py ot dt) ©
Lo t)

in care putem preciza: triunghiurile stingi se verificd ime-
diat a comuta efectiv (In cazul c-echivalentei centrale, no-
tatd)si provenitd din Th.14), trebuie subinteles cd un anﬂumit
numir de sub-triunghiuri comutd); c-ech. verticald superioard
provine din Cor. 8, iar identificarea inferioara se face pu-
nind: \LQ & CLP(A{)\ — LL%[AA- € &P —.u‘dﬂp\); in ceea ce priveste
existenta morfismelor de AGD punctate gi comutativitatile omo-
topice 4din dreapta, ele sint sigurate de Th: Fl.3.1. Rezu'l'té,

tinind cont de minimalitatea lui W’
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: re
'fo? L5 *og . deci: ? OI & g o_( . ‘Cor. IT %Al
vy 0 1 o v Ao N ek
arata ca o w ; S1 deci, in categoria omotopicd, mode-

lele coincid.

19. Corolar: Notind cu Y'm;ﬂ categoria omotopicd a spa-
[ 2 LI |

o

idlen, si el \ Min‘ categoria omotopicd a. algebrelor minimale,
o g

avem corect definit un fuhctor contravariant 'W\ :YToﬂ —-—)YM‘WC}
=7 = 158

dar prin: x -———>m)(‘ ,,t ~—>tf .
7 { 1

&)2. FIBRARIL.. STAEXTENSII PRINCIPALE

pentru a fixa terminologia, o (&)-AGD /m se va

zice geometricd  pentru (G) -spatiul X, daci s-a dat (G) -aep
morfismul :LY . 'ATY\ S BhERY Shllie k{'f s8 fie izo.

In cuprinsul acested, seci;iuni,. vom avea in vedere urmatoa-
rea s,ivtuat;ie: fie : F 4}» E ~¥,5E o fibrare total transgresiva
si orientabilé (cerintd ce permite considerarea cu succes a si-
-l i spéctral) . Suficiente exemple de acest tip conétituie:
fibrdtile principale (E.1) si fibréfile principale cu grup>str‘uc—
tural compact (exemplul I.4.8)V. |

Incepem prin a explicita modul In care, In aceastd situatie,
transgresia poate fi exprimata cu ajutorul algebrelor de Rham:
fie deci : \l 67_“&(;) S E\{} ¢ \-(hd,u:\ MH“(F]
si fie transgresiv, i.e.: ):\(] [ S"‘Umr*) £ Urmirind
firul definitiei date In I.l1 si tiningd cont de k. l.17, ludms

Uy € 0"(E) ailot '&‘Y’(u)’ 59 si x’ezhﬂd (%;[4’:) Bk
‘c[\{lg H™1(R) s& se corespundd cu: L}(—_') e MM Ry < Hael.
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Deoarece trebuie sd avem: i[\{i = P* T3 n H“H(E,F), exista:
V¢ ah(E,ﬂ S P*x = d(u,+Vv) . Punind: W =u,+V
am obtinut deci: i) we ONE)  saia: J'*u =N :
/
iy Ead 2onin
Scriind. acum: H*('\:) ::'i(\(‘) (\f = @VM) si liniarizind construc-

‘ w0
tia executatd mai sus, vom obtine aplicatiile liniare:

N A OU(E) (de grad 0), si: V i Z*&((B,P’C)
(e grad +1) a.is: ;

i) (}*/,»(7/) e 220 i \:A"*/A(Y)l:y =
ii) P*'C Gple o'n/u(y) 5 V\Il e\ cH*F

34) f)'f)( :a[u

Considerim extensia principali: C((B) ® ';f(\/)
TC
si AGD-morfismul : L{): CL(RB) %%(V) —BlE) . det prin:

Py

i&?\mm = p
e

1. Lem& (Hirsch): a(,B) ® Nof(V) e geometricd pentru
=5

Eoilbae.: LQ* este izo).

Dem: Procedind ca In Y‘ll ;, p.494-495, vom nota cu:
BS cR , scheletele (W -complexﬁlui R, pentru = s 70,
si‘dpoi: ES : Fd(gs) , presupunind In liniste:
Bo = Ft . Avem diagrame comutative de tipul (morfisme de

siruri exacte de complexe de colanturi) :

D > K(Bs By )@ — LB @ XV — (B, ) @HV) =0

K= Heatbaz. Lol
I s ) e e TUE ) e Ok )= O
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in care: AGD—morfiémele \QQ si MQS-—L se obtin : considerind
restpietiile fibrarii initialer la gs si BS—L , ocazie in care
nu se pierde nimic din proprietétiie cerute (comf:unind Incd /A
si. T cu restrictiile firesti), iar AGD-morfismul:

Q(Bs)@)’:((\/] L c((gw)(?;z’(\/ e inclus de restrictia:

a(e’s)""“ BliERT )

Deoarece, pentru s=0 : O\(Bo\s@(z(\() -('i(\/) d= O\] QU(E,)=Q(F)
si \Qo e dat ée: :L(\/) i———b O((E \Qo(\/\ b }A(\{ pentru .
: \{é\l si deci, dupa i)4,3 din ;eenskEructie, ; kf* = \d ; putem
presupune \’QS 5 izo si c#uta s& aritim \Q izo, pentru

a satisface inductia.

Pentru a evalua H* ( &(Bg ’%3- O ® X(V)) \ (evident,

‘cu diferentiala indusd de cea din CL(Bs) @X’(\/) ), vom

: it g (&
nota FAmntanis cue L%(V)Jh ( pentrie ¢ N V0. , sSubspatiul
generat de produsele de forma: Y'\' o \{v\ 7 4CU Yé é\/ "

[ £cdin - , vom observa ci ”5((\/) @ Ltl \“jh
si deci, notind: M" = C((BS,Bg A@\-"\o( \ﬁlh

: n . :
si apoi: BV (&) ™ , pentru n(- 0, a apdrut o filtrare des-
hE<m £ 0
crescatoare pentru d.(%s ,%Sq ® 0\(\{)

Notind cu d diferentiala in chestiune, s& observdm ci:

c[(M“)'c Mi et s deci c& vom obtine un ‘sir spectral care
converge la H*(dk@s,gg-ﬂ ®%(\/)) ; Situat in cadraﬁul Tk,
si ai‘ carui primi termeni se .evalueaz.é - standard-a fi:

(onég = Ld(@s )%5_4_)8)1(\1),&@{0‘) (unde 4 desemneazd acum dife-
rentiala "din d.(%s)g&ﬂ) , si deci:

E‘:)ﬁ = LP\*(%S,ES—O ®Eii(\”j\*\>lvﬂ

(unde indicele p+g se referd la graduarea totala uzuald din
H&’kgs)bsi ‘%“Vf’\\{)\}

Deoarece He (P;sig S 0 pentru U

4~

s , avem:
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1 -5
E. H R U%s Bs. DQ9L(\°£(V)1P e si considerind:
+C‘ -s+i

S (2s,B5.0) @m\n}"f_‘;”’ A iens w[’;rm F

avind in vedere faptul ca Ai. e indusd de diferentiala initiala
a extensiei principale, si deci nu are cum creste gradul ele-

‘ (Vi & : '
mentelor din d\(\{) , putem conchide c&: c{‘ =0 . Presu-

puniﬁd inductiv ci: cl =0 (I0¢ &L sisprivind situatia:
HS(R %svs)@)!.ﬁ(vﬂr - e g@p\(\/)f e

acelagi argument indicd: dy\ =0 ', deei: E‘A = E'ob A

Considerind «cum complerul de colanturi \-\S(BQIBS,D@)ﬁ(V)

considerat cu graduarea : L \—\S ( E; ,QS—D & ':“N )’y - HS{\gs ,%s;'c\ ®t‘ﬁ\3§f’5‘

si cu diferentiala nuld, filtrarea precedentd produce un alt
~

=
sir spectral, {t-\q}j ; pentru-:eceare, ‘evident: E,\ :Eoo o

Luind: o2 KSR S,RS-L‘) »-%.ZSU\ (85,85_0 o sectiu-

ne a surjectiei canonice, o ®@id : H§(8§,BS-4) @ﬁ(\f)”a(&;)ﬁs_,wzi(\l)

devine morfism de complexe de colan’g_uri, dupd cum se constata
ugor calculind OHO( @ic‘) =0 , bineinteles tinind cont de axioma
de degenerescenta (@b SR 5

Deoarece vizibil: (d@)}c\)i = '\ﬂ:{ | ‘, rezulté‘-izomorfis'—

mele

: ey .
KB B @ (A 2O H(UBsRs 0 0LY)

(si, accidental, egalitatea ﬁ;\ :ﬂoQ , doveditd anterior cu
singurul scop de a contura cine este H%k&(gs,gg,ﬂ,@%(\\l))
fnainte de a preciza riguros natura izomorfismului care da res-

- pectiva-evaluare) .

SEPPS S —— S —

§ . PRI
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Pe de altd parte, 1iIn Il] la p.494-485 se construiegte un
izomorfism: W * . Hh(ﬁg Eg ﬂ — \'\S(Bg Bg-ﬂ ®HV\-S(F) |
£n modul urmdtor: fie W € H"‘(Es Eic. JEsi s ig’ (2. A —(Bs 35—1%
colectia s- celulelor bazei; L\)* (W = ‘T; i1 & \\)Q.(u\
unde, .pentru <  fixatd, Wq(u\ se defineste considerind intii,
ca tn I o ridicare admisibila: & : (8%, AS)xF —(Es Eg.y)
e ‘\>6" = Qe Fv AS K gi: notind cu i incluziunea: ‘

P‘k xb s A> x§ :
- clasa de omotopie a aplicat__ie_i:»
&u:F :Ft‘t ——aFG(\:’C) este egald cu h[f-&?]  unde ¢ o : L —-5%5
e un drum ce leaga i P’t A «LP{;) (in speranta de a nu fi
creat confuzii In ceea ce npriveste punctele - bazé) s sindn
sfirsit, punind condi‘tia ca: T Fw) = (ZS ®K\/0_(u) , unde
§S é\{SLAS,Ag) e geheratorul canonic.
Scopul nostru urmdtor este de a incheia inductia dove-

dind comutativitatea:
oz ¥ e Groluoid) HE (B Be JOHF) = B B el Ch)
Fie: X € ZSU\LBQ/BS_J Shies \{e (= \}”‘e : Jé{ém ,Q?.:ZW =h-S,

Vom nota: /A(\{() ¢ O(, (Eg) \[e d \} gzhf’&(l’ si de01,
dupa condltla i) din enunt: \:\[ql _,\Ie \l ; notam si:
Ceif(‘/e) , deci, dupd conditia ii): Is*(z = dVe vt
~ Notind: 2 = p*(x) @ﬂ; Vp = qole@id) (L ®Tr )el’“O\LEg Es-)
va trebui aritat ca: L\’* Ll = (Dq O WYQ) e \r (@S ES%)@‘HW

Fie ¢ o s-celuld (cu notatiile aferente) . Avem:

— % S = =
cr* ial = LPY\AQ Q,‘*y\ .o ¥ \,‘\3 (unde cu Yy am notat

o

Y o o s ] ~ ‘ >~ ~
produsul V] \J( ) Yiya fif sufiicient siarzaraiEem:

~
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EX&KCDV‘XSG*X'P‘;V& ,’w\ H“((AS,AQXF) (unde, analog,
am notat cuvprodusul TQY\IQ )}, sau, ‘echivalent:
{ £ ¥ =V * 5 h sa e :
BT LI Do R e T
Pentru fiece inddice ¢ jsavem Inedt. da* 7, =%y = X P‘* To
Lt e % * * L
= FV\AS _<S 'CQ = ‘;r\asdce :O{PPAS C€ (decarece O .tf e un co
ciclu de grad pozitiv In OL(AS) ), si deci:

Sruy — e € 208 KF)

Afirmi3m in continuare ca avem:

R -\T e % X ¥, —A= :

b . —br = hin. G e fapt ce se
Fa ¥ * ¥ *

oateiconstata E€riinds P S - e S _

p | T2 'P ASG’ e I\Y‘ A CQ PAs ( CQ) ’

tiﬁind cont de axioma de degenerescentd si de faptul ca:

\G*x)=s .\CQ\ YO , ceea ce-implicid : T¥x . Ce =N

In aceastd situatie, va fi suficient si ardtidm ca:

o e ¢ ek o A SR

\J\(\kg*—\)(-‘r&c“ rqu&,O,vm WG e

T & - *
sau echivalent, ca: T 1%V, = ;s 1: ne _&
e / A L ¢ {‘ At T;\ [Q ‘_V( -

ceea ce vom face pentru fiecare indice ;1 omdttanduEl insa In
scriere, si remarcind in continuare ci ar fi suficient de dovedit:

‘C"(Y:&?(Q - ‘NZS C&:Cf&"f:\l‘l i H*KF), ceea ce revine la:

IEoytsd= Ll et
Tinind cont de proprietdtile ridicarii admisibile S pa=
cesta revine la a ardta cé:. kﬂjﬂ i:\’— \FG(T’C)-.\ = B"\F‘d-&
deoarece o[(‘\?\ )':(G(T,)-\F :LT%T_) =0 (pentru simplificare,
‘ pE) S (pt) \F«((‘t‘)
'l inseamni restrictie).
Re_luém, obligati de aceste imprejuréri, definitia lul E\Ew:\ ;

considerind diagrama comutativa:
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FTatieaks
unde : }\O = incluziune, si deci:
\Hﬁ\l l i bl z
1 G > @5 ) = D&)‘l

Considerdm de asemeni si incluziunile : ‘0( L FX{DJ)QFxL
™% :O 4 , si observdm Intii ci: clky"'- = ‘r\*dv \'\* F*" =
Fp* w*z *0 deoarece, dln nou din motive de degenerescentd,

‘C:O. Putem atunci scrie:

R X S
b w3 i \\:GL\’DI = Lie)
F’\Fgf& = i LWY]

Deoarece avem gi diagrame comutative de tipul:

o) ® MO BIDD) © RV

il ‘f’s {
) e o CllEs)

demonstratia va fi Incheiati in mémehtul In care vom arita ci si-
getile orizontale reprezintd s-echivalente in H

Pentru aceasta, si observim ci: din - \Tc\ (B,BSX =0
“pentru 7_43 , rezulti: ﬁj(ﬁ,ﬁs):o pentru 9<s , deci (via teo-
rema 1.17) s&dgetile: a(g)-—aa(gs) si + OU(E) — 0 (Eg) sint s-echi-
X

valente In HE . In ceea ce priveste pe prima, ea induce un morfism

intre sirurile spectrale ale extensiilor principale corespunz&toa-
Ye (construite Inl lema TII.5.6) ; care se observid imediat a fi s-echi-
valents la nivelul termenilor E,, deci si la Eo , si deci sigea-
ta superiocard orizontald e de asemeni s—-echivalenti.

Un corolar al acestei leme, ce se va dovedi de mare- efi-

(93

cacitate In dezvoltarea ulterioari a teoriei, stabileste legitura
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intimi intre fibrdrile principale si extensiile principale.

2. Corolar: In ipotezele lemei, dacad /WI e geometrica
pentru B, existd o extensie principala: ’W] ® M(V) )

A

care si fie geometricd pentru E.

Dem: Fie: m L&(B) e ‘i* izo. In a.cest moment con-

Ly m %?&"(\/) in felul urmitor: definim %
Y/AU@\!YXIQ*—% Q\@\/)-,-. si preciz3m alegind o sectiune: ‘
Wty 5,75 | deci : Alhoy) = sg*Hlelioy] gt yeV.

In continuare, avem: \:% I\K»(@y)l -‘:' Tl @\llﬂ deci :
?}_\U@\p -tliey) =dBy), cu B:V —»U(B) lintardde
grad 0.

Definim un morfism de AGD, <§ ™ @ 'd(\/\ —> O((%)@'F((V) “
tn modul urmitor: §(A®Y) U@\f) - %(\1)@»1 {\%r \le\/ ? w J{

g induce la girurile speﬂtrale ale acestor extensii
(lema IT 5.6) un morfism care, la nivelul termenilor £, . se poate

identifica f3r& dificultate ca fiind:

T, = gFeid ¢ MM OHN) o HAE) O3

deci: :?*"e i1z

Diagramele comutative urmatoare incheie demonstratia:

Afjos el seiza GUER) ::—~___ 0((5)
f ) | p*

m\@"o{(\!) —§—~> (lL@)@';&\/) S5 71 qu)

> o
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Cap. IV: TEORIA RATIONALA A OMOTOPIETI

Revenim aici asupra functorului 7”1 introdus In capitolul
Precedent, si ar&tim ci el da po§1b111tatea descrierii categoriei
omotopice a Q-spatiilor (de tip £ #ni t), “orin categoria_omotopicé
a algebrelor minimale (de tip ERiAE)E, o é 1, care reprezinti o
versiune (completi!) a corespondentului siu din LZJ Intentia ini-
tiald a acestor note, de a oferi O prezentare oy diaticrition il e e Cit
posibil complets, a rezultatului central al teoriei rationale ‘a
omotopiei (echivalenta categoriilo? amintite mai sus), ia sflrslt
odatd cu él. Restul mater1alulu1 Isi propune numai si ilustreze
modul §i directiile de aplicare a acestei Leeritii T Prin addugarea

unei bibliografii de perspectivd, orientdm cititorul in directia

unor lecturi asupra aplicatiilor si extinderilor teorieij.

In § 2 explicitém, Intr-o maniers amanuntitd, modul %n
care informatiile din categoria spatiilor se POt Citi  in cateqorla
modelelor minimale. Ne-am limitat numai la citeva proprietdati fun-
damentale, legate de grupurile H* ( i Q) ' '\"‘*( ; \ @Q
$i de morfismelen induse, la nivelul Ter; “de aplicatiile iﬁtre spati:
Anm ipelusgsdso discutie asupra "formei rationale a lui Tu(’\", si
a posibilitdtii recuhoagt@rii spatiilor simple prin modelelelor mi-
nimale. In Spiritul‘¥2 se Incadreazi lucrarea [Andrews—Arkovitz] 0
dedicatd omomorfismului Hurewicz rational gi produselor Whitehead

rationale gi identificirii corespondentelor acestora in categoria

In §13ilustrém principalul cj, echivalenta de categorii
odatd stabilitd, transpunerea proprietdtilor "de universalitate"

ale constructiilor pentru spatii in categoria algebricd poate duce
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la aflarea modelului minimal (si, implicit, a informatiilor
- ce decurg). Exemplul Il constituie proprietatea spatiilor func-
tionale (legea exponentiald), din care deducem prbprietatea de
universalitate ce determind modelul lor minimal. Am fdSputut con=
tinua cu explicitarea acestui model, ca in {Watkissl, si cu dedu-
‘cerea de aici a élgoritmului de calcul pentru grupurile de omoto-
pie'rationalé ale Spatiilor functionale q?nerale (enuntat In
{Note anomime|) - dar economia ne-a determinat sa alegem cazul
simplu, al spatiilor de lasso—ﬁri, pentru care determinarea pe
aceastd cale a modelului minimal-e relativ comodd; un alt Indemn
in alegere l-a constituit faptul cd acest caz oferd posibilita-
- tea enqn;érii unei aplicaﬁii spectaculoase: un criteriu coomologic
‘simplu in problema geodezicelor Inchise (preluat din LIG]). 0
rafinare a acestei directii de aplicabilitate: Ekove—Ha%erin—'
M.Vigué—Poirriea.

In prima parte a par.4, reluam chestiunea formalitdatii,

prezentind clase de exemple de spatii gi aplicatii formale. Esen-

tialmente, lista reproduce pe cea din [Sullivaél: Infinitesimal

computations - lucrare fundamentald de altfel pentru teoria ratio-
nald a omotopiei si impcrtantd sursd de sugéstii de dezvoltare.

In cea de-a doua parte, inspiratd de 1}91, reludm G-spatiile,
prezentind determinarea modelului minimal al spatiilor de orbite
X/G. Avind in vedere par.II.5, acestea procurd noi exemple de

spatii formale (dacd X e G-formal!). Am l&sat deoparte corpul

principal al problematicii din [l9l, si anume extinderea teoremei

principale (&]J la cazul echivariant, rezolvatd partial acolo,

pentru cazul G=%Zp, p.prim, ca tinind de un domeniu ce-si merita

o atentie aparte : teoria rationald echivariantd a omo piei.

o



- 123 -

&1 . TEOREMA PRINCIPALA

In cele ce urmeazd, reluam funcforul O( constituit inv
AL I EIE AL = iE Sy Ci: {frﬁpk ,_%,§AC§D}. Deoarecg am anuntat “din
timp permanenta ipotezelor de c-conexiune, putem, trecind la
categoria omotopicd [pr (cor.III 1.19) ' compune in :continuare
acest functor cu functorul ’}ﬂ: [Aéblq[l\’\cnl, undé EM_‘D]
desemneaza categbria omotopicd a AGD minimale, In care corolarul
IT 4.4 ne permite s& considerdm tipul de omotopie al lui Vn egal
cu 4% (4” minimald), fird a mai face precizia cd identificarea
se face pind la un izo.

Reamintim cd am fdcut constructia modelului minimal al
unui morfism de AGD, In lema 1T 4.9,

Simplificind notatiile, vom nota cu q”]x ‘modelul mini=
mal al AGD (X(X), notat anteriorsicu quuix) ;, Si=1 vom numi‘

modelul minimal al. spatiului X.

Dati a aplicatie : % : X —Y , ea induce: %*: oY — OUX
al cdrei model minimai va fi nektat :.1 :/HL{ _—¢>'nqx ’

si se va numi modelul minimal al ablicatiei £

Introducerea urmitoarelor notatii se va dovedi utils:
prin [ ﬁil] , respectiv I:Milfinil, vom desemna categoria omoto-
picd a spatiilor nilpoténte, respectiv nilpotente si de tip El=
nit peste Q; prin]ig_:gé],’respectiv{_Q—finK, vom Intelege cate-
goria omotopicd a Q-spatiilor, respectiv a Q-spatiilor de tip fi=
Rty diae An sfirsit prin&iMinfin} vom preciza categoria omoto-

picd a algebrelor minimale si de_tip i ma e

Reamintim aici si functorul de localizare, cofsktrult Tn

Cap.I:



[N:@l Fosi [Q-"ﬂ :
Y ' U

[Nitgn] —— = [Q-4w]

Pe obiecte, localizarea unui spatiu X va fi notatd cu X (vezi

Mh e Ta368) observind-cé proprietdtile de finitudine se péstreazd

dupd localizare (Th. 1.2.19), iar+pe morfFisme, localizarea unei

aplicafii £ va £i riotatd cu fo fCor. - F.3.9) . ;

1. Teoremi (Suliivan): Comounerea f|e{l induce o (anti)

-

> rMinfin‘l , unde

@ =
echivalentd de categorii: LQ—fin‘

-

categoria algebricd si, In general, coomologia spatillor, vor fi

considerate cu coeficienti rationali.

Demonstratia va rezulta dupd o serie intreagd de conside-
ratii si rezultate ajutdtoare, si vja constit:.ui in. intregime obiec-
Ewl étentiei noastre in acest paragraf.

Vom obtine avantaje considerabile daca X _._>Y“X va fi un

model minimal cu propfietéti suplimentare ...

25 Propozitie} Fiey X € \:N(U(ih] . Vom considera TN ol X

cu proprietdtile descrise In The (L 25y, ih care, dupd observa-
tiile ce rezultd din Th. I.2.19: cll'm& I gl S VMGN .
In aceste ipoteze: mx = {im mo( unde:
— !

G e W
":O{ "D(.

~ 2
WA

wndiei e Vg = Yow (u,8Q Q) i
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b) avem diagramele comutative:

. 035k |
DX ) <P HK DK =t OL(K)

% A\?M 1‘@ It Ty }‘? 7 /{&x
. -m)( = Ny

o 2 g: izo ,.\dp(, S ?* bzo

c) avem incd diagrame comutative de tipul:

LB o
f 13%

e . R

unde sdgeata nemarcatd e transgresia fibrdrii.

Dem. Vom considera fibrarea principala:

K(Tu,hd\ < 5 wat M> Xu(

si aplicdm corolarul III 2.2. Rezultd toate proprietatile cerute,

; :
cu exceptia comutativitdtii diagramei (-)4 #) .

Consideré&m Yﬂ:@gmd sl F_tr_\; ‘{i - W\ —> 2_\1\;\ O((Xx) )

care induce izo in coomolo%ie. Este usor de observat, folosind

NN

' proprietatea iv), ce rezultd din Th. el b, Cas etgﬂd@(d}
= X 5 -
aste izo in H 3 =

Definim: Q :(Q_i:; %i%(el_g\ ?0/) © ,.ceea ce asigurd si



=R =

si comutativitatea diagramei(**).
3. Corolar. Daci Xé Y_N'\Q%'\h’l y atuncis mxé\iMin«((h]-

Sintem In misurd si demonstrdm propozitia 2 In sens in-

vers:

4. Propozitie

Fie m EXVMRWKM‘&. Dacs ’Yn = {_l_\g\\w\o( , cu:
’Ynu+4:Yhd %ztihx(vd)!atunci:

‘a) existd un TN de tip finit, format din Hibrasiile

principale:

K(-qu\u()q)(dﬂ E‘i‘% Xd,astfel tnest s W, = Hewl Vo @)

. b) avem aceleasi diagrame comutative ca In prepozitia 2,

unde - N = g_\ir\xo( si «L,{ e proiectia: Qﬁ" Kopiom2 Xo{ i

¢) 'analog eu propozitia 2.

r

Dem. Vom proceda inductiv. Pentru a construi fibrarea

principala ?d+£ vom preciza aplicatia clasifianta In:

[ X, Rl hge 0] o HS O ) = o O, HR QL)

ca fiind: Yj °.Etﬂ[3 (de unde, imediat, din naturalitatea
transgresiei, rezultd c)).

Considerdm diagrama, obtinutd ca THOTTT 20
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e
AR s f (K
?A Y§;+4 . A4

Md & S .YY\O[ l@{; (jh%(\lo(). <& :,-'m,,( %ﬁf“d(\/d\-::mdﬂ

Iin care vom construi ?N’i cu proprietitifle cerutes

Tinind cont de felul in care am definit 1:0'( gijdealalag,
rezulta: [T} | = |7, ] { deci, dupi lema TI 2.3, existd i

s L1 = okJ , Si deci, dupa lema .3, exista izo-

morfismul punctat de AGD, care e egal cu identitatea pe Yno( .

5 Coxrolar: Surjectivita'tea pe obiecten

Dem. Si remarcim cd spatiul X construit mai sus aparti-

PSSty

ne categoriei EO\ -—*in] - _Hfeorolarul T 3.3).

Fie 1 uw &—S.v., dimun<oo si nz4i - Considerdm

fibrarea principala:

0 =V¥l(mw)
£
I iy -
(E’{;t) SRR (K(ﬁ,hﬂ\,fﬂ ,cuv:\,\'\ﬁé HMWB;M
Bie { : (X, ‘,‘ﬂ g S (E‘Pt) o aplicatie care ad-

mite o ridicare, si deci: \(oj( :p’t (ca si mai Inainte,

presupunem f incluziune), si avem diagrama comutativa:
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el o F
b \®
el Bt

unde 'Fx e fibratie triviald indusd de ko& :
O ridicare a lui f este unic determinatd de o sectiune
a iui_?x . isif ifiversk ‘Decl: g ridicare adtul E; implicd: exista:
ca’-, R s Qusions s19as ———>X>LJL, datd de: s(x) =(x,3’(>0)
este sectiune, si: ’io'é =.% § S
In continuare, considerdm doud ridicdri pentru f'o(]o si
3L$i sectiunile asociate: s;(x)= (x, 32(x)} , a.l.: 1}>SL = %Ll
E=04 : :
Reludm nopamiiles oY = MO0 e f N —s O((E\, T

niard de grad 0, si atunci transzjr«zsiw introdusd in IIT.2

¢ A
este tocmai K*(L&M(\ , dupd cum dovedeste corolarul I 1.3.

Relatiile i), 4i).din IIT.2,5ginditecu coeficienti T ,

1) \:R*(/A)] ;Y_‘*m] si:

2) P*L@*(“hu\ — Ol./* 3

In aceste conditii: - :
; £ . N % * % £ |,%

A(‘B:/’& "jx/‘) = i)o 9‘/* o 34 J/‘ = %ff*k (“hu)“téqk F*(“m—{)

~ AT S

‘devin:

6. Lemi. Cu notatiile precedente, avem:

 Togpe 29 ] il - (4l et BBl o

T T TH Ao ¥ pd

Dem. Avem: IU;*)* = S( d},; = J( P K (UMO=1’X€ k*(muﬂ

deci: e{ { :r(%/u\i =0 (am presupus: !iox. = Yt D) ead idecii:
g \
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* # £c 7 -—
Laop -gipd = <2 LEpT - siLhp]
Pe de altd parte, avem iéo'morfismul:

L (K o) & HR (0 n) PLtPhe 0K sym)

si;deci notind: E.-{;*/.:S ;Y/\/’L) existd aplicatiile, liniare

de grad O:

A \! 32"(}&) STl + V bzk(—fl\ a.i‘.:

\:\/1 = r* ):d'S-X»F’l}:w}. De aici rezulta:

Iy -sfIVD = fes? [=¢ E +Sof B;}) (S 15 ea fJL[’L"J\
o (Cele A CoT) - (T3 gyt o) = 4 1) - § A Lwl

Tin acelag,i timp, avem:

‘9/\__\1 [dv““ rl [ {ul pe de o Darte,‘ si:
}SL["\{& = d-ﬁ"b\ l&&i\’q&ﬁﬁyﬁ@, pe de alti parte.

Cu acestea, avind In vedere si I 0.1l., lema rezultd.

7. Gerolar: Datb: o ridiecare 34- a lui sl M E HhLX‘,u’)

arbitrar, existd o altd ridicare 'l&o a. duds £, astfel Tneit:

e o A A
= -
qu )‘ ﬂl }“3
8. Obs: u se mai poate interpreta ca fiind un element din

How [V , H'X) .
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9. Propozitie (surjectivitatea pe morfisme) : Fie XéL&-Li\,\l

si X' un spatiu. Vom considera TN al 1ui X si modelul minimal:
m% %3 D((X) construit, '?lecind deljla acest, N i@ Prbp.
2, si de asemenei: /W)X, ~—%L>D((X/) , un model minimal. Fie:
%Wx ,...a\Mx, , um morfism de AGD. Afirmdm cd : existd o apl‘ica-
tie: Boatraiu e X L Uf'g :[4‘53 (egalitatéa are loc in

categoria omotopicd).

Dem: Vom presupune, inductiv, datd diagrama:

Pdﬁ'p 2 a(xo(“) unde: “(70( ’ﬁ*‘t sint res-
A
D(LX,;L\] \lgd’“ = au,) tri#ctiile evidente,\;p(’;)(‘“, XD( |
¢ A /m 4" Fgf 1\ si avem dati In plus omoto-
o

rv’\\ = XID(H - fQ, pia: L\D{:W\x. G 0(()(')®(J(,ol’c)
W Do S 4 ) /
mx‘d\ Gl sl ’W\x{ \'\d\:ro’ff‘iggcgb{ :

At Arstind ci: existi:

! )U s s, i ]’uuro(u =t ol Lom :\ﬂ'\x‘w‘,‘%dbﬁ')@(ﬁdﬂ

L\p( Si 2 \'\d\*qu*

el

gl s &
l'\c(i'fﬂ\“\)(,,,( =
lua: F = QIW\FOL

<

Bupd Th. 0.3, Fo(- se ridicd, avind In vedere ca FML
e fibrare principala, d.n.d . LF;)* e?: cET,}‘l = 0" fam tinut cont
de Prop.2) d.n.d  @'%o 3:.0 fe, -0 dnid 3%[@3 =0
den.d ﬂ»( se poate extinde (lema II. 2.4), ceea ce ne permite

—

sd consideram pe moment o ridicare a 1up Fp( gi sa ob-

FD(-&A

servdm cd sintem In situatia topologicd, ce a fost descrisa si

In acelasi timp, ne afldm gi In situatia din Lema II.2.7,

si deci putem considera:

v e

S ———

R B
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5 - i ’ o A -
A e gt [T Bty 0]
e Mo N, B X

Obs. 8 ne permite sd alegem o altd ridicare, Fuﬁq a lui F& 5
i T ¥ e T Tk 54 50 =
astfel e i Foer i F,m/* l *[Fol—l{\ Qe Vg = Fb(-fﬂgo(—(rd‘vu(l: -d

(dupd constructia lui gdkﬂlVa. Fdacutd ca in dem.cor.IIL 2.2)

Fuﬁﬁ({o{n,\u,g’@dﬂ e

gdsirea extinderii kd+1 ; cu proprietdtile corecte.

Avem acum: d gi Lema II.2.7, permite

10. Corolar: Injectivitatea pe obiecte.

Dem: Daecd X’XIGLQ’.'L"“‘I si: mx %W\xy e ‘izo:
obtinem cu propozi;ia precedentd o aplicatie: \/(/ -F—% 7( ) .

si o diagrama comutativd omotopic:

) s ok

] ples
W')( Gl nT\X/

care akatdy Ppasfi izo Fn k&* , deci, apelind de exemplu la pro-
prietatea de unicitate a lecalizarii, "o echivélenté omotopicd.
Din acest moment, vom lua In considerare. "cazul relativi

Aceasta implicd reluarea situatiilor cheie, topologice si alge-
brice, In contextul, putin mai general dar perfect analog, al
(VJ-complexelor relative (X,A) si al AGD—morfismelor‘:dﬁX\JQQCX(A\
unde i desemneazi incluziunea . Afirmatiile si rezultatele expu-
se mai sus se extind-natural fn acest context.

Fie dati diagrama comutativd (In AGD):
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Vom spune c& problema de extin-

[
W\ ® l\o{t\W) i’> a dere relativd (%) are solutie
%) & 3 s 3 : }c( daci existd o s8geatd (punctata
= in diagrami) care s& facd triun-

L Gl

ghiurile efectiv (nu numai omo-
£0pic) comutative.
s& presupunem, n plus, ci § se poate extﬂinde' 1a‘V\§3ﬁih(V)
si sd ludm o astfel de exten51e, arbitrard, a lui LQ , notata \l/
Aven: d(qYy «\Q’)\l YT —dqly = g = Ul
deci, notind: Cy = (cH/ —¢! ) e s 0 yALY
putem defini: oy € Hom (U HM (% 00) prin: Oy = 3 ﬂcq/l :

unde notatia relativd In coomologiz provine din sirul exact:

0 —> keuq‘ -——)& 3—)& "’O 3
Daci luim o altd extindere a lui \'f , fie ea :P , putem scrie:

L\/ o ch—f ~C“\/L &\:‘\(W k\/) 10, deoarece:

(k\/ ‘{)]\(éHom (V,2" ). Apare deci o clasi de coomologie
b:Lne definitd, netatacu: o € How.(\/, H“H(Dé )DK“

pe care o vom numi obstructia atasatd problemei algebrice &6) -

‘1’1. Lem&; Problema (#) admite solutie d.n.d ¢ =0,

Dem: Pentru implicatia netriviald, lud3m o extensie oare-
care a lul \f , fie aceasta \‘Y irdeocarece” . %[C\_\,-X =0 , rezulta:
LCL‘AC—,\W\ c‘* , deci gdsim: o(:\/ .a—lh)é G X‘ 2 \/ —> &h-i,

g 1 / d |
Al T U‘k\/-&f )\\[ = (19( + K
Luind  -apoi': \uk 2 \/ —> X’,h-i o St q! :\" , definim

prin: —\%W = Yy «b(-c{Y

o altd extensie a 1ui \g , nNotata, L\/
si avem: (C\Ul/ u'\\\, -0 , deci k\/ reprezintd o solutie penti’u

prob fiema (R) ¢
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12. Corolar: Fie, In plus, diagrama comutativa:

m %'ik(.V) 1/’- %( ——g—/% f% care di nastere unei a]..te pro-
‘{% A ):f ,g,—:) (“tjr bleme de acelasi tip, si anume:
Iy Atunci (presupunind 8 si ?' a
£ W Eliieiin H*) -
A"Y‘ i) k? se extinde d.n.d 3\? se
™ '——g}f‘—'>& (\;S ‘ extinde; '
: : ii) problema (4) are solutie
d.n.d problema (X%*) are so-
; lutie.
bems 1) \ sedextinde & R O e ga!\{;%,tng
<> (?“@*"B’X:O @gug) se e.xtinde. e ;
i) Daeca k.‘) e solutie pentru (%), evident: %\,}J e solutie
pentru (X#). Dacd (¥3#) admite solutie, Inseamnd cd gkf se ex-—
-tinde, deci si \f, si putem aplica criteriul precedent ambelor

probleme. Fie atunci LY o extensie a lui k{) . Avem:

O - Ou*) : og\? = SL(“;W ,?l\{l)\vl =
- $e*Ulqy - = g* S eyl = €700 & o4y 0.

13, Jiemd: Fie \acum: LY ,‘C{/ doud solutii ale problemei (¥
Avem: d (qf —LY)\V =0 si: q Lq' - \-]/7)\[ —0 , deci apare:
A kq/ .\-Y) & \—\O\m QY] ,HW%,U» dat prin: dL\?,LY) = qufﬂ* U())\[’S .

Cu aceste notatii: daca \Y e solutie, si dacd

—

4 e Hom (‘V)H“(%)C{j),atunci: existd o solutie k‘/ S
dld,y)=d .

’ S Y . T .
Dem: Luam: G\ —7-2_‘“(’}: Ia\g Satdine LCX - o‘\ st des

P

 finim apoi: EY‘\W\ :khm < B S . ?lv =Yy te -
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Fie acum date:'(X,A) un CW —complex relativ, si:.
.K(Tl',h\ %E 25B o fibrare principald (cu: w R-s.. , si cu
notatia: V = Womg(m,Q)) | indusa de: k (R,pt) =K Grgen , 5t),

si fie datd diagrama comutativa:

A ——'L,”' E Vom spune cd problema de ridica-
A :

(%%x) C"l /F// J/P
¥ Leh sanB

"re relativd (¥¥¥) admite solu;ie

dacd existd sdgeata punctatd,
cu comutativitdtile de rigoare.:

Problemei de ridicare relativi (¥%¥) i se asociazi diagrama:

' / 1%
m %&Dh(.\/) §—> O(E) _£_,> O(A) unde: ? e un model minimal fixat
3\ ‘ F*l %"’x iar ?, e construit ca In demons-

: *
e eSS T i.;’ DO - trapia Cor, TaT 2.2.

Rezultd o prcblemi de extensie relativi:

Mot v) A58 oa
(4% %K) O % T

Wi et e S0

asociatd In mod canonic problemei de ridicaré relativd (¥¥#).
Reludm, prin analogie cu Lema 13, situatia din (F#3¥) ,‘ combina-
-té el cea ,din €or.7,%1.e.: In prezenta diagramei (X3d¥), fie
Foad Fi doud solutii. Vom nota atunci cu U\QFOLFL) elementul

s (V )HV\(}\.A\\ reprezentat de: (Ff-Fj)O/,\ Y Z"‘(X,A).

14. Lemd: Daca Fo este o 'solutie, pentru orice element

Q‘}) . existéo'a_lté solutie Fi- A
d(Fo B = d¥i,

Dem: Fie Eo si %. ‘solutii. Urmind sugestia demonstratiei
el & -

O
~
=
)
(e
—~
el
¥
e
o
P

T S SIS SO,
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Lemei 6, ele sint unic determinate (ca ridic&ri ale lui f) prin:
/ i
‘J x -».Q:K(Tr, ), i=0,1, care la rindul lor dtermind sec-
;iunile Lui p. _si: Ko Koo (O (S _(zd,j )i ¢=0, 1)

si final determind F prin egalitdtile:

S

Boe Woish |t

Notatiile provin din urmdtoarea diagramd comutativi

A%ﬁ.¢e>xﬂﬁ-—i4;5
lal Pl ol
o s (A <1£;> x~ -—~4L%%> [

Edas

/ Ei rezulta {j unic determinatd, prin
. { acelagi procedeu, de: q'- A
_ Lt 4
2

Pe de altd parte, Inlocuind X cu A gi considerind situa-

e
° > ‘ A ,
0 =Klm),tar cerintele: Fr|p = ',

L;Odwlmﬁn]a:{”Asjai;OA.

Dupd cum rezultd urmdrind cele dezvoltate In {}41 p.65-
78, In situatia iIn care avem

s (diagréme comutative) aparé:
f \& Fhbho L kel 19206 Hon by HEOLAY)
indusd de:
e K(T”‘) 414 -2V s TARA),

si avem:
daca ﬂo e extindere:a L a’ ;s osi s dacak s §“ é‘r‘.mm LV, nLX,A\)

e arbitrar datd, existd o altd extindere j/ a lui ﬁ .3
'

YA = b

Devine suficient de previzibil faptul cd, de Indata ce

! ; Py =
vom fi ardtat: d.(go,F4) :.E_%L* Lun) -%o*(“VJ i

Gl b2 85 leli D13 s

lema 14 va fi demonstratd. Cit despre aceastd egalitate, ea va
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rezulta reluind cu atentie demonstrarea lemel 62
O(U:o ,)rJ :DF,( ),\ wF*fAeHo\m(V H()(W Avem Insd: t’ /u = 5(. & /.\ ;
.C:O)A, si J‘ }A P o(+1> w.‘—o\,k . cueskitofiea Ln_lema‘t
6 si cu: ke o\ 2ot f YSL R RIIEYs Prin unmae:
(e S (g —gfeg =
: . "
= (q1fw »65"’((*)) (g% ay — 3J*uh)+d(s hiaeZ ).

Tot dupd lema 6: Lo — Uy :0{\) / v :\/ ._.»(X“"LS)_)
deci putem egala in continuare cu: o{(ﬂ,;#v «3;*7)-%0\ (Si — o0 A)
Tinind cont ca: 34“3‘ = CBOI | S S s So A
rezultd ca: *(TXV 3’*7 4 qu_/\ — S*/\) O, si dgmenstratia ia
.sfirsiti

Sintem I md3surd sd dovedim acmm ci legdtura .intre si-
tua.’g:iile - topologicéd si algebricd - descrise mai sus nu e numai

de domeniul analogiei:

" 15, Propozitie: Problema de ridicare relativd (%)

"admite solutie d.n.d. problema de extensie relativd (k¥ *x ),

canonic asociatd, admite solutie.

Dem: Ne preocupd implicatia inversd. Dacd problema alge-

bricd are solutie, rezulta: ' ((,* \,* ° i’*o [‘L'B =0 , de unde

{*\Lk*uhﬂl 0 , deci, dup& Th. I.0.3, aplicatia de spagii £
se ridicd. Fie FO o astfel de ridicare. Notind: Fj o %' = LV':,

Mgfi ) - 0\)aven: k‘/o‘m = L*g , deci, dupd Lema .11:
0 o-o\\/ ,_gic si deci: exista: c( N — HhLX)

o Q*\*A 5 Y P el ~£\’*<§ 1€ Hom OV RN LAY
Dupd Cor.7, putem lua o alth Tidicare allwi £, fie ed h e

i Ff}'\ -'¥ )AS d . Nokindy cu ‘-P extensia algebric<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>