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I N T R O D U E E R E

Aceste Note apar ca rezultat al unul seminar coordonat

de autor i ,  la Facul tatea de Matemat ic i  a Universi t5 l i l  d in Bucu-

reg t l ,  In  anu l  un ivers i ta r  1978-Lg7g,

Ca domeniu al  tcpologiei  a lgebr lce,  teor la ral ionald,

a omotopiel  se-const l tu ie pr in lucrarea lu i  eui l len,  d in 1969.

Ea vlne sd dea rispuns problemel eeutrale a topoJ-ogiei algebrlce

91 anume gdslrea unor invar ianlL algebr ic i ,  efect iv calculabi l i ,

care sd descr ie t lpul  de omotopie aI  spat l i lor  -  in contextul

spat i i lor  rat iona.r-e,  L.e. ,  negl l j rnd fenomenele de torsiune. urm5-

toareh contr ibul le,  decis iv6,  o erduce rucrarea 1ui  sulLivan ,

dln i9?5. oblect lvur urm5rl t  este acelagi :  a descr ie,  moculo

torsluner categor ia omotoplcd a spal i l lor  pr intr-o categor ie alge-

br lc5. ;  lnvar iantul  lu l  Sul l ivan, numit  rNcdelul  mlnLmal a1 spaf iu-

lu i ,  este oblect  lntr-o categor le de algebre di ferenl ia le graduate

gl s-a irnpus lntre timp p::in sirnplitatea sa g,i prln largi-le posi-

bi l i t5t i  de a f i  manevrat .  Pe l ingd faptul  c5,  d ln punctul  de vede-

re raf ional ,  se pot obl ine rdspunsur i  nete,  ce nu stnt  de sperat

dln unghiul  c lasj-c,  teortra gi-a dovedi t  puterea de spl lcabi l - i tate

91 in domeni i le conexe. ale geometr le l  g l  topologiei  d i ferenl la le.

PoFlbi l l tx t i le ofer i - te de acest domeniu ncu au produs

intre t imp o acumulare f i reascd de lucrdr l ,  dedicatSr '  ln covirgi*

toarea 1or rnajor i tate,  ext lnder i lor  g i  apl lcat t . 'kr .  Dupd cunogt in-

ta noastrSr l lpsegte plnd ast6zi .  o prezentare gene::al t  a teor i -e i ,

s . - ' 6 1  ' l n { * X  a i  r - ^ ^ d { h i ' ! {  A r r  a r r - n s * . i - . 1 . . -  
r  

' ?

i=Ay4 j - . - i .L€ i  ? -L  acces ib i l -5 ,  cu  € ! :cep t : - :  luc rd . r : -1  l22 l  ,  f c rnura tS_ SnsE

I n  } l m b a j  s e m l - s l m p l i c i a l . .  
r



Oblect lvul  acestor Note este,  pr ln urmare, de a ofer i  o

lucrare de sj .ntezd asupra teor le l ,  coordonlnd fapte rdsplndl te ln

l i teraturd g1 punlnd la dispozi l le demonstrat l i  complete,  Ia un

nivel  sat isfdci tor  de general i tate.  Rezul tate ln lntreglme orLgina-

1e, l in lnd de apl lcal i i le teor ie i ,  vor apare ul ter tor .

preciz5m in ace}agi t imp cd nu am lntentlonat o lucrare

auto-conginutdi lectura ei presupune cunoscute faptele standard

ale topologiei  a lgebr ice,  con?inute,  de exemplu,  ln lucrareaf{ 'r - J

Socot im cd special igt i i  vor af la alc i  o prezentare a tehnic i lor .g i

posibi l l ta l i lor  unui  domeniu nou gi  nu lndeajuns de blne cunoscut.

Am avut ln vedere,  pr in alcdtuLrea uneL bibl iograf i i  de perspect j - -

vd gi  poslbi t i tatea ca aceastd lucrare sd f ie fc l losi t6 ca ghid

al  rezul tatelor fundamentale ale teor ie l ,  pentru cei  d j - rect  inte-

resali 1n apllcali i . Nu vom intra ln alte arnSnunte privind sl:uc-

tura lucr6r i i ,  deoarece ele pot f t  gdsi te in introducer l le capi- to- '

Ie1or .

Dorl-m sd exprin:rEm pe aceirstd cal-e vii multuni"ri profeso-

r11or nogtr i  Dan Burghelear cdr€ ne-a ln l l iat  9 i  Incurajat  ln

aces.t oonenJ-u gl Kostal<e Teleman, eare a avut amabil itatea de a

cl t i  manuscr isul  acestei  lucrdr i  g i  a forrnula numeroase observal i i

ce au condus la lmbundtet i - rea ei .

Autorii lgt exprim5 regretu.l de a fi intlrziat redactarea

acestor l tote,  g i  r*peranfa cd al te semlnar i i  a le Sect ie i  dc Matemat icS

ii iCRtsST vor fi vaLorif icat,e cu o maj- mare yronptitudiner P€ aceastd

c a l e .
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C_APITOLUL f :  LOCALTZAREA SPATITLOR

\

I\TTLPOTENTE

'  ( '
scopul  acestu i -  capi to l  este de a l im.ur i  rnodul  in  care,

dat  un c l 'J -spal iu  X,  se poate asocia acestu j -a  un a l t  spal iu  xo,  numi t

1oc.a l izar39.  la  ze. {o-  a  l -u i  X,  eare are propr ie tatea cd re l ine.d in in-

for rnat i i le  topologie i  a lqebr ice a 1ui  x  exact  par tea f .1r i  tors iune;

X^ este determinat  c l .e  pronr ie tatea cd inyar ian l i i  s t ructura l i  a i  t i . -(J

pulu i  sdu de omotopie (grupur i  de onologie, '  Ce omotopie)  s in t -  C-spa-

! j - i  vector ia le  (de unde apelat ivu l  de e-qpaj ! : i j_)s i  de ex is ten la apl i -

ca ! - i . e i  ce  1oca l  i za re ,  x  3 - "xo ,  ce ru td  ; ;  i zono f i r sm in  n * t . ; o r .

In  ce rn isurd aceastS.  v iz i .une s in .p l i f icatoa: :e ,  de ' , tensor izare cu o, ,

a  categor ie i  ornotopice,  s lnp i i f icS efect iv  iucru. r : r Ie ,  curn s l  c i t  de

s i rnp lu adic i  pct  f i  descr ise ln  cont inuare e-spal i i le ,  const i tu j .e

ob iec t i vu l  ce lo r l a l t e  cap i to le .

ca tehnic i  prefer5n sd lucr . i .m nu eu spd. , , . i . i ,  c i  cu l in i -

te  inverse de turnur i  c le  f ibr . l r i  pr inc ip,a le ,  pentru care l ru ter ,  uza

de cr i ter i i le  c le  cohomologie c- ' l -as ice care ohst ruct j -oneazd.  pos i l : i1 i -

t a tea  r i d i cd r i i  ap l i ca l i i l o r .  r n  {  z  p rezen tHm ca rac te r i za rea  sna t i i -

1o r  de  aces t  t i p  ( c r i t e r i u l  n : i l pq ten te l ) .Ca1cu le le  f5cu te  i n  $  f  p ro -

curd o pr imd c las6 de exemple -  'esengia ld 
de local izdr i ,  ,s i  anurne

:
cazul  spal i i lor  g j lery jgrg: l l_eqr ,a.ne ,  sub forna,  K(r ,h)  * r  K(n@Q rn) .

rn  $ : ,uz ind  de  aces t  f ap t ,  rea l i z . lm  loca l i za rea  spa f , . i i l o r  n i l po ten te ,

lucrincl termen cu terrp.en pe turnul 1ol: trog.tg&SgJ. Exenplele

t 'ern ' inare efect ivd a local iz i r i  i -c l i .n  {  4 ,  pref  rgur€.1zd o tern. i  ce va

f i  re luat5.  in  cap-r r  ( {5)  g i  cap. rv(4a) ,  cea a rg . rmer .L! i . ! : i  q i  anu-
) -

n re  p : : in  nu i ; i i to ru l  lo r  coF lun :  sna f . i i i e  cons . i  dera te  au .  ( ) ronr i  e tacea.  c i :

l o c a l i z a r e a  L o r ,  ; i -  c l e c i ,  . t n n r i c i t ,  t o a t d .  : - n f o r n , a t - i a  , ,  r a ! i o n a r d , ,

desp: :e  t i i :u l  1or  de  omoton ie ,  poate  f i  recupera t i  c i in  cunoagt , - r .ea  a l -
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.gebrei  
1or de coomologie r t*G;Q)-obiect  evident mai lesne de procurat .  

.

Un excelent text  de refer in ld pentru ternat ica loca} izS'-

f  
- l  

L - - r  a - - -

r i i i 1 c o n s t i t u i . L 3 J ( u n d e n u e s t e c o n s i d e r a t . n u r n . a i a s p e c t u l 1 o c a 1 i -

zdr i i  Ia  zero,  c i  in  rapor t  cu o co lec! - ie  arb i t rard de pr ime)  Si  pe

care de a l t fe l  1-am fo los i t  copios ln  redactarea capi to lu lu i  de fa td.

P lec ind  de  1a  i c l eea  e i  nu  am < lo r i t ' -  s i  n i c i  nu  a r  i i

fost  d"e dor i t  -  o  prezentare rnonograf ic5.  $ i  auto-conl inut5 a teor ie i -  '

am t r imis  Ia  surse cupr inz5toare s i  b ine expl . ic i ta te,  or i  de c i te  or i

e for tur i le  g i  mai  a les tehnic i le  der . .onst rdr i i  nu se dovedeau in-d is-

pensab i l e  p rezen td r i i  u l t e r i oa re  a  teo r j -e i .  I n  aces t  sens r  sp re  exem-

plu,  am orsan lzaL $ O ="U forma unei  l is te  concise de rezul ta te c la-

s ice , i in  teor ia  onrotopie i .  In  ceea ce pr ivegte econorn ia ce lor la l te

secliuri j . ,  am ales sf, tratdrn mai cu de-aninuntul a-ceIe chestiuni cdre' '

f i e  cd  ne*au  ap i ru t  ca  esen t i a le  ca  pa$ i  a i  t eo r i e i ,  f i e  cd ,  dupa

cunogt j -n la  noastr i ,  nu le-am af la t  deta i la te in  texte le pe teme de

ornotopie ra l iona15 sau pe tenre adiacente:  coornologia ra l ionald a spa-

l i i l o r  E j . l enbe rq - l4ac lane  t f  f l  ,  cond i ! i i l e  de  f i n i t ud ine  t f t  s i  +2 ) ,

d.esconppnerea Postn ikov a spa!- i - i tor  g i  a  apl ica l i i lor  de spaf i i  n i l -

po ten te  t$Z l ,  cond i l i i l e  ech i va len te  pen i ru  an l i ca l i a  de  l oca l  l za re

t { : l ;  in  s f i r$ i t r  drn f , inut  s5 avern de . Ia  lnceput  la  inc lemind un nu-

mdr suf icient de (contralexemple gi moclul practic c1e intrebuinlare

al localizS.ri i  la zero (formele ral ionale a1e leoreme-Lor -CeJ:gri-o-
l.

d ic i ra re )  rn  Q  e .
I

PRELTi\,lINARI I TOPOLOGICE

AceastS.  secgiune o consacrdm revecler i i  unor  not iun i  g i

rezui t ,a te c ias ice Ce teor ia  onotopi  e i  ,  care se adsesc expuse in  or i -

ce text  de refer in !5 pe aceaste tdn; i .  De aceear  r r€  vorn l imiLa la  a

da dcf  in i f  i i le ,  de a f  ixa ter rn j ,no logia g i  oe a t rece ln  rev is td re-
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rezul ta te le  fundamenta lerde care von uza In  eont inuare,  omi l ind

ln genera l ,  programat ic ,  demonstraf i i le .  Pe parcurs,  a tunc i  c lnd.

va f i  cazul r vorn apela gi l .a alte fapte standard de teoria omoto-

p ie i .  Iv lonograf ia  i  f l  
"or ls t i tu ie  

textu l  de refer in ld  de bazd pentruu )

aceas td  sec ! i une .

Pentru or ice grup Tf  s i  pentru.or ice n)r1 ( t f  necesar-

m6nte abelian pentru n)1) existd un unic t ip de onotopl-e de Cl4-com-

plex (pe scurt CI^i-spatiu) , notat K Fi.,g) tcu propriet.atea:

t td (K (rL h) )  =0 pentru i  *  n

TTh (K  (n ,  n )  )  =  - r t  
t t l  p .424-426.

.  4 i .
Aven anuldr i le :  t l -  (K ( r I ,  n  )  )  =0 ,  pentru i tn  (pentru o: i j -ce,

coef  ic ien l i  )  g i  j -zornor f  ismeie:

Pf tKLr , r , ) . , t r  )  *  F l , -  (H"-(  x t ' r r , " ) ,  &) , t ,  )  ^

^., [-to.*, I o^ [K t'r,^)) ,tr) .v l-lo* [* ,*) .

h
Elernentu l  uneH. ' (K(r i rn)  rT l )  care aq corespunde pr in  acest

izomorf isn cu iJ€ nom (rrrrr) i l  von nurni ele.nrentul trnivsl i ;al in coono-

log ia lu i  I ( ( 'nr ,n)  (cornparS . "  [ r ]  ,  p .h25,  unde e fo los i t5  ter r . ino lo-

g ia  de  "e lemen t  n -ca rac te r i s t i c " )  i n  i po teza  c6 .7 i  es te  abe l i an .

l. TEonEI{F- pE cLASJFIcAFB Lll , p.L-28. Dacd tf esre

grup abel ian,  pentru or ice Ctr ' i -conplex relat iv (>lr l ) ,  coresF,ondenf;a

i -  i  Y  A \  i  w  I *  , - >  . +  
- - I  " ^ {  Y  i r . . n \

L  \ , \ , ' , , J ;  tK ( ' n . " )  r 1 *  ) j  * - -=  i - 1 ' l t x ,F l ; n }
\, $,

f c - rL tJ  t  
' * t t '
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es te  b i j ec t l vS .  ( cu  "p t "  vom no ta  ades  punc tu l -baz5 ) .  I n  cazu l

A= + ,  ex is td de ase$enea o b i jecf , " ie  ;

I x

Pentru

CW-complex conex

-2 Hn (X .,o). {<(',r,n)] i le f in i td  analoq

data aceasta arb i t rar ,  pentru or ice

corespondenla :

n=l gi ' [ t  de

pr in  arce X

Dacd 1(  este grup abel ian,

F T T
t r uc t i a  coomo los i c l  1a .  ex t i nde rea  an l i ca t i e i f  f I  \  p .428 .

i b J

Vom consic lera in  cont inuare f ibrdr i  notate

dacd (X,A)  e CVi 'conplex re la-

ext inde la  X dacd g i  numai

.  5{X(u*)  va f i  numi td obs: .

t i v ,  ap l i ca l ia  { :  l \  - *K( t r ,n )  se

daca Slo tur , )=o ' l r r  qn+rLx,A;  r i )

K(ri,r.,-t) = -{L c-> ? <}K(n,*) ? * 
( 'u ri oLoli '^'r '  1i "> ' )

6)
unde:  J  r lesemneazd spa t iu t  t o ta l  ( con t rac t i b i l )  a I  d rumur i l o r

ce pornesc d in punctu l  bazd,  pro iect ia  se fa .ce lu ind ext reni ta tea

c l rurnur i loro iarJLaeserneazd f ibra,  egal i ta tea cu K (6rn-1)  rezul -

t ind d in 6 i ru l  . * " " t  de or , .o topie aI  f ibr i r i i  5 i  Cin unic i ta tea

(mgciu io -echiva- lenf . i  onotopicd)  a spa! i i lor  c le  t ip  ( r t rm).  F ibrarea

de rna- i -  sus o von dennmi in  cont inuare f ihrarea universalS de t ip

(d, rr-1 ) . Vorti rr uir,i g*1.,:gg,e-p*,*Sr:i3i+.;:P-;;;l rrutut"

i ndus i  d in  f i b ra raa  un i ve rsa . lS  de  ace lag i  t . i p ,  p r i n  j n te rn ' ' e<1 iu I
lr

une i  ap l i ca l r i  iB  * t ) i - t [ . { r i ' - r  i } .  von  no ta  cu  t k ]4Hh( t ' , r r14  \  L '  t l r t  r '  
- r '  \ r  r \ r { r . ' r r l r r , i f "

L(x,*) , !v.(rr, 
l-), bt )J -:-t- [-lo* (",U,pt) .,{)

I t t  ----b' f&,",U'1})->r,tK('r, t), t t)

e  b i j ec t i vd  L t l  t . 427 .

4,3. OBSTR'-rCTrr COOI4OLOGTCEIN PROBLEI'4A dXTENSIEI

, - l

I
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elementuf KX((r,). :. se va numj. arrl icatia clqsifi?t-

va  numi . ' :e lasa  carae ter is t i cX a  f ib rd r i i .

( 1
3. rEoRFyA -DE cLAsJ.$cABE (Ptri{TRU BIDICI.RI) LlJn.a:z-

- A
434. Dacd E- -tt  ts este o f ibrare principald de t ip (rf, trd

(n)1,  cu condi l ia  ca t f  sE f ie  abel ian) ,  dac5.  (XrA)  e un Cl r l -com-

plex relativ, clatd f i incl cl iagrama cornutativd

A
t,
x

{ ' -
/ V
t /

L

I r
B--.._->

f-\

existd sdgeata punctatd care sd facd

comutative (in care 
"oz 

? s" va numi

la  f  ' ) ,  dac5 g i  nurna i  dac i  o  c lasd  de

n o t a r d  < ( { . { ' )  e  H n ( X , A ; r )

c a r e  a  p e r e c h i i  ( f , f ' )  s e  a n u l e a z d .

In  cazu l  A= + ,  obs t ruc l ia  poate  f i  ugor  descr is i  p r in

( 2 ( { l  =  { x ( [ K 1 ) .
In  aceleagi  condl l i i  dac5.  avem doud r id icS.r i  a le  lu i  f  ,

re la t ive Ia  f ' ,  L  Si  Tt  ,  a tunc i  e le  vor  f j -  ornotop-e re la t iv . la  P- a

( i . e .  t o t  p r i n  r i d i cS . r i  a1e  1u i  f  r e la t i v  }a  f ' )  dac l  9 i  numa i

d.acd o anumi td c lasa de coorr ro log ie  notatd 
" l t { "dr )e  } - l^ - t (X,A; r r )

=
gi  numi td d i ferg: ta  d in t re fo  $L* t  ,  se anuleazS.

In ce le ce urrneazd,  iD mare.a major i ta te a cazur i lor ,  f i -

br ! . r i le  consid.erate vor  f i  pr in  construc l ie  pr inc ipa le g i  problema

exi -s tenle i  r i { icdr i ler  ($ i  a  ornotopi i . lor  c1e r id . icdr i )  va putea f i

t rangat i  ugor  cu a jutoru l  obst ruc l i i lor  coonologice descr ise mai-

sus.  rn  cazul  in  care,  datd f i ind f - l -brarea F <--> L P-  B a PT

despre care avem numai  in fornra l ia  cX F= K( f i r f ' t1  (n  abel ia .n)

pentru a dec;  de < lacd f ibrarea este sau nu pr inc ipa lS se poate fo- l .o-

d iagramele corespun z l t  oace

o r id i -care a lu i  f  re la t iva

coomologie b ine prec izatS,

numi td obst ruct ia  1a r ld i -g i
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- 1
s i  urmdtoru l  cr i ter iu  L2 l ,  p . l0 :

4.  CRITERIUL OP.IENTABILITA!$.  In  ipotezele de rnai  susr .

f ibrarea e pi incipa. l5 dacd pi  nunnai  dacd acl iunea lu i  f f l (B , f )
pe " / - ' ; (F) *  t r iv ia l5. ,  aceastd acl iune f i ind datd tn fe lu1 ur-

msto r :  l u i  LuJ l  4 .6 t (B ,p t )  I  se  asoc i ,azd  hnn4-LF ,FJ

ca in LtJ,  p.  r01 care acl ioneazd pe Tir(r)  pr in t-  h 
&,. l )  # ,

f ih(S1 --Frrr fF) ( t in ind cont de faptul  cd spat i i le K(tT,n) r  cu

Tf abel ian s i , r i t  spal i i  s i rp le)  .

Fie O .---) A -? X & G-'J gir .exacr de grupuri r cu

A abe l ian .  cons ider fnd  ap l i ca l ia  K(J ,e  )  +"  K(G.11 (ca . re

rezul td  d in  Th.1)  drept  f ibrare (ceea ce e b inecunoscut  c .6 e po-

s ib i1 ,  ln  categor ia  omotopicd g i  ceea ce vom mai  considera de mul- -

t e  o r i  i n  v i i t o r ,  p r i n  abuz  de  l i nha j  g i  i 5 rd  a l t e  p rec i z5 r i ) ,  se

b o n s t a t d  u g o r  c d  f i b r a  e i  e s t e  u n  K ( A , I ) .  P e  s c u r t , d e c i ,  f i e  f i -

brarea K(&,{} r) K(,{ ,{\ ?* K(C.i )

5.  LEl . tA.  F ibrarea este pr inc ipa lS.  c lacd g i  numai  dacd

A  e s t e  i n c l u s  i n  c e n t r u l  l u i  X i A C Z ( X ) .

pe$onslrat iej  Fie L*j  e. f i t  (  ((6 , l )rpt.)  pe

care evident il putein consiclera dc forrna LrUl= I p FJ
c u  L F J " T r , , ( K ( / , t 1 , f t )  

-  - t I -

t "P,

Tn diagram.a

K(X
t

i uB  Ir f

, l )
tt-=

K{6 ,1 }

KrA.{ )x l " \U i f t } " t r

tr
t

\

l { (A , j } * I
t

( I t i n  p roo r ie ta toa  de  r i d i ca re  a  o rno top i - i 1o r ,  a  f i b rd r i l o r ) r .

ex i s t . i  s&gea ta  pu rc ta td  u r . . re  as igu r l  ccnu ta t i v i tE ! i i e  ev iden te .

prjn aer ini l ie hl*T =i f t t - - r . lnkLf ,4),Kt4.1i l .  precinr i  c1e ra
c lef in , i t i r ,  se ver i f ic i  cor .u tat iv j - ta tea in
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r[r, ( K (A , t), pt ) 
tlcg'f ri^ (K (A, h , ft)

orL "f

Fie Fc--->f  -F A o f , ibrare or ientahr i ld ( in sensul
< 1

a in  
[ rJ r  

p .4761 unde B es te  c l r i -spa f iu  conex  pr in  a rce .

Vorn presupune cd ci t i torul  este farni l iar izat  cu girul

spectral  de coor,ologie asociat  unei  ast fe l  c l .e f ibrdr i  (pentru deta-
1 1  |

l i i :  1 1  I  p . q e 0 - 4 e B ) .

rndependent de or ice consid.erat i i  ce s i r  spectrar se

in t roduce t ransgres ia  f ib r i r i i ,  con 's ider ind :

f-f ey -!-- Htno(r,F) 4-I1- Ht-te,ntt -il L[?'cer'  ' t

(unde

t

de f in i t i a  se

fn

ru l  g i ru lu i

B .-- (ts . pt)
' x

J " ) ,  p r i n

i t i - rS rn t ;' 6-1 lu f* ;
r ( u ) =

ve r i f i cd  u6o r  ca  f i i n<1  co rec td

anun i te  s i t . ua l i i  t r ansg res ra  se  poa te  c i t i  cu  a ju to -

spect . ia l  asoc iat  f i .br i r i i  dupi  cu in urrncazi  (nespoci f i -

unde sd.seata h tpl-t

W'ta un (K(X,'J). r+)
L f J ,  p . 3 8 4 .  T i n i n d  c o n r  c l e

T" (K(x ,  { ) , f t ) r* ( K(X ,l),ft )--:+

h tpt-!

desemneazd act iunea lu i

?e Ent K{X , i) ,pf }
fap tu l  c5 ,  pent ru  n=1,

se face pr in  conjugarer  $ i  de in ject iv i ta tea lu i  iJL-  in  acest  caz.

l e rna  rezu l td  fo los ind  c r i t e r i u l  4 .  
' q

I t
,O J I STRI;-T, SPECTRF.L, AL UNET F:- r - '  * - _ - l

i ndusd  de  i nc luz iunea

TBRAR.I.  TRAI{SGRESI,A

,  in  sensul  d in

aceast6 act iune



ca rea  coe f i c i en l i l o r  va  desemna :  coe f i c i en t i  a rb i t ra r i )

PROPOZTTTEl .

In

: 4 )

ipoteza cle nrai sus

S-! Io,. o* = Htf el
I

f \ ^cF)  =o (o  <n< 1)daci

rezu l td

c )

t ia la  q+ I

Ff-'* / i* K*o*
! ' !  

t

l-\q* 
t(el

l l
(1+t 'o
- 1 + t

S^ \,*F{ - a' -

l(
Fo'1* 1n,

I
l
, l
i
I
t
I

i
I
l
I

I

i
I
i
i

I
I

l
i

i
I

i
i' l
t
I

I
i

i
?*

Pgrnoqst[ar ie 
.nai  s{-  € i  ] r rx r i  B ,  nt)b )  Pe g- i - ru i  spec t ra l  asoc j -a t  f ib ra . r i i  (E  rF)  - ' ( ' t

se c l teste in fe lu l  urrndtor [ {  I  1.  
4tS :

i-f*' (8, ft) +* 1-11*o (s, ft i \-\?r>) =V;"L#:'l ft' r\%;)',HTi,r,;

? t.t
rn concliliite noastren,lJr*,"T 

1?;,.oor" 
f ibrei L n = O

pentru r )2  s i  o( t (e  , ,  cec i  ,  L* ' ,  =  t ;  . ,  o t l  '  Deoarece

f 1 + t , o _ f 1 + , , o _ f , q + ' t , o f | / f o , g \  t o , s
E b  = L 1 r r = ' 1 r ,  / ' 1 1 * l  L q r , )  s i  E 2  = Q  ' d i n

i po teze le  de  conex iune  asup ra  baze i r rez i r l t d :

V:" = V;''o = l-f*'(s,1t ; H"(r")) =
Tn part icular:  ket jx = O '

ardtdrn cE l *$  C l *  pX '  sau,  ech iva lent

-  l , *r - .nd^  K nroy ins  d . i .n  s ; i r r r i  exac t  a1-  perec i i i : -

-* Hq{e 5= i.r]"t([.,T ) H' Ht*'(e) -',

fn  cont- i .nuare consider i r r t  5 i  S i ru}  spectra l -  asocint  f i -

r Y  t r  l n  l . -  S *
t f  ,Q )  *> lB,  q)  notaL E-o '

l1t+'t(B).

a )  E  s u f i c i e n t  s i

, . r . X i J
Ke . rK  c i r t ' p "

(E , r1  ,

, t) f\1*\B f [uK*f 
- l-t1*'cn) ;

_*-)Hltr)
J%,

| _._r-

- ,Di .agrarc.a de n ' 'a i  sus ident l f ic i  t ransgres ia cu d i feren-

d i n  g i r u r  s p e c t r a r  a s o c i a t  f i b r d r i i  ( E -  
r O )  

- t  ( 8 , 9 ) '

b r S r i i :
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Deoarece a.vem dj-agrama

comutat ivd a l5turatd . ' ,_ : rezul td  d in  functo:_
t -

I  . . .r . t aL l ta tea  g i ru lu i  spec t ra l

urmdtoarele diagrame cornutative :

0
0)

o

E
{
g

C.-*.1

c_-*>

(t ,F)
I

(8, 
tt)

o
D

(2)

rezu i td

F'H

mononor

*> Ft H?lt(,g ,F) : F" H?*otu,r; = Hlnt ,.*l -=E:.'= o
t Rt-

-> Fn pp*i'1 e) -. F. \-6*,(€)t:-Hqn,(e) _= LT*,_= o

.  Din di-asrarna r rezulrd, k., Vx <-lrpo(:) ken k{.1* rf i ,
l '

scr i ina p" p x ca in c lemonstrat : -a, ,punctului  prececlent
- ia:  l*  p" = F?r ' f l l+t  (e,r)  

,  care esre esal-d cLl :
orLr .' -  ' (E 

)F )  ,  e , i r .  condi l i  i .  t  e  inpuse asunra f  ibre i  .  
.

D in d iaEraroa 2 :  va f i  suf ic ient  sd ar i td .m c l  Koo este

I l S M :

Avem:

# > o

:*5 Q

E suf ic ient  sd a ' r6 tdm cd K z este j -zomorf isnr ,  ceea ce

rezu l td  d i -n ;

(2

f n  de f i n r t i v

H1(F))

(F ))

F',r* L

Iv
F T,1
l - q- L

H t ( b , * ;
, l  in

l{'(e i l-tq

=Ho( r)= L"i1= ti'l.ar, ar;tat. .;, ttln^ px
I



1 0

Folos ind acelea9i  argurnente

a r a t 5 :

| f ittn /
l-l tj lix Rcn n* 

A'

d t

ca Ia  dernonstrarea Punctu lu i  b)
c )

c!o

H?*t( g) * gf+t,o - tr1+{,o
- u 7  - v g + q  .€ l

I n c e e a c e p r i v e , S t e i d e n t i f i c a r e a t r a n s g r e s i e i c u

|  -  v  1 r  - - - - - - - ! . :  ^ 1  -  ( .  + - o } - , . i  o  n i  + i  { .  X  i n  n

4  1+a ,  
rapcu l  cd  d i f e ren f i a la  S  t rebu ie  c i t i t d  i n  mod '  exp l i c i t

pe g i ru l  spect ra l  conduce inev i tab i t  Ia  deta l ierea labor ioas5 a

cons t ruc l i e i  g i ru lu i  spec t ra l ,  9 i  dec i  o  von i  o rn i t e .

Considerdn '  acurn f ibrarea universal5:

,I
I

Kl(o,1) = JL c-->? +.-., l{{n' ,1+,t) = K , u& v uL.-li".''

Cond i l i i - l e  d in  P roPoz i l i a I  f i i nd  sa . t i s fdcu te ,  rezu l t , l :

r ; Hq t JI ,n) n. ff?+t( k ,r1

z (u1)  = u3+r .

Denon ,s !5a ! i e .  P lec ind .  de  l a  c le f i . n i ! i a  t ra .nsg res ie i ,  e
'^ ' = t Uy+t) _sE ar i tarn c5.  \  (U1)  =

Pentru aceasta considerinr. urn5toarea d.iagramd conutativ5

^  Y  f r n l i

z . LI,r'jl l

su f i c i en t

H*(rr) *I- Hr*nt3 ,,') +L= H'*t ( K,t')
' r1r. 

\ 
'sTY tJ'r

nrf $-) *)-{r,ntt ,sL) P-*rgr,( K,1f)

- X - r l - i ' l a
I I I  U ( I I C  J q V 9

r - i
( l 1 l ? . 3 e 7 - 3 e e )  "L  r l

"  Ap i i c1

ver t i -caLe de-sernea-z i  izonor f isme Hurewicz

! l L l r : r i -nc i  l in i i  c , r j -zoni :a le  functoru l  Hor l ' ( ' r ' i l )  9 i

_l



t in lnd cont  de d iagranrd g i  c1e def in i - t ia  e lernente lor  un iversale,

avem iden t i f i cd r i l e :

5tull = ?*( u,*r)=:f-{ € 1-1"* (Hn^tg, $) ,r)

3. ggSgLM. Fie K(rr,q)-F -r E +r B o fibrare
.  

' l r .

principala indusS de ?> -5-- l{.(rf,g+ r) 9u R cl^I*spafiu conex' .  r  I

pr in  a rce  { t . oa te  spa l i i l e  cons i c ie ra te  von  f i  de  aces t  t i p  l n  l i psa

a l to r  p rec i zd r i ) .  P ropoz i t i a  1  se  poa te  ap l i ca  g i  avem:

r , H?CF,'rr) * '  H?*{(9, tr) ; t(uo1 = tkl .
1' ,

DemonstJa[ie

Reiese d in functor ia l i ta tea t ransgres ie i  g i  d in  cea rnai

recentS. 1em5

Ca o i lust ra l ie  a avanta je lor  ca lcu lator i i  a le  g. i ru lu i

spect ra l  mul t ip l icat iv ,  vom calcu la tn  cont inuare coomologia ra-

t ional i  a  spat i i lor  f i le lb_qrg- t lac l ,ane-K( I I - ,n ] ,  ca lcu le ce vor  f i

fo los i te  de aI t fe l  dec is iv  in  dezvol tarea teor ie i  omotor : ie i  ra t io-

n a l e . '

1 1  -

Dacd V e un Q-spat iu  vector ia l ,  vom nota

algebfa qraduat5 . l ibgrd qelerlt , l  de -V (considerat

cu

c a

/^c,rl
avlnd griidul

n ) ,  ad i cd :  a lgeb ra  s ime t r i cd  genera t5  de  V  ( cazu l  n  pa r )  sau  a l -

gebra exter ioard generat6 de V (cazu1 h i rnpar) .

4. TEOR$:}'1A. Daci

atunc i  H*(  K( t  ,h)  ,

Demonstrat i"e : Tl

Clar .  Pentru a face t recerea

tra l  a l  f i l : r5- r i ,  j -  r ln" tversale;

este grup abel ian f in i t  g ienerat ,

) = H,.. ( Ht'(Kt*r,h).,Q)) .

7  .  r n d u c f i e :  h = 1 ,  k . ( 7 r l )  = S l .

tr
n
\3L

=

n -+ n* I  vom raSiona pe g i ru l  spec-

K (Z ,,h) = fL c-;, ? -' K tZ, h* t) = l(



L 2

. +
f  - t -  n  ,

Sinind cont de faptul  cd L;  0 ,  pentru s+t > O

(P cont rac t ib i l )  S i  de  cond i t i i l e  asupra  f ib re i .

Examindn'. dou5.

rea universald -Q- =

H*i-
Termenul E, al

s j - t ua t i i :  n  impar ;  n  pa r .  F ie  dec i  f i b ra -

K(Z ,Zn-L) c-r? -2 KCZ, zn) = K .
gi ru lu i  spect ra l  aratd c i r .  mai  jos:

Singura .d i ferent ia lS ne-

t r i v i a l d  f i i n d  J = n

Ezn*, = Loo

EL = Ler..

H*K
= o  ,  O c  S 1 2 n

d rn  . " t  i zo

de forma ( .  Zn

ln caz contrar.

0

av:m

g i

K f i ind
6 . t

n  -  p 5 , l ' r r - f  _
1 2 #

/\ i; S4-Zrr'O
u -  f- o b

s i  i nduc i i v  .' t

(algebr5. de polj-noame generatd de HZhK

tor penrru l-ltn-L. = Q ei apoi 
o

Presupunem induct iv F'

generator. Avem:

t n

r l

n ,

+ {

v
t \

h .

+,

ir\

+

: t i

\  r 2 n
'2-h,e

i + l v
2 n r

h

z
11

5H

de

6 ' 5
- 1

: i

tr

E

( z
I
t

tr 5,t
.  ] *L

" a '

l i ,

te  cd

s

J a r
2r,

t , 2 q )

' fun

.  ok.n

f q
1 o

ave

,f̂?-r,

m

d-

Pentru a obline gi strluctur:a. murtiplicativa o"rllr,r 
pf K

) , no.tdm cu o(

p = d r " *  .
€  H{ '1h  K

un genera-

n.*o

Uo.zr^ 'O 6Htn-tA - . / , .

ll ;>
dtl '2n-t

*r".(pte,il = d 
- Ar,l= F{*t

= F\K 
l.)'?h 

k
g(t+r).2n,0
L z n

l nche ie  denons t ra t i a .

. l



1 3  -

In  ce ld la l t  cazt  consider i .m f ibrarea universal f r :

-\= k (2,2,.,) c->q -e K (7,2rr+i) = K

cu rat ionamentele precedente) :

H)(K

Pr ima  d i fe ren t i a ld

netr iv ia ld  f i ind

I
d ? n + l  r  a v e m :

Lz = Lzo,*l-

avem, in  genera] :

2 n + t

Am notat : den*od t  P

-- { . , r t ' t  ) r^*r*

s i
t

,t^ (J)
t ^+4

*  I ,P * , . € -u .

( in  ca lcu le le  pe cat :e  le-am f . lcut  asupra Ci ferent ia le lor  d in  g i=

ru r i l e  spec t ra le  am avu t  i n  vede re  c5 ,  i n  genera l  r  cd  i " [ r l  ,  e le

ac l ioneazd'pr in  ant ider ivare re la t iv  la  s t ructura mul t ip l icat iv6

r
a  te rnen i l o r  Ln  ,  c i t  g i  f ap tu l  c5 ,  i n ' s i t ua l i a  de ' ; ' '  f a !5 - ,  coe f i -

c i en t i i  f i i nd  co rps fi'* .\. Eti' * [?* ̂ - HU K e Ht -D-
i zomorf ismele f i ind nul t ip l icat ive)  .

Luc r ind  cu  cce f i c i en f - i  q  ( sau ,  pu l i n  ma i  genera l r  cu

coef ic ien l i  de caracter is t icd zero)  avern as iquratd impl ica l ia :

" p g.. ,erator -> N ? generator",  deci

c  O, t  d " " * ,  -  L  Za+L , l  - z^
f ^ ---*;">2 l- .r -L^+4 tv  * { . t r . { . t

r L LL fln. {- >

, pt'^ '

cu 8, . ,  ca tna i  jos (analog

F\$!_

o ' r  Q

,
.- sJ
v a \

deci :  t -  Ln+z 
-  \ / o

w )
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rt"' * > o , deci pen-Lru termenul
s f

I

F
l-  2 t1+L 4 y . € t i ' .

Fresupunem inductiv c5 a.m ardtat,  pentru 5 \  2n+ I :

H P K  = O , 2 r , r t l . p , 4 s .  v a  f i  s u f i c i e n r  a c u m  s i  d o v e d j - m :

Eti" : E 
t;t 

(deoarece Et;t = HtK iar t; 't = o ) .Avem

t t ;"  = Ltr l ,  si  vorn orat." t  Lt i : .r .-  = t : ' : r 'Fie "Ln*Lln (s

F 
S-r , r  -  '1 ,  

d ,^  ,_  
s ,o

Arren , L n

pentru

A a ^ i

I1 , :uceza de induct ie  Si

L z'-rz impricd' E l '1
t.lt'n.! = O s,i LsJ' =

evaludr i le  ob l inute antcr ior

: O  . . p f r . b > 2 r . , , + Z :  f  
( s

r  s r O  I  
r 1 s , O  E  S , O

t  Zn *r '  Deoarece uz = *zn+L

I
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vom incheia demonstra l ia  ardt lnd:
S -Zn-L.2-^

t - -
Cons j-derdm: E Zn+t

*5, -Lx-L.26
E Z n * ,  * O  i m p l i c d S a u  2 n + 7  , d j _ n t r e

4  n+Z . ' -  rn  aces t

- S r o
bt -  2 h+z

F 3 'o
t*zts.+t-

s  - Z n - L= D
S =care se ret ine numai posibi l i tatea:

c a z a

7nt4" ,2y,

2u+t . t ' , t z ro
L znu^

" 

Zr^+l ,O
LLtr+c

ll
-  O . Z u

E t zr,+,r

Dar :

irnpar)

d tn*t

dec i

Vom

Vorn

( B @ d )  =  - b . 4 ^  a  =r  1  
' z h + 4  -

i zn *q - -  O  9 i  i n t r -ac levd r :

cons j-dera acum cazul z ' f f  =

uza de urrnltoarea:

P'=O (  I?  f i ind de srad'  
r  5 'o  '  

-  F  3 'o
t -  Zh+L -  I -  Zu+Z e

7-h  ( i . " .  V I ^L )

5 .

f ibra conexd

LEI'IA. Fie F ->8. f*t  B o f ibrare orientabi ld cu

lF  . r

H * (  =  O

f  t  (  de data aceasta pentruDemons t ra t i e :

Atunci

i zo <=+

Ca ln  Prop.

prr_n arce.
* ,

D^ < sTc-
I

cazul (L ,+ ) +- (  B,f))  :

H1 g = [1" ----:+-] t1:" =l1Her c--7 Hlr

P v  s r t

D a c d  
' l { * r  

= o  r n s e a r n n d c i  E - ; ' = o , p t n .  t > o  $ i - q e c l

c d :  L L = L x  r n s e n e r a l  t f H 1 2 ' ' / r * t P l 1  E - = E f - s = o

pen t : r t r  t  * {  ,  dec i  a . vem:  F tH lL=Y IV1  L  dee i :

HOI = FlHi E si deci prinra implicalie e dovedita

Pentru i rnp l - icat ia  invers i  vom presupune inc luct iv  cA o

p e n r r u  1 ) o  , I i F : o  ,  i " u . a . t < ? -  p "  f i i n d  i z o n ^ o r f i s n ,
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a v e r n :  F o H n E = F ^ H ^ L r y ^  
, . l e . ; 2

[ : +=  o  . ,  f t ^ . t , ; s  , i  :
E L " = t l "  . ,  v ,  r e . i l
Fs* t ^ , r ' - 4  41  =o  r s , o*h ___._-> f F , Va .

lpo teza  de  induc f ie .  l - l1F  =  L? ,1  =  Fo,1  d7+r  =g

iar: o = E T = u\:r= ke, ^rlrr_r;::: 
Hr, =

b i',

- 7+1, o-  t7 r ,

0

C .  E .  D .
Trat . i re cazur,  

K( ?q , ,  )  .  Din teoren:a de crasi f i_care 0.  1,  innrul f  i rea cu .*  :  y '  y_i  
Z ; ; ; r :

K C Z'^)  - l - - ,  K (V,n i  
" ,  

- -Je o apl icat ie

{* = | r , ru,(i<(2, *)) _> ,_-i{,il;:::i:;.er.in ribrareak ( 2,., \-{) <_*;2 fi i Z,i 
'+_, 

K ,7 ,^)( iCent i  f icarea f i .bre i se face exar . in ind g i ru l  e>rac t  Ce  on ro top ie ) .

din qrireriul 0.4. Deoarece, rn(of 7,nD*aryT;;;lj;ffi;

;#;',tT;,:J:',"'' H^ ( K (2, ;1, hr ;s H^(Krz,4.q; *
H- f;?'z:,;"lir] ff;"ll' 

anteriorr rezultn cd
Deoarece  o r i ce  g rup  abe l i a( rini'l ),i? J:il -; :'-H:t:#i,':1,J:::: ",:""=

i zonror f isn lu l  
K i inneth nru l t ip l icat i l ,  

r f_1
teo reme j_  se  i nche ie  

,L l J ,  p .249 ) ,  r l e rnons t ra t i a

Afirrna|ia teoremej. 4 r5nrine
Tr  ahel ian r in i t  senerar ,  

- : . ,  =_: . - : ' ' " :  varabi id  nu numa.i- pentru

f i n i t  gene r :a t ,  ceea  
" .  " t r  

c i  g i  pen t ru  v  O-spa t i u  . r . "ao . r - r t ^
,  _ ,eva q;e s€ Vecie USOr U:rmint i  aceeagi  cale a dci : rcns_

t6 ce am stabir i t  rezul tatr ,  ^^^:_-: . : "  
rut  : :epeta formal de inda_i t t t ' l  Fentru $((er1) -  pentrr :  aceasta,  vomc o n s i c i " : - : ' p e n t r u  

^ : , n J  r _ r n r i : u f p , i r e a c u  h . .  L  a - o  Z  q i

t r

J
i



:  1 . t; L 7

t\

apr ica l ia  indusd de ea K(Z, f )  - { * t  l<(L,L)  (uncte c ,e  c la ta

aceasta am uzat  de faptu l  cdr  ln  categor ia  oro-oLopj -c5,  or iee apl i

ca l ie  poate f i  pr iv i td  ca o inc luz iune care este in  acelagi  t i r rp

g i  o  cof ihrare,  punct  c1e vedere pe care i1  vom. rnai  adopta a-c les) .

' . i *  K(Zr j - )  ,  s€ qonsrard imediat  cd K= l i (Qr l )
Def in ind  ! i =  t _ -  .  ,  

r \
(  l iX comut5.  cu l i rn i te le  induct ive) .  t r l  *  (cu coef ic ien l i  0)

cornut5.  de asenenea cu l im- i te le  inc luct ive,  dec i :

H* (K (a,L) , a.) = e i i  ceci,  \- td (K(q,l) ,  Q) = Q

6.  COROLAR. F ie 1T abel ian f in i t  generat .  Apl ica l ia

canonic i T T '6Q. induce o apl icaf ie :

K( t1 ,n )  < )K( r fOQ,v , ) ,  care  inc luce  izomor f i s rn  in  hXC- ;Q) .

glggrvgLig. Toate calc'ulele rErr*in valabile inlocuind

coef ic j -enEi i  a cu un corp arbi t . rar  ce caracter ist icd zerordupd

cun am ind. icat  in cursul  d.em.onstral ie j -  Th'4 '

o fibrare f <'->tr &t B

( coe f i c i en ! i  co rP )  dacd  ex i s tS  V

inc lus  i n  Hx  F  ,  as t fe l  l nc i t :

\ rh ,,. S*c \* nx
q i  as t fe l  i nc i t ,  pen t ru  o r i ce  n :  V  ( - -  < -  

I

Ev ident ,  f i l : r5r i le  pr inc ipa le c le  t i1 :  ( r r 'n)

furn izeazS ast fe l  de exemple ( ' r r f in i t  generat ) (unde Y tvl inseam-

n d al_gqq r-q-gI eduate,--g grqle! i vg . i n-ggn s g{gdua! l iber  creneratX

de Vr  cu qenerator i i  J in  V"  d.esernaf i  a  avea grad n)  '

I n  f i na lu l  sec t i un i j - ,  vonn  ex t i nc le  Th '4  g i  Co r ' 6  pen t ru

o c las i  rna i  larqd d 'e  grupur i  abel iene

7, i39n-4gl!. Corolarul C' se incntine fSri nici o res*"

se va nuni total treqs-gJe,si!'i

9 -Vn subspa l iu  g raduat
h>O

H x r  = X ( v )

gi (n6Q ,u. )

t r ic l ie asupra lu i  " (  '5 i  c iec" i '  rnrpl ic i t  teorer 'na 4 '

s l d b i t e ,  J i n ' r ^  f i $ Q
\{

_r_n

Aii^d. L){El,

ipotezel -e



1 8

DII I IONSTP"ATII I :  Pr in inclucf . ie.  fn cazul  n=1, avem

(  
[ t J ,  p . 5 0 3 - 5 0 4 )  :

F\*(f (n ,D,7) = l-t.' H* (K (rf l),7)'t'nsoriernJ cu
F.>

rl'cfiT subgrup

f in i t  genera t

Q  a c e a s t S -  e g a l i t a t e  g i  l i n i n d  c o n t  d e  T h . 4 r  B V e i l r 3

Fa(K ( . r i , l )  rA )  =  O  , t * t  l zo rno r r i snu r  Hqn .w ioz

ne  c t i .  cd . ,  H r ( t f  ( r r , l ) ,Q)  - ' \ r eQ .  Ace leae i  eva lux r i  au

loc gi  pentru KIOOQ, L) r  s€ observl  j - r .ecl iat  apoi  c5.

T-> l fOQ induce izon ' 'o r f i sn i  fn  H o( .  . ,  Q)  ,  c1 ,?c i  9 i  ln

H* t- ,q) '  t  , . '
pasul inctucrivr f ie , K (tt. n+ l) 

'\ n* L 
r Ktrrln* l)

( - , r Q  = T @ Q ) !r
inclusi Ce Ti- *> TOq,. Apare in r,.od natural un norf ism intre f i-

b rdr i le  un iversa le :

AK(r,n*4 = f{.(n,n) Jn r K(noe,^)= srK(roer*L)
A

l r
K(n,nt4)  {  >

t
K tn,nr,, $ t* '

l
9 K(or.o\ , r^,+ r,-)

t
KtrreQ,nt l )

care i -ncluce .rr ,  * .o i r t t r l  intre gi-rur i le soectrale corespunzi toare,

f ie  l ccs t ra  no ta t  f .  r i :o teza  de  inc ruc t ie  i r ,n l j -c i  + : '1  i zonor f i s :

\ t  - - - - , r r  r a r  - , - r - , r a  -  [ ) P ' 9
t i -  4  ,  iar  cont . ra-c t ib i l i . ta tea spat i i lor  de Crumur i  in :pt ic5.  l ._ '' l

i ' z n r , r n r J : i q r " .  V ' O - o  .  S e  n o a t e  f ' r a r r o  C C n C l r - r Z i a  ,  f O l o * s i : r c l .  t e O f e -L * - . , \ t  
v  

r  
,  - j  l . u . c i .  u ' ;  L !  ! r \ _ . i i ;

0  p , o
ma c le  corpar :a re ,  p , ' . lnc tu1  i i ) ,  c l in  lo l  ,  p ,27*28,  cd  + l t "  es te

izor ior f isr i ,  V i  
,  ccc- i -  cI  i  n*n inclu*:  izo;r :or f  j -srn in i - iN( '  ,Q)

'  '  
c ' n ' D '
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SPATI I t\TTLPOTfiI' lTn

F i ind  ob l i ga l i  deoseor i  a  f o los i  no l i un i  g i  rezu l ta te

ale teor ie i  qrupur i lor ,  vom reduce c lenonstra l i i1e la  s t r rc tu l

necesar ,  ape l i nc  l a  l uc ra rea  I r J .

avem o

(Ker  p

. - e
Fie (r :>+ H (epiriorf i.sm

ext indere  abe l ian i  (cen t ra15)

c  z  ( 6 )  ) .

Daci

de grupuri ) . Vor.n spune cd

<+ I(er p este a-bel ian

f i i n d ,  G o  =  G i

x,)  € G not ir  cu L* 'Tl  = xJOtJ" si  da.ca

[" ,4 subsrr-rpul senerat de [*. .) l  r  cu x €XX r Y C G  n o t d n  c u

g i  y e Y .

Def inir i .
'  G", =

G\ c C,..- r-
G^ C C-

G se va nurni

I ' lotinnea de

abe l ian i ta te .

Def in i r . i  ln  cont inuare:

se r ia  cen t ra ld  descenden td  ca

f n .- -1
L $ r \ : * r . - . t J  ,

subgrup
-1

€ +  t h
ex t i nde

sr- Even;

norrnal , $ n

a . i .  G n  = O .

evid;ent  not iunea de

C '  \ z z  L
1 )

2 ) es te

ni lpotent

n i l po ten !d

c d !

se va nun',i

n \  f  l a
Lt = \s / en gi se observd

l )  C*' o"Gn urt* exrensie cenrrald (n.^.tuut,noto* Aa.-\o;

abe lianizatul 1]e_ srgi!,-!t_Ll, "pentru V n

4)  G n i lpo ten t  e+  I  n  a . i .  G^  =  G

Morf isnul  arbi t rar  p incl i rce G ^W, H h

5 )  G  - P - t H  = + C n # t H ^  ,  d e c j . ,  H

sr avens

n i lpo ten t

=> (-r nilpotent ;

6) G ++tf1 + Gnb*of ln,  c-reci l  G ni lporen L +
n i ' l r , n + a n J -  o

)
- ,  r '  ? .  - r r  r  r l
7) Lr i . ; . "H central i i !  t r {  n i l l roter} t . (+l- l  r i i lpoter i t .

oery.7) (Evielenfa celor laLte af i rmaf i i  ne.  scuLegte de

demons t ra i i i ) .



Dacd r i -=0 rezul rd  ,  Gnc Ker  p  -  L(G)  ,  dec i :n

Cn*l-  = O .

8. serroJ4r. G nirporenr(+lCi d^:'] dTGb]u,.t"'
s i i  c e n t r a l e ,  i = I  , . . . , n ,  a , ? .  G C o )  = ;  r r , " l ^  G t n ) =  G  .  

? t  
I

Intr-o perfectd analogie se poate introduce nol iunea de

g:ogf- ti-lpsl3ng c1,upd cum urr:e azd:

Dacd T  esLe grup ,  g rupu l  A  se  z ice ' i (  -  rnodu l  (s t ing) ,
t

via h, dac.l s-a dat morfisrnul Tf 
n 

>A"t(*). vom nota z
l Lc ( . x  =  h ( o k )  ,  [ n .  

^ Q t  r X € 4 .

Pind  1a  s . f i r g i t u l  aces to r  cons ide ra t i i  a lgeb r i ce  i n t ro -

duct ive A va f i  a . l re l ian.

n iodul  factor  se in t roduc in  moci  coresnunzih.or .

Un Tf - modul A se zicc

Def in im ine lu l  qrupal

t r i - r ' . } a j ' € )  x .  X  =  X ,  V  X€ 'T { ,  X6A

a1 lui  i i  ,  notat Z Lt]  =( ,

idealut st ins senerat cle t*- I \d€11-

e un ' t I  modul clef inim I Ao=A

l" 9i aven'i:

Ti-r,,r.odu1ui A se zLce ni lpotent

(ev iqen t :  t , r . i v i a i  = )  
" i i pc ten t )  

.

un norf ism A Y* g inctuce

(=) It o.'i. A, = o

prin ? = 
lR*- 

d 
\hnnZ 

rar,r ir . i -e de suporr t t"t .  
I

t i : :e a:

(f **".)(f"PP) =T (Fr*u^*)
Noliunile de 

' l l -  - modul r rr.orf isrn, subnoclul gi rnodul fac-

tor  rev in atunc i  1a nol i r ' , r j - le  corespunzdtoare Cj"n categor ia  R-mo-

d u l e l o r  ( s t i n g i ) .

( i dea Iu l

,  r l
L '

^ , t  -
, / l  a r .  r

b

'1

h ,
i r  s rr irnrnri  rr ' l  V ar - l

t

l ioran cu l t t r l  CR

augmen t i r i i ) .  DacS  A

4 1  = 1 1  A -  t ' "  7 >'  
A l  c A 1 - r " ( s e ri L_c1es qery\:n!_al de'i[ -rnodule ) ;

A r r  i - * r r 1 -
t  9 U  I l l l r . L { r

V
0

Ao 9o B* si  avem:
f ' l t



5 r )

6 r )

A 3 ,8
A Y-"9

7 : )  L E M A .  D a c S

dule,  atunci ,  A' ,  A" ni lpotente + A n i lpotent .

2 T

=)  At  $-  b  r  dec l :B n i tpotent  =)  A n i lpotent

=+ A1 tJ*rRr t ,  c lec i :  A n i tpotent  + tsn i rporenr
Ai L A -f- pt" e un sir exacr de ri-

Avem

Denlgns t {a t ie

r l
F i e  A o = O

I

K e  A , d 4 , . - . ,

v ( d n . . . . .  d q x ) '
\ f

= O  1 i

f r , " ' , F P e  I
, Ati
* t )  '

= Q

n-(X, pt)
t t , , (X ,p t )  es te

s in ip lu

rr. (x,

c a z ,  g i r u l

nodu ler  cu

aces.t

,  t ) -- l

1 u i

9. LEry\
t r  * r  Jo(EF i e  \ r , p u  )

Lxact de omotopie al

a c t i u n i l e :  a )  
f e

b )  p e

Tlo\

c )  p e

, lt) $t (4, 
1t) " ribrare . rn

f ib rd r i i  e  un  6 i r  de  X{  (F

{ h ( t - , f t ) ; b ) u  t  :  u z u a l

d n ( t , ; i )  , \  7 r  L :  a c t i u n e a

( f  , fL)  ,  rest . r - insd v ia  t#

Ttu, (8 , f , ) . ,n>,  I  r  t r lv ia l .

: ) d . t - - - ' . a h K = Y ( x / )

f . t . . , . P f . d r . - - . . 4 9 x  
=  T  ( Q r - ' - . . ? t x ' ) = o  +  A ? * t  = ( ) .

L d s d r n  i n  g r i j a  c i t i t o r u l u i  a t e n t  f o r r n u l a r e a  1 u i  3 , ) , 4 , 1 .

d. n..1.
e  n i l p o t e n t  g i :

I

Tt, (X, f l) 
-rc,ociul nilpotent, ptr,n.) 2 .

1 l -

OBSERI/ATI.E. Condit ia este indepenclent5 d.e punctuj- t1e

baz5,  dec i  se poate forn.u la def in i t ia  s i  pentru X neconex pr in  arce,

refer indu-ne la  cornponente le sa le.

fn nod evi-cl_ent averTr:

inseamnE pr in  def .  cd act iunea lu i

pentru n)i l)  .

*7  n i lpotent  (unde s implu

d) 
pe *n(X,ft) .  tr: iviald



DEI'IONSTRATIE. Sirul exact d.e onnotopie s r r

}on,.(r,pt) J'.rrnG,lt) , h)1,

t-
a l  ( n , F r p L  )  e

de ( , ( (F,  pt)  -  rnodule,  acl iuni le a) Si  b)  f i ind corecte.  s i ru l

'exac t  a l  f ib rd r i i  se  ob f - ine  d in  aces ta  ln locu ind  pe  Th(E,F , ; i t )

cu 'iTh(B, 
tt) , via ?g: rTu,(f,,t , lt\ "1;,TI.^(g, S, pt) el c) iese

imediat  d in  faptu l  cd act iunea 1ui  n ,  ( f  ,$)  pe nh(B, f  ,Pt )

indusd de I, 
# 

se factori zeaz6' prin nl (Pt, 
Pt\ 

.

de f ibrd s i rnp l i r .

'ii 
^ (E , et) mocl

ry4. Fie (r,rt'; ir(r.,f) *-(e,pl1 o ribrare

Atunci qirul de on"otopie. al f i l :r ir i l  e un gir de

u1e , cu acliunile: a' ) pe ' i-tr4 (8, 
lt), 

rr >. l- : uzual
"  

b '  )  Pe I I I , (B,  t t \ ,  n )  t :  ac+*iunea

uzuala a lu i  Tfr(Br1t)

r e s t r i n s S ,  v i a  
t f

c' ) pe I\(F, $J, n :, I urrndtoa-

rea act iune

t ioneaz i  ca

succesi -vd a c1e  f  i n i t i  i l o r .

1T. TEOREI',{A

E ni lpotent + rJ ni lpotent.

DB},lONSTRA.TTE.

a lui rTl (4, ptl restrins" 
."'""f+r tpl € fit(B, pt1 ac-

, L  \  . . * r ^  L  " f E s \ . "  
'  .

I h t f  4 t r ,  
unde  n lp r - t eLF ,FJ

DEI{ONSTRF-TIE. Dernonstratia se compune din aplicarea

. Fie tF,lt) JrtE ,f\ *.'tB,$) rin"'u. Arunci

de

i i

sirului i in*n(B, pt)

iTa(F, pt) - nodule

apl icdrn lerna 9 Si  lema 7 '  .

n ']"..'"""] :=:,Ti='t;Ti.'.]'"ti; 
1T{(r t c) noclure:

u *> lhn d -> fir (F, 
1t,l

Deinc lacd ce ardt ,Sm cd averr r  o  extensie centra ld ,  teorena

este demonstratS.  ar : l ic lnd ler ' . ra  7.

nin urmbtoarea Ciaqramfi conutati  rral furl iza-t i  de lema $ r

:-l



riz( B , ft) 
z -' Ti1(F, pt)

id I l tru](l l ' - l 'L
nzCB,p t )  I  r t r (F ,$ )

de uncle rezul td  ce le c lor i te .

2 3

aven, pentru Lrcl a nr (F , pt)

L2.  PR9P9ZITIE.  r ie

cu f ibra s i rnpl5 Ei  acl iunea lu i

e t r iv ia l5.  Dacd b e ni lpotent

DEI,TONSTRATIE

FJ,E + 'B o f ibrare

suf ic ient  sd ardtdrn"

TTr (8, 
?t) pe n* (F , pt)

atunci  E e n i lpotent .

Din g i ru l  exact

rezu l td  ap l i c i nd

1(^F -t jinE -> ri,p ,\VL

fi*E o.t* ri.E -

de omotopie:

l ena  7 '  sdg i  L e m a  1 0 ,

n i l poLen t .

In cazul  n=l  avem sirul

Pentru L*J e rtE

diagrana comutativd alS.turatd

D --+ tun i* ---.- n,E -, T,rB -, L

Pentru a inc i :e ia  deronstrat ia

cd  ex tens ia  e  cen t ra l5 .

avem -ti 
.r

i,l I
T1

F ?o rrrL

!t'1(') l'^,ir
F 

t# 
,rr,L

dec i  ex tens ia  e  cen t ra ld .

13. cojlQ_LAR :

f t r f )

D a c d  L  * t g  e

cu Tf  abel ian g i  i l  n i lpotento rezu- l t i

n r i  n r . i  n :  I  i  d a
I : - - "

E n i lpo tdn t .

14 .PRoB)ZJTIE.  a )  X ,Y n i i p o t e n t e ,  a t u n c : L  X X Y  n i l *



' ) A

potent

b) (X,pt) .,(Yrpt) sirnpru conexe (pt f isu-

r e a z d  c a  o  q e l u l d  l a  a n n b e l e  s p a t i i ) ,

a tunc i  :  XvY este s imrr lu  eonex.

DEI1OIIISTRATTE. a) x,r(Xx\ ) =xr'i\xTrt\)

"nr (X(Y ) rih(X KJ ) = xn(X) x-rrh(y)l u i pe

s i  ac l i unea

se face pe

componente

b) Ho*(n.(xy\) ,T) -  Ho* (r i ,1 X,n) x t lowr(nJ, . r )
pent ru  o r ice  grup  f ,  (vez i  teorer :a  Van Kampen,  tn l ,  p .156-158) ,  ia r

af i rnaf ia rezul td t in inC cont de Tf X = r taY = O l

g i  l u ind I i  :  f q (X 'V ;

O al td  c lasd c1e exemple:  Cacf ,  K esfe cornplex f in i t ,  conex,

g i .  c l a c l ' x  e  s p a l i u  n i l p o t e n t ,  c o n e x  n r i - n  a r c e  ( p e  s c u r t :  c . p . a ) ,

spal i i le runcr ionale MoF(K,X) si  Yt  ̂  pt(K,! t )  ,  tX, pt))  r  cu

t opo loc r i a  compac t -desch isd ,  s in t  sna ! i i  n : - I po ten te  t [U ]  ,  p .G4) .

In  ce le ce urrneaz5.  von Ca o caracter lzare a snat . i i lor

n ik- rotente.

E  b inecunoscu t  f ap tu l  c5 ,  da t  un  sna t i u  X ,  ex i s t i :

/ \ h

q . 1 .

.(cornpard B . 3 2 - 3 3 ) .

poate observa usor c, i  f ihra 1ui  ?r ,  este un

l ( ( r i "A , " ) ) .

|[
1 ^ z

l----..."- th - t

a )
{  n  inc luce izornor f isme:

n i  X ' - - )  T r i x h ,  l t n .  i  3 r r
i T i X n : O  ,  t ' o . i ) n

ln, tn = [n- o

l?',.
n h-r
:

t

X^ =tt
I

b )

c )

""bl ,
( se

l ' ia j -  rnu i i ,  aceastd co i is t ru-c t ie  cste unj -c  l rc tcr rnr -nat i  cc

p lnd  l a -  un  i zono : : f i sm ( l n t r -un  sens  l esne  Ce  p rec i za t )

nu in i  t u rnu l  Pos+-n i kcv  ( r . r ' .  )  a t  sna t i u lu i  ccns i<Lo ra t . .

r \

q ' l

l - \

e 6 )

,

va



2 5

pentru a face fo los i toare teor ia  obst rucf i i lor  recapi -

tu la td in  paragrafu l  0  ,  ne vor  in teresa acele spat i l  pentru eare '

chiar dacd pr", n-u sigt t?,-r!ncipale., ele adrnit ceea ce se cheamd

o ra. f inarg j r igc ipa l i  la*nasul  n ,  ad ic6: '  ex is t i

X"=Xl k(- l . .Xt^q'Xi=X*-r." 1t 
principare de t ip ("n) si

a ) T {(X, tt) e nilpotgf9 d..g19.-IP- admi,te -r"afr-na:

TP admite rafinare orincl1l-

re._!finc!pa!l Ja na:ul 1.

h,) rintX,pt) e Tr (X , lt) modul ni lnotent &Ar-d.

a)  Denonstrdrn ino l icat ia  d i rectd '  I ' lo t im

.. 2 (n) q a (t-o r(L\ 1_, G(ot = O
G = G - " + - *  o ' r ! - 1  . 1 ! '

I ( i ( r ,  c f . 3 .  D e c i  g i r u l

iT{(x,tt) = G

] ;  
e x t e n s j ' i

Avem

centra le t

p r c { u c e  ,  c f . 0 . 4  t

S 5

m a .

X.

Xr = KtGt"), r) ?'KtGu-') '{) "' 
Ktctt, l) t'K\G'""!) = f,u

o  ra f i na re  p r i nc ipa ld  a  TP  la  pasu l -  1 '

r e l i n e m g i n a t u r a f i b r e l o r a c e s t e i r a f i n i r i q i a n u -

, D -' K (Gt ,!) -' K(6i-1 , r;

f nve rs r f i e  ra f i na rea  p r i nc ipa ld  l a  pasu l  1 :

= xl hxi' -. xl +, xi = K(o,!)'xo

Avem rinx = nn[&)(qcs' vr(x"-'*) rr-^$i) $J' r4(xl) =o

exter rs i i  cen t ra le  c f  .0 .  4  g i  c iec i  '  dup5 Cor '  S  '  11 ' rX

K tA;(rnX)

= K(rt^X,!)

/ ^ ' .cu \.1; ){
'  e  n i lPo ten t .

b )

T n  =  1 r o  " ' " 1 n

15. TBOREI,IA

Imp t i ca ! i a  i nve rs i : ' I n  p rezen t -a  une i  ra f i nd r i i  p r i n -



rr 
"tX") 

=rr,. (X)

1 6 .

sensul  d in

p t n .  i > h + ! .

ex is tS :

incluziune) ,

Hurewicz:

A = Tn*r(B

Notdm: K(n ,n+r) = l(

2 6

4 1 . 1 .

Q ' E ' D '

tx.,pt) -t = (f ,$) o n-echiva*1en!5 (tn

. Fie de asemeni: lTi X = '|T; 
B = O )

= 'S gi  cu I  idealul  augmentdr i i - ,

c ipale 1a pasul  n,  t recerea de la Xr- ,  Ia X. se face pr ln lnter-

mediul unul $ir f lnit de fibrdri principale de tipultK(t.",)-tF- 4-=B

caz ln care se poate constata uFor (demonstratia identic6. cu cea

a Cor.13) cd propr ietatea bazei :  "  , f l$ acf ioneaz5. ni lpotent pe

f i ' 'F "  se t ransmite spal iu lu i  total ,  t 'TnE acf ioneazd ni lpotent pe

f tnE . " .  Deoarece,  la  p r imu l  p&sr  B  =  X6-1  g i  Thq,^ - )  =O ,

in f inal vom avea cd rq(X.,)  =I I^(X) acl ioneazd ni lpotent pe

LEMA: FiE

L t J ,  p . + 0 4 ) , n 7 / Z

Notincl, fr4 (X,tt)

DSmr: Avem: Ii (B , X)

f ibrare principal5.;

n-echivalentd;

,a z I. '  k.n l**  \ 1 r

r  i  Eh (consider ind.  f  ca

< t\ r Si izomorfismulH r ( a , X )  = Q

K(A,r^,)
1,

q 2 L

I1
+ , 8

1 e
1 e
Ker^ 

1

= 0
, i

.J-o,x) /  I 'Tn*r(B ,  X) +t Hn. r-(g ,X)

si,  ca de obicei '  pte Sf +t +- 'Kt 1i

I

f ibrarea universal5 (punctul bazl drn A e drumul constant) si l

-  1  t h + l  1 ,
e h * , . . t  \ \ i A )  e l e m e n t u l  u n i v e r s a l .

y-r -  e Hon.  (Hn*, le ,X) ,4)  *  gn+t(BrX )A) gi  vom luat

c f  . t h . c las i f i ca re  0 .1 ,  k  ,  (e , x ;  - ,  lK ,  1 t )  
as t fe l  l nc i t

l$(.oruje i- in*t(B,X;A) sE se corespunia.,  pr in izomorf ismui de mai

sus, cu t(- t  .  Avem:

I

I

I
I
I
I
i
t

,.1. ,
I

I
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Hr,*,tB,X) k* n Hn.on ( K ,, ft)
\  - / ,

\-r 
-\ 

Ar' \_r

-ri-r,ontB,x) ig*
y J  k I  oHn.r (8, X)

' [ fv ,* r (o,pt)

s J v
\-)n*,' (K.,pt1

deci  Si :

,  de unde girul exact:

K

-q-

t i
3

fr

( 
1 

indusd de k)

(?nX inc lusd ae k1X )

J--"*11

$x) D -> Ti*r(B,$ Lnn(X,1t) It 'nn(B,tt) --1Q

Compunerea:

rri(B,X) + ri; (E. ,Xx -rr-) \rt-, (xo sL) B> T;-n(-Q-)

p.44i-443,  A. . .  n ' ;  (8,) ' . )  ->-{ t i - r ( - : r - )

exemplu pe calea lndicatd' la pagina aminti-

de f i ne$ te '  ca  i n

g i  de  ve r i f i cd  uSor

1,"1
(de

(x) 0 -> T'Tnor(B,X) - ' I {hor(B,X) !{ '  T* ' (K ,} t )  - 'o

ln diagrama comutativS:

-f> :==*._-_ A

i l  l i
X,<Jr- X' " 

a

t \  |  .2, ' '  h
X '  *  '  B

r T '
avem in p]-us, K t =1"-O , iar incluziunea -fL t+* X< Sl-

_  : f  \  t . t '  \  -  v  _ > X * _ e * p r i ne datd de 
l t * )  

=  ( \> t  ,w )  .  Def in im sect iunea:  S:  f i

s(xl  =(x,  t t )  9i  avem: TrXs =r4 .  Punlnd q = 
- l  

s
o \

a v e m 3  q q  - - t
t l  I

Retinein girul exact:
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r ' ?
td din l t t  )  ant icomutat iv i tatea diagramei:

.  L - J

> 2 Tc-^(X)
txxx)

rt; (B

A I
1T i-

,X)

^ (o-1

precum gi comutativitatea in

n ̂ (Xx -n-)
) \

T(h*{CE ,Xx -o-)

1r It
T^*, (B,X) k.* o

(X * xN)

(X) .  g i  (xx*x)

AdS.ugind (xx)

I q.l, l+
_--*> Ti -,(L)

l *

d.iaqrama:

?n -sr-

-k#

-::-->

" ri,.,( Jr)

5 \ )
1[r.+r t9 ,-u)

sl t*' t [u*r(K,?t)

t\
---->Tr.,(B) -+, Q

1,p

I

da,:: 0 -> i ' nr*, (B,X) ->1I6a1(B,X) !r Th (J)-) ->

9i (xxx) obf inem:

ts-t T,,(g) ---o ot)

$

de unde (alerglnd pe diagrams.) : 
fu 

surjecl ie, 9i ku" 
X* 

=T' k"n{4

(ln dimensiunea n) . Faptul ci 
X# .T; X * Ti L e i zq

pentru u ( n rezultd ugor observind cd. q e de asemeni n-echivalen-

!5,  g i  cu aceasta demonstral ia lemei se incheie.

Dem. :  impl ical ie i  d i recte de la b) .  Fie Xn^. t*  t  X n- a

p a s u l  n  d i n  T P  ( r , ; ? - ) .  L u 1 n d  1 n  l e m a  p r e c e d e n t i  X  = X n

gi,  pentru lnceput,  $ = 
fn 

se constatS. imediat  c5.  apl icarea ei

iteratd e pos:-b:-l i l , aln.i d.rept rezultat diagrama comutativd:
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X; Xl +- Xl

Xn-^
I n

in care t  
1, 

sint f ibrari  pr incipal-b de trp ( ' r^) 9i  
3t . ,  " t ;r '

n-echivalenler iar in plus ( in dimensiune n): kenbJf =lt ' i inX*-I" ' r fnX

deci luind' r suficient de mare (din nilpotenfd) 1f" 
va fi o echi-

r - 1  t  . .  .  , v
va len ld  s labd ,  $ i  dec i ,  c f  .  Co r .24  c l i n  L t J  n .405 ,  o  ech i va len t5 "  omo;

topic6, ceea ce incheie demonstral ia teoremei

RevSzind demonstra l ia  lemei  precedente,  putem prec iza f ibra

clpale x; -+'-t x;t ca f i ind K (Ai,h)

cu Ai  = I t -o ' rnX l \ *  Tn X .
V

In concluz ie,  aat  t i ind sPal iu l  '

r . f i r r l r .d , r - t  or inc ipa l  la  f iecare pas n,  apoi '  renumerot ln fupat i j le

x;'-t . !

1?' -n
Xn <,

unde:

il K(ri*,hx) c--, X**oTe:" 1,.

e f ibrare PrinciPald

i i )  o {  <P : }  na  (  np

sr mul l imi le \< \  r ,4=r^ ' \

s in t  f in i te ,  V  ^

1L',

}--

:

l v
(arLZ ^a<*L
-/' I

/ / '  l I ' ,-..-_ 
{r I (+f

f--'.--* X ,
t o r  

' o (

i i i) i f* e de- tiPul A.(vnX-) n t r u  h o t = L g i  de

{ t - ^  r S X l l ' ' r r " X  - p " n t r l ,  ! * = n ) 2 2f i n r r t  l -  
' t ( n A /  l  

'  , ' "  t \  p W  '

iv)  pent: iu or ice n e 0J existd o(6€ /?V 3'1 '  0(> DI '^  :>. td. :

v i', ",, Xot
n-echivalenld (ceea ce implicS in particular c5' aplicatia A. * tg

e  ech iva lengE orno top lc5  -  vez i  l t j  n '438-439)

rurnur i le c1e apl ical i i  

-  

{Xn' ,^ 

'+=---D*^t  
X*\*a* cu propr ie-

t 5 ! i 1 e i ) - i i } v o r f i n u m i t e n p r i n a n a 1 o g i e , t @ ( t t t ) .
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Observatl i le precedente spun cd: orice spatiu ni lp'otent se poate

_cqnsLru i ,  pr in  t recerea la  l imj - td  pro iect ivSr_dint r -un turn n i lPptent '

un punct ,  pr in  procedeul  " f ibrare pr inc ipa lS de t lp  ( r f ,n)  - "  (cu l i -

abel ian) "dimensiunea" n a f ibrei  f i ind cresc5toare gt  exist lnd un

num6r f in i t  de pagi  pentru f iecare "dimenslune"
1 v  Q a + "  v  )

s i  invers:  aat  un turn ni tpotent t  X1+r i> 
Ad )  d € A/ ,

v 
L'ry Xr(. , X e un spagiu nilpotent (se aratd lntii induc-notind A = '

; " ro " i ' aTor . ; ,  " ,  
X* "  n i rpo ten t ,  Vx  ,  apo i  se  fo loses te

r a
din nou I  r  i  p .438-439 pentru a conc lude n i lpoten la tu i  X ) .

t \ -
6 J

Din aceste motive, de acum lnainte ne vom simti lndreptdtigi

g-e ldegliEig4n, . mcdulo aceste consideral i i ,  nol iuni le de ' ispafl.q

n i l -potent"  $ i  
t ' turn n i l -potent" .

La un moment daL, va f i  convenabil sd imgunem spali i lor cu

care lucrdm anurnite condil i i  de f initudine. Pentru inceput, citeva

pre l imlnar i i  de naturd a lgebr icd.

Dacd A e, :un grup abel ianr  vof i l  spune,  pr in  abuz,  cd

di*eSt-i-(sau cE A e de t iL.f i l i t  pqqte Q ) daca. Ji*qAoQ.(*.

O cl -asd de exemple o const i tu ie  grupur i le  f in i t  generate ( fdrd a

A
lnfe lege de a j .c i  va lob i l i ta tea rec iprocei ! )  oace .A=OAn e grup*

A n A
abelian graduat, spunem c5. t\  e de t ip f init  peste \r( dac5. F\n e

de t ip  f in i t  peste a ,  Vn.  Pentru Q.- "nut i i  vector ia le  (graduate)

nol iuni le se reduc la cele uzuale.

Dacd G e un grup, vom zlce c6.G e dq-t ip f in i t  peste Q (sau

v o m  s c r i e :  J t * q G  { . ^  )  d a c d  J  i o n A . A i ( G )  <  m  p e n t r u  o r i c e  i .

Dacd. G e abel ian,  regdsim not iunea introdusS. anter ior .

l '1  .  !emd;  F ie

i  r  I  l f
D a c d  d i m r - . f t .  d i m . . , H

l v  a  t v
v \

o *> A _rG +-r '- i  _r{- extensie abei iana.

{ a o rezu l tS . : C i * *G
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9g. : Consider5m diagrama comutativS:

1 8 .  c o r o l a r .  D a c d  G  e  n i l p o t e n t ,  t l i t t  C t  (  
" o  

A ' n ' J '

1 G =C,.^ lP= C(^-t t . . .  G$T, GLo) = C) 
-  

cu 1i  extensi i

centra le cu nucleu de t ip  f in i t  peste Q'

0

o

o

Plimbarea pe diagramfi. conduce rapid la concluzia cd sdgeata

AnC; - , r  - - -  KL  e  su r jec l i e .  T in tnd  conb  de  fap tu l  ca  A ,AAC, - . 'K ;

slnr abefiene , AimqA{ u, impl ie5. ,{ i r^OKi( oo .  Ada'usind si

ipoteza de inducl ie, din girul  or izontal infer ior rezulta Jrt4\ i tC)(*,

VL, .  de unde 1ema.

T ih (X ,  f i )  
e  d 'e  t i p  f i n i t  pes te  a '  !  n '  Cond i l i a  e  ev iden t

independentd de punctul bazd citd vreme rdmlnem ln aceeagi compo-

nentd conexd prin arce , si poate fi extinsd imediat la cazul ne-

conex impunlnd-o pe fiecare component5'

L 9 .

a )

b )

c )

Teoremd:  F ie x  un snal iu  n i lpotent .  Avem echiva lente le

X e de t iP f ini t

H * i X , Q )  e

H x ( X , a )  &

pes te  Q ;

de  t i p  f i n i t  Pos te  Q ;

de  t i p  f i n i t  Pes te  Q .

9n spatiu punctat X se va numi de tip f-init p-egte Q dacl
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pem.: b) gc) [ - tx(X)Q) ,^-Horqe(\- \x(Xia),  Q)
\ /

{ t - )9c;  .  Considerdm turnul  n l lpotent al  spal iu lu i  X.  Cf .observaf ieJ.

i l i )  ce  rezu l t5 .  d in  Th .15 ,  vom avear  / ; *Ut i -n (oo :  ,  pent ru  o r ice  o( .

Vom ardta,  induct lv,  cd f iecare spal iu X; 

- 'sat isface 

condi l ia c)  .

Pasul  de induct ie e asigurat  de? .

20. Lerna: Fie F -'rt +r B o fibrare orientabilx (coefi-

c ieng i i  Q ) . , .DacE F\x (A iA ;  e i  H* ( f - lq )  s tn r  de  r ip  r in i r

atunci  HxtE )0)  e de t ip f  in l r  (pesre 9)  .

pem.: rn sirur spectral t LZ-\-\nbO$f , deci

e de t ip  f in i t  ( In  rapor t  cu graduarea

Rezult i  cd. E* ,  el  decj- F\*E ",  e de

gi H'n b de tip finit peste Q , f i abelian cu

Arunci \-t" E e de tlp f inir pesre a .

P . *1 . :  p rop .1 .7  as isurd  cd :  p1x  (K( f l ,h )  )Q)  ^ , ,

X"(H" ( \ { t r ,n ) ,Q) '  dar  f - \n (K(o ,n) ,Q) - ! \ " * * (noQ 
rQ) ,  p€  de  o

parte, Si impl icr. f ia evrdentS.: .{ i .*V < Do + X,.tV1

de t ip f  ini t  peste q ,  p€ d.e altd parte, f  ac posibi ld apl icarea

Lemei  20.  Odatd cu 'aceasta se inc! ,e ie  g i  inducf ia .  Pentru a lncheia

impl ica l ia  :  "a)  =7 c)  "  vom l ine cont  g i  de obs. iv) ,  precum gi  de

urmdtoarele fapte standard:

Daca.  + :  X- rY e h -echivalentd. (vom spune uneori,
r - l

n :echival.enti l ir r lx 'r ) atunci ) f [ (rtr.l- ,.

whi tehea<i  p .3e9)  
i  

e  n-echiva- ien ia  in  l - \ * .  ( i .e .  ' { .n , t i l ; \X, } )  - t l \ i ( ' f  p)

e izo perr t ru  i  <n g i  ep i  pent ru i  =n ) . ' ;

t  e  1 1 e - q l 1 i - v - a l - e n t E - i 1 1  T I o ( ' , Q , )  ( i . e . :  { n 6 , d  r\  *  \ l F -

.  {n  g i  ep i  pent ru  i  :h  r  c i td

rorala, E)

ti.p f i.ni t.-
Stt=x

Ez
Fsf,'' 2- ) .

2 i .  C c r o l a r .  F i e K(n,n) c-,L +* B o f lbrare pr incipalS

J  i *qn  (  oo

pentru a prec iza,  r l

r, ( XioQ *>r1(Y)oQ e i zo pentru

. :  I



3 3

vreme T^(X) si rr,,(Y) srnt

f  e  n-echiva lentd ln

Folos ind

deci

r  r r h a + r ( X u ) & \  {  " , , eimpl ical ia a) *c)  avem: 4 i -e f l

J ir^ L^i"t ': < o,. ln particular , ,| mO f rn Jn,.* n (

ab-eliene) ;

( /i*ot{i;"
Pentru a ardt 'a cd

I  F O'hot  '
9 i  d e c i z  d i m q  t - h x + L  <  c a  .

r r ; (Xaar)  e  de t ip  f in i t r  n€ rezum5m

Hnt ;o)  )  i .e . '  {o '  Hz(X;Q) -+\- \ r (X;Q)

e izo pentru i { vr gi ePi Pentru L

f  e n-ecrrivarentd rn !t1:i9,) ( i .e.:

.e izo pentru i  <6 gi  mono pentru i  :h )  .

c)  =+ N Consider lnd din nou turnul  n i lpotent al  lu i  Xr vd
w

f i  evident suf ic ient  sd ardtdm cd Xo( e de t ip f in i t  peste a t

pentru or j -ce o( .  Dacd Xr(  e In aceste condi l i i ,  ln f ibrarea:

K((,r,,na) .-, Xn*. ?ar'> X 
"(

F D,h* - L?'n* = Hno tK (*r,n",) ) e) - Ho*q(.o* sq ,Q)- t * * t

Ar5.t irrd deci 
- 

Ji*Ut?"i. a co va rezurtd. /,*^rr" ( *

A v e m ,  { o * ^ , Y . * t X 4 * t  
t  h * - e c h i v a l e n f d  I n  T { X  ,  d u p d  c u m

rezut td d in de,nonstra l ia rh. lsb) ,  deci ,  
f ; ' t  Hnn[ io*niQ) * ] in*  tX;Q)

dec i ,  d in  ipo teze  i  d , , *nHn*(X** r  )a )  <  c$  ,  ln  par t i cu la r :

Ji*O E?n,{ { ob .3or,"ia"ram eirul exact i

o -, LTd -' t;:1 UL,t*in**, -,o

numa i  l a  cazu r i l e :  i  ;  ha  , i : - h r (+ l -  ,  l n  ce le la l t e  cazu r j -  av ind

i zomor f i sm ( i ndus  de  
| *+ t  

)  cu  T f ; (Xx )  .  Dacd  ha )  L  ,  avem

urmdto ru l  g i r  exac t  (g rupu r i  abe l i ene ) :

{ 'r -')(P**&, r- . .(-xo) \rr, $ri-1*(X**^)9@' rhd(xd) 70D *) (.. \X*v  '  " h t t t  - " * *  t '  h r ( * i  -  o '  '  d ,

= h  I  i
.  Q r (

L\d tx;O) <J "--H'(x 
;Q)

avem3
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l a :

1 in^+.1 [X* )  d ,e  t ip  f in i t  imp l lcd  ev ident :  T l r , *+ [ (X** , )

de t ip f in i t ,  de asemenea: f ;oq de t ip f in i t  inpl icd l* i# de

t lp f in i t .  rn s i ru l  exactr  0 *  l . j f  -> ' I [*^0(**^)  * t  nnn(X*) - 'O

grupirr i le de la extremitSl i  s int  de t ip f in i t ,  deci  g i  nnn(Xn*r)

rezul td de t , ip f in i t .

In cazul  nn = t  ,  g i ru l  de omotopie a1 f ibrdr i i  se reduce

O -',6* -.. va(X*on) (|t-r.f, n.( X*) -t !, . co ajutorul Le-

mei L7 obt inem concluzia dor i td gi  In acest caz I  g i  demonstrat ia

T h . 1 9  i a  s f i r g i t .

Convenj-nd s5. spunem cd un turn nilpotent e de tip finit dacd
t .din^*rroa4. oq , Y q r s€ constatd c5. am demonstrat acum la urmd

gi c i :  dacd turnul  e de t ip f in i t " ,  spal iu i  asociat  e de t ip f in i t ;

rec ip roc ,  in  cursu l  dem.Th. lg  a )  +  c )  am observa t  c5 . :  dac i  spa t iu l

e de t ip f in i t ,  atunci  turnul  e de t ip f in i t ,  ceea ce face ca sd

putem ident i f ica spat l i le j ; i  turnur i le de t ip f i .n i ! .

In  f ina l  vom expl ica rnodul  !n  care.  se poate face o

rg.  p l tnc iPg]-d"  pe+tru apl icat i i le  ln t re  spal i i  n i lpotente.

.  F ie deci  X lLr  Xf  o asemenea apl icaf ie.  Relulnd termino-

logia gi  notal i i le anter ioare ( toate construcl i i le relat ive la K

vor fi accentuare cu ' ) r s€ gtie cE putem scrie, y = 
b txh Yn-.rx'i

j - .e. 
V,- '  tn = t 'n,V" $i:  tr1nth = t;  Y 

(de exemplu
r - l
L5 I  

p .4B) .  Vom cons j .dera  tu rnur iLe  n i lpo ten te  asoc ia te  spat i i lo r ,

p5.str ind notat i i le introcluse dup5. Th.15 gi  presupunind tn 'p lus
. l

n d = htot  ,  V *  
' ,  

ceea ce evident nu introduce restr ic l i i .

" raf i-na-

2 2 .

d . )

b )

c )

TeoremS.:  Ex is td X * -L' X/", a . i . 3

, l t  f .  , i

Y'*. ?qr r = i 'u,iu \ '*or
r r  O  r l
Y.*n  t . * * t  =  \U*^Y

i e s t r i c l i i I e ,  
'  
q ,
l J r  r
t ' "  '

, l< (ra.,tnoJ-_', K (5i ,h o,) stnt



G = rrnX Yt*rr?-{X' =Gl

Pretenl ia  c)  rezul td  d in  comutat iv i td t i le :

K CAd+r (G ) ., t) <-. (tGu*' , L) t{tc{, r)

3 5

lnduse de morfisme: Tfo( -t-tfi dupd cum urmeaz6'z

daca ho, = L (vezi obs.i ir) ,  A;(r iaX ) -) A; (rra X')

inci-us de Yft , T^ X *'' 11 (

-  -dacE hr(  = h 7 L (vez i  idem) :

e inclus de 
Y* 

, T", X -* rrn Xr

l*1n,.X / !t. nn1 *, f '-J nnX' I L't .(nX/

Dem.:  Procedind ca ln  demonstrat ia  lu i 2 . 1 5  a )  ,  v o m '  c o n s i -

induse de morfi-s-dera

mele :

Xx = Ktcd,,t) *'.-' K(G'u, r) = X'"a
G* _-, ql< provenind din:

%*n I
K tAn*n (G'), ,1) c--s

fdc lnd ident i f icdr i le  de cuv i in td

T r e c l n d  l a  h o ( = n \ ? -  ,

de urmdtoarea:

ca ln demonstratia

pasuJ- lnductiv va

%*, I
K (cd * t , ! )

l u i  0  . 4 .

f i  procurat

txl, lt) {' [or, *t;
comutativd:Dat5.

x/
u'{ t

b

2 3 ,  L e m S :

ln  cond i t i i l e  d in  l ema  2 .16 . f i ind diagrama

Fle f i ,pt) 
'  
+ (8,1t) ei

X l"->

V a ,  g r

( r e l u l n d  g i  c o n c l u z i i l e  l e m e i  2 . 1 6 )  e x i s t 6 ,  
% * * " L  

- t ? l  a ' i ' :

a l Y o i = 1 '  Y * * u  ; b )  { " * * ^ } = t t Y ^
c) V*... K(A,n) -rKtA',v,). incc-us de A =nn*n(t'1Xli; - 

l'* 'rf6*nt8r'f,'ll =R'
\d .+ i  

,4)  -> N\n rh)  e  l r l (au= Lrc 
{ I . (h+r(B,x)  i l . r * ,

(ca In  c lernonst : :a1. ia  lemei  2 .L6) ,  indus ia  r tnd-u i  sdu de



tltk : Trh+{(B ,x) * rh*,,tB'x')

Dem.:  Pd.st r lnd toate notat l l le

considerdm d.iagrama:

i  i nd , *s
(unde (Y, OGn modul

l r (
descr is mai sus la c)  )  .

tocmai

3 6

din demonstratJ.a lemei 2.L6

, , % - =( B , X )

rx )  k |
v  (y ,

( <tn,,.*.),lt) Y"

(B' , x')
,f k,

( K(A',^*D , pt)

Comutativitatea se verif icd arStlnd

induce ln mod naturaL rrn morfism lntre fibrdri le uni-

A  > r d

ce: tf*" kJ* (u,,.J = (kr. y+)* (,r h.t

1
e

Ia
\
U

un,ile sdgeata -Cf --o d-

ceaa ce descriat,t in enunt

p c t .  c ) .
q -g{- El
r _ t
[ -f*- g/

ca morfi.s'rnul (-XXl sI fie transportat

-.EL
I

I\,/

v
o, I
l , i

3

f

- -\ -Ct-

I
t -

\ p .  v
t c ( tL -  s  I

L '

i  n f
l t 7

J . / .  V  I

*-)*-> El

= to 
- tY,.)4 e H.* (*'.*^(B , X) ,r(\" {(B', Xt) /Ii"- , (B', x'l);Sia;.;nr)

(unde, tY".)f,:  (r,rr(B,X) a Tn*rtB')X') i i  :  pr : Tin*.(Bf ,Xt) ---o nt ).

-
\V,

l o (

versa le :

Q{ X)

Pdtratul comutativ (*) permite

pe fibrdri le i-ncluse:

ix tz t r \
\r\ n -r\ 

I

c e e a  c e  a r a t d  a )  g i  c ) .



Restrlnglnd morfismul (XXX)

3 7

lncd odat5., obfinem:

X Y^-= X '

ij:rttB-+ x'lt
\ \  \  I  lnx,tli. vn * X/

ceea ce,$inlnd cont de def ln i t ia

apl ical . i i lor  I  Si  g '  ,  incheie

demonstratia lemej-.

Pentru a finaliza demonstratia

demonstral ie i  Lemei 16.

teoremei, urm5ri.m cu atenlie firul

3 .LOCAI.,TZAREA SPATITLOR Nf LPOTENTE

Un grup G se va numi 0-1oca1 d.n.dl

y -- .  Yh este bi jecf ie.
l l

I  ne lt l  ,  aplical ia:

t . Pjgoz.i$,ie

a)  F le  G un grup abel ian!  a tunc i :  g  este 0 - loce l  d 'n ;d .  G

G  , -  C  g * Q .

b) Fie:  o - ! r  Gl  L,  C +-Gt ' . . ' {  o extensie centralS; atuncl :

dac5. dou5. grupur i  s lnt  0-1oca1e, gi  a1 t re i lea este 0-1oca1.

.)  FiS girul  exact arbi t rar :  !  -7 G, '  - -G *-+G"--o U i

daca G e nilpotentr afirmalia precedentS, se mentine.

d) Fie:  G 5&'- ;  aacd grupur i le s lnt  Q- locale,  atunci

Ko.  n  ,1*  x s tn t  [ ) -1oca le .

e )  F ie  G n i lpo ten t ;  a tunc i :  G es te  0  - toca t  d .n .d .  to f i

abeL ian iza l i i  s in t  \  - "pu t i i  ' rec to r ia le  d , .n .d  I  b - tA**so(* t - t r ( * -+ !

u  =  O , . . . r h  - i  ,  u n  S i r  d e  e x t e n s i i  c e n t r a i e  c u :  f r o  = O . f f "  = G

I

este

Lzoz

snat iu vector iaL d.n.d.  apl icaf , is-Sglrenice .--> qe! ) d5__un



e )

pe

Un spa9iu ni lpotent X se va ngpi Q-sp?!iu dac5. foX este
I

grup Q- tocat ,  U q>{  .  Dupd Prop.1,  apar  ca a l ternat ive pos ib i le  g i

3 8

91 A*  A - "nut l l  vector ia le ,Vq .

99.:  SJ.ngurele af i rmat i i  netr lv iaLe slnt  c)  g l
r - l

i m p l i c a t i e  ( c o m p a r d  c u  
[ 3 J  f  . 1 9 ,  C o r . 2 . 5  g i  p . 2 0  T } ; r , 2 . 7 )

propunem a le admite

o
A
{ . \ b (

unde V

prima

care .  ne

urmS.toarele def ini l i i  ech[valente: *1X sint Q-spa3.i i  vectoriale

1 >rL gi abel ianizal l i  lui  rrr  X sint Q. -"p"t i i  vectoriale

d.n.d. *f  X slnt Q -"n.! i i  vectorj .ale (pe scurt:  0. -  s..r .  )  ,

pent ru 
1>,^ ,  

S i  f . tX se incadreazd ln t r -un g i r  de extens i i  cent ra-

I e :

* A *  - a f o ( + L - + T t a * t ,  d : 6 r . . . t ? . - l  1 i  ;  1 T o = O , T n  = f f ^ X ,

f i i n c l  Q - s . . r . , Y o t .

O clasd i rnediatd de exemple o const i tu ie spal i i le K(V,n)

e s t e '  Q  - " . r .

2 .  Coro la r

Dacd

Fie f ibrarea de spat i i  n i lpotente:

douS dintre ele s int  Q -  
" t .  

,  atunci

F . L E  + ' B
g i  a l  t r e i l e a  e s t e  Q  - . ? .

g l

reg.
a )  F , B  Q - t t .  = > t  Q  * ' r "
Din girul exact de omotopie al f ibrdri i avem:

0 -" \'")6 --.+T^F "3-r\";4 -+ O (r, >, z)
rezu l td  d in  1  c ) ,  d )  cd  l " r l#  es te  Q- . . . r .

considerdm: 0 *' \r" C 4 
-u f,u,E Jf, l* p{ = k * )^ *> O

deci rezultd f^E Q - t .u. din 1. c) ,  d) ,  pentru h V 2-

cazui n : I averri, {O *ri*} --?vaF :fl" ],n e4 -' L

I *. \n^i4 * Tt^L *r TrB -2 L .  Din primul gj-r  rezult i , :
I  / - \  - r  n
I n ^  L t t  , . , 1 - r o c a I ,  i a r  d i h  a I  d o i l e a :  T ^ L  Q - t o c a t  ( 1 . c )  , d )  )

1l

g i

In

g i



3 9

( - ( r \ T \
b )  t r , L  Q - s ? .  +  6

Conside::5.m giruri le exacte:

Q  - ' ? '
0 .-, [' ip *, Tn€ ?t, l^ l# -'O

0 *, l* p4 -> rrnB \ l.^) --', )-

de unde reiese perfect  analog, l t r . rB $- locatr  pentru .^ 7rL .

r n  c a z u l  n : !  a v e m .  {  * ' \ v ^ c 4  - r T ^ E  * T t B - > { r d e c i  g i  T , f B  e s t e

0  - l o c a l .  
'

Opr im aic l  i lustrarea demonstrat ie i .

3 .  C o r o l a r . F ie f ibrarea

Q -spal iu ;cu  f  Q , - t . n .  9 i  ?

este

pt i r . ip. ra K(Tf ,n) .  >[  -  uB

atuncl  E este Q -spaf lu .

\ /
-> '[ . Atunci sint echi.ralente:
* t l  \ l  n  f X

,  t l ,  V  t { - spa t iu l  z i  b )  - ' t  
.  

e . i zomor -

. f+ .e izomorf ism tn omologj -e raf ior la ld .
t-

c u  a )  d . n . d  b ) .

Ao, dat impreund cu o apl ical ie 
t  

. .  X - t  Xo (apl icaf ia de local i -

zare) care au urmdtoarea propr ietate de universal i tate:  !  Y 0.- . f  .

arbitrar, apl-icafia -i-ndusi de f la nivel-ul mull imilor de clase de

^ - - ! - ' - ' -  '  f  v  \ l  # [ X . Y ] .  o  b i j e c l i e .  A c e a s t a  s e  l n t r m p l d  d . n . d .omoropl_e: [_A r

V X,  X  - rY  ,  I  t  
:  X" - iY ,un ic  p tnd  la  omotop ie ,  a . l . :  

X"  |  
' -  

X
(ap l i cag i i  omo tope) .

Dem. :  Coro la ru l  p receden t  g i  co ro l -a ru l  2 . I3 .

V \./Se  observd  cd  dacd  X ,Y  s in t  Q-spaE i i ,  a tunc i  A*  1
n(d  -spaf iu .  Ca de obice i  to tu l  se ln t impl5 pe componente

Se nume;te lcggflzere-q gpaliului ni lpotent Xr un Q -spag.iu

Se observd d in def in i t ie  cd or ice doud tocal izdr i  s ln t .  echi -

valente omotopic

4 .  T e o r e m E .  F i e  l .  X
n r'la) LX.zl *L LX

f ism ln  coomologie rat io+915;  c)

Dem.: Ne rnul tumim doar



4 0

a) E+ b)

DacE L = KIQ ,.) avem:

Y.Ks\a,^)l 
* 

[x,-!] ̂ tl

H"tY;U) _J:-" F\"(X;Q)
unde izomorf ismel-e ver t ica le s ln t  ce le d in  paragrafu l  0 '

b)  + a)  presupunem 
{*  

izomorf ism ln  coomol6gie ra l ional5

$i ,r"  V- un Q -spagiu. Considerem T 'N '  al  fui  Z 3

[K(.rn,n*)--r Z*nnlg. '  Z*],ut r le 1t X - '7 '  Yom nota cu 
Jx

compunerea 
t"" 1 

Avem urmdtoarea diagramS.comutativd (din ipoteza

, , ,  Aa+u A.  de ind-uc l ie ,  deoarece Z. '  =  
t t  )

A *- - )  adt t

f ,\ \1* I n 
rrebuie s5 ridic5rn pe 

{o 
ra

+ i  \  & f " r + \  -  , Y - r L ^ , . a s r f e t  r n c i r :
v  qn)  ) ' ' "  Xu 'n r  

!  ' -d* r  - "

Y --ds]+ t"< 
f *rr = 

{nn"" I r

Tin ind cont  de observa l i i le  ce rezul ta  d in  Th .2 . I5  s i  de

faptur cd dacd un 1T -modur A este \  -" . t .  atunci t 'h cste

&,  - " . t . ,  g i  de ipoteza asupra ru i  Z  rezu l t5 :  I f *  
3 . : " ' t '

obsrruc!5-a la cele de trebuinf i  Fte in Ho**tt f  rX'rn*)

care este nul din ipoteza asupra lui  
ln

Mai mult:  or ice doud r idicdri  cu proprietdl i le cerute slnt

omotope deoarece obstrucf, . ia omotopiei lor std ln f{^otY, X id*) =0

( 0 . 3 ) .

t,

,l
i,

. t

Putem def in i :
0 ,

p r i n : 4  = \ i r n- l ?
I

! o '

rn f  inal avem: 4 ' !  sr q ,
d t d

incluziune am introd'us o comutativitate

Unicitatea onc+-cPic5 a lui s
d

0
deoarece considerind + ca

I

omotopicS..

rezul - t5  Cin constr ' ;c t ie .

I  ,  Y  - '  ( , *  Vn-L



4 t

Corolar

induce

\

[ 1 "

Fie IT grup abelian; atunci apllcalia canonic5 rr*>rrq9Q

K(rr , " )  - 'K( . ,oQ,n)  '  care este ]oca l izare '

Peg. ,  teorema precedentd g i  propozi l la  L '7 '

6.  Lema:  F ie d iagrama

T
K(rr, n) -Jr--' K(rr" ,n;

comutativ5. (f ibrdri principale) :
r f

Dacd I  
g i  

] ,  
s in t  loca l i zdr i '  rezu l td

=
L  l o c a l i z a r e .
\T

E
? [. B

Dem.r  f  o  rezu l t6  Q - "p" t iu  d in  Cor .3 .  Mor f i smul  indus  ln t re

girur i le spectraie a1e f ibrdr i lor  (coef iCienf i  Q )" t*  'propr ietdl i le:

f  
o , t  

T ' *  e  1 z . o  s i :  [ ' t ' o  -  f  
' (  

e  ! z o ,  d e c i ,  f o l o s i n d  d : . n
l i =  +  e i z o  s i 3  i r .  = f

nou una dj-n implicalii1e din teorema de comparare din L4 rezultd'

t_^  = x*  Lzo.  T in ind cont  de Th.4,  lema rezul td . .
T bo ''1

T
t  2 E o

0  $ t
t > 8 .

7 . Leq-q: Fie: K (n,n) <--t E- +tB o f ibrare principald si

B -*-rB- local izare.  Existd atunci  o f ibrare pr incipal6

K(IieQ,r,) *'Lo

K ( n , n )
t
E

I t
B

X 
sd  f ie  loca l i zare ,

raorfismul canonic 1T

Delndatd ce

vo r  rezu l ta

J3 Bo,

:!--,

-{._t

iar apl ical ia lntre f ibre s5' f ie indusd de

_ > T r @ q .

vom construi d-iagrama comutatirrS-r rest 'u1

d i n  C o r . S  g i  l e m a  6 .

ln diagrama comutativS':

n ^ ' h
U g l l l  .

af i rmat i i lor

as t fe l  ,  ca  t

t<(n;a,t )
Eo

d"?"L
#
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I

Fie: B -5-'K(rr,n+L)

t  f t ind  LocaL izare ,  95s im:  Bo

tiv5 ornotopic d.!-agrama :

ts -|_,

k \ .  l , k "V t

K(ri,n+t) jIL K(rr&e.,n+r)

cu ajutorul  cdreia inducem f ibrarea E. F= B. .

Rdrnlne sd construim apl ical ia 
1 

,E -> Lo

f  a s t f e l  i n c i t :  Q 1 . . .  = ; e . . .t :  X [K(n,n) 
--  'h '

Pentru aceasta sd considerdm f ibrdr i le 
? '  ,  t

k , " " [  9 i  . r , * * ' k  .

apl icat ia clasif iantd

- ko- 
rK (rroQ,,r+t) care

B o

a f ib rd r l i '

face comuta-

deasupra lui

induse de

K(rroq,n) :f(rreQ,n)
\ : l
{ r J-- L" unde

P'! -L, *j"
lr €B r- 3K(noQ,n*r;

..,nJ* Y(^,*) = Lx., cn*1. *)

I Lt,*n. k rezultd echival.enfa omotopicS. de

I t * , .o)=( f lx l  , - ;

C 6
Ktqn) : '  K(1oQ,n)

t
E- Y  { t t.'..+ L-Y T

Kt  r@Q
1\t
f{{
I
B

P s  [ p "
B -:- B'

Deoarece k"" I
f ibrdr i  lnduse:

i

I
t
I
I

I



N u  a v e m  a t u n c i  d e c l t  s d  d e f i n i m :  \ =  L " q . V  I  L - L -  r
/  ( \ 1

8. Teorem4 (de exlstentd a local . iz5^r i i )

or ice spat iu ni lpotent x admite o local izare .F:  X -> K.o
n

a. i . ,  
I  

ina,r" .  izomorf isme din f (*X)€Q in r i r (X")eQ =r i^(Ko),n)1,

\/
$ i :  (n  Xo s€  scr ie  ca  un  g i r  de  ex tens i l  cen t ra le :

A r A
Q - > 1 1 r a  * f d + t _ - 1 1 T ' 4 - .  I  t " \  A *  Q . - s . v . r o ( = O , . . . r b - L

$r-

T[o = O, or = TtlXo , a.?. A* * An*o(rr,,$) 6 Q r

Demonsjtratie:

Ex is tenl ia1 imediatS,  d j -n  apl icarea consecvent5.  a  lemei  7

9 i  f o los i rea  ech i ' . r a1en ! .e i  s ta -b l l i t e  I n  Th .4 ,  pun ind  {  
=  

i *?n
v  v  -  v  - - - L ^  r J -  m  r rcu 1u. .  x  x  _o A * ,o  ,  unde A(  f  ac par te  d in  T.N.  a l  lu i  x .

( ^
V

TrXo are propr ie tatea d in enun!  pr in  construct ie ,  iar  in

ceea ce privegte proprietatea pentru S. .,  h )r 2 r Voln considera a-

cele 
Jo 

cu h*7r2 .  Vom presupune,  i 'nduct iv t  (?*)pO id  :

- V  . ^ A  
- - Y  

o c11h^d&q-*tiht\f0q izomorfism, pentru orice n ) )- , $i va rezulta aceeagi-

propr ietate pentru 
Qn.r)g 

I  id ,  consider lnd morf ismul indus lntre

girur i le exacte de omotopie ale celor dou. i  f rbr5r i  (partea abel iand)

tensor iza t  cu  Q:

K(r,*,  h*) -> K(-rn oQ.,rooq)

\ t

4 3

Xo*r ,1s"t , Xr*r.o
I
.lt

A A , , O



r '  v  , . '  L :  l , X - + y  e9 .  Q g r o l a r .  F i e  A r I  s p a t i i  s i m p l e .  A t u n c j
I

cu propr ie td l i le  echiva lente d in teorema 4 d. ;n .d.  f  Lnduce izomorf is-

me rnrre, Tq (X) S Q
I t ' l

4 4

Den!.

Invers:  considerdm diagrama:

unde sdget i le vert j -cal  e s int  local i -

zdrL iar  c lasa de omotopj .e a lu i  
+.

e unic determin.a, Urn condll ia

ca diagrama sd fie omotopic comutativd (e

X
I
v

X"

cum sdget i le

ezultd +"

t :

Den!. a)

a )  $ a )

.  |  - ,

X t  ' - [
\ /' ' u { \

/ \

1 " 1 = l {
I Y

x 5" 'i
)* .-)
+ 1

{ ->) 
x

*4'
f

+b )  =+c )  c l a r .

Pentru aceaste folosim urmdtoarele diagrame:

[ " x " {  3  |

Dac5 ' f  e  ca  In  teorema 4 ,  lu5m Y $ tYr  loca l i zare  g i  teo-

r e m a . 4  i m p l i c 5 :  1 " L  e  l o c a l i z a r e  a  l u i  X .
d l

Din teorema 8 Sl  faptul  cd spal i l le s lnt  s imple rezul td

impl ical ia directd.

{ .  . ,  Y

-fu--- Y"

f ie ni. lpotente , caz !n care vom numi t" t
t -

suf i 'e ient  ca spat i i le

l o c a l i z a r e a  l u i  f ) .

Din ipotez5 rezul td cd f  e izo in l fx gi

vert icale s int  izomorf isme in ccomologia rat ionalS r

izomorf ism In coomologia rat ! -ona16.

1 0 .  T e o r e m a .  F i e  X ,  \  n i l p o t e n t e  9 i X--Y .
Atunci urm5.toareLe slnt echivalente:

a) 
+ 

e echivalentd omotopic5;

b)  \ *  "  
izomorf ism;

c )  
t * .  

l zomor f l sm;

d) Lf,zl-+!LY,?J penrru V t nilporent.

s a

I
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$i analoagele pentru 9.

, ,1  .

a )

b )

*  s . v .

H*E e  Q- . . . r .

gi ru l  spect ra l  de omoloql t '  a l  f ibrdr i i :

, Ht tr)) - Hf (E) oH1[F) este &.-".t.  pentru 
1t1 l O

va  f i  \  - " . n .  g i  dec i ,  cons ide r lnd  se r ia  de  compoz i f i e ;

C frHnE C .. .  c- FnHnE = H.oE cu faclarLzl ir i le succe5jr.rs

f L+-*  P'1

Q-" .V .  I  l nche iem demons t ra l i a ,

X-tx;r1H *tX ,21

Impllcalia c) * a) este replica !n coef Lctengt f l- a impli-

ca t ie i  c )  I  a )  d in  teorema 4 .

Pqcpo:zit iS
€.
H x ( K ( e , " )  r Z )

Fie: F ---E +-'B
'i-r

f ibrare or ientabi l5 9i  h\"8 ,

F *f Q - =..r. i atunci :

Dem.

b)  rn

HPtB
E d')'

oec l -  t  
h ,1

D  =  F " H " E

a)  In  genera l : n
e  ( d  - s . v .  d . n . d . -di*tx,Q1

e  i z o m o r f i s m ,  c o n f o r m  1 . a ) .

Procedind prin induclie putem presupune afirmalia adevdra-'

td  pentru n- I  (pentru n=l  a f i rmal ia  rezul td  d in  construc l ia  f " i  KIQ, l )

d a t 5 .  i n  c u r s u l  d e m . T h . 1 . 4 ) .

Morf ismul  Z. -*Q induce un morf ism ln t re g i rur i le  spectra le

cu coef ic ien l i  corespunzdtor i  a le  f ibrdr i i  un iversale de t ip  tQ,  ,n  -  L) .

Avind izomorf ism 1a E eq gi la L\r* ,  o teoremd de compa-

rare ne permi te s5.  incheiem demonstra l ia .

gbser .va l ie :  Af i rmagia a)  rdmine va labi ld ,  ln locuind pe Q

cu  un  e -s . v .  V  a rb i t ra r t  de  d imens iune  f i n i t d ,  i n  mod  ev iden t ;  l u l nd

apoi :  V e-s.v .  arb i t rar  g i  t rec lnd la  l imi td  dupd subspat i i le  de d i -

menSiune f in i t f l ,  rezul ta tu l  ineS se menl ine,  c€rea ce ne permi te s5 '

f ormulSm:
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L2. TeoremS.:F i e  X ' n i l p o t e n t .  A t u n c i :  X  Q - s P .  d . t l . d .

F*x Q-s .u .

Dern.:  Pentru impl ical ia dlrectd se lucreazH. induct iv pe T.N.

a l  l u i  X  f o l o s i n d  P r o p . l l .

pentru cealaltd implicalie vom proceda ln felul urmdtor:

Considerdm +, X + X" local i  zarea cu propr ietdl i le,  Xo

ni lpotent ,  , ro Xo O - local ,  Ttq X" O - lo" . r ,  V 1 .
I r r

Avem diagrama:

14

l r  / v  A fHx  \A  rg ,  )

It
. l

H*txl tx '
t\

H *tx")

-{g; Io(xo,e)

n
Rezult5t  tX izomorf isnn cu coef ic ient i  lntregi  Si  C.eci

f  echivalent5 omotopicd,  conform Th.10.

13. Cor-olar.  Fie X J s implu conexe punctate cu 0 -ce1ule

Dacd X ,  Y s int  q -spal i i  rezul td,  X.rY Q -spat iu (de t ip f in i t

p e s t e  Q ) .

Dem. :  Coro la ru l  2 .14  b)  a ra td  c5 .  X"Y r im ine  s imp lu  conex .

Deoarece fr*tx'.rv) * x *tx) oqx[Y ) , din teorema L2 rezults:
V \ /
XvY f {  -spa ! iu .  D in  teorema 2 . I9  rezu l td  g i  f in i tud inea pes te  Q.
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$  a .EXEMPLE

1. LemS: nie B un spal iu gi  f ie

lu i  zero. Fj-e: A *"8 +B f ibrarea

lul " fB ,\((q ,z*)J ̂ . ]-l'^(R ;Q)

-a- : - -A-

t = t
L  s > 9

t [  -  [ t
B -.^+ K(Q,zn)

u * Hzn (B iQ) nondj.vi zor aL

principal6. indus5. d.e

.  Atunci :

*

+-" H*tE) e i zo cu coeficienli ralionaliHx (B) / t.l*.t t.,l

Demonstrafle: Ardtdm lntti cd 1*ttr1 =O
I

grama comutativ5:

.  Avem dia-

-'.-

f (u) = gx ;x (t{ z.) =
l r

, \o ,n ,  { r ( r . r " "1, t

t"1* ( u 26)

= O

2', -t

f

Termenul Vy din girul  spectral

xg ;
aratd 1n felu1 urmdtor: ( HkSf-

rezu l - t d  d in  Th  .L .4  |  i a r

egali tatea lr,"( ' ' )  = u din

P r o p . 1 .  I  g i  C o r .  1 . 3 )

x
Avem de ardrar- i 'surj ittt"

-Ken f,eilnot (u)
t

t r v
Avem:  LL- -  LZn S l -

t r  _ v
LZn+t  -  LoQ

J.0.,

,lrn

Ln

( !  o L) =

t Lo t )  =

>  H X B

o  I  b a H x B

k l ) t [ ' o e , L  ,  t e H s B

Avem:

(x)
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f ident i f ic indu-ser  cd ln demonstrat ia .ProP. l  . I  r  cu3

*fill, = t'j '-'f1sE

-s ,L" t - [  .s r?-r . - l
L* = L Lr^t l . = k.n I d r" , HsB oqz'-!-c,- -, Ff-'. B\ = o

( * )  g i  i po teza  asPpra  l u i  q  ) ,

f '
p -  s u r ] e c F a e .

I

deci Ej = O pentru

apricali q: tX. tt) 
-&; tg, tt)

Exist i  atunci  o r id icare:

j . ; ' ' , ,
X -{-rg

astfer lncit ,{-  f  
surjecl ie

L ru. ?* 
- Kc* {( / u'Hxs

(pr in izomorf ismul din lema L).

pgrn: ,  
f * (U)=O 

impl icd . l (+)  =  O ,  dec i ,  dupd rh.0 '3 ,  ex is td

r id j -cared 9.  Restul  af i rmapi i lor  necesi t i  ra l ionamente de rut in5'

Un spaliu vectorj.al graduat $ = O 3" (peste un cojfp
hTrO

t pentru t,tl e S elemente omogene (unde

vom inlelege gra4ul elementelor omogene) '

astfel ae e-igeb5a-glgdgeie-tggta.r:Lgl (AG)

exemplu: coomologio spal i i lor) .  Un gir 'de

@ H?^-n-sr- -r t{sB}

i dea l  (u )  .

F ie ,  i n  p lus ,  da td

{ -  L*  su: : jec l ie .
\ r

L- {*tu1 = o

b.b '
pr ln I  I  am Inleles gi

Fie <1eci ?) o

(surs5. inepuizabi lS de

eLemerrte din 3r {! ,

utg =F;'=L:';

putem' scrie

(din ecual ia

t )0 ,  dec i

rar: ken p* = \* |  dzn t Ht-*B

gi din nou din ecualia (*) deducem: ker ?n'

2 .  LemS:

cu propr ietdi : Ie:

de caracteristicd 0, care va fi adesesl:i subin!-qles) I se va zLce

a lqebra  graouaca tnmurf ire asociativd , 3P OBlsEl -'BF"l
aLqebrd graduatd. dacd s-a dat o lnmulgirq asociatlva:

avlnd element Leturu te Go gi  comutat iv i l ln sens gr?duat)  -  1 '€ '

" '  ,  t l t n
se va zi-ce qlr regulqlgr dacS:
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l q ; l  >  o t i :

1 1 ;  €  I  I  i l e o ( ( o r r . . . " t i - r )  e  n o n l i * i . o n ' l  l q i  z e r o

( t  < i  ( r n )

(SE observd.m cd din condi l ia a doua rezul td [u; l  = 
1on ,  \  i  ) .

t* [*
f-Ku" fx
lat  ln

\-F;.='

\
4 ,  Corolgr:  Dacd / f

t)
t ip f in i t  peste Q, 

f  r t ,  este

r *
Dem. :  Evident,  t tn

. n
asigur6 cE 

"br" ,  
e  Q-sPal iu

P
rd  cE  | r "  e  l oca l i za re .

I

este ni lPotent iar

l o c a 1 l z a r e .

!  izom. in Hx

de t ip f in i t  Peste

B este Q-sp. de

) 
(,(, . cor .

^ ^rai l r 'n.  J "  *

t.
Q r

3 . 3

-- -- -t --- -
ir.:'J-9 rr-

(,

a.?. , - k.n tf *K.'[* iAui H*B

> i i c a l i a r  
{ ,  X  - > B  a s t f e l  c a :

sur jec l ie  S i :  
'

= i d e a l ( u r 1 . . . , i l * )  u n d e  ( * 1 , . . . , u ^ )  e g i r r e g u -
.9

H ^ ( B ) .

In  aaeste condi l i i ,  ex is td d iagrama comutat iv6:

/n
L

J/Iv\

:
I

f!

tr i.

e  e p i  ,  V i

I  P '
Bi -n

t Q , \ q l \ - l ' )  , V t

Pgg.:  Imediat6,  cu lemele precedente.

- {

v
, V ;

N :'  \  B o = B

- f i e  l "  t i t
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Gi :  Dacd X e n i lpotent  g i  dacd a lgebra H*(X;Q)

e r lber  generatd de d! r . . . ,dh ,  d ; ,€Hnt tX;Q)-LX, t ( (q ,n i l=L{ ; l  :

( i :e . ,  A f  (un i )  =  o ( i )  
- , '  a tunc i  ap l i ca l ia :

h'

x 9:r-'1.rr 
T R(Q rn,) este rocarizare

'  L = l

D-em.:  Ev identd,  fo los ind cr i ter iu l  coomologic  de local i -

zare d in Th ,  3 .4,  care de, : ,a l t fe l  va apare s is temat ic  in  paragrafu l

de  fagd .

V  4 Z n -  t
6. Exernplrg: A- = ) .  Slntem in condit i i le pre-

cedente i .  Ludm a€ Hzt  
t15a- t ' ,Q)  generator  9 i  avem3 : '

< 2 h - l  
l j  r ,  t A  . \  \  -  

i r y a r a'  r  J 'o KtR '4"-  I )  locai lzare

rLn-t
>-  f i ind  s imp lu ,  Th .3r8 .2)  permi te  sd  ca lcu l5ml

n; [Szn- t )gQ =
ne

7. Exemplu,: Fie X un H-spafiu conex cu omologia rationald

r 1
de t ip f in i r ,  Din Lt  l  p .267-269 rezul td c5.  s lntem !n oondi t i i le

din lema 5.  O clasi  part iculard de exempLe de acest t ip o const i -

tuie X=G grup Lie conex gi compact. In acest cazt faptul cd dim

di*qH{(C ;Q)<ro excrude prezenla :creneratorilor po-lioomiali

(de gra<l par) pentru alsebra H*(C )Q) .

8. gxgmpJ,u: Pentru un astfel de grupr s€ poate arata exis-

t e n ! a u n u i s p a ! r u c i a s i f J a n t . . . B 6 , a u n B i f i b r 5 r i p r i . n c i p a l e u n i -

versale G ,-, t {- B C 
(unde de d,lta aceasta "principa16" i

se citegte ln sensu"l- f-J-b,rdri lor cu grup structuraL G) cu proprj-e-

,  Zr^,-L

st

\ 0  ,  L =

lo  ,  r .
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tatea cd spaliul total L e contractibil- 91 cu proprietatea cdr

pentru orice CW -"pu!iu B, aplicafia: Lt,S * BCJ -4 .[*C0

( f ibrarea indusd peste B) stabl legte o corespondenld bi ject iv l

intre clasele de omotopie de apl ical i i  La ,BOl g i  c lase le

de izomorf ism de f lbr i r i  pr incipale cu grup.G peste B. (Compard

cu construcli i Ie d.in I t] , f icute pentru cazul grupuri. lor clasice

1 1  _ .
s a u  v e z i  L 2 0  I  p . 3 9 - 5 7 ) .

Ca o pr-im5. proprietate, af irmdm cd f ibrarea univer'salE e

@. G f i ind coh€x r  reautLd B6 simplu conex ,  9 i

deci  or ientabi l i tatea f ibrdr i i .  Pe de o parte,  ra l ionlnd exact

In Frop. 1.1 a) (dar f5r5 a mai impune condigi i le supl imentare

asupra f ibrei)  se observd c5, datd f i ind o f lbrare gr ientabi lE

(  . ->E +-B condi l ia  *  :  S- t  \ * f *  c  H1F

e echivalentd cu condilia x € E:i1 C Loil ' Pe de altd
l r  

-

parte,  odatd stabi l i td aceastS, formulare echivalent5.  a t rnsqresi-

v i tdg i i  cu  a ju to ru l  g i ru lu i  spec t raL ,  Th .  Bore l  d in  L6 l  p .54-55

asigurS c5 f ibrarea universal{ ,  g i  oeci  toate f ibrdr iLe pr incipale

cu grup G, s int  total  t ransgresive.  Aceeagi  teorem{ af i rmf l  cE

daca H*CG ) Q) e l iber seneratd de dt ,  ' "  ,  dn

H* [BC )q )  "  
l i be r  senera td  de  "P t ,  " ' ,P "

1 $ ; t :  l q i l +  !  ,  d e c i  B G  e  c a  l n  L e m a  s '

g. ExemPIu: grupul  uni tar  LLn

prin induclie cd: H* t \J'n ; Z ) .

{  ̂ ,1  :  L t  -  4 -  .  Deoarece U1 =  St

s iderdm f ibrarea Pr inc iPal5. :

U n -!- W^or b  q l n + [-1_> r

atunci

cu

t \ \ L  
.  A r d t d m  l n t 1 i '

l iber  seneratd de 
1 

* t \*SrS,

,  startui  e asigurat .  Con-

Din ipotezele de induclie, terrnenul EL e dat de:



l-{x In

1-,.-t

a

I

d r n * r ( X i ) = o  I  L = L , . . . r

a lgeb rd )  de  aceg t i a '  - rezu l td :

9 i  dec i  pasul  de induct ie .

Z n +  t
P 

i4x3zvr+t

E"n* ,  =  Lo-  .  Deoarece,  ev ident ,

vr . t  t  ,  E Zx+l  f i lnd generatd (ca

A r ^ n L _ _ o  ,  E * = E z  ,

Avem:

decl

e a 3

t r t rl - L = \ - z n + l  s a

rn  p lug .  a \ rem ( lS i (h )  ,  t - \ " - 'L l " * .

; * t x i ) =  x ;  t  < i  3 n  .  P e n t r u
d !

-  0 , Z i -  t
v
l- oO

i  = h a L
I

=Lo;" 
- 
1L\t'-tun

, scriem l*

observdm cE:  X . t !€  E} " ' ' o  ,  
. , {ec i  i

Spal i i le [ ,Lh f i ind s inple,

( Q  ,  , (  = L t - t  ,  L
TtatlaeG, = {

|  l ' g  ,  ? n r e s t

'r12'n+r' 
lir*, ->> Lojn*' - L?tna.L - F\t"*'un

. . r
I  C ^ q * . )  = O .

Th. .  3  .8  .2  )  impl icd:

= L t . . . r h  g i  
1 = Q

.  10. Teorema de qeriodicitate in cazul_complex (forma ra-

! i ona l5 ) .  F ie  [ l  =  t i *  Uh  .  A tunc i .

,  1  
t t f  ' r  6a. l 1  = of Q

)
1
l nr"u a  { r r

I  r -

r i ,0 oQ =

1 F ' , - r  t r i
l l



5 3

,"ta"ta*,pg.:  P5str lnd notat i i le precedenteT cor

K(Q

I
K(a

un

i1
u (^=(Vn, " ' ,X.)

h+l
1-Tr t
t  z , t

h

T]
L ' L

, 2 i -  r )

,z i )

(unde lncluziunea din

dreapta se face luind

punctul-bazd pe compo-

nenta K(Q , Zr'" t-))

va f i  loca-Notdm: K = &, (ft K(A .2c - r)) si ( = (im Qn

;". ,:.'* );:t.rlmediar scriind,

ArAtAm
(

d e i

cipa15

(unde

acelagi

(unde

r a )

S O ( n )  , n Y 1 ! , .

l iber genera.tS

fibrarea prin-

(f ibratul tangent

uni tar  aI  sferei)

scr ie girul  Gysin

e e ["\2" 5z'o

[ tJ  n . ] .30  ,  e

cr . !{t" tttn

+' S0 ()r"+ r) *f+ rttS'n)

l-.{* (.0 [ sz")

n1[&Q =r,1i{gil,)oQ= b *1[nra {{r*'! bot tlrf to,r,-,))=rr1K

11. Exemplu: Grupur!]-e speciale ortogonale

rntl i, inductiv, c5: HxtSO(tv.*l) l a ) e
t  

,  l x ; \  = \ i - 1 ,  '  .  c o n s i d e r 5 mx ; l  r  ( i  - . u ,  '  l x ; \  >  \ i

S 0 (t,,'-{)

Pentru a calcula
( ^ ' r

(  l 7  |  p . r 4 3 ) :
L  ) -

i-lt-t\St} "-!.*l) Histj -->F{i.'st n ) -,1-\'-'-'i:'" I 1t"3Uli\i

e clasa Euler a f j-bratul.ui tangent) .  Cf .

= . t s z n ) = X t : L " ) . a - 2 o  ,
.  + l e generatorul canonic) decl
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(,6,L. Htn(: 'n i G)

Gysin ln cele 4 cazur i  ln

H, :t" = H'ottt" S'n= 0

Lt ' t- t t :zn);a)

generator. Examinlnd acum giruL

avem simultan:

d  c d :

. f

.  L = O - ' l n - l -
t ,

a - ]

,  r h  r e s L

va fi

care nu

, rezul t

r Q
)= 1
( D

deci cd: H{ tt' t51n ) ; A) e liber generatS. de un Xrn r

Scrierr, acum, l inlnd cont de ipoteza de inductie, termenul

din girul  spectral  a l  f ibrdr i i  pr incipale ccrrs idel 'ate:

HxSo[rn-l)

lxo'.\= fn - [.
LL

t
- lh-)

a

z

Q.x,. t

Q.x r

Lz = L,nn- u
h  ,  A \ n - ,

Retinem gi

1x(fi = .
jnt*n) =

,  L \ n = E *

= O , f  * = E 2 , . " " .  " "
(ana log  cu  Ex .9 )  :

, 4 { L 3 n - l

spagi i le S0I .L ' "* t )

Hxtl(Szn;

.  Deoarece Jrn- r {x ; )  =  OI

completea,zS induclia .

tn- I

Avem:

I  ! t {

X ;

t1

f i ind sin'.pJ-e, obtinem gi:
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7 =o
.ut5 o(2.^*r)oQ = 

|

Q  ,  1 = \ i - l r  
( 3 i s h ,si,

O , t. n-.t

acum Hx t5 0(2,^) iQ) , considerind fi-

S0(L, . -1)  - rSO(21) - ;51t"- t .  g i ru l  spectra l :

Putem calcula

brarea pr incipald:

0 'xn

,'ln-5

:
a

1

l 0  I  l Z r , - t l  
-  p 1 x 5 z u - !

Avem: L, =Lrn-n 9i E* = E r* . ExemPlul I

rmire sd consid.erErn ci Xi a L?:t-t I  L { t( n- t

c u m  J t r [ x i ) " E ? r ' o =  O  ,  c o n c h i d e m :  x ; e € * ,  d E i s h - ]

dec i ,  dr^- r ( r i , )  =  J .n- rcy)  =0 ,  dr . - l  =0

deci E o' = L , 
', 

jur"r, \-to ts O (z'^) i Q)

l i b e r s e n e r a t h d e  l * , 1 { 3 i 4 u - l -  r  c u  \ X ; l  = l ; - t

de  y r  cu  \ ; l  =  2 r ^  - { -  ,  $ i  dec i r  cE I  ma i  sus :

T q  s 0 ( l . h ) e t \  =  { n '  
1 = h i  

- t  '  I  3 i  t  z u ^  ' 1 " \  v ' + L  s i  J  : o

i l  = z;.;j 
'  

lo , i" ' '"st

f 0  , 1 . h r - r , 4 € i t 2 ' u - L  ( t + r " )  l i 1 = o
n q , S O ( Z h ) e Q  -  

{  O  o a ,  1  = h , . ^  -  [' (  n ' = z * )  L o  , i ^ n c < t

pe

g i

9 i

9 i

e

9 i

{ .2 .T-aor-gn6. :  D" t inrnJ r  S0 =b S0(u. , )  ,  e{e .hr :

r i 1  s c e Q  = i Q '  7 = \ t . - t ' i ' > ' L  t i  1 - - o
L o ,  ? r r n " s t
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ry. :  Consider lnd girul  de omotopie al

S0(.) .f*SQ(rrt l) L'5" , rezulta ig izo
d  

-  ( J r
,  rezu l t6  l y  \zo

u r
=  1rh  SO(  x t t )

rf,^50 eQ = O

f  ibr5. r i i :

Sn Tfq , Pentru
I

r  Y t l .  T ln ind cont

,  n  p a r t  9 1 :de precedentele rezul td:

dee i ,  no t rnd ,  SDt * f "n

e i  t t ^ l o ' =  b ( ^  ,
Consi-derdm acum:

Avem:

f rh r - r

Vki - l-

h

so(2"- r) , L. = \ T KtQ ,u,- r),
So'*fo'{fl U .Iee4}3e.re.

c  4  n - 2  d e c i
f -

trhgO

rtto- oS O @Q .- lTztn- o SO (2"* L) oQ de unde af irmalia '

consld.eranl, in perfectd analogie cu cazul complex:

S0t2,^* 11C"=tF^1"':J^) t tf Ktq,lrt -r)

i A  
i - - {  

\
I  J  rD t_  h- r  'J

S o tzn- r;'fu-!i*"'ro 'I fi K(q ,4; - r)
t = l

= { g
avems

goin"lcn J. S0 . Vom ardta: { , . , , .@J iao
ti-

f i o s O t * P o n @ Q
I

, 1 = I t - t  , i 7 1 4 .  l i  7 = O

, t* 'r rr5t

-  t  r ! - - ^ -  
|

Vom ardta deci cd L# 6 icl e Lzo In dimensiunile 1 =\: ' .-t-,

pentru aceasta, considerind girrrri le c1e omotopie ale fibrdri lor:

Szt 'L --,6r ($zn; -- S2n ei S O(1,,,'- t) +' S0(zr,* t) J-r rl'(:z')

ohf inem, {9 EI(SZ^) = O , s € Z r , - 2  d e c i  
i *  

e s t e

j  zo ln IrS , 5 { tr. - 3 , Fi Ce aici in parti-cular:

T r h r - . - S g i u n l e n  = f l k i - r S O ( h c  + l ) '  c o n s i d e r i n d  d i a g r a m a :

(8
=tlt = 

1.o

t'$

i s
l l , , t  - ,  S0( l1 i  + t )

S 0lh\?or/.
!., I

) l' t

SO(ir t * r-;

.f_-_ 
or,r_rSO
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,  rezu l td  a f i rma l ia  anunfa t5 .  Cor .  3 .9  g i  Th .  3 .4  as igur l  ex ls ten la

aplicaliei Lt care face diagrama de mai jos omotopic comutativS:

g niu'rpan I LtnP*t^ 
t

\ U
'7

\ /u [  /

( n  . /  ?
)w  I t

g i  ca re  es te  l oca l i za re .

13. Exemplu:  Fle X un spat iu ni lpotent 'cu propr ietatea cdl

existx elemente o(;. €l-tx(X ',Q) omogene' L ( t (n

ast fe l  lnc i t  mor f ismul :  '

- l -  
1 g e n e r a t d  6 " ! v ' LI  :  alsebra.: iT: i f i , ,T qefxi\14t<o

dat pr inr E (X.) = a(i  ,  L 3 i  (r  ,"  sd i .nducd un

Lzo:  a lsebra l iberd seneratd de {  * r \  /  ,aoo(  (Q{-  ,  . . . , .1 . )

l rs l  Q
$ ' L

Hx tX ', Q)
I,rnl 
" 

:

(  r { r  l . . . , u r r .  )  e  u n  g i r  r e g u l a t .

Local izarea lu i  X s:e construiegte atunci  apl ic ind Cor.  4

sirualiei, xtj{^-'5l g =-it Ktq,la;\).
u = t

s\ ---___, sL

X --{n '. tudm r 6 GHt? slQ) g"r'.tator ei1 4 .  E x e m p l u :  A = )  i
avem:

. ,
t ' c u  q  l o c a l i z a -

v o
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) . ^  ( A  , 1 = o r Z r , , l t . n - !
Dec i '  t rqS t "gQ :  I  

'  |  - -  '

LO ,  i n  res t

?"c

15. Exemplu, X = ?h C I l,r6rn o aRttc ,8) generator gi avem:

9-= - f ) -
l 1  I  c u g l o c a l i z a r e
J J -

q  . z L  . ?
a - /

-3!-t Ktq,z) -2---- Ktq ,Zv,+z)

Prin urmare:

n

r*?nC 6 q
t  

Lo  ,  i r , n . s {

16. contraexemplu:  spat i i le ?ZhR nu slnt  n i lpotente.

Din acoperirea, S2^ olz"R rezurtd:. o,l?"ReQ=t1Stn e Q ,
pent ru  

f  7 r1- ;  Pe  de  a l td  par te r  s€  g t ie  c5 :

deci, I l . t l l t tR rQ) -H*t?tn R.,Q),- Q . Dacd ?znR

ar f i  n i lpotent,  dupS Th. 3.4 apl icaf ia:  ?ZnR. ---  
?t

a r  f i  l o c a l i z a r e r - i a r d r p d  T h . 3 . 8  a r  t r e b u i  c a  t T q ? t n R 6 l Q  = Q
I

pentru or ice q > |  ,  ceea ce'eontrazice c lacuLele f5cute anter ior
I

. ? Z r - ^ ^pentru rq S"' & Q .
I

Binelnleles c5 nilpotenla spafiiJ-or ?bR. poat,e fi con-

trazisd gi  pr lntr-un ral ionament direct  d,ar avantajul  acestui  mod

d.e abcrdare este cd ofer5. rn ace'l a$i t imp un exemplu ln care o

I

I
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apl lcal le f  :x -->Y poate induce Lzo tn H*(-  ' ,Q) f6.rd a lnduce

Lzo rn r !C.  )  o Q
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CAPITOLUL II

MODELE MINIMALE

Idei le din acest capi to l  const i tu ie o repl icS a celor din

precedentul, transp.usa in categorj.a algebrelor graduatg dlgerentiale

(AcD) .  Anume: datd f l ind o AGD CL ,  L se asociaz5'  o al t i

AGD ,1fI , NumitS moaelur min-i-mal al lui q ( 4ryt fiind o AGD

11ber5 gi  avind o di ferenl ia ld care sat isface o eondi t ie naturala

de decompozabigtate) $i  un ACD -morf ism, 
S 

, t \  -o0'  care induce Lzo

\ i.l(
i n t - \ ; c a g i l n s i t u a l i a l o c a l i . z 5 ' r i i s p a f i i l o r , p r o p r i e t S t i l . e

enunlate determind unic modelul minLmal' Am preferat sd aglomerdmt'

in ideea acestui  paralel- ism.,  textul  capi to lu lu i  cu paranLeze care

indicd.  s i tual ia topologicF ce a sugerat  construcl ia sau rezul tatul

din categoria algebricd, inainte de a descrie functorul ce 1-ea95

cel-e doud categorii 9i d5. un sens precis acestui g'hid analogict

arninind aceasta pentru capitolul urmdtor, pentru a nu interpune

prea r,ru1t,6 tehnic6 intre termenii de comparat '

In $r 
descr iem categor ia G-IGD, unde pref ixul  G-desemneazS'

un grup discret  care acl ioneazd pe algebre1 ut i l  de luat  ln consi-

derare (G-spaf,i i te ! ) . rn $ z, fcrmul5.m in categoria algebricd notiu-

ni le corespunztnd celor de: omotopie,  f ibrare pr incipalS (extensie

e lementara) ,  . r : ransgres ie ,  obs t ruc l ie  coomotog ic5  '  vez i  r 'o ,  r '1 '

Pr in  ana log le  cu  I . 2 ,  unde

'  i* Q -? i-ntrcducem gixtensi"i le nil-

. ?

p o t e n t g g g j ' l j g i t e r ] i r e c t e d e e x t e n s i i e ] q n e g t a r e . q 4 d e s c r i e ' p a r a -

ie l  cu I .3,  coi ist : :ugl ia- .Fg*: Iu lu i  n inrm.al  .  Corespunzator s i tuat ie i

prezente In exenrpleie din I .4,  tn $ 
S considerS'm Slggbre fo: :male '

i i le ni lpotente e-r
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analizem clteva proprleteli de permanenld ale notiunil, dfu exem-

ple gi Bune?i,, In eviden!5 cerinlele supLiment,are ce apar !n cazul

formul5.ri lor echtvaiianLe'

problematica acestui capitoJ. poate fi regdsitS' acoperlte

l - 1  \

lncd intr-o.rnai  largd general i tate,  ln UOJ'  .care,  avlnd ln vedere

f inal izarea magindr ie i  a lgebr ice pe cazul  f ibr5r i lor  oarecare'

S:zvoltd r:rogramul modelglui minimal nu pentru o AGD fl cl--Pentrg

un AGI -morfism % -> L . Cazul nostru - model echivarigrt pen-

r . l
t ru al ,qebre -  e prezent ln Lt tJ.  General i tatea celui  de-al  doiLea

context dovedi-ndu-se suficientd nevoilor textului nostrur dIIl urmat,

f ixal i  la aceast5 var iantS, strategia in i l ia ld a lu i  Sul l ivan, de

r -  - 1  r J
a l t fd t  ca  g i  l i r l r  cu  men l iunea c5 :  am'ev i ta t  res t r i c t i i l e  d in  l J9J ,

de simpl5. conexiune coomologic5 a algebrelor, am Lisa'" o poartd

mai larg deschlsd apl icabi l i td l i i ,  ln locuind conCit ia de aco16, de

f in i tudine a grupului  G, pr in cer in la semi:s impLici ta l i i -9modY1e-

Lor ce apar,  Si  ln sf l rg i t  anr urmdri t .  sd organizdm capi to lu l  g i

demonstrali i le in ideea unei prezentdri complete, incl-uzlnd toate

detal j - l le gi  renunl lnd Ia procedeul  tehnic a ' I  r rcazul-Bi  re lat iv,

care se demonsLreazS intru totul anaLog!'. Ooringa 9e a fi- auto-

coqf inut i  se ref lectS de aLtfel  91 ln prezenla secl iuni t  $ O, care

trece ln revist5 fapce stand'ard . '

In ceea ce pr ivegte ul t imul  paragraf  ,  lucrur i le. ,s int  t?":
r __l

plndite In l iteraturi. Un punct de vedere profitabil aduce aici Lt J.

Din motive de spaliur II€-dIIl mullumit .sE ;:dtragem numai atenlia

asupra Iu i  g i  asupra.  posibi l i t f i f i i  de a- l  reci t r  !n 'context  echi-

var lant .

Q  o . REPREZENTARI SEMISIMPLE

In cele ce urmeazd toate cqqnideiati i l-e ce se YqL
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Fie G un grup. un K - s.v. v (K-spagiu vectorial)  va f i

numit G-modul (st lng) d.n.d. s-a dat g t  G > Aut 
K 

(V) un morf ism

de grupuri  gi  dacd lnc ,  v €V vom nota OtX)tv) cu 9V'

Noliunile corespunzS.toare de G-tnorfism (uneori vom zice

morfism echivariant) G-submodul 9i G-modul factor se introd'uc co-

respunzdtor,  ca 
:"  

L.2.  G-modulul  V se va zLce semisimplu (0 '6)

.dacd orice submodul admite un submodul complementar'

I
t
I
t

I
I
t

i
i
I
a

I
I
i

!
i
, l
i
I

l .  !999. a) Fie V

( e c h . ) .  A t u n c i  e x i s t d

b )  F i e  B  4 . 1  .  F i e :
.L

B -L--. g/ ech. , astfel

Dem. a)

W as t fe l  tnc i t :

b)  
'  

lwr

lnc i t :

VG

?u 
- '

i

Ken  p

Ken p

c B  e

Dac6 \z este un G-modul vom introduce subrnodulele:

;  X6 
C,u.V]"bservdm imediar cd:  \ l  e-  G -modut t r iv ia l  d.n.d.

VG =Y .

\v"1 eW = B

v  r r A  A r t
L e m a .  i )  D a c d  V e  s . s . ,  a t u n c i : ,  V  :  V -  O V \  i

. V  $ t V '  e c h . . A r u n c i :

2 .

i i ) F i e : { ( vc )  c  V 'G
y tOv)  c  0V '
v 'G  =V 'nVG
, A r t l  r r l n  n r l
U V  :  V  I I U V

i i i )

t .A. Fj-e: V +r-* Vt echivat iant

V J*V '
A ' "  i  " B

inclr, t j  =

e c h . l  d . i . 3  P s = i d ' .

ech.  Atunci  ex is tS ' :

. l
l< l  o

C, V e submodul. Deci existd un subrnodul

OW --V 9i .considerdnt: 4 =(f l ' ) - t  '

submodul. Deci existS' un W submodul astfel

r  . - t
g i l u a m :  t =  

J  " l " t * l

Fie:  V ' t  V ( t .s )  submodul .  Atunc i :

Dem. i) Consider6m compiement'ui iui yG a.  i .  ,  VG oV'  =V\ r l
i Y
r r =t- t rf-

g i  f i . e :  L l  =  L  \ ; . t t .  
-  u t , ,  I  u  €  \ q '  S c r i e m :

d-
Y g + v l r  ,  v i e  V G



s i  u J  e  V '  s i  d e c i s  q  =  t  t  { i v i  - v ; ) t  (

urmare z u< =() $ir  0\  n \G = b .

6 3

e  Lzo ,

Dem. Avem descomPuner i le :

Zl iv l  -vJ) ,*  e Vf  Pr in

t .  - f

HxC = [u,xc)boCIiHxc) ut

A r d r a m :  V r n 0 V  c  O V f

Fie '  r * ' .=  L  
? , t t ,  

-  u ;  9 i  u  €  V l  '  sc r iem:  a ;

unde uj  "aparf in complementului  lu i  Vt  ,  notat  v" '

Deci avem: rr = l7X;ui -"J i + (Z 
X;ult 

- uJ') ,

In continuare putem considera complementul submodulului
A

V C o g V  n o r a r  V . 1  s i  r i e : n . , e  W  , X ,  G ,  X * - w  
e W  n  0 Y  = 0 .

AceastH aratd. cd: 
Xrnl 

'* - ,  prin urmare W =0 , de unde totul.

i i )  f5r5.  comentar i i .

i i i )  V IC  :  V 'nVG ev iden t .  0 \1 '  c  V r  n$V ev iden t .

u  e  V l ,

a s a d a r :  e e B V l .

F ie :  lC ,a)  , r '  complex de co lan lur i  i 'e '  '  C = q C"  '

r n  d  , n * t  t . ' n  t (  t l  -  - - - - :  n - ^ ^ * * 1 ^ -  A  A  
n e A

L  ? - >  | , A " = A , ( " ( . , d )  s e  v a  n u m i  G - c c m p r e x  d ' n ' d '

5 C  e  G - v n o d o (  X n a . l * a t  t  G C " c C n  )

l q d  = , t q  ,  V t r  a G' d  4  J

(De acum gi  mereu vom'nota,  pentru.complexe de co lanlur i  oarecare

cu  L t -  )  =  Ke*  d  e i  B ( ' )  - -  l *d  )
se  obse rva  cd  dacd  \C rd ) "  Q -comprex ,  a tun *Z tC ) rB ( ( )

devin submodule graduate gi deci Hx C apare ca G-modul graduat'

Notdm cu j incruziunea de complexe de colanfuri, CG t*tC

care induce, t-\x {.cc ) + Q{dc)G

,
3 .  L e m a . . F i e ( " . = .  ( i . e . :  p e  c o m p o n e n t e ) '  I n  a c e s t  e a z i

= u j r u f

;f l
0

C = LGoOC (vezi Lema 2) .

Deoarece 0 C a C  e s u b e o m P l . e x r e z u i t i i :

H*q : pfl\cG) oHx(0c)
ztoc) = z[c) ii0c = 0ztc)tntru"Ert rezu l t i  c is
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F\*LQC) -- btHtc) si decl: H*(CG) JH*C)G 3

4 .  Exemp le

r )  DacS G e  g rup  f i n i t ,  o r i ce  G-modu l  e  s ' s '  t  L t l  p ' 441 -

- 4 5 5 ) .

2) Dacd G e grup topologic compact gi V e

I  0 , G  - o A u t - [ v )dimensiune f in i td ,  $ i  dacd V :  \ t  
K

V  e  s . s .  t [ g 1  P . 1 7 - 1 e ) .
L  ) -

s . v .  r e a l  d e

e continuu, atunci

De acum lncolo nu vom face precizdri asupra grupuluir  sdu

c5 G-modulel-e cede a l t5 .  naturd,  c i  vom considera subinte les faptu l

a p a r  s i q t  s . s .

cai ie

& r. cATEGoP.TA c-AGD-)

F ie  4 ,  Q t  AG (vez i  1 .4 .2 )  .  DacE f  t ,Q- "  & -  "  
o  ap l i -

l iniard gi t eZ ' vom sPune cd f esle omogeni de-grad d dacE'

{ ( 0 ^ )  
c  q r h t (  ,  [ ' ,  .

Apl icat ia

f i sm de  AG:  dac5 .

f : ,t -r OL/ , omogend de grad 0, 
:e 

va numi mor-

t  |  [q-b)  = l (o l  .+(6)  )  .e morf ism de algebre \ -  t

F le  G un grup ;  o  A ,G- ( ) , . se  va  numi  G-A 'G '  dacE A es te

G-rnodul graudat gi orice q e G aclioneazd pe 0 prin morfisme
d .

d e  A . G .

Categor ia  .G-A.G.  se in t roduce lu ind drept  morf isrneapl icaf i i -

-  |  f {  1 1  |  ? !  r ^
le  {  ,  [  ->  LL '  care s in t  morf isme de A.G.  5 i  ech '

In  l ipsa pref ixu lu i  G- ,  no l iun i le  coresPunzdtoare vor  f i

g lnd i te  consider ind toate C-module le In  chest iune ca f i ind t r iv ia le .

gbservgLle: Dacd V este G-modul 91 n70, algebra Xr.(V)

introdiisi ca AG lr i  f  .  i  'J.el ' ine ln mod canonic C -AG. fn acest .moment

a l  expuner i i ,  ccns i -derdm nimer i t  sd semnai izS.rn faptu l  c5,  in  capi*

tolu1 urmitcrr 9€ va cons_tru:- Lln functor contravariant de Ia cate-

goria topcllogicd (unde grupul G apare ca acl ionlnd pe spa"f i i )
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ln t r -o  categor ie  de AG (respect lv  G-AG).

Avlnd in  minte ex is ten la aceste l  const ruc l i i ,  vom observa,

ca pr inc ip iu  de ant ic ipa l ie ,  cum construc l i i Ie  9 i  d iagramele d in

categorj-a topologicd pot f i  transpua.e ln categoria algebricd, pur

g i  s implu invers ind s5 'get i le .

Sperdm ca,  !n  fe lu1 acesta,  ar id i ta tea mater ia lu lu i  a lgebr ic

sd-g i  gdseascS o oarecare compensal ie  9 i  just i f icare.

Considerind A , A/ do,ra G - AG introducem Q- O 0'

ca G -AG (analogul algebric al  produsului de spafi i )  pr in urm5.-

toarele: (& o d.')^

(q s o.,)  'Cb . ! '

l t a e q - / )  
=  3 & 6 X a l

Dacd considerdrn gi 
f ,  

e -+ C[/

F i e  A r Q '  G - h G . D e r i n i m

ln feLul  urmdtor:  (analogul  a lgebr ic aI

cu graduarea, inmul l i rea gi  acl iunea lu i

Apar morf ismele naturale de G -

mor f i sme se  observ i  cE :  t *g  es te  G  -AG mor f i sm.

Daci &' = 8/ introducem { X 
ca f  . i - ind: {  I  

(o oA) =

{ t o l . ? ( b )  s i  l t  d e v i n eG -PrG morfism.

G s C L /  c q  G - & A

sumei dis juncte de sPat i i )

G pe componenete.

f tc  ,  U.o0- /  Yq
i>> qt

DacE, y .  U :--)g si  Y. 
CL' -> gt sint,  G-AG morfS.sme,

atunci- Y OY devine G-AG morfism.. 
t

pulin mai generar: aaca { 
d J-) It sint G-AF mor-

r isme, a.ri ' i* d {9' 
Q ca sub. 

ty^. 
* '  t  t  u' prin urms-

toarea esa l i ta te :  O 
* , t * ,  

Ot  =  t i * ,o ' ' )  !  . i t * - .  =  t ' ( " ' )  \
" \ .

0  G - A G  c  s e v a  z L c e  a u g m e n r a r d [ p e s c u r r : c r - A G A )
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dacd se dd. c-AG morfismul t t 0, -t k

unui  punct 1n spat iu) .

Se introduc corespunz|Lor morf ismele de G-AGA

0 G - AG q se va numi conexa dacd 0o = k

c a z  q  d e v i n e  G - A G A  , " o t ' a u g m e n t a r e a , d a t d d e

toate G-AG morf ismele s i r rbde fapt G-A.G.A. morf ismel

Dacd d,  d/  s int  G- nCR ,  int roducem Q'vC'  =

ca G - AG (analogie cu suma bonexd de spati i )  '

rn cazul in care avem 9i:  Lt ,  d *2 $ ,  t t  :  Cl '

mor f : i - sme,  ob l i -nem G-nC mor f j - smu l :  TuYt ,  
CLvCt ' - - - ->

(analogie cu inc luz iunea

;  In  acest

pro iect ie  9 i

0 , o  q r
2 , t ,

-rR" G -AG{

3 r B '  .

Fie :  V  =  @\"  t lh  G -modu l  grduat. rntroducem G-AC /<v2

li$g , X., at]€:n) e Y^! g )^"), 
unce prima aleebrd

ca
h ?... "h inlan

S i a d o u e e e x i e r i o a r S .

Dacd 0, . o G - AG avem urmdtorul izomorfism

Ho*c-oo (XtV),q") ,., H.titV ,C) , unde ultimuL termen

25.  ap l ica l i i le  ech-  9 i  omogene de grad.  0 .

'  Fier 0.. ,  f l '  G -AG conexe (pe scurt ca G-AG)

V , V '  G - s . v

considerdm urmdtoarea d' iagramd, In G-AC 3
?

d t  -==Cl- /

t f , t
S oY"tv) +-* d o Y"(v')

Se observd cd ortce G -AG morf ism

tativd diagrama consided'5 este unic determinat

! , ' . a e c h . :  I  . \ t  l q ' € ) - = U / n o v '  ,t r v  :  \

ca

!9. Notdm

G - A . G .  m o r f i s m ,  & . I .

e s imetr i -

evident :

desemnea-

g i  f i e

care face comu-

f  9 i  de apl ica-

I
I

de

I . Lem5. Da,cd i z o  I
?+ e a t u n c i  7  i " o  d . n . d .  1  e  j - z o -

7 * izo d:in. d. existd f,lo?"W')!, U*11u,

[ ' "T  - -  i {  c l .n .d  ex is td
1 \

f  * {  -  t l
T  ' t
. T^T, :.r'  t " 1  ; q q ' l



V / 
(b' '  ( ') = ubv, ech. a. r. X [ ',u, = ,.\ ei I I,u

Ad icd :

( (. t t '  *-b( ') oq('

I  q r L  +  b ' t )  e  ? ' t

V  o , ! .  s e  o b s e r v d '

t iv  e '  ,  def in ind:
n  D t

g r a d  {  + { '  .

6 7

Intrgducem in continuare nollunea de

lv '

t y

D a c E  I  e  r i o ,  l u d m :  { - L  = { '  9 i  - { ' [  ( '  = g  s i  d e c i  ?  e  L z o '

Dacd 0. e G-hG, morf ismul d t  0 *t  CI '  ech' gi  omogen

de grad f  se numeste der iva. re  de srad P daca,  r { (a t )  =do. l . *G, f ' ! "1  'dL,

: i 4  .

deci :  dacd

e Lzo,  a tunc i

e  L z o .

A
grad 6t  respec-

o derivare d.e

G - A G b  t t  G - A c

g i

T
I

c 5 :  d a c d  d r  d '  s f n t . d e r i v d r i  d e
o  o l

la ,J ' ]  = dd '  -  €r) ' ' 'J 'd  obl inern

di ferent ia ld)  ca f i ind o de qrad " r1 d ,  c u

t
c o n d i t i a :  d - = 0 .

Morf ismele de

comutare cu d.

Daca,  &,0 t  s in t  & -AC b

. .  G  -AGD cus  1d  od t ) (q  @ a ' )  =  c la

Reluind notal i i le anter ioare sd

G -ACU morr isme impl ics '  { .  *X s i

D a c d  d , U l s i n t  G - A c u  '

tural  G -  ACI r  cu d ' i ferenf ia la Pe

d e v i n  q - A G b  m o r f i s m e .

Dacd q,y s lnr  C+ -  ACU morf isme atunci  {  e 
Y

e  G-ACb  mor f j - sm .  .
Dacd f  , f  

I  s rn r  G-&G5 mor f i sme a tunc j -  d  O qr
{  , { '

devine C - ltas

G- ACb vor  sa t is face  9 i  cond i l i i l e  de

, atunci CI, OQ 
/ devine

@ o", + k r)\ol q @clfq' .

observdm c5.: t  ,1

{ , X  ,  G - R C U  m o r r i s m e '

atunci d- Od'' devine na-

c o m p o n e n t e l  i a r  f r i l '
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Not iunea de  G-ACAD se in t roduce cer ind  ca  augmen-

tarea sE f ie G -  AG D morf ism (cer in l i .  sat isfdcutd pentru ca-

zu l  co  -  G-  AGA )  S l ,  ln  mod ngsurpr inzd tor ,  dacd A ,  d  
'

s t n t  G - A C f i U  , a t u n c i  0 . . r 0 ' e  G - A G b  , s i d a c d Y , Y '

s in t  G-  AGAU mor f i sme,  a tunc i  tPv f f  e  G  -AGD mor f i sm.

r n c a z u t i n c a r e  ( d , J )  e  G - ' A C D  ,  U d ,  s i 3 x U ,

sint  de fapt o subalgebrd,  respect iv un ideal ,  g i  deci  H' t$. .

d e v i n e  G - n C  .

un U $rQ' f & - AG D morrism) induce, l-ltd. 
:fltrt 

HxU- r

care este G -  nC morf ism.

2 .  L e m a .  a )  ( i z o m o r f i s m u l  K i i n n e t h ) :  f i e  0 , d t  6 ' A C O

Norlnd incruziunire cu: U .dL, 0. o0, ei A' J9,, f f  o0 /

avem izomorrismul de G - AG ' l-lxfi o Hrfl 
' 

tH? Ho(Q @ot)

b )  A v e m  s i  u n  l z o  d e  G - A G  (  & , q t  c o - G - A C A D )

Hotil v S,) 
t'*"15 

H*U v F\xg-i

Psg. :  s tandard .

' t

q 2 . EXgNsrr ELEIIENIARE-. ottoroj'IE. oBsr-Eu-9,rr.r

Urmdrj-nd consecvent principiul intrqdus ln precedenta,

vom prezenta in continuare analogul a.lgebric al f ibrd.r i lor prin-

cipale d.e tip (n, 
",) 

: -91 L--> Y *-rB . '

D ic l ionar :  B

I .  ,  \- lh(-qL iQ) ->F\rnnti3.,Q))
L v .  

r r

Ana logu1  spa t i u lu i  t o ta l  11  cons t i t u ie  aga -z i sa  ex tens ie  e lemen te r4
r t  r a Y  t V )

a lu i  CL cu v ,  (cu generator i  de grad h )  v ia  r  r  notatd 6 ? 
en"

def ini t5. ca G -nCp prin, 
" l  {n = dn gi J ;U = c '  vom not 'a

I tt \,\
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In continuare cu klr V -rHn*tfl, apricalla ln mod naturaL indusd

de c ,  s l  vom considera gi  morfrsmur de G-ACO natural  q+de{n{v;
L

(ana logu l  p ro iec l l e l  p ) .

DacE A :F-, CX ' 
" 

G - aC morfismr Vo* z'ce cd el

este o n -echival.entd dacS: L{, U.9 -t CLtg e izo pentru 9 { rrt -  r - ' '
S i  in ject ie  pent ru 

I  
=^  .  Dacd y  e G-AGb morf ismr €1 se va.

zice n -echivalentd in H* dacd .f* e n-echivalenld.
t -

r . le*c: j e n- ""!,. rn H{. U,tnf{^,rtjQn"r,truI l n  s i  a f i r -

matia reiese imediat  scr i ind girul  exact de coomologi-e asociat  pere-

c h i i  ( d g x n ( v ) , a )  !
0 

-  
G- AcD A se va z 'ce coomolosie conexd (c-conexd)

daca  H ' (U  e  G-nC conepd ;  i . e . . :  HoC l=k  .

Momentan vom presupune totugi U, conexS. Tn acest ca,z3
11' I  rh

Ltf  gXntV) 1q\-V ei  obl inem sirul  exact:
( '

(z) O -, f{nct S, U^[0. otntv)) -,v 11, gn*'O $,p'''t' teg {^tv}

F i e  9 i  o  a l t d  c o - G * A G I r  q t  
I  c u  t r a n s - g r e s i a ,  C ' , V '  - . r Z n * ' & l

9i sd considerdm diagrama comutat ivS. ( ln G-Ae b ) t

CI"o fntv) -+--_, U.'o {,^,(v,)
\ t

JI
t > & /0
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l t  p r

" , ,  
F determinat  de:  V t l l  t  Qtn @vl

indus ln t re g i rur i le  exacte (2)  ,  sdgeata

ugor  ca f i ind datd de 1.

3 .  Lemd:  Dacd

[=J =[t ' l  ,  atuncir

PglL . :  D in  ipo tez5 ,  ex is td  ap l i ca t ia

a .3 .  :  T l  -T  =  Jo( .Lucr ind  cu  Gr*odu le  s .s .

sd  pu tem lua  o(  e - . l i . . 'De f in ind  G-ACO

fn morfismul natural

->v /  
" .  

ldent i f  ica

avem t ransgres i i le  r  T  ,T ' ,  V

CL o l"(v) ^-. q <p Hn (v ) (izo de G - AGI )
f ,  T '

V

i.;

I
t
I
l
I

Ct- <s dn(v )

#e?,t,.(v,)
pr in :

l in lard:  o(  . .  \

,  L e m a  0 . L  a )

morf ismele:

t t . r = d , g l v

*> c( '1

ne permite

=  - c ( + lv

ty

Se ver i f j -cd faptu l  cd e le rea l izeazd.  izomorf ismul  anuntaL. , ,

F ie  (p r i n  ana log ie  cu  s i t u . r f i a  t c rpo log i cd  d in  I . 0 ) :
I

^ { l

tt -*-+- >
1 , 1
\ t ?

agHnwt -  i

3
( t "  G -ncu )

f-'1 | *
vom ngta sg )rrl compunerea: V 

t") 
U)"nCl. t^ ,H*^3 sl o vom

numi- obstruct. ia Ia extindere a 1ui f  .
e

4.  Lema:  Exis td sdqeata punctatd care lnc i i lde comutat iv

d iagrama de mai  sus  ( ln  G-AGD)  d .n .d . .  
I (+ )  =0  t

ggg. ICtt  = O d' .n.d exj-sta R ,V -rGn ech.

( t o t  d u p d  l e m a  0 . 1  a ) )  a . 1 . r  t " .  =  J 3  .  
'

Dacd f se extinde la F, ludm ^ T'  \  = t r y  '
Dacd  y ( t )  =D  ,  r udm 

{ t iA  
= t  : i

Llru -- 1
i r r  ceie ce urmeazd, oo*-r ,o!u- j t , i - j i  =Htt , i t i  ca G-, tgD

-  i r r  i \  
, i d t l  =  t ,  r { ( t )  =J t  ;  d t J t )  =C ,  s i .  G  ac l i oneazd .  t r j . v i a lu n d e :  1 \ 1  = U  ,

I  t  e r  I
(algebra \f , c{tJ ru trebui glnclltd d.rept coresprr.nzdtoare interva-

l u l u i  s t d n d a r d  I ) .

Ytu = id ,y1., = o( +
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r i e 0 o  G - A G D s i  ( e k  D e f i n i m u n m o r f i s m d e  G - f t C O ,  / - ( '

(  {  ,  l t }  - ,  A,  pr in t  - ,  ( ,  d, t  +O si  un al t  morf ism de G-AGy z

d. o G,rl t1 lb=A' o 6g
p r l n :  l b= (  =  , d  O . '  

( *= ( )  s i  I n  s f l r s i t '  dacd

, - {  :  q -  *>g@(t ,J tJeG-A€bmor f ism,  ' r f  ,  =  ( l+o f ,  )  " ' f  p r in
\  

' - - ' -  -  -  - = - - '  t

def in i t ie

Doud. G- ACA morf isme .t  $i .Y se zic ombtope (q lr  
Y)

dac'  existd un G _nCf> morf ism H,0- - tG6l( t ,Jt)  o, i .  rHtt=o=f ,Htr=;y

(para1el j -sm per fect  cu def in i l ia  de la  spat i i )

s i  s c r i e m :  H : t l ' Y -

Deoarece cazul  peste care lucrdm a fost  presupus de c\qr^ = O,

in algebra de polinoame k tt: avem def inil i  operatorii uzuai' i

de der ivarer integrare 9i  evaluare formald3

I  J . . . . .  . L i - t :
fr(l) = o , ?,*(tt) = ct'- ', t ' |I i vom nota t 

*rPtt) 
= Pf tt)

d{ orL 
*

\ t ,  l t  :  #,  
t ' *  t  ,  pr ,  i i re s i  ,

l( Ltl -> K dar prin Ptt) -> A(() pentru (" k / cu propriets-

t ire """"1"; 
vom crnsidera in plus 9i g un G -modul, definim:

tslt l  = 9>gk1tl si considerdm extinderi le naburale:

$ 
t *tt: -'gftl datd de

\ t . I Jt :SIIJ ->slrlaati ae

ei :  Sf tJ -+ 3.  evatuareap&nrru t  =A (A e k)  '  care vor f j -  ech'

-  / l r  ,  di ferenl_iara I  ,  3It1 va
Dacd, ln Ptus, J5 e lnzestrat cu

f i  considerar cu difernl iala U Od i  Ptt)  - ,  JPi+)

(din nou ech. )  .

*

I t .  I  d t  = .  i l  e l t '>  , t t  s i



F -ltta

Dacd 3 . G, AcD' [e @(4Jt)J = 8*Itl o.b' 'h't l t l  6(t
Avem3 / [ ptt; * 1(t)dtJ = dp(t) *Htt{) + Gt)' tr(t)l 4t (s)

Definim apl ical ia I :  EOtt ,Jt)  -oB (omogend de grad- l  g i

ech .  )  p r in :

l;:i :|il]]i eD'|t 1!*u,rt)-t
0

6.  Lemd:  F ie  A  P:9 .  G-ACA morr isme.  { "  = { r  imp l ic i
{ !  

' \

{r =[f
Dem. Definim . h, 0l  ---oG (omogend de grad-l)  pr in:

h  =  1 " ! t  :
un caLcuL direct  aratSt 

{ , .  
- . [ .  = d, \  

" \ {  
de unde

J-ema. Fie:

considerdm compunerea, V t-, 
d*t J!.t Lg oCt r4t[T:n"r aplicaliile

ech., V l(t) , ff1 ltl si y ' Q(t) *, St ttj
cu proprietatea cd:

H ' t

D e r i n i n d ,  c : V  * t 9 l  p r i n  . = { , * d " - I q t t ) d t  a v e m :  c e c h .  e i

"tc =0 ,  deci apare apl ical ia ech.: V 
olgHqg 

,tot"te {tu;t- | ,*r-

gi numitS. obstrucfja la extinder-e a ornotopi'ei.

I 
u ?' Hntvl $" o ti : (rr. G-Aerr)

I rt' o. *'38tf ,Jt) r H ,{"lu ={, 
\[

7.  Lemd (pr in  ana log ie  cu  I .0 ) .  Ex is td  o  omotop ie  de  C-AGDt

r '  ; f {  ( xx )
d : n . J .F , ag X^tv) -'9ott,4t) u.t. i .l'on .,

"  H  : 1 o v { r  ( x )

.t q, ,rl rio =0

. I
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PeT.  DLn nou dupd lema 0 .1  a ) :  J l - . *  i ^  =  O d 'n 'd '  exLs tS '
1 o r ' l  r { l

ap l l ca l i a  ech .  3 ,V  * r ' ! > " - r  a . l . :  dg  =  c  .  '

F ie  t1r  , ( ** )  sat is fdcute,  Ex is td  dec i  ap l ica l i i le  ech. :

\dFtt)  = Ptt)  btx 'x)

tp.1'n) * dQk) = A(t) (**xx)

condil ia t*) r i ina echivalentd cu, ft i) = [ i  ,  i= O; l- (**X'txi

Purem lua atunci: 
3 

= ? \ 6ttat o, 
-

Implicalia inversd, . l i"tunla omotopiei H cu pioprietdf1le

( h' q '- 3'e(t, J't)
{

L h,  t ' lo  t  . { "  I

! [  ,Uo?"(v1 -->9
1
LH, [g xntv ),o'u-s(t,dt)

L

cerute e

d r = o

d ettl

tunci existE

u" e Y,^(v
t

1  ,h t [
ln f l

a

rn l-ln
I..t* "

DacE' 
' .  

{*"

v 3gl, g^Ltl / \ lgL 3n-'[t1 a.1. : Frtv =Ttt) + Ftf CI.t+).lr

G -  A G D  d . n . d .  { f {  = H " t  I  c € € E I  c € 7

dup5 relal ia (5),  e echival-ent cu condi t i i le:

echivalentd cu condil i ire Q{XX*) gi (***r{X) , cdci:

imp6cd 
" l  

(Ho1) =0 ,  de unde, fo losind din nou (5) :

= O  s i

Nu avem atunc i  dec i t  s5 lu im:  Qt t l  =  -3OI  9 i :

dQttt=9tt) si, Hlt=,= t, , i  = o, { imprics, P(i) =t r 'r -

?e) = f"er . \ latt) - d6tt[at

8 .  Coro la r :  F ie
I

nt t- q)
\-i\

r t  t{  s ' i  :

) '  " 3 '
i n jec t ie

g i

sur ject ie

r u t f r  eun i cde te rm ina t

s i  de  cond i l ia  [ *X) .
T r
H e morfism de

ca morfism de G - AG de

? . r . '  F \q  =  +  . '  H \u  =L  1 i  ,V \  , [ ' v . tP "F



nem.: r{ se extlnde (dupd l-ema 41 (* Y(t) = D ,S+ {x' Lt] =O
F-r 1x F -r .\

<+tt"X[ItJ"O]ceea ce, dupd lema 6, echlvaleazd' cut Lf fq"f " Lt] =0 ,

7 4

Exr'Nsrr Nrr,porENTE sr .ATEG.RTA oMoroPtq 
" 

G-E!

cond.i l ie care e satisfd.cutS. prin enun!, conform lemei 4' LuSm:

F ,  d  q { * v )  - r 9  a . 1 . ,  F l u .  =  t '  c o n s i d e r d m :
E  L '

r  -  = [ vF ,v -F , ru -5qu r r { . f \ . ^ ^ t v ,Hn3 ' )* F trh 
,tgF

Din ipotezere asupra lu i  
T* 

gi  d in lema o .1 a) ,  gdslm:

p( : \  * rTg ech.  a. i . ,  
1* . [*1 

= JF,r l , , ,1F 9i  def in im:

v) -,g prin, I lto 
= 
! l\ '

r ' v - i - - n " t - ) e J  '  
L F r l  = F t v - o (  

A v e m :

d F,,t^,tF = (d *,,r,*, - d F,,h ,{F )n d*ln,{F = L\. (F,u -Fvl* l*,,r,,,1n =0,

Jeci  : lncheiem aPl ic ind Precdenta

$  s .

{  < - - - , f l  ( t n G - A G D ) .

numegte extensie gilPotentS'
q

a  l -u i  \ a  d .n .d

slnt extensii  elemen-

F ie

C)L se

Q = Lq Qo ,unae, fl.o =€ ei d u -o d uu,

tare,  $ *

Dacd / { r,^ ( 
"o 

, 4 -r& : se zice extensie nilpotentS,

cu  genera tor i  ( r t r  d .n .d .  &aa[ .x*n  e  cu  genera tor i  de  grad

{ n n  ,  f n . \  " t
i l  se numegte G - AGb ni lpote,ntd d.n.d K.oQ este

extensie ni lPotente.

l .  Tecremd

l-a omotopie:

i ' t  <r '"  3oa) Fie d!-agiana comutati'"'5 PlnE

(  t , n  G - A G D )
e  f  , G

t r_-= AT
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Dacd .t Q- (n* 11 -echlvalen!5 rn H* si € .*, d, e

extensle nilpotentd cu generatorl de grad ( rt , atuncl: exlstd,

F r d  - r g  a . 1 . 3

t e  -  |  ( l  .

{ F l (  
=  +  l i :

l p t g  \ p . t
\

H.  Coro la ru l  2 .8  g i  induc l ia  as igurd  succesu l

^ \ +
2. Lema. Fie ,g \rg (G-AGb) si  Ll  surject ivs'

I
1qa t -|qQJ .n

razul td,  Lt | l t  - l -+> l - 'J)  ,  7 
2,  '  .

F i e :  d L r = o , l [ ' l  = J  + ]  b , U t = 1 , d 4 = o
-  r f  t  t T t  - t t  r T - r

a . f . :  L  - - \ b t a b '  = Y t b + 4 b /

dar: J (t* Jf ) =0 , ceea ce termina demonstrafLa.

] . -q -+-- g
4 , t V

ag- t , . tv t  t ,3 , '

diagramd comurativ; tn G - AGD $i:  L{* rnonot",  ! \* t ,  {* ut,  tn Hu

Existd atunci r  F '  U- O?n(V ) *$,C-AGD-morf ism, a.1. !
7.

(  T -  .  _ .  P

li f-=; t
Dem. Cu rj .scul de a ne repeta ral iondm dupd cum urmeazd'z

t  se ext inde d.n.d. t*. I .J = O d.n.d. IeiOJ* o IrJ = 0
\

F i e ,  F  , { g ' d . n t v )  - > B  d . 1 . '  F t g . = t  ;f

avem a (qTtV - t"n)=O , deci,  conform cu lema 2' ludm:
t 'r * , - r p f F

V 3 rZ :$  (ech ' r )  a . i . :  t {F iV  -F !y= {o< ,  s i  apo i '  k iU .  =  t  '  t iV  =F  iV  -o t

care  e  G-ACS mor f i sumul  cduta t .

demonstral ie1.

rn t-\f ; atuncj.

3 . lgini. Fle:
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si

7 6

4 ,  P ropoz i l i e  (  l < r tn {  oo )

4 - + = g
l I  p t  ; , ' ' (fl

(.f e (rr^+!) - echivalentd r" H* ;
1 l

L€.+0t e- extensie ni lpotentd cu generator i  1n dimensiune4ln '

Atunc i  ex i s ta . ,  F ,  d ,  - ,9  ( i * ^  G-AG) )  a '1 ' t  F l€  =+

F  - ,

{ k  = t  .

'  
b. ,  Inducl i€,  uzind lemel_e anter ior  demonstrate.

Bie B , o G-Agn. Derinim;: 3on =- k n(\t,-o)Al(en(lt=.)eg@(t,Jt)

(sub.  G-AGbl  9 i  avem:

(y)

Dacd

D ..'-, Bor --* I sLt,u*i*=e!r' 3 o$ +o

\p , 3 -.9 e G -ftCb.morf ism, avem diagrama comutativ5:
t

3 o(t,df) (@g-* Bro(t.dt)
$

8o,r _ 1,?t- . . o,r

surjecl ie => ton surjecl ie;

lzo + Y"L Lzo.

6 .  kn 'a .  F ie :  q
\

Considerdm: 616'dn(" ' )
T

gi diagrama comutativd:

. FLe diagrama comutativd:

I t , '  G -AGD)

sur ject iv $i  q,*  i ro,  f ie. \

t  e  - l
n o f 6 n n  :  

{ t l  =  f i  ,  i : D 1 I  I

5 .  Lemd.
\

{*

!9S. ConsiderSm:

0 *,9or G4 gotJ,Jt) 3o8 * 'o
Y;rt Y@id g Yo*.[

o i-'g6. --, g/*"(\ {t ) -> 3' bg -'o
$

si  deci  Y;  "  
izo.

rn senerdl: Ptt) +Qit) {* c go r <+ PQ) = [t -r)tFttl

Fie asadan t(t- 0D'tt) "dtf/ 
e 3',o, I 1u6m: YFal = T /(f)

si :  {  0t t)  = Q'( t)  ,  $i  avem: to" €t i  .

n7rL .

{ , "
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Ge U,4+)

Dem. I iductivr cu lema 6.

I [.1 oid
fl,q Xntv) H' , 9t oLt,Ltl

7. Propoztje-Fie ' in +itls s:
D a c E  Y t " t Y t r ,  a t u n c i :  t "

astfel  lnci t :

h'  t tu =-Lr\q '  1 Ht '  Fj  = F. '

I n  a c e s t e  c o n d i l i i ,  e x i s t 5 ,  ' H  , t o  V F 1  a . l . :  -

Hqq =\  ,  (y  o i { ) .H = F\ /
pg .  Avem:  h  se  ex t i . nde  d .n .d .  d -  ,  r  =0  d , .n .d .

\P  x  S -r  * t , , l . , ,F , jo  =d rJ ,H , lo , r , ,  
' !

Cons ider im dec i ,  H  ,Fo  9 tn  ,  E  
1X 

= \  ,  9 i  averns

i[t1era)uv t\iJ'out* ftloid)H'o -H'*lt;,o , 
'1,=o, 

t, $1 dec'i, conrorm
c u  l e m e l e  5 ,  2 ,  p u t e m  l u a : a : V  - > 7 - 1 . 3 r e c h .  d . i . l

(.{ Bid)n lv - H'lu = [Y e id ) d, . , ,.

r , uam i n  con t i nua re ,  H lg .  = \  s , i ,  H tV  = I fU  -  D (  .

9l

o t t  '

8.  Lem5.  F ie : Z\
si:  L\ \"9'  ,71 . [=.R , -1;
i n  = d ;  e i  n i o i d Z {  s i  a . r . ,  u ( * l

tativi fCil ir ldrul" aplicaliei q ) .3

comu-

Dem.

I S-r3/

g Gu \ nil-potentd si .? n izo)

. Exists.: s G -Ae D
O n 1

:  - D  + 4 y  7  € r . ! . :
--r-;f 

3J sd fie diasramd

L,t = 3' o,,, *t)rt,fi* U J* 3'o(t,dt) oB

7y-t, g' o{t,#) egtiu,B ei : n , 3(in"("\)sit- ,gto;u t#l eGg i  d e f i n l n o : i : ,

Definim:
t . t

t  * rLt t -s) f  ts  ,

t t ,  dt)
91 apo l :

+{t, dt ) e( 3,.1() pr.!n:
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$/ ott,:dl ) 
-4= ug t 3'oct'Jt) o(s, ds)

Considerlnd:

gi avem:

$' e (t,It\ oG
r J
Z1

,  t r i  r  F :  i o \ 2 * e

D e f i n i m  g i :  i :

g> iXr 3oCs,Xs) , notdm: Roin't =+

F o Ls' * [t,d+) asl 6 (:,{ s)
I  ted

Zt o(s,ds)
n i  .
Z1 4-' 3io(+,dt) og

f * -a t

args(t,&)'-l(,B'

gi avem: d *t L' a 3' , at-unci: Q-t) U e Z.g S 1 :

i  l(r-t)t ') = t '  , deci i surjecfie.

)
9 . Teorernd: Fie n -{9--.> /P>

'  
* l

( t n  G - A G D )

n l l p o t e n ! 5  g i  . ( *  ! z o .

D a c E  
\ . ( "  

o { { u

Dem. Conform lemei

; ( n { " )  u i [ n {1 )  e i  dec i :

fie n

Avem:

8 s i
t

F l o
t

o  n  { n

" { t  
o

Tt" 3
de urrde

. a  I

T to imPlics:
. 0 9'  
[ n { "  

o  [ " t r  -

echivalentS ln

H z2 0" ett, dt)
.  " '  

u '  
q . .? .  ,  f { t t= t  =H11.=o .

lD.=. ct e tt, di)

U.ot*,.ft) o fl,e1.r,d,,) 5*; ^ U-@f(f,{f) g (u,do)l
4 ( ta\e,rt) O(i/^, &-nj; i' 

f
J L l

ctott,dtf @ {e(a,J5) <.-*- cLsltt,{t l .  &, (o,dDl
$-1),(a:o) (t' L),(ozo)

;  I  \ ; 8 '

atuncir  { '

propoz.T ,

10. Pr:opozil ie-: Relalia u lJ * e relatia

Hor ,  t4n .S\unde Tn e  n i lpo ten td ' .
G-ACD

!9. ConsiderS'm:
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S 1 :

y- ct oft+,r+1 o (',Jsl]
{

,/

d,o [(t,Lt) o (e,Js)l
ryn dlagrame

comutati-ve
(q= 11,(s:o)

Def in im:  t t , f t )  o ( r ,d<)  :g i - t  ( t ,d t )o (s ,ds)  ,
unde, i( f)  =t, tG),0 si i t*) '  ! , /a=s, t( /+)=dt;f) ,etr.si  avem diasrama:

.o(:,Js) 
i{Ed 

o [t,*t1 o(s,d.)tt, dt1

t-\6H/

{ \

tt,dt) o (s,As)
(f' 1) ,(s=o)

Consider5m oiaqrama:

,a@ [  [ t ,d*)  o(s,&s) l

F /  I
/ t idot

. / V
As't' HbR' , o.o I t+,*r1 @ k,{sf'u I -) 

(t=t),(s=o)

ei deoarece [x ftt,At) o(s,ds)l =I* l(t,dtl ..*, .(s,J'{ = o , ((t= r\ ,(s;o)
f i i nd  sur jec l ie  rezu l tS t  iA  Ot  sur jec l i vd  g i  Lzo  ln  H*  9 i

deci  existd F rn G-AG[ care.  face diagrama de mai sus comutat ivS.

Derininp Lt,At)o (.,ds) 3-, (u ,da) pi i l \  :  ACt) = A(s) =u 
t

s i  vom nota,  F = ( . ide b)"F ,  de unde rezul t5,  F ,  Hl t=o = h ' \5s r .

l r .  co ro ra r .  F i e ,  r f  : 3  - -B '  t ' .  G -Ac l  
" , . r 1 * t " o .  

r n
f ^r" ^-f .P ,r b n.n nr-l \ r /tr4

acest caz2 1;t t l  , j )  \  g i+ 
>'  ! ' rr f  , 'Dk, pentru V 

' l ! l  ni lpotent.
rrvrn rA1 ^ 1 de acum, .for" de omotopie de & -ACu

i::::::": ::":'i:::j""e: f,isureazs,n c.n,ex,,
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,
h a nxrsrENTA sr uNrcrrATEA MoDELULUT MTNTMAL
J

oG -ACb t?yl ,d) va:dce minimalS

yrt = xiv; lv

1.  Teorema:

= @ V t ,
h>o

se

V t = O \  
h ' t  (sumd

QTzo

dacE r cd G- AG :

direct i  ae G-module)

si:  (?r) ($n.n>o,1zzo) ,  d(V"'F) cXttOV*)*ty.Vn'1.) ,  cu convenli i le:
ttrch 1 { }

V o = 0  g i  V h r - ! = 0 ,  p e n t r u  h > o  f r q  
' s e v a z i c e v n - S i n L m a -

ld, dac5. V"=0 pentru h>Yn .

.  un G'AGD 
'  'morf ism, t1 : th -A. se va zLce model kn

mal dac5:' j.) /fyl e m-minimal5; ii) Y e [n't* L1 -echiva]-en!5 in

( ln cazul yn: -- o$ 7 ' ,-oi l t  omite In:-griere menliunea n0-).

Implicalia (de real int-eres) r ' t l  minimal5 =?\nllpotentd.r'

y6.fls--./eni evidentd Ce lndatd, ce vom re1ua, lntr-un context-putin mai

general , ,  def in i l ia ni lpotenlei .  Sl  anume: cer lnd ca A sd parcurgd o

mul l ime bine orfonatd de indic i  g i  fdcind nota! i i ] - " ,  ??<^ = 
b 

nF

si  In(^ = !b rylp si  cer ind ca incluziuni let  H<* .r f t<o< W 
r

F3''l'
si  f ie extensi i  e lementare,  toate rezul tatele din paragraful  pre-

cedent rdmin in pic ioare.  In cazul  In care' t f l  e minimald,  ordo-

.  f  \  h l  h ,

nlnd . lexicograf ic indici i  (n,,P)e N xl l {  ,  condi l ia l*)  apigur6

ni lpotenla.  Sd mai  observ5m gi  faptu l  cdr  to t  d in  aceast5 condi l ie ,

*!glqeb{eI" def t

h -minimale.

Tlr, = Ylgrvt) . srnr sub- G-Aeu

, \ t  / ^  A ^ r

Daca {- f ,  e o G-ACD ,  c -conexdr '  €d adtni te un

model mini-mal.

gS. Vom ar5.ta de fapt existenta arnui model Vn -mirrimal,

pentru orice nn Si faptul. cd orice asemenea roodel poate fi extins

5r ind la un mociel  mini inai .  In,cucf ie:  Vo = O ,M o = k

Si !?lo -, 0L aplica!.la evidentd, reaLi zeazf.r ciatoritd ipotezei de

conexl-une, un modeL Q -minimal. ' :"

-mini-

H*

i
I
I
I
I
I
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Ludmapo i ,  V " to=F t t t r  s i  Mr ,o  =YJV l ,o )  r  cu  .1 . ' -A  F i :

.D

Mr' V-.t q dat de, l-l^01 J-)Zq , cu proprletatear lsl = i{

gi avem: Yf" Lzo ln H, ' ,Hl .  Fie, pentru 
l7L ,  construite:

. *^,.-I '+*--CI .r proprietatea c5: ,?, !, e ';zo rn HorHn .\{ ,F- r
Ludm atunci:

V'l'P = kon I .f,.,i-., Hth,,p-, --- Fl=0tl lt t v''r J*5f tt',,r, a:r' :

= inc ruz iune ,  9 i  apo i , . oh r , l=4 ,p - ,  
? f l ^ (Vn ' f ) .  

c f  . c r i t e r i u lu i  2 .4 ,

--- \-r&] ln,
" rF l

va'Ps_J -  . ' e
C t r  J  r

[ . ]  = incruz iune,  9 i  apo i :

tr,p-. se extinde Ia ln^,rq+-rQ-^: 
i"t l t"d. 

ln acest caz sirul exact

z (2') : 0 -> H^')nr,f-. H'h^.,p *V{'p Ld'H'l{r,plr irjectivirarea rui Lzl

gi- i -poteza de inducl ie impl icd faptul  cE f f '  e lzo fn Ho,Hl .

putem tua atunc:-, ?Y), =b\,F $i Y{=bY,,p drept model ! -minimal.

Fie (penrruhTr i )  dat :  )Vlh- ,  fu-q mo4er (n- l )  -minimat.

Ludm:

Vn'o - *Le-" lX,I', H*wln-. -* I-\"01 t li ,, hn,o = hr-. $X,.tv''o,p

Considerind proiecl j-ar ff l  
}-3Vh'o , exist5 o secliune echiva-

S

r ian td  a  e i  ( sdgea ta  punc ta t5 :  
| * . t  

;  i d  ) .  De f i n im  a tunc i :

Wn,o{n."-" f i  pr i .n ,  r?y, , r \ \ l [n_^ =. t " - ,  ,  f r , ,o lVn,o 
:s  ,

Cf . lemei 2.L, incluziunea i 
,  Tnn-, L)Sl,,o e n -echivalenla !n

H* , deci, ardtina cd 
"{f;" 

e lzo ln Hn ' vom ardta ci

t,.i 
e Lzo rn l-t1 , pentru 

1 < h Avem diasrama comutativd:

0 *r\'lo$.-, +5H"\'ilt,^,o >\,lh'o -u O (sirul de sus provi-ne dj-n

l\ .  o * [f f f ;" l l  Firul exact 2 (2) )

0 *- t-tut Y[*\n,- .']t! hn fr, -= \i h'o -" O

,  de  unde  ce le  do r i t e .
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trecerea de

""1u1 minimal

8 2

contlnuare, trecerea de ta V145,p-a la i ln,f

r.Y[ -,l l l 
". 

fac exact ca tn cazu]. h=t . rn
h- l  h

se obt ine lu lnd:

/ h A = ( g Y l t n  , Y = l g y ^

, g1 apoL

f inal ,  mode-

pemi Notdm: 
Y{u = {i = F . Notdm ln continuare cu \ com-

punerea: hu 5 
'4 

e---rfq6(t,Jt) ei avem3 \, t i  r X tu 
.

Dupa, cor. 2.8, existE, S*n , Wl*' -rOt sr; , Ft: hot*,, -r 'h 6 tt,dt)

a'1"  I * . , IYI \ *  = t r ,  H \ ru ' "  = \  i i  .  H,  t  =  YT*. . ,  -

Dupd cr i ter iu l  2.7 '  { \  -  J I - '  ' '  T-  
L

i V - *{,,},,yT**, =[{ f".*nlu -*tu -\atnltl

Tinind cont de nrodul de definire ai lui ,  Q(;) gi d.e forma part icu-

lar6 a omotopiei h , rezultd &tt)=0 , gi deci existenla unui:

V +" Tn::'. .*o Yt| t a. i. , {f nn,lv - ( tv = Deoarece:

cu Pro-

F t r
= !  ,  - ! . d z t

t* t ' r lV {d.-) '

Dac5. fi "
3 . q9r-q1+.{: Fie, d. $-, Wf morf ism'iqe: C

2. LemS: Fie A o G -AGD si )yl  ninimal5. Pentru n>! si

p7,o rixagi, notdm: llld - yt! oV'" ) etrvn'? )) ,. Vn'P = V si:

, \ r r  \ rr  a ,  

lvt(rr  13P

Mn*,=M,t,3[.N). tt", 
] t  

f iasrama 
comutativd (tn G-ACl l ,

Y1lI , '*4-- CI.

i  1^ A $. f  L . ,  Y* iz 'o)

hi*, .!_' 1Y1
Existd atunci G -ACD rnorfismul 

t*r 
t hU*n * U

I 'f t'*t \'rn* :- {*
a f .  :  j

LYt*., = (

d g  .

{ n*,

t ,
!  { a + a 1 Y

.Aco .

d 3tv ) c Bn Tl4 rezutrd., {nd 3{.'e,) c Rt q. i

- q . i  ^ r - x ! . !  1  ^  ^ x . - : ^ ! ^  . : ^ 3 . : .prleE.agr.ie cauEace $e cierinep-,e prin r f +*, i ir i * 
= 

{ "t
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minimal5 Si

W S,O
y* e !zo,  exl -st5

a .1 .  ( pV  =  i d  .
\ \

morfl-smu1 de G - A C D

4.  Coro la r : Dacd,  in  cond i l i i Le  de  mai  sus ,  S iQ ' :e  min ima lS

d . n . d .  
Y  

e  i z o .

(un ic i ta tea modelu lu i  min imal) ,  F ie  date modele-

j os ) .  D in  Th .3 .1  rezu l tS ,  ex i s ten ta  sSge t i i  punc -

tate care face comutativ5 (omotopic)

d iagrama.  Cor .4 arat6 f  a  f l  Lzo. .

(unicitatea modelului m-minimal) .
.  . a f

, respectiv: Wll xL' U- , modele m-minirnale.
.r\ .,
, /
V / r' Innl / Y'r r  I  t

atuni is (P* e lzo
\

5.  Coro la r

le minimale (ca mai

Ynl
),',Tq
+; c{"

Corolar

F i e :

DupE Th. l ,  e1e se pot  ext inde la  dou5.  modele min i -male (sdgef i le

punctate) ,  iar  dup5 cor .S:  ex is tS.  un izo de C-AGD ,  l i l '  L r I ) -

Fdc1nd observal ia  der izor ie  (dar  ut i iS)  cdr  pentru o a19ebr5.  min i -

mald Ul l  ,  ?i l*  mai poate f i  descris si"qa subalgebra generatd de

@ JVln ,  coroLaru l  actua l  rezu l t5 ,  i .e . :  f  induce un izo:
h3vrr

5 .

v t t
" '  t h
n

. l

{/
rVA
a t  t

Jl,o[
2

/

./ r{

I
Yn,," +:5 Tf\,n .

W*bW'*,  6-ACD morf ism lntre a lsebre

m  - m i n i m a l e .  A t u n c i r Y * .  \ * f  f )  - e c h i v a l e n t S ,  t n  H * ,  d . n . d  
T * .

e  l z o

7 .  Coro la r :
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P g . P e n t r u i m p i . i c a l i a n e t r i v i a r S . ' T h . l n e a s i g u r d c S .

p u t e m c o m p l e t a s i t u a l i a d a t 5 p i n S l a u n m o d e l m i n i m a l : :

Y\lI*n^

t
TN

f!.-" wL

In continuare, urmSrind interese de perspectivat vom acorda

o atenl ie deosebi td algebrelor l -minimale.  Fie:  +n--X(V) o ast fe l

de  a lgebr5 .  Def in im induc t iv  submodu l " r .  hP cV pr in ,  h ) - t=0  '

\go= k*n{v L)u'} si pentru ?>, L , \J P = [dl.,r)-t (tHtWP-.))t )

9 i  a v e m :  W o t . . . .  \ a l h - t .  W P .  . . .  g i  ( d i n  m i n i m a l i t a t e ) ,  V  =  L ) \ J ? '
. b

Este l impede faptuJ.  cdr datd o ai t5.  a lgebrd l -minimala:  
'W) '= 

{ tV' ;

s i .  un  mor f i sm  de  t , -ACU,  
{ ,T l i  

- "T f i '  u r " r , . { (WP)a \ j r t ' ,  Vp

(unde cele accentuate se referS la  construc l i i le  s imi lare efectua-

t e  rn  Y l /  ) .

Lemd: Fie I | l= t (V ! )  = Y (g V { '?)  
,  t -mlnimaLa..  Notam:

si consider&m incru"i,r,.irf." de C-AGD , Y([t) =llln .-r]0.

Atunci t  Ul"  =Wl ,  1,>ro

pgm. Ardtdm,incluziunea netr iv ia l5: .  \ , ) "  at l "  .  FLe deci

v € V {  a . 1 .  d ' r = 0  i  f i e v  - - f  u o  ,  V q r V a ' 1  ,  i a r

vf  +0 Rezurtd cd,  [avhJ =0 l ; '  HIY{ l f  
1^ 

,  
'u t  

de a ic i ,

c f  .  ipo teze lo r  H)  :  p :o  9 i .  d .ec i :  v r=V{ 'u " l l ,  '  F ie  a r5 ' ta t

(pentru pzr f  )  cd,  i lq  =VJ1 , 'd.acd lL i  rncl -uziunea de ara-

ra r  es re :  l nJP  
"  

[ t  .  F i e  dec i  v  e  V r  u . r . ,  dv  
"  

* i - ,  .  F i e ,

4
Cof .4  imp l ice t  Y  e  j zo ,  ia r  observa t ia

din corolarul precedent aratd \P* a fi
\vn

L z o .

8.  Lem5. :  F ie I |J t :  { \  V-  I  =  ^ ,Eou 1 l  t  r " IRr- r }a l l tc

i l  o = @ VI, l  s i  consider&m inctuziuni le de C-AGD '  Y([ i l  =St '

t  1<p ,  ^  u - l  n .

f  
o ,  d ly r ,o  =  o  l i '  V t ,P  : :o l ' f lY lp r ,  p tn .  p>o

Presupunem:{

In*r ke. I H'Ynh -"H'lnn*"] = k " {Utrttl -,H'ICIy.J
$n .  1 ,> ,o  , v2 ,4 .



p r i n a b s u r d :  u = ? r 1  t u ? a Y . a ' 1  ,  v p * " * O  ; i : r ) r { .

Notrnd , '*t, =I;:^ , '  IJp-r , avem: 4u'utIno-.ru, L/nl =0
1=o

In l- l tT\ p. r  deci,  dln ipotezelu (**) si  tpotezele de in-

ducf ie,  dv = d (u l - f  n u i )  cus r r t , , - ,  e  0t  , , - r  $ i ,  v f  e V t 'F

de unde, t [*h-^ -u{.)nvplr) j  Z vr) e V{'0 ,  ceea ce e absurd.
1= P* ' t

- 8 5

g.  Lema.  Consider lnd,  d  t -  A ' ,  i n  G - A G | )  ,

",, Q gi gt c-conexe, fie modelele mlnimale, ?h +, d 9i

yytt  Jjrgt .  rn aceste condi l i i :  exisrd un G-AGD morf ism:
ar

yn $>yy1t unic plnd la o ornotopie, care face diagrama:

S -L' qr
t t  Y  T Y '

Yn -{--t 'l1A/

r
De$.  Ap l icdm Cor .3 .11 .  Vom pds t ra  no ta t ia  

t  r  care  va

desetnna modelul minimal al morf ismului f .

omotopic comutativS..

o a c 6 & e o  G ' A C  r v o $ n o t a :  [ + = O 0 9 .
9 )o

oace h " 
o AG 1iber6, de forma, lY}=Y(V) cu: V = CI V?

p>o

.ro* introa,r." , ,otuti. ,  l i*Tfl =h!/ht 'Jf)1-, ca s.v. graduat. se

facem observalia cd, in condil i i le men?ionate asupra lui Vr avem un

izomorfism de s.V. graduate: V ..,, Tlrt lf l  . Grupurile TlYf\

vor f i numite grupurile 0e S;eudo-omotopie ale algebrei Yl .

un G'AG *orf,rsm: Wl= H,(v) +- ,XtV')=lh' i 'uo." in mod

natural un grorf-isrn notat: Y({) : n*TY) ->Ix}vt/

Daci 0l = 
' '/ iV) e G -ne I I vorrr spulre cd fl" este. liberd

de  t i p  f i n i t  d .n .d . .  V  es te  s . v .  g radua t  de  t i p  f l n i t .
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10.  L -em5:  l ' i ec  m l iberd de t ip  f in i t .  Atunci t  \  e  n iLpo-

ten ld r  cu  d  decompozab i l  ( i .e . t  d t tn t4 ' fY f . f f f  f  d . r l "d .  T \  e  mln ima la '

Dem. pentru impl-icalia d.irectd , considerem: )Y\n*n = \ rt I Yrlv"l
Lo4 t(

(sumd f initd ! ) ne pel:mitei ' .r  sE renumerotb'm ind' ici i

punind in  ev iden!5 g i  n iJ- i ro tenta.

gr . * ,  Vn= @V", .  ;  suma e  f in i td ,  d in  ipo tezS,  pent ru  ln  '
'  h r t=h

Vl ' f  se obgin renumerot lnd acel  Ya cu ho=h .  Decompozabi l i -

ta tea d i ferenl ia1ei  9 i  n i lpotenla impl ic5, ' r  v iz j -b i l  min imal i ta tea '

Pentru impl ica l ia  inversS,  .observ im c i  decompozabi l i ta tea

lu i  d- , rezul td  ind i ferent  de condi l i i le  de f in i tud ine '  Deoarece:

V t  =  o \ h ' ?
P

in ordj-re natural5,

rn condi?i i le lemei de mai sus,  obl i r rem o scr iere a lu i  yn

(minimala gi de tip f init) r cE, TQ = 
b 

Xllo cu3

Ttl o*r = T[\ o ?^Uhd(V"()
s i :  *  3  P  

: ?  h , ( 4 n $  ,  i a r  m u l E i m i l e :  { n \ n 4  = n }  s l n t  f i n i t e '

pentru or ice n,  ceea ce ind icS.  o analogie putern icd '  cu TN,  a$a cum

e s t e  e l  d e s c r i s  i n  o b s e r v a l i i l e  c e  r e z u l t a  d i n  T h . I . 2 . I 5 .

'  
9 !g.  t  fn  ce le ce urmeazd

?are i lust reazd faPtu l  c5:  s imPla

b re i ,  ca  ea  sd  f i e  de  t iP  f i n i t ,

min imal  este de t iP f in i t .

In cazul- si.mP]u-coneI

clar i f ic i ,  Cupd cum Covedegte

vom considera urmdtorul exemPlu

cerere asupra coomologiei a]-gre-

nu impl icd faptul  cd modelul  e l

Fie  d  o  ACD c-conex ; .  a '1 . ,  Hq0.

observd c5. modelul ei I-mlnimal nu este

'Exemplu precedent  este provocat  ln

gularitdli le irrezentate !n H't 0- .

1 > / L
o rt 0= to.

I

o l @ ,  1 = L

Se de t ip f in i t .

prim5 instantd de nere-

(1.e., f i 'L{.  = f fCi=ol ,  si tual ia se

urmStoarea:
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Atunci t  
' l I  e  min imald.  d . .n .d.  d  e decompozabi l5 .

c) r ie: ! i  minimalH. 9i  s implu conexd; atuncl l  JYI e d.e tip

f in i t  d .n .d .  coomolog ia  sa  e  de  t ip  f in i t .

Dem. a) Vom prefera implicalia directi gi oarecum netrivialS.

Dacd H^tt t t  =0 ,  arunc5. \ lo=0 (rerulnd notal i i le lemei 8),  $ i ,  in*

d u c t i v ,  W P = O  g i  d e c i ,  V t  = O
' 

b) De data aceasta considerim ca netrivj-al5 implicalia i-n-

versd pe care o vom demonstra.-  

D in  ipo t  ezdz  dvn  -hn- , ,  1  pent ru  o r ice  h  ,  
g i  dec f

minimal i tatea.

c) nin nou preferS:n inversa implicaliei directe pentru d.emon-

stral i i .  In acest caz,  pr iv ind girul  de coomologie aI  perechi i

[N\N,-) , H*tYlrf -oFf*'(Yn,t\i\^) -'Hnnz\\n,tt ra$ionament j-nductj-v ne

t t t
V  n+{

permite lncheierea demonstraliei

Vom tncheia sectiunea aducind o noud preeizare asupra

Iegdturii dintre nilpoten!5. gi minimalitate, gi anume: vom indica

un algoritrn care permite, dat5 fi ind o a1gebr5. nilpotente ?| , sd

extragem din structura ei informalie despre modelul sdu minimel,

f ie acest.  f i  ,  fSrd a-I  construi .

oace 
tn e nilpotent5, ln particular e l iberd, deci avem

id.enr i f icarea grupur i ror  sale de pseudo-omotopie:  n-  /Tf ' f f  -V ,

aace 7l e deforma XtV) r sa observdm cd: dfln . 'r1* si l

d( ' f j t . t f  I  c'n+.rff ,  deci d. induce o diferenliala, notats

11.  Prgpoz i9 ie

a) Fie n minimala. Aruncir l-\^th =0 d..n.d. T{TI\ =0 :
b) nie: 1T1A tibers, /fh =H,(V ) 

",,  
Vt =0 .

d t , V  - ' V  .



o consecinld a teoremei de strcturd din LtoJ, rr  L-2,

{ndic5. arsoritmul prornis: fi,,( tfl '- I-t* (V , dt ) , 'y}1 fiind model

minirnal pentru Yl .
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$  s .ALGEBRE FORMALE

Dacd A ,?, sint c _ A G O ,  pr in  echiva lentd coomologicd

simpld intre ele vom inlelege: f ie un morf ism de 6-RCCI:  ry 9"3

care induce i.zo in l{x

cu aceeagi  oropr ie tate

sc r ie r  U .  <  t - .G  .

, fie o sdcreati in sens j.nvers , CX. 
":F- 

C
r l X

in  H"  t  in  or icare d j -n  hceste s i tua l i i  vom

r .  LbmS: F ie  d ,3  c-conexe.  Daci  A &rg ,  a tunc i

modele le 1or  min imale (constru i te  s i  d .ovedi te  a f i  un ice o ind ]a

izomorf isin. in 4) ,  Tf lA gi ( l lg ,  sint izomorfe.

-D-gm: Presupunind. de exemrrlu dat: .{ , f l  .-rB\

const ru in  ca in  lema 4.9 modelu l  s 'du min imal :

^, 
c in p1x

Y 
rezul td  iz r

4 . 4 .  Y  e s t e  i z o .

d- gi A se vol zice goo-rnoloqie echivalentE ( c -echiv) dacd

e x i s t d  G  - A O n  Q t ,  o  { t  g r ^ ,  d . 1 . ,  f r o  - - q  
t 1 r = g  

s i  r o r o d a t , d

ech iva len le  coomo loq ice  s j -mp1e '  U i - ,  
"&  A ;  ,  , l  1 i  1n  ,

Vom scrie in cazul acesta, f i  L g o

2 .  LemX:  F ie d ,8 c-cone>,:e .  Atunci  t  {  , tg d.  n .  d.

TV lA= T \g  (vom mai  foLos i ,  abuz iv ,  "ecra l " ,  pent ru  " i zornor f  " )  .

Dem: ca Drecedenta.
^ l

0f. se va zice G - ACI €cErqle
(u l t ima consideratS. ca C-ACAcu di ferenl ia la

dacd

nu15)

I  r .
,  izo In r l '

d
In1

ilfio

-$_-' Il
1 13,

-1-* Yltri

,  dec i ,  duod  Cor .

Ct * HxA
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.  3.  LemH: Fie t?t  minimald.  f l  e formal5.  d.n.d exist i

G-AGD morf ismul ,  Y t  'Yn * H*t] t  q ' ( '  t  t*  = iJ '

Dem: comentdm doar  impl ica l ia  d i rectd.  Dupd lema 2|  avem

G-Aa l  mo r f i smu l , 1  ,  Y [  - ' F [ * f n  a . i . ,  q  i nduce  Lzo
I

l r *  , -  s \ F t  ] -
in  H^ .  Ludm atunc i :  T  =(q*) - "  Y . 'Se observdm c5,  odatd '

stabj- l i tA,  pentru G'-  ACU c-conexe, echivalenla imediatS:

u 
U. formald d.n.d Y[q formal" ,  urrde I f \6,  desemneazd modelul  mi-

ut

nima1, Lema 3 furni zeazd d.e fapt reducerea formalitSli lor, 5rentru

G - ACD c-conexe, 1a cazul  min j -mal .

o clasd de exemple de algebre formale furnj-zeazd.:

4 .  P ropoe i f i e :  F ie :  V  =  @Vh t t t  G  -modu l  g rad 'ua t ,  9 i

f  ie  ( * ,J )  =  (Ytv l  ,d)
h

o U-AGb .  cbnsiderdm submodulul

C .V def in i t  pr in,  C = ke.  (dtv)  .

D a c d e x i s t H o d e s c o m P u n e r e t  V = ( O N  ( G - s u b m o -

dute) a.  i .  :  ideal  (  N) n Z* t . / )  C Bxt?)  ,  atunci :

e x i s t d : { , Y  - t H ' t X ,  G * A G o  m o r f i s m ,  a . i . :  
T *  = i d  ,

( In  par t i cu la r  X  e  fo rmalS) .

Dem: Notdm cu ',ti- proiecfia: Lx L. I--r H*t . Def inim tt

(  Cr -  AG morf  ism) pr inr  
Tt(  =rr \C ,ytq =O .  observs.m cd 

Y 
e

G - A C U  m o r f i s m  d . n . d .  . t d t [ \ = O  ,  c e e a  c e  v o m  d o v e d i .  L u d m

y  e  N  9 i  s c r i e m :  d o  =  c r + v t  c u  . ' e  d ( C )  q i  1 1 6  i a e a l ( h \ )

A v e m :  0  =  d t )  =  d y t  g i  d e c i ,  d i n  i p o t e z e ,  c l  €  B ( X )

g i  a tunc i :  
1dV 

- -  T  c t  =O .  ArEtEm in  cont inuare ,  oent ru

a incheia demonstral ia,  cH tr{-C) -qenereazi ,  ca a1gebr5,  H*X

Ludm -  e  Z* (X)  s i  sc r iem:  z - -c t+ \ t  ca  mai  sus ,  ob l in ind ,  iden t ic ,

rn  cont inuare,  vorn numi  o  G-AC+{. in t r insec formalS

r1an,i nri rro r.l i te orr- )?'\ si tht sint minimaie, din , H{hn,-fl{ iJ' l '^ '}t' " -  ' t  
|  : -



(Lzo  C 'AC )  rezu l td  :  T t \ " ,T [ '  (L roG -AGol  .

5 .

or i  de c i te

rezultd ?n

Lem5,  oacd  | k  e  conexS ,  ea  e  i n t r i nsec  fo rma ld .  d .n .d .

ori YII e mj-nimal cu rrronrietatea, H{fi ,., X /
formal

9 1

Dem:  -D i rec t :

deci t 
'!h 

"- 
^[h
' r ;1 f f t

formaler decir Yl -Vl

obs: Dacd YY\ e minj-ma15,

nu are cum fi intrinsec formald.

F i e :  t (  , d )  "  A G D  ,  Y  =

unde 
";

c )

F\* T[' - X , /fy\ .si flr rezuttd

(Lzo in  G -AGD )  s i  .nr too W\f -

s L

p l u s :

krfl ,-++ imr:lica , 4{l ,,-n{nx (.^ 6-Ae0) si

Dacs I'l{ Y[\",

H*h 
- ilx

dar nu f ormald , H*'q

hzo

a p l i c a l i e  l i n i a r d  d e  q r a d  + 1 r f :  V

Pr in  analogie cu exemplu l  8  d. in  I .4  ( f ibrdr i  nr inc ioa le cu c f rup

structural cornpact) r Vofir introduce noliunea de extensie pri lglog-

r d  a  l u i  U -  " , ,  
V  v i a  E ,  d e f i n i n d  o  A G D  r  ( A  

I  
H t v ) , d . )

l r l
pr j -nz  d" lCL =d g i  C" lV  - -Y  Not5 .m ca  de  ob ice i  inc luz iunea

Ct <---> C[ O!(v) t" j . Avem:
E

6.  LemS: Exis td.  un F i r  spect ra l  mul t i r : l icat iv ,  s i tuat  in

primul cadran, conversent Ia H*tU- o?(V; ,  $i  in

a) !-  z* H*0" s Y(V) (ca alsebre bisraduate)

b) dacd \r e Vh , arunci, { Ov e Lo"lu ei

d n*r (. \ ov) = Tlr., Lc"J
desemneazd proiecl ia naturald ,  LT' 'o * 4i ' ;  ,

compuner"r, H*d ,- L:'o +* *" .-*H^t[EXri)

se ident i f icd cu ,  i*  , l l *Ci - ' t \o( i i?Y(v)) '

Pemr Notdrn cu V- diferenliala din
t-

Ct eHtv) coresnun-



9 2

zAtoare extensiei- princi-pale C{- 
I 

Y(V), , bblinute conside-

r i n d A = 0 , $ i a v e m ,  d v = d O i . t  * V C  . P e n t r u  7 > r o  ,

notdm: Fl? = Qq oX(v) si r:entru p7r o , FP - @ f-1? ,

ei  avem, Fl* '  . t?  t  f>r  o i  U F0 =61oHiv)  ;  Fn. t t  . r ! ! :P ,
P>ro

s i ,  d e o a r e c e ,  J o i d  :  M  1  - > [ v l ? + t ,  f > r 7 ,

iar  :V":  M9 > E?+z ,  720 r  un ra l ionament standard (cum se

af ld ,  d .e  exemplu ,  in  Dt ]  ,  p .48-51)  ne  permj . te  eva ludr i le :

tE , , Jo )  =  [ d -ed . t v ) , 0 )  i  ( L { , an )  =  t&e { ( v ) ,  do id )

d e  u n d e  a ) ,

C l t  desp re  b )  g i  c ) ,  aces tea  se  ve r i f i cd  fd rd  d i f i cu l t a te

pr in  ca lcu l  d j - rect

7.  Exemplu :  F ie  
- /  

o  AG l iberd  de  t ip  f in i t  s i

( r { r , . . . ; ! r q n )  r *  g i r  r e g u l a t  i n  Y  ( i n  s e n s u l  d i n  T . 4 )  ,  s i  c a r e  a u

in  p rus  proor ie ta tea  c5 :  u ;  e  X+.4+,  t  -< i .1m .  Not lnd  cu  4+

a l g e b r a t  Y -  / i d e a l  ( t . t r r . . . , d - )  ,  a f i r m d m  c 5 .  e a  e  i n t r i n s e c

formal5.  Pentru aceasta,  consider5.m extensia pr incipalS: ?l  =

d . o Y ( u r 7 . . . , y * / ,  u n d e ,  t  e  c o n s i d e r a t d  c u .  d = O , l u r l = \ u i \ - { ,
T

{  3 ;  < v n n  g i  ( ( v ; ) = t ( i  ,  I  € i 4 n ^  .  r p o t e z e l e  s i  l e m a

4.10 asigurd minimali tatea. Definim un AeO -morf isrnt Yn g-l l t

p r i n  : t P l * r  =  p r o i e c l i a  c a n o n i c d ,  F i :  9 ( V ; ) : O  ,  4 S r 3 r a n
r  t 4  I

'Pentru 
a ardta cd 

{  
e  Lzo in  H{  ,  vom proceda induct iv ,

def in ind,  pent ru {  < ;3  r r " .  ,  o  sub-  AGD Ht  pr in :

M t = V  q X ( r , , . . . , V i )  s i  o  A A l t i  p r i n  , i l ; = t l i d e a r ( t ( , { r . . . , u 1 )
T

i
t
i
i
t
I

l

t
!
I

f
t

i
t
i

ccnsioer ino c ia . . ' raneie comutat i ' re :
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(cu 
f  

analoase cu 
V 

si  cu p

pro iec l i a  canon icd ) ,'J,-,r:r.

id ^-t
- ) 4

Hr,!y))

5 ,  avem

*>o r

(terme-

nul Lr) ,

F' ie acum n'  o al t5

H'r?il '-tt ; deci, dae

fundarea de s .V.graduate:

W AG morfismul canonj-c
I

Alegem:  u{e  In '

nim un hGLt -motfism t P ,

Avem diagrar',ta comutatj-v5:

a . i . ,  d v f = ' y t u ; t  ,  l < , i

Ttr --oTfl t prin' V t:t

i ndus :

1 m

- w
I

A ^ ^  t ^ P .  \  r'm; -{5 f t ;

1 1
i*t;-n

convenind a incepe cu: H , Si  apl ic ind urmdtoarea:

B .  L e m d :  r ' i e f i o A G b s i :  r r € Z * 0 ,  a . i . ,  [ , . ] € H z " U ,

este nondiv izor  4 l  lu i  0 .  Considerdm extens ' ia  e lementarS:

d, 4, d e!^ (") cu :  t(v)--u .  Are loc sirul  exact:
.  o  a  L r l ._ i '

' +

0 -:, idgc^e(t"l) -+ l{*fl +:'Hn[d,e
T.

Dem: Folos ind g i ru l  spect ra l  in t rodus la

cu proDr ietatea c5:

outem considera scu-

a . i . ,  n o t i n d  t o t  c u

Eviderrt ,  ?-r=?,h $i Lrnrn =L*

In  cont inuare,  concluz ia anun-

fatd se obline formal, urmdrind

acelas i  ra t ionament  soectra l

.  c a  i n  d e m o n s t r a l i a  l e m e i  f . 4 . 1 .

!\dq.

A€D minima15.,

e  i + t { ( u ) ,
W -Y-r Utr)l'

{(U) YrUxprrse .ve* ,siru1 exact:

0  * *  i d . " ' ( (u r , " ' , t {n . )  -+X  -Y- ' i - l r h ' - - ' 0 a

,  $ i  d e f i -

. 1 ,  -  . ts l -  q , \ . ;  I  : Y ;
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('1t"'P' A
. C *> ideal(krr.-.,u*J -- 'y'f 

'  r,, 
\-\*Tn ->D (unde' Y I--X

\ l  l l  trq 
* e Proieclia canonics)

0 -, idec.tter, ,-., u y,n ) *tV Y -= F\*Wr / -- 0

care,  combinatd cu cor .4 .4 ,  arat5.  v  a  f i  izo,  aec i  + t '  in t r in-

sec  fo rma ld .

9 .  P ropoz i t i e :  Pen t ru  a lgeb re  c -conexe :

a) CI.  .g g $i  U'  9gl  imnricd: U'od 
'  S 963/ i

b) &, &, formale imnl icS , f f  oq 
/  formal5..

H :  a )  I m e d i a t r  c u  l e m a  2  ; i  l e m a  I ' 2 ' a )  '

b )  Imed ia t r  cu  p receden ta  g i  aceeag i  l emH I  ' 2  ' a )  '

:5  se dovedeqte $ i  ur rnHtoarea:

10.  Propozi? ig:  Pentru 'a lgebre conexes

a) fr  ; tF ;g/ imPlics' '  d 'a ' 'g guT"

b)  0 , f i /  f o t *u l "  imp l i cd  t  &  vC I /  f o rma ld

D e $ : C i t e g t e l e m a l . 2 b ) i n l o c d e l ' 2 ' a ) g i a p o i c a

m a i  s u s .

F i e  f l . A c [ ) s i  t  o , t , .  € H * n  a ' i ' :  q " A = A ' c = O -

r n  aces r  caz , i  (  o  ,  L ,  . )  a  p1 \a l+ \ k \ * \ c \  - tU  
/  i aeo (  ( o , ' )

(proarsoi raas=ev) e derinit print L0.} i  + L t l lat*t n gl.

u n d e :  4 = [ ' r l  , L = [ P l  , c = t \ ]  s i  o ' P = J r 1  '  P f  
= d s

11 .  B:oPozi t ie

Fie:  U. c-conexd ,  A- fot^al5. .  In acest cazt  produsul

r . ^  - -  n
l " r d ! ' : ' Ey  =  v .
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$ i  dec i  o rodusu l  Massey  :0

Este momentu l  sd facem o d is t inc l ie

sugeratd de ceea ce se va in t lnnpla Ia  spat i i ,

formal i ta te,  respect iv  G - formal i ta te,  care

foentru o Cz-AGD . Not iunea neechivaniant i  se obl j -ne u i t lnd

G -st ructura.

D ,

d

pem: Fie: 0t *j- )q +* H"0. (!*,.g x iz.). \-\*ff. ore d=(

oarecum subt i ld ,

in t re  nol iun i le  de

se pot  in t roduce

.12 . . .  P ropoz i t i e :  F ie
I  ' . r n l  a 1

Atunci  r  Hxt i  ( t  - t r iv ia l5

&  o  G _ k c

imp l i cd :

c-conexd g i  fo rmal5 .

^
G  - f o r m a l d .

Dem:  F ie  /P l  =W& ,  C -mode lu1  min ima l .  u i t lnd

G -stn ctura , 
T f, devine evident model rninimal pentru A, ;

neechivar ianl .  Din formal i tate,  ca in lema 3,  existS.:  ?14 J-.?f i*Y

a . i .  :  ( * = i o \  .  D e o a r e c e  G  a c l i o n e a z d  t r i v i a l  i n  H O U ,  e I  a c f i o '
) r .

neazd tr ivj-al si ln Fi{n.t si deci, (Hrtq;G = F\*Tfl.

Ipotezele noastr:e permanente de semi.sj-mplicitate si lema

0.3, ne permlt sd af irmdm cd: 'm! -u' l / l  induce .:zo in H*.

De asemeneat 9\tnc v a  f i  l z o  i n  H X ,  g i  i n  a c e l a g i  t i m o

ACb mor f i sm
'r, \

ec i  rezu t td  ce le  do r i t e i /

d./ un AeD -morf ism intre algebre

se vaz ice formal  dacd modelu l  sHu min ima

Ll 't
poate f i  reconst i tu i t  numai  d in  apl icat ia  indusS de f  in  I - t "  ;

mai  prec is :  de indatS.  ce este dat ,  ca in  d iacrrama de mai  jos,  mo-

4
de lu l  m in ima l  L  ( i . e . :  pa t ra tu l  d in  s t i nga ,  omoton ic  comuta t i v )

\ -

ex is td apl icaf  i i le  LP $ i  Y 
/  ,  iare sd ind.ucd izo in  H* .= i  sd

" l - t

facd pdtratu l  d in  dreaota omotopic  comutat jv :

-x)  
Se poate ardta,  fo los ind teor ia  obst ruct i i lor  la  formal i ta te

dez i zo l ta td  i n  L4 ,  ada .p ta td  ech i va r ia l r t '  cH  a f i rma l i a  rezu i

te fdr5. a impune restr icl i i  asupra acl iuni i  in H" Cl,

t r  -  ACD morf ism si  d

Fie: U Jt

fo rmale ,  C - "o r t " * " .  
I

G
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H*q
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L4.  Exemplu

Dacd,  , { * t  =  Y(o,p) / i {u . t (o" ,oP)  \ " \

d =0, considerdm: In3 =Y.tx,) ,Y ,Y),  \x\  =\Y\ = Z '

" r ,  
J x = . J . i  = 0  s i :  d 1  = x z ,  d y  = X y

d a t d e :  X - ) r (  ,  Y  + p  , Y " t Y  - > 0 .

ce induce lzo in H't  ,  gtn.* <{ .

Avem: t l3  In3 =0 ,  dec i :  (  [xJ , fx ] , \ l )=FxY*YY- i t0

ln  HtH:  s i  dec i  h3 nu e formal  (proo. I l )  .

Remarcdm raptur cd: YlA3 = Tf\r- p Y, ttg,V)

cu: h, =Y"(X,y) Si d = 0 ,  ceea ce aratd cd: o ext indere ele-

mentard de model formal nu rSmine formal5..

'  rn  ace lag i  t imp,  ? l l3  se  ex t inde ( teorema 4-1)  n in i  Ia

un modei mi-nimar F) ,  evident fo.rmal (N*r"d=0 )  .

Rezultd deci cd: dac5. I"\ . formal-d, t[)n nu rSmine nea-

n5.rat formald

Dem: ConsiderHm:
i

n ima l ) ;  ?  t L {  s in t  ech i va r ian te ,dec i  \ r  es te
) l

(Prin uG e grup formal de automorfisme al

putem inleleqe decl t  faptul  c5.  inmul l i rea cu qeG
d

f i s m  f o r m a l ,  p e n t r u  o r i c e  q a G l .
,

q. <4- Tn {-' H+U

1 3 .

fn  aces t  caz

Corolar.  Fie f i .  o

G e grup formal de

G-AcD ,  c-conexd

automorf ismeale lu i

si  G-formald.

C I .

(model G -mi-

grup formal .

lui A, " nu

este automor-

,  $ i 'Tn3 +,)+
, morfism de AG0

= l i \ l  = 2  s i
r [  |

\ 1 \ = \ \ \ = 3  ,

j
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15.  Exemplu (Semni f icat ia

dezv5 lu i t 5 .  i n  cap i to lu l  IV ) .

Fie:  h =Y(x,yr f ,y) , lx l=z , ly l

x z ,  d r = 0  , 4 V = Y V

topolocicd a acestui exemplu

- j , l x l = l  , l g l = 2 ,  c u :  d x = 0 .

dy  =

A o  G-AGb : .a . i :  r )

2 )

H00L=R si Ffd =9

J  B*q  I>U ech . ,  de

g r a d  - 1 ,  a . 1 .  t  d a *  =  d

t , J H a Z x A  , G - s u b m o -

d u l  d e  t i p  f i n i t r  & . 1 . :

t-t +'H,(U .
^

In aceste condi t i i :  ex is td G - rno<le l  min imal ,  de t ip  f i -

tv
ni t  g i  dec i  4 .h,  pentru t ,L

Dem:

J h "

}I\,^ e

J Yll^

I n  cazu l

In  demonstrat ie  vom face induct ie  dupd n;  f ie :

* Y (U") ,  eL( : \ , t ) t  = 6 V^, G-modur de t ip f inir ;
rh> I

G -Acb , li : doryni . Tlnl, $t\l ;

3:t U' tt^ G *AGN) , {r,*[ - ecl^,ivot"ta i,^ !\{.

n= r  l udm:  \ aJ '=V '=0 ,  d=0 ,  $ i  dec i t  t l l r  =R

, r t o ' t r i e : l - > { .

Rezulrd' (tll , [xl, [ll) = L [x yJ , mod [X]. l-lti l)
Deoarecer , [ (axuty) = L. x[  ,  rezutrd: l t tTn = Q'[^]

ei decj., lxl .Htlf i  = 0 si (tx1 ,[xl,I  l l) f  0 i , ,  H3h , deci
'fl\ nu e format.

De acum ina in te ,  G va  f i un gruD Lie compact, gi repre-

presupuse cont inue,  dec i  d .Jzentdr i le  lu i  f in i t  d imensionale

( e x e m p l u t  0 . 4 ) .

1 6 . Lema:  F ie

$i: h^ F> u.



\:.0 = k", \g* , Ht*thu -,Hn*h1t' ' V"*'

si ,  \n/o+t  = W' oYh*{  .

da t  de :

pentru:

Considerdrr  '5 i :

e  e . ' 1 .  ( v e z i  3 ) ,  r e z u l t d

g i

cd ex is t i  o  sec l iune

def in im:

l i at'oi :

0L admite

: cokenld ,!f*tmn-'H* q

= Vl*' o Vlnn

9 B

Pentru cazul (6) 9(n+{) , l-udm: VJ*t

rn conrinuare , hrt/'rn*1 =m- g?h*^tv*j, unde ,y*r 5 Zw'fi^ e

= 0

= s \\1"'
-=- Hh+z"lT\n .

lr\v}",
I r 11r^*r

/o'Yf\n

unde s e o secl iune (din A.A)

a

,.t' I
I

t

Ho*r 0. -p.__ryr*, t ech.  Deoarece

t  e c h .  a ; i . :

H'tu

ln "t =td

I In-'h\n = 9,n
1
1 9n-. \v;*' = o-'ot
I
LY* . ' \U* .=  s "3 ' "

minimal i ta tea rezul td

(* T\u

b T "
r \vl*^

d i n  p r o p o z i l i a  4 . 1 1  b ) .

I 7 .  P r o p o z i t i e

DacS M este var ietate C*,  coi lpactS, nr l - \  =O

gi . .  G *M -.  M este o acl iune C* t  G ca mai sus),  von nota

momentan cu CI, alqebra De Rhom a lui I{ '  care devine G-AG5

cu acf iunea:  t ]
rl 

-d

I n  aces te  cond i t i i :

\ * =
L f  =

Dery: Sc Poate considerq Pe l{ o

acf j -oneaz5 pr i r l  izometr i i  9 i  vom ncta,

G -moael minimal.

netr icd fa ld de care G
r 1

c a  l n  
l ]  

t  
- \  

o  . 2 2 0 - 2 2 6  '
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(^
\ - acu d adjunctu l  formal  a l  lu i  d ,  cu kn funct ia  Green a Lar : lac ianu-

l-ui $i H formele armonice coresDunzdtoare.

L u i m a p o i :  o =  $ - nro \ :n 
[B*Of. 

,  $i  slntem ca tn lema 15

lB .  Co ro la r
' r\,

Dac5.,  ln plus,  G este conex gi  t t  este formal5,  atunci  A"

este G - formald.

?"T, .  G conex impl icS H*[  G - t r iv ia la  s i  dec i ,

re lu ind demohstra l ia  Lemei  L6,  cu aceastd ipotezd supl imentarH,

observS.m u$or  cd -  mai  mul t  de fapt  dec i t  ceea ce anun!5 Cor . IB -

.a( r -modelul  minimal aI  lu i  A.  e e-tr iv ia l .
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C a n .  I f I TEORET1E DE RHAI{

Rolu l  capi to lu lu i  de fa l i  este de a procura leqStura

lnt re aspectu l  topologic  g i  ce l  a lgebr ic ,  care fdceau obiectu l

p receden te lo r .  Ma i  p rec i s ,  aceas ta  a r  reven i  l a : ' a  gds j -  O  Con-

st ruc l ie ,  functor ia lS oe categor ia  spal i i lor  topologice cu va lor i

in  categor ia  AGb s i  care sd ca lcu leze cohomologia spal i i lor  -  a '

da deci  o  so lu l ie  aga-z ise i  probleme c las ice a "co lantur i lor  co-

mutat ive" .  Od.atd cu ideea lu i  Sul l ivan 9 i  cu t recerea t imnulu i ,

so1-u l ionarea problemei  a deveni t  ea lnsdgi  de domeniu l  c las icu-

lu l ,  doud (d i fer i te)  prezentdr i  c lare g i  deta l ia te in  acest  sens

putind fi sdsite de exernnlu - in Lrl 5-i- Dt] .

pe  de  a l t d  na r te ,  cap i to lu l  p rezen t  l s i  j us t i f i cd  nece -

s i ta tea pr in  aceea cd,  depdgind s tadiu l  s imole lor  analogi - i

ln t re  topoloqie g i  a lgebr5 (prezenr :e pe a locur i  g i  in  prezenta-

rea anter ioare lor )  face sd demareze ide i le  teor ie i  ra l ionale a

omotopie i :  a ic i  este in t r -adevdr  locul  ce]  mai  n imer i t  de a in-

d ica legdtura in t imd in t re not iun i le  de f ibrare nr inc ina ld $ i

Pr imei  chest j -un i  i i  consacrdm pr imul  paraqraf '  Rezul ta te-

l e  au  un  ae r  i ncd .  odaLd  c las l c  ( suge ra t  s i  i n  t i t l u ) ,  r e fe r i n te -

le  c i ta te const i tu ie  lectur i  complementare excelente,  tehnic i le

de demonstrare insd s in t  nu o datd labor ioase s i  t in  de un for -

mal ism nu neapdrat  ind ispensabi l  scopur i lor  acestor  ncte,  in  care

in u l t im5 instan!5. r  rm vom opera deci t  cu forma f ina ld a rezul -

ta te l -or  acestu i  parag: :a f  .

I n  mod  f i r esc ,  ce1  de -a l - ' do i l ea  pa rac r ra f  e

ce le i l - a l - t e  ches t i un i .  O  bund  re te r : i n ld  a r  f  i  a i c i

su f i c i en t  de ta l i a td .  I n  p lus ,  cons t ruc t i i l e  l nS tS i

repa r t i za t

ltl - dar in-

fdcute in

extensie e lementard,  pr in  aga-z isa " lemd H-a- IEsh" .

t
t
I
&
t
I
t

11

' t
f
{ f
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cursul  demonstra l i i lor  de a ic i  joac5 un ro1 esenl ia I  ln  capi to-

lu1 urmdtor

Drept care am preferat urmdtoarele puncte de vedere: a

da def in i l i i le ,  const rucf i i le  S i  enunlur i le  de bazd.  c l t  mai  c lar

( in  pr imul  caz) ,  t r imi t ind in  geaera l ,  r rent ru demonstrat i i ,  Ia

PtJ s i  l_roJ,  deta l i ind ln  schimb la  maximum, in  ce le de-a l

d o i l e a  c a z .

I  1 . ALGEBRE SI IZOI{ORFISME DE RHAIVI

fn  ce le ce urmeazd vom descr ie  rezolvarea prcb lemei

"co lanlur j - lor  comutat ive"  in  contextu l  semis imnl ic ia l ,  durrd cum

se obignuiegte.  S intem deci  ob l ic .ya l i  sd in t roducem categor ia  sg l r i

s imp l i c i a ld ,  ca  av in ld rep t  ob iec te  qu l l i n i  s imn l i c i a le  :
4

s  =  {  l q } rnN
s t ruc tura te  cu  opera tor i i ,  ? ;  ,  11 - -  5 t - { ,  o ( r 3 1 ,  ( 9 g  f t ! i )

decrenerar ' -J  ,  care ver i f icSs i :  \ ; , ,  S l : - o 5 1 * r , $ 3 i t 1 ,  ( &

re la l i i le de comutare uzuale Lrt ]  ?9t .21

Ir lor f i -smel-e cate5,ror ie i  s int  apl ica! i i  de mul! imi care

respec td  g radu l  s imr : lexe lo r  (6  eSq u .n .d  1o ' ' \  =  t1  d .n .d '
I

t r  e  s imp lex  de  Srad,  t1 )  . : i  comut5  cu  onera tor i i  € t  , \ t

Avem exemnlul standard: functortr. l S ,

t
{ multimi
Lt , s imp l i c i " l "  

\I  
snafi i  tonorooice 

\

, Lt -', X \- 
.o*tl".ua 

\

__.->. 5(.11 = { Sr$l\ , unr* 1, txl

r  crr  operator i i  { t  ,Yl ,este, 
I 

CIt

da t i  de : ci  / r f  f  , r \  -
: . ' +  ' 1 . ' \ v  / '{; tc-) = r o Li

t .
r t '  a 1A UnOg:
v  v  r l  .

,
I
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t i  ' A q - '  
" 4 1

p g . 2 r  .

, Al*n ----t A? sint uzuali- trt]

ca notal ie:  def in ind Ah ca alqebra formelor c€ def in i te lntr-o

vecinS.tate a simplexului standard At , urmeazd a inleleoe prin

o p-form5 Y pe mulLimea simpric iarb- s,  o colecl ie l : t " \ce 5
T^ ? Lor de comnat ib i l i tate:unde 

tu.  
e Aio-r  s int  supuse condi l i i '

tp-  *  ?LX rp -  orsanizarea acestor p-forme ca ACU se face

","11;i"; 
; =l;..-r, u" Acu a a-rsebreror srandard A^

( - l

ei de 
ft jvu.zz 

, ei vom nota aceastd AGD cu T * (S)

(preveni re:  s impl i f icarea nota l i i lor  va apare invers orooor t io-

na l  cu  comp l i ca rea  de f i n i l i i f o r ! )
t^(

Avem deci  functoru l  Aoo ,  d in  mul l imi  s impl ic ia le  in

ACU.  pe  de  o  pa r te ;  Pe  d 'e  a l t d  pa r tq  SyeT  func to ru l  c l as i c
/ 1 - ' v ' r r v  

J m u l l i m i  \ t \ N l " p t o t n t ]  ( l i n -
.a l  co ian lur i - 'uor  s inggl3re,  

1  = i*p i ic ia le

r - r

se.5te comutativitatea in sens qraduat ! ) \] tJ ee ' Z f

- fr _-tc*t' ',R), d.atd r:rin, (lY)o.
formarea natura lS T:  (  D6

( ln  categor ia  complexel -or  de co lantur i  !  )  '

1 .  Teo remd
4 *

(oe  nharn  s imp l ic ia lS)  7  e  Lzo i  ina i  p rec is :  th .  2 .16

f - l

l Z r  t  a f i r m b  c d :
L J

I  comutd cu d i ferenl ia l -e Ie;  ex j .s t5 .  t ransformS'r i  natura le

\ -  i * l  a \  X t  ! ^  , r  . 1 . ! . c ^

E ..  C*(.  , fR) -r  f t . .  comuiind cu diferenfiaj-ele 5i cu proorie-

t a tea : l tE = id ,  $ i  operator i i  natural i  d 'e omotopie:

" . f i R  
? ( r K * l  , * , " . ,  L " l  - i d  =  S R * ^ . d  +  A " S x )

5c :  l  oo (  oo \ - t - '  

indus Lx este mul t i -
g i r  in  p lus,  in  coomologia,  - i -zornor f  ismul

r : l i ca t i v  ( th .2 .33  d in  f , t l ,

s i  Y l ."  ( r

S i  t rans '
(

= ) L?"-
Altl 

'
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Aceasta este o so lu l ie  a problemei  noastre,  insS pentru

coef ic ien l i  rea l i ,  9 i  de aceea vom f i  ob l iga l i  sA d 'educem de

aic i  una pe 'nt ru coef ic ien l i  ra l ional i  (cu pre lu l  def in i t i i lo r

urmdtoare)  .

Def in ind dr1 ca f i ind subalgebra Go (peste Q) a a lgebre i

G D /  Ah, a formelor exter ioare cu coef ic ienl i  pol inoame cu

coef ic ien l i  ra l iona1 i , .  pu tem def in i  I t : )  tu  f i ind  sub-AGD
c - r .  \ . a r  n F

in A,"(5) fot*tta din p-formqt" {{ct cu Yo- e Ato-t

observS.m cd:  C*  ( '  iA)  c  C ' ( ( '  ;R)  e i  c5 '  to l i  operator i i

def in i l i  anter ior  invar iazS aceste sub-AGD peste Q,  de cur ind

def in i te ,  de unde avem:

2 .  T e o r e m d .  I : n(S) - t  Ctr(S i&) ro*rr ta cu di f  erenl ia- le le,

g i  IX  e  Lzo  (mu l t iP l i ca t i v ) .

o t e o r i e r e z o n a b i l d , c a r e - g i p r o p u n e s S c a l c u l e z e c o o m o -

log ia spal i i Ior  cu a jutoru l  formelor  d l . ferenl iab i le ,  e  de a9-

teptat  s5 a ibe propr ie tatea cd:  a lgebra de forme a unui  comir lex

de d imensiune n s5 nu conl ina forme c le grad mai  mare ca n '  Pen-

t r u a s a t i s f a c e a c e a s t S ' ' d o r i n ! 5 r e I u d ' m d e f i n i t i i l e .

prin Ct(5) vom inleleee sub-AGD in fr(S) 
" 

formelor {q"}

S u p u s e u r m d t o a r e i c o n d i l i i s u p l i m e n t a r e d e c o m p a t i b i l i t a t e :

{')ro- = \'* 
t'f - '

Analog, introducem

tu i  6*(5 ;&) ro 'mat d

pentru care a 
\ig- 

= 0

I n c o n t i n u a r e , o b s e r v d m c S t c l i o p e r a L o r i i d i n T h . I i n v a .

rLazd  cons t ruc l i i l e  recen te ,  9 i  dec i  t  1  t  0 ' i - 3 )  *o  (1 ,  tS  'A )

este izo in  coomologie '

P e d . e a l t 5 p a r t e , t o p o i o g i a a l . c l e b r i c 5 c l a s i c S n a a . r a t d

cd  i nc luz iunea  C [ tS  ;0 )  cz (x (S )Q)  i nduce  de  asemen i  Lzo  i n

c[ (s
in  ace

i  A) ca f i ind sub-comPlexul

1e colonlur i  {  "o}
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coomologie.  (Un lndemn incura jator  ln  ceea ce pr ive5te ver id i -

c i ta tea acestor  a f i rmal i i  este conl inut  ln  ex.  3 ,  4  pg '36-37 t ' t

Deci  putem af i rma cd!

3.  .Teorem5.  I  :

mult ip l icat iv  g i  natura l

5 .  T e o r e m S :  f : d.(t) -,

{tS) -, C*(S;Q) induce izo in Ht ,

i n  S  (mu l9 ime  s imp l i c i a ld ) .

i-nduce izo tt H* , mul-

4.  Obs.  Sd mai  observdm cd in  construc l i i le  S i  demonstra-

l ia  Th.2 nu in terv in  operator i i  de d.egenerare,  dec i  putem

af i rma cd ea a l :e  loc pentru mul l imi  semis impl ica le ( i . * - .  ln

absenta degenerdr i lor )  .

Pen t ru  a  t rece  i ns f i r g i l .  l a

functorul contrarrarianl, notat de

pe cbiecre, ,ron' ,rotr, 0.(X) = 0-(S(I)), iar pe morfisme'

daci: X -l- X' vom nota  ,  l * ,O i ( i i f  )  -o f l ( I ) ,  cu  men l iunea cH,  n -

colo unde va apare per ico lu l  confuz ie i  in  notat ie  cu apl icat ia

indus5 in H.d' ,  o vom nota pe aceasta din urmd'  
" , r ,  

H*Xt dSt H*Xl

.1|]*=ff. Th.3 se purvte- acum sub forma:
T------i-

spal i i  tonologice,  considerdm

asemeni, cu , { 
sPa!i-i. 

i trnqUI '
\  topoloqice J

(,i (X ;q) ,

5 .  Observa t j -e :  Dacd

G ac t i oneazd .  pe  X ) ,  a tunc i

cu  ac l i unea :  q  - ,  ( q -4 ) *
,.) c

t ipl icativ gi natr. lra]. in X.

X es te  G-spat iu  . (  i  .  e  .

f i.(X) devine G-AGD

,  1 * n .  1 n  
G  .

7.  observab ie :  Dacd x=pt ,  'a tunc i  0 i . ( { )=q  ,  9 i ,  in  genera l :

dacd S e mul l ime simr: i ic ia ld de di tnensiune (  f ,  ( i .e.  s imple-

grupul  d iscret

ln rnod i :atural  t



xele de grad

,  f f P t 5 ) = 0 ,  p e n t r u  T > h .
Ca un coro lar  Ia  Th.  5  avem:

= f 0 5 -

8 .  C o r o l a r .  F i e  X  I

atunci avem izomorfismele

a) q(x) @ d(x,)

b) D(tXlv dtXt.)

loc axioma de

Xt  sp4 l i i  tooo log ice  (punc ta te ) ;

ln  coomolog ie  (na tura le  in  X  s i  X ' ) ,

fL+L s(xrX') ; tX* x'lCPr!* X (X',

+rf* D.txvx,); ( x[x') +!.14" x., x')

ht e Atvrl 
r -** [*t S*tPt),R-)

I *ot
A16'

- { o )

(tw)u = 9n,^,

t  [a{ ,f }2 ,t-To)
{.X*)q =

t  [ z { , t

, AW) -, [*(S*tvtr 3{ : .J
l , r  l

In  cont inuare vom t rece la  a face n igte considerat i i  su-

p l imentare,  in  cazul  c ind in  loc de spat i i  topologice vom. consi -

dera var ie td l i  d i ferenl iab i le .

Dacd M este o var ie tate d i ferenl iab i ld .  in t roducem A( l t '1 \

ca f i ind a lgebra de Rham a var ie td l i i  (a  formelor  CF pe var ie-

ta te)  .

Analog cu ce le in t roduse anter ior ,  in t roducem S*{ 'U) ,

unde de data aceasta vom considera doar simplexef . (S , f$ e"M,

organizarea s impl ic ia lS.  fdc indu-se analog.  Avem deci  functoru l :

S* ,  l  o , . r ie1at ,  C* \  
- -*> I tn ' t t i rn i  s i r^1t i . , " t . ]

tn spiri ierl celor demonstrate (amintite ) anterior, vom

avea urmS.toarea diagramd comutativd:

\ /
L \  / r

6*is*tu,t)

(de Rham) aratd cd:T h . 1 . i 5
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induce izomorf ism in  coomologie '  (mul t ip l icat iv)  '

I n c o n t i n u a r e , V o m c o n s i d e r a c l t e v a d i a g r a m e c o m u t a t i v e

extrem de folositoare in demonstrarea echivalenlei coomologice

a atsebrelor A(M) Fi U-(lt 't) @o R :' ( . : t

Atf't) i ; d*(S,^tM)) <--- futscttlt
-r-. 1 \

v
T I

{/

S S g e l i l e v e r t i c a l e s i n L i z o l n c o o m o l o g i e c o n f o r m c u T i r . l ,

iar  sdgeata or izonta lS.  in fer j -oara este i -zo in  coomologie con-

r - t
f o r m  c u  )  z l  \  P 9 . 1 9 .

L l

Din comutat iv i ta tea patratu lu i  rezul t i  c5 sdgeata or izo i : -

ta16 super ioard induce Lzo in  coomoloqie '

Avem si un j.zo in coomolosie definit ae' C[*(SO,1))'-fi*ts(}t\)

unde u. * (S (/"1)) repre=intd sub-AGD a lui d*t s(ft)) , a

formelor supuse la condi l i i te de compat ib i l i tate supl imentarS

cu degenerdr i le  (ana logr - i l  ger fec t  a l  inc luz iun i i  &(S)  tz6 ' (5 ) ) '

D e m o n s t r a l i a a c e s t u i f a p t s e f a c e c o n s i d ' e r i n d d i a g r a m a

comutativS:

fr*[s(M)) t*tstlt\
1 \  r ir  { /  ' t

{tstlt),R.) 
--5 C* LS tl"t) ,R)

Ver t i ca la  d in  d reap ta  i nduce  i zo  i n  H t  (Th . f )  '  Ve r t i ca -

1 E ' i i * e l . f n r r , a i d e m ( a n a } o g c u c o n s i r l e i : a l i i l e f o i o s i t e l n d e m o n -
I C L  \ l ! l r  D  9 r r r Y  q

s t ra re i  Th ,3 ) ,  i a r  o r i zon ta la  i n fe r i oa r6 '  se  i den t i f i cd  cu

a r l  r . .  ^ .  r l i ; A  n l
t i t  n  , * ,  < - - - )  L ' -  t t  '  r  n '  c a r e  i n d u c e  ( c l a s i c )  i z o  i n  H 1

Rezult5. deci cele clorite momentan
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I

considerdm ln continuare urmdtoarea diagram5 comutativd

ff.^tsCt,t) <--r 0. ( S(t.t)) @eA, = &(r1) so.R

1 [

c{(M,R) = Cx( l - { ,q)  oO.R

rntegrarea st lnqk rezuLtd.  izo in Hx ai . ,  cere amint i te

mai  sus ,  ia r  in teg ' ra rea  d in  d reapta  rezur td  i zo  d in  Th .3 .

fn cele din urm5. rezul td deci :

e. reoremd, A[t"i I k &(m.1 -qR ( , ra tura l  in  l { )  .

O a l td  ser ie  de ext ra-considera[ . iun i -  necesi td .  cazul

c o m p l e x e l o r  s i m p l i c i a l e  K  ( i n  s e n s u l  d i n  [ t ]  r  F .  1 0 8 - 1 0 9 ) .  S a
ft

ne reamintim int i i  faptul cE am constituit  functorul Ll" pentru

spat i i ,  av indu- l  def in i t  pentru mul f imi  s impl ic ia le ,  g i  apoi

v ia  functoru l  S;  sd.  reamint im acum gi  ex j -s ten la functoru lu i . in

sens invers de " real izare 9,€oR€tr lSE",  notat :

l ' [  ,  I  * . . t { , i t i  srrv, i , f  i  , io(el  -* t  t t l . t i ,  
' top"C".6," .1

construct ie  analoagd real izdr i i  geomgtr ice a complexelor  s imr: l ! -

10.  Teoremi :  Pent ru  o r ice  mul l ime s imp l ic ia ld  S ,  I  t  \ .

un  CW-.o*p lex ,  av ind  c" l . .  le l .  in  coresponden ld  b i jec t i vd

cu s imp lexe le  nedegenera te  a le  lu i  S  (  L5 l  p .55-56) .  l {a i  mu l t :

1 1 .  T e o r e m S :  E x i s t S .  o  t r a n s f o r m a r e  n a t u r a l 5 r  
Y ,  

i r l  * ' S t l ' l )

care are propr ietatea c5, pentru or ice mul l j -me simpl ic ia l5,  S,

Y(S) , f  ,  c { (5 ,& )  - rC { i s ( l s i ) ,& )

lK \  t  L l J ,  t . { { s - ' { ' {a  ) :c ia le

induce Lzo in  [ ' { { .  ,  F j  
p .G2-63)  .
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Cu Th.3 ,  e  imed ia t  u rmdtoru l :

12 .  Coro la r :  Ex i s td  o  c -ech i vaLen td  ( s imp ld ) :

t t ( : )  3-_C(SCf: t l )  (narurald in s,  F i  datdide rapt

de Y(5)' f  
- la nivel de forme) .

F ie acum K un complex s impl ic ia l  (vom presupune cd v i r -

fur i le  lu i  K s in t  ordonate -  par t ia l

p lexe le  l u i  K  rep rez in tS  od r l i  t o ta l  o rdona te ) .  I i  asoc iem

acestu ia o mul l ime s impl ic i .a ld ,  notatd AK ,  lu ind drept

n -s imp lexe  (n+1 )  -p lu  r j J -e  de  v i r f u r i  a le  1u i  K ,  (V " ,  . . . ,  V^  )  ,

cu propr ie t5 l i le  cd:  Vo {  (  V6 s i  cd .  1uo,  . . .  ,  un ]

reprez intd un s i -mplex in  K,  fe te le  g i  degener i r i le  d .ef j - i r indu-se

l n  m o d u l  o b j 5 n u i t  ( v e z i  g i  L r { ,  p . 8 O - 8 r ) .

Se observS f5. r5.  d i f icu l ta te cX s implexele nedegenerate

ale fu i  [K s in t  in  corespondenld b i ject ivd cu s implexele lu i

K ,  de  unde ,  t i n i nd  con t  de  Th . IO '  se  poa te  l esne  deduce  ex i s ten -

\ .  t - r  l r , t

!a unui  homeomorf ism natural t  \Sk\  . -  lX\  .  Cornbinind cu Cor. I2,

obt inem:

1 3 .  C o r o l a r : d ( rKt )  t  4(nn;
Pe de a l td  par te,  urmind ide i le  in i t ia le  a le  lu i  S l t l l ivan,

pentru complexul  s impl ic ia l  K se 1>oate def in i  o  af t i  aco (esen-

t ia lmente mai  s impld,  mai  b ine Iegat5.  de s t ructura s impl ic ia l5 .

s i  mai  cu fo tos manevrabi le  -  dupd cum se va observa de a l t fe l

ra  t impu l  cuven j . t  -  dec i t  d t tK l ) ) ,  a r rpa  cum u rmeaz5 :  obse rv ind

cd cr ,d .onarea v i r fur i lor  .1u i  K face posib i l5 .  s tab i l i rea unei

b i j e c l i i  c a n o n i c e r  { 0 r . . . f  t r l \  ^ - g -  
,  

p e n t r u  o r i c e  s i m p l e x  C  ,

as t fe l  i nc i t  j - nc l -uz iunea  o r i c5 . re i  f e te :  E  cO ,  dE  nag te re

une i  ap l i ca l i i :  I  O  ,  .  . .  , l c l \  b , - t -o l0 i . . .  , l o  l \  ,  e i  p r i n  u rmare
t  _ ! - !  t  ' l  -

t
' t

i
i

irr J& fr,o,unui AGD-morf ism canonic: fr def in im o
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p-formd 
t ee K drept o cotecfie, 1.?o\, r cK 

f* 
a { [,

pi cu condj- f i i le de compat ib i l i tatet  
{a 

= td,  
{*  

,  iar

apoi  organizdm aceste forme ca AGD (notatdf t (K) )  r r r in procedeul

uzua l .  Dac5t  {  t  K  - rK '  e  s imp l ic ia ld ,  ea  induce:

Ct(t<) *{i d(K} dat de' qo y')q- = {i ( y'+o-)
s i+t 

'  
,  via iden-

t i f i cd r i l e  p roduse  de  b i j ec l i i l e  i n t roduse  ma i  sus .  Apare  dec i

f unc to ru l  ,  L , f  . o *p l . * "  s impr i c i . l . l  l o " " \ .  Ex i - s ten la
' . - r( L 2 2 J ,  P r o p . 1 3 . 3 )

L4 .  Teo remS. : (natura l  in  K)

s impJ- ie ia le  atagat-e s im-In conLj.rruare, considerdm ir,ult imi

plexelor standard, dupd curn urmeazd.z

Notdm cu Ah ,  g inumim n-s implexul  s tandard,  complexul

s i m p l i c i a l  a v l n d  d r e p t  v i r f u r i  1 u . , . . . , U * l  ,  i n  o r d i n e a  n a -

tura ld:  Vo (  4  Vyr  ,  $ i  drept  fe te toate sub-mul t imi le

mul l imi i  considerate,  g i  apoi  notdm cu A mut l imea care

ce f i nea  pe  AK r  : i n  cons ide ra l i i l e  ce  p reced  Cor .13  ( vez i  g i

r  - r  t  r h  /  5 .

EOi ,  p .x r r  4 -5)  .  Tn  t rad i t ia  aces te i  no ta t i i ,  sd  r : rumim JA r  th - l )

-scheletul  complexului  s impl ic ia l  [n ,  $ i  sd mai observdm in

r reacir .  esar i rarea t  [ to]  p.xr l  5.6)  :  ?d = (4 )Ct"n-{)  c  $:  ,
.  L -  J -  - -  -

in  care nota l ia  St* i  desemneaz5,  r :ent ru S mul l ime s imi : I ic ia l5

dat f l ,  m-scheletu l  € i ,  def in i t  pr in  analoqie cu cazul  complexelor

unui izomor. f  ism natural :

9 i  C o l . 1 3  i m p l i c d :

&(xr ,- c(,uK)

0.(K) I  u(rr<9

(deta l i i  in  t t t l  p .Xrr  24) .

1 5 .

induce o

Lema. (de extensie)  .  Inc luz j -unea I
r t h  n h
OL\ C l ' ]
e

sur . r jec t ie :
r . {  f  r h t  i ' i i r , i h \
L  \ O  I  - > U \ u g  

J  c
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Dem: Am preferat  sd dam demonstra l ia  aceste i  leme,  in

loc de a c i ta  pur  5 i  s implu comod rezul ta tu l -ext rem de p lauz i -

b i l  -  pe care aceasta i1  impl icd pentru spat i i  in  qenera l ,  pen-

t ru mot ivu l  cd ea pune foar te b ine in  ev iden!5 savoarea aspec-

tu lu i  geometr ic  g i  pentru e leganla argumentu lu i r  Dr€ ludt  de

r - l
no i  d in  L tO l  

p .X r rT  4 -5 ,  ca re  l a  r i ndu le i  p re ia  pe  Su l l i van .

sd ntdm . "  [Anl  s j -mplexuI  n-d imensional  prezent  in  mod

natural in { si  sd observdm cd n-form6 Y € qP (U)

e r ie tdrminatd de va lor j - le  e i  pe ce le (n+1)  fe le  (n-1)-d imensio-

nale,  notate \0 .  *  LP" r  t  l {  t  .Presupunind,  induc-
\ L  =  - i 2 i  

t A " l '  " ' h - t
t i v ,  c d  p r i m e l e  a c e s t e  v a l o r i  s i n t  n u l e ,  i . e .  t ? i  : 0  p e n t r u

t

i { r  ( u n d e b < n ) '  a v e m a t u n c i ,  p e n t r u  L < r (d in  cond i t i i l e

de compar ib i l i ta te  g i  d . in  ipo teze) ,  t i *1 "  =  0  9 i  pu tem de-

f  in i ,  pr in acelea"si  formule pol inomiale ce dddeau pe 9.  I
\ '

o p- fo r rnd  Y"  n  UR '  care  Ia  r indu l  e i  va  sa t is face ,  fo rmal ,

c o n d i l i i l o r :  2 i * Y . = 0 ,  p e n t r u  i z r  ,  $ i ,  t n * Y o = t s  i

observind ci  aceasta se poate completa,  in mod unic,  p in i  Ia o

p-formd in dP( S) ,  putern considera cd ne-am redus ln cazul

in care forma 9 
e nu15 pe toate fe le le (n-r1-dimensionale '

cu excepl ia celei  date de ecual ia tn = 0 Simplexul  (geometr ic)

mai pul in v i r fu l  opus acestei  fe ler  s€ poate proiecta pe aceasta:

\

t N l \ l u ^ \  
u  o \ N - ^ \  i  r I Z t i v . )  =

i >o

+ .t u  
V :

' l- tu 
r'

{n
su f i c

l l * ,  e

L t i  dt tn-l 
:---;-:; 

'

t  {  - t \ l -

H e luat

formd in

h- {z
i = O

La  n i ve l  de  fo rme  d i fe ren l i ab i te ,  ap l i ca t i a  i ndusd ,

d a t i i o e :  n : r l . \  -  t l  g i : i i * ( d + : )  =  { t ix( i i )  =  j t  ; i  : - ( * (.wtu r . l  
f t "

f i i nd  po1 inomia lS ,  
: :  

obse rvd  de  a i c i  c5 ,  dac5

.  |  - t - t
ient  de mare, {J- t r , )"  t i {  ( { r . )  va reprezenta o
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n l '
Uh ,  care determind extensia cdutatd a fu i  

f

16 .  Coro la r t  S  cT .  ( * r r f l im i  s imp l ic ia le )  induce o  sur -

j eclie , 0.CS ) <*-- d (T )

Cu lema o receden td ,  o  p - f c rmd  da t5 ,  de f i n i t d  pe  S ,  se

poate ext inde succesiv ,  p€ schelet .e le  lu i  T ' .Pentru o demonstrat i<

formalS completS.  t r imi tem la  [ tO]  Prop.2 l  d in  Cap.  xr r ,  unde
t - )

In  locul  not iun i i  de uF extendable local  s lzstem" t rebuie g ind i t

sistemul loca1 de AGD I CI.^\".

Corolaru l  precedent  ne permi te ca sd asociem f iecdre i

inc luz iun i  de spal i i ,  A . - "  X ,  s i ru l .  exact  scur t  de complexe

de  co lan fu r i ,  no ta t ,  O  *  U ' (X ,A)  *+  q (X)  ->  f i (A )  - 'O ,

gi  apare posib i l i ta tea de a def in i  p i ru l  exact  lunq de cocmolc-

g ie "de Rham" a l  perechi i ,  iar  Teorema 5 c i t i t i  in  aeest  con-

text  a f i rmS.  c5:

4+. Teoremdr I* induce un izo in t re s i rur i le  exacte

lungi ale coomologiej- de Rham

de  spa t i i .

I n  s f i r g i t ,  pu tem face

mal ,  dezvol ta td in  capi to lu l

g i  s ingulard,  natura l  ln  perechi

P " 4

legdtura cu teor ia  modelu lu i  min i -

precedent ,  observ ind c5. ,  dacd X

e spaf iu  c .p .a ,  a tunc i  f l t ^ )  e  AGb c-conex5,  dec i  adm1te  un

model minimal (unic nin5. 1a izo de AGD)

' IVLX.  Tn  ceea ce  pr iveg te  s i tua t ia  pe' '  -  / \

c a :

1 8 .  P r o p o z i t i e :  D a c d  X  $ i  Y

acum:  spa i i i )  ,  ; i  dac5 .  aPJ - i ca t i i l e

omotope,  atunc i  ap i ica i i i le  inc luse

acelagi  model  min imal  ( in  cateqror ia

r  P€  care i1 vom nota

morf j -sme,  putem af i rma

s i n t  c . p . a  ( p e  s c u r t ,  d e
I

. ,  * . a  \  /

: A -iF--> 'i s int' + {

inrre AG;; jI r' ),f r &u' \ '

a l geb r i cd  omotop icd ) .
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p e m :  F i e : X x I  L t V ,  H ,  { o  
o { t  .

Va f i  ut i t  s5.  facem notat i i le:

. 4rIn *{t'}nY

3x I .* I9v
du) 4L q(Y)

(diagrame omotoP5-c comuta-

t i vg  pent ru  h=0r t ,  asa

cum rezul t i  d in Lema I I .

4 . e )  .
.  t l

$i :  X +-*X*1.  I  A =0,4) ,  date  de:  ̂  - r  (x ' ( )  ;
p t i L .  I  [ r ( = o , t ) , d a t e d e : 1 I * A  ;t
A" 

j l t  
At ( l ,  = 0, [) ,date de: vo - '  YA ,

Avern urmdtoarea diagramd.ln general omotopic comutativ5':

\ l t  /
(t = l,i -'-cil/) 

e (trJt) .? 
/ ' 'T\

I  t  -  . \

t A  = 0 , U

ln  care putem prec iza:  t r iunghiur i le  s t ing i -  se ver i f icd ime-

d iat  a  comuba efect iv  ( in  cazul -  c-echiva lenfe i -  centra ler  oo-

h Y -
t a te f s i  p roven i td  d in  Th .14 ) ,  t r ebu ie  sub in te les  cd  un  anumi t

numdr de sub- t r iunghiur i  comutd) ;  c-ech.  ver t ica lS '  super ioard

prov ine d in Cor .8,  iar  ident i f icarea in fer ioar5 se face pu-

nlnd, Ltt 6 ftp[A{)) -r l{t^,i€ 4=tt,att})r 
in ceea ce nriveste

existenla raorf ismel-or de AGD Durrctate Fa conutati  vitdt i le omo-

top i ce  d in  d . reaP ta ,  e1e  s in t  s i gu ra te  de  Th '  TT .3 .1 .  Rezu l tS ' '

l inind cont de minj-mali. tatea lui Y)' ,  :
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, deci' Y^ "T. y  ?  " T  .  c o r .  r r l  3 . 1 1
) X  1 l

categoria omotopicd, mode-
lI " T.., '{l " Ty
' I Y T

aratd. cd -f"  ={n

l e l e  co inc id .

,  $ i  d e c i ,  i n

i i 1o r ,  s i  . r ,  lM in l  ca teq ro r i a  omotop icd .  a ,a lgeb re lo r  m in ima le

avem corect  def in i t  un fuhctor  contravar iant : : f T"f,t -1\ lvlrn

a* o.i,.,, X _= yt\ 
I* r t *, 

T

$  z .FJBRARI SI EXTENSII PF.TNCTPALE: ' -

z i ce  geomet r i c i  pen t ru  (G)  - "pa ! i u l  X ,  dacd  s -a  da t

mor f i smu l  r  
{  

,  
t f \  - ' d t x ) ,  a . i .  { {  

sd  f i e  ! zo -

se va

(G) -acn

in cuprinsul acestei secl iunir VOfi i  avea in vedere urpXtoa-

f i e  :  (  +E  +=B o f j -brare to ta l  t ransgres ivd

gi  or j -entabj -15.  (cer in ld  ce permi te considerarea cu succes a $ l - -

ru lu i  spec t ra l ) .  Su f i c i en te  exemp le  de  aces t  t i p  cons t i t u ie

f i b rd r i t t !  p r i nc ipa le  ( f  . f  )  g i  f i b rd r i l e  p r i nc ipa le  cu  g rup  s t t i uc -

t u r a l  c o m p a c t  ( e x e m P 1 u l  I . 4 . 8 ) .

Incepem pr in  a expl ic i ta  modul  in  care,  in  aceastd s i tuat i 'e ,

t ransgres ia poate f i  expr imatd cu a jutoru l  a lgebre lor  de Rham:

f  ie deci , y €7: u." (f i  ". i .  ,  [11 € ]th stF) ,- Hnlr)

sd  f i e  t r anss res i v ,  i . e . ,  L f l  e  $ -n i t ^ i . * )  '  u rmEr i nd

f i r u l  d e f i n i l i e i  d a t e  i n  I . 1  g i  f i r r i n c l  c o n t  d e  T h - 1 . i 7 ,  l u d m :

Penrru a f ixa terminologia, o (C) - ACO n

r(a € d."( E) a. i .  '  i t l  
u) '  ]

r  [ \1E H^t i (B)  sd se coresPundx cu:

e i  * *  f * k t B , [ i )  a . 1 . :

hl  e PP+{UtB) * Hn' l tB).
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Deoarece rrebuie sd avem: I t1]  = P* 
[xJ in Hn*t tE,F),  existd:

v €  & u n ( E , F )  a . i . ,  p * x  =  d ( u n t v ) '  P u n i n d :  r = r t 4 f v
\

a m o b l i n u t d e c i :  i )  u e c t h ( E )  a ' i ' t  i n u = Y
i i )  P * x  - - d u  

i- l

. . . r l- .-i - (- -'l

i i i )  L x ) = t L Y J
- r l r '

scri ind acum: Hx(f )  =Y.(V) (V = O V') si  l iniar izind eonstruc-
h>o

1 J  ^ - ! ' i  i  I  a  I  i  h i  t 1 . a .

l i a e x e c u t a t S m a i s u s , v o m o b l i n e a p l i c a l i i l e l i n i a r c .

(de

Fem:

8. ,  cR '

g i  a p o i :

O TD o = P t

g i rur i  exac

& (B) g t(v)

V +*" &(e1 (4" srad o), si:  V , '  U^(B,Pt)

g r a d  + t )  a . i . :

j_) sx r*U) e LrLG) 5i , Lio,f (ylJ = y i
q l l

i i )  p * r ( y ) =  J f r y ,  , V . y . l . H x T  _ .  \
considerdm extensia principals: &(B) I X'(V)

AGD-morfismul , 
Y 

, 0'(B) 
PYIVI 

-r0,tU) , dat prin:

i..t\erB) = P*
Ir y \v  =  f

sr

1. lem{_(Hitggh) :

^ *
E  ( i . e .  :  L {  ' '  e s t e  L z o )  .

\

e geometricd Pentru

, presuf-)unind in U-nigte:

Proced ind  ca  in  l r l  ,  P .4g4 '495 ' "  vom nota  cu :
r - J

s c h e l e t e l e C \ { - c o m p l e x u l u i  B  , p e n t r u  S > O  '

t 5  =  g ' ( B s )

te

Avem di-agrame comutative de t ipul (morfisme de

d.e complexe de colanfuri-) :

-+ S. [Br,B5-,) o X(v) -' 0'(B') ?X(v) 
--' Q't0s-) I Xrvl -'0

q i  Y .  I  t - ' 1 ,
-> d. i Es, Ls-,)
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ln care:  AGD-morf ismele ta gi  Yau se obl in '  corsider ind

res t r i c l i i l e  f ib rd r i i  in i l ia le  la .  Bs  s i  Br - ,  ,  ocaz ie  in  care

nu se pierde nimic din propr iet5l i le cerute (compunlnd ince 
1

$ i  z  cu  res t r i c t i i l e  f i re$ t i ) ,  ia r  AGD-mor f i smul :

A( B, 
I 

X(V) -+o C[ G',;9X(V) e inclus de res triclia :

&(b,1--.= ntarjl ,
Deoarece, penrru s = O, f t ($.)  I  ?tv) : (Y[V),  d=0),d(L")=&tr l

si {" 
e dar de: t(V) S-- U(r) , {"(y) = i*f 

(y) 
, 

pentru

yav  g i  dec i ,  dupd i ) ' ,  d in  cons t ruc l ie  ,  
{S  

=  td  I  Pu tem

presupune 
{J,  

Lzo 9i  cduta sd ardtS.m 
Yn 

Lzo, pentru

a sat isface induct ia

penrru a evalua H* t d" (Bs ,Bs- i  @ X(V)) (evident,

cu d i fe reng ia l -a  indusd de  cea d in  q (&)  @ XtV)  ) ,  vom

nota int i i  cu:  [XtVl ]"  1 pentru h YrO ,  subspal iu l

genera t  de  produse le  de  fo rma,  
Yn. . .  \1 , ,  r  cu  

Y i  
e  V  I

4 a t  Sn ,  vom observa cd ,  HtV) = .@ l l tVtJn

ei deci , norind, l'1^ = 0. (Bs , Br -,,) e fli t*,1 ^'"
g i  apo i ,  F^  =  @ F1-*  ,  pent ru  n (  0 ,  a  apdru t  o  f i l t ra re  des-

crescdto"" n.r,l: l  
'o 

d. ( 85, ,$ r-) o X(v)

Not ind cu d d i ferenl ia la  in  chest iune,  sd observS.m c5. :

d ( l ' \ ' ) .MnoY lh ' !  s i  dec i  cd  vom ob l i ne  un  $ i r  spec t ra l  ca re

convers 'e  Ia  H{ [S lB r ,B r - r )  *Y IVD ,  s i t ua t  i n  cad ranu l  r r ,

s i  a i  c5. ru i  pr imi  termeni  se evalueazd -  s tandard-a f i :

(L" ,dJ = Ld.(Br,B5-)o} tv) ,Aei . l )  (unae d desemneazd acum di fe-

ren l ia la 'd in  d .  (  Br ,  Rs- , ) )  ,  $ i  dec i :

r-l '1 -- LH*tBs,Br-,) E[Ytvll-pJ[-1
(unde ind j -ce le p+q se referd }a graduarea to ta ld  uzua15 d in

t  . . r  t  ^  \  ^  a \ D t .  r \ \

i l "  t 6 : ,Ks - i ) . x )  ' * \ v J ' }  '

Deoa rece  l - l i (Bs ,B5 -1 )  =0  pen t ru  i * t  ,  avem:
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[ l ' '  = HttBr,Bs-)eLHtv)l t l - '  pi  considerind:

t-\s ( Br,?,r-,) or[Y(v{l:} 
t i! 

Ht(Bs,Bs-)o[Y(vf\t];;'-t

avind in vedere faptul  cd A L e indusd de d. i ferenf ia la in i f ia lS

a ex tens ie i  p r inc ipa le ,  $ i  dec i  nu  are  cum cre$ te .g radu l  e le -

menteror  d in  * tV)  ,  pu tem conch ide  cd :  da  =0  -  Presu-

pun ind  induc t iv  c5 . :  d i  =0  ,  {  <  i  {h  ,  S i  p r iv ind  s i tua l ia :

Ht(B,,Br-,) o[Y(v [T-t j\ L\5 lBr,Br-,)sLx(UlTl;'

ace lag i  a rgument  i : rd ica ,  dh  =0  ,  dec i ,  L   =  Loo r

considerind -curn comple: 'ul  de colanluri  HSiBnrBr-,)&YtV1

sraduarea , L Hs( Bc,Bs-r) s Yty[ =|l!{.Bs,BrrJo$ti1l*considerat  cu

ne a surjecliei canonice, o{ rp id r HS(Bs,&-{) eX(V; -} U.{&r,Bs-r)0N(v)

devine morfism de complexe de colanluri,  dup5. cum se constatS.

u$o r  ca l cu l i nd  d  l "  @id )=U ,  b ine in le1es  l i n i nd  con t  de  ax ioma

d e  d e g e n e r e s c e n ! 5  ( o b s .  I . 7 )  .

Deoarece  v i z ib i l :  ( *C I i d )a  =  \ {  ,  r ezu l t i  i zomor f i s -

mele :

us tB.,B,-J o [Y.tv)]"-' g1'- H^ [ [ (Bs,Bs-,) ex{.'v))

(S i ,  acc identa l ,  egal i ta tea L4 = L. ,c  ,  dovedi td  anter j -or  cu

s ingurur  scop de a cont { . rna c j -ne este H*t i l . tBs,Rs- t )€rXf - \ ) )

ina inte de a prec iza r iguros natura izomorf ismulu i  care dd res-

p e c t i v a  e v a l u a r e ) .

gi  cu d i feren l ia1a nuld,  f i l t rarea preceuentdg"U"-  un a1t

g i r  spect ra i ,  G" , !  ,  pent ru care,  ev ident :  
'Ln 

= 'Eoo '

r,uind: o( , H s (B s, Rs- r) --+ Z-rU. [Br,Bs-,) o secliu-
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Pe de al td part ,e,  ln l t l  t "  p.49 4-495 se construiegte

i zomorr j .sm:  Y "  ,  k lh(Es,  Es-)  * ->  Hs(Br ,Bs-)  @Ll^ '5(F)

in modut urmdror: f ie rr. e Hn(Ls,Ls-,) tri r la, (a5, A5) -:(Br,Bs-t

colecl ia s-celulelor bazei;  Y 
* t" t  = 

-I f  
Lsl e {otu)

unde,  pentru g f ixatd,  VO(. t )  
se def ineSte consider ind in t i i ,

ca in  t t ] ,  o  r id icare admis ib i ls :  6  ,  (4s, ,  Ae )* t  - ;  (Ls,  Es- , )

i . e . t  
?6 :  

:  o '  
f *  N  

S i :  no t i nd  cu  i  i nc luz iunea :

F  =  g - f
c lasa de omotopie a aPl icat ie i :

F i :F=Fp t  *Fu ,S ,  es te  ega ld  c .u  h l * l  ,  unde  t  t -  t  
-L  

- -B :

e  u n  d r u m  c e  l e a g d . . * , ' . u . ,  c ( p t )  ( I n  s p e r a n l a  d e  a  n u  f i

creat confuzi i  in ceea ce , ,3:r ivegt-e.  punctele baz{) ,  Si  in

s f i rg i t ,  pun ind  cond i f ia  ca :  F* ( t { )  =  29  6  $ar tu )  ,  unde

t s r-t{gtA5, At ) e seneratorul canonic '

Scopul nostru urmdtor este de a incheia inductia dove-

dind comutati-vitatea :

id : V*'tn, Io. oid)* , Hs tBs,Bs-{)sHo'u$)-oHttBr,Br-;o[l"i 'rt
\ \

Fie:  xe ZsA, [BsrBs- , )  l i  ,  
Ye € Vnt  t  l< t  <r 'n  ,a" l ' :  Lnf=h-s .

v o m n o r a :  V {  = f ( y t ) €  d " n ( ( L . )  , \ ( = j * [ u ( . T k ? f t l r )  , s i d e c i ,
dup5.  cond i l ia  1 )  d in  enun! :  tVq l=) (  ,  Y  4  ;  no tdm $ i :

(4= { (ye }  '  dec i '  d 'upd  cond i l i a  i i ) :  p t ra )  =  d i l  ,  Y  /  '

Norind z L = 1*tx) *T Vt = Y.._(i s idx[v] *Tlt) € ZnU tls,L5-a)
va rrebui arsrar cd: Yx 

-Lzl 
= tlxl * 

Ttt ) et He[Bs,Bs-)eH*-ttr;

Fj-e O- o s-ce1u15 (cu nota l i i le  a ferente)  '  Avem:

a *  t a l '

produsul

(unde cu V am notat

s a  a r a t a m :

un

I p.lu s*x .-o- * Vl
L - I  A '

X  
O ,  ) .  V a  f i  s u f i c i e n t
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t=,(k l=h*i  c*x.  t . ; . ,1,  
- ,n Fl" t t  At,  N), .  F) (und.e , anir log,

am notat  cuvprodusul  1-T v,  ) ,  sau, echivalent:
'  

L t .F '* ;  (e *v - [ t ; . ,1 ]  = o in HntLas,  f ) "F)  -
pen t ru  f i ece  i nd i ce  (  ,  avem insS t  d6n  VZ  =  C ' *dVg

4 ' x  4  r  |  *  t l e o a r e c e  O * f {= t " 6 s $ ' X 4  =  
P n A t d C g =  

d t n A t . (  \ (

c i c l u  d e  g r a d  p o z i t i v  i n  & ( A s )  ) ,  g i  d e c i :

t r * ! (  - p ' L . ,  e Z * A ( A s x f  )

AfirmS.m in continuare cd avem:

p n f , o * x . T t c * f e  f " f , , ( ) = 1 * [ r t * x ' - s * V  '  
r a p t  c e  s e

t a -  {  \  I
poa te  cons ta ta  sc r i r .nd :  

t - f rq - *x  l t L  
c (  =  

t " ;  t q *x 'Ce)  ,

l inind cont de axioma d.e degenerescenld sa d.e faptul cd:

\ s * X \  =  s  . 1 c ( \  ) 0  ,  c e e a  c e  i m p l i c d  :  s { x ' c (  = 0

I n  aceas tS  s i t ua l i e ,  va  f i  su f i c i en t  s5  a rS tdm c5 :

i  T l  t e  * r r  - l n f r cp )  *  n r l  u - i  =  O  ,  1n  H - t (Asx t ) ,
L ' i \  . r  l a - t ,  l p  l

sau ech*zalenr, cd, T Lo-" Vq - f l' 
.,J =f'- t t"f u rl(  

L  ,  omj- l indu-r  insd inceea ce vom face pentru f iecare ind ice

scr iere,  $ i  remarc ind.  in  cont inuare cd ar  f i  suf ic ient  de dovedi t :

, (  t  1  . * f  . ^ f  . I  H * t F ) ,  c e e a  c e  r e v i n e  t a :i {  L6*-\ - t 'Ar "J=.* Lf i  t ,J ,  in

[ e ; )nuJ=L" l  ,  i n  H* (T \  '

Tin ind cont  de oropr ie td l i le  r id icdr i i  a

cesta revine ra a arita c5.: h tia LV \f sqtl l

d e o a r e c e  r  d ( v l c ^ .  ) = t d . . ' t '  
r ' * -

" tFcrpt) , - '* v)lt,rtptl =h*t'\F-i$,,(

l nsearnnd res t r i c t ie )  .  
t

Reludm, obl igal i  c le aceste imprejur. i . r i ,  def in i t ia lu i  nL- l

consider ind diaqrama comutat ivd:

e

- - * ^ * -s- " P" r"(

un co-

*
I

I
t
l
I
z

dmis ib i le  S-  td -

f - r  - i
= Lv \Fpt i

pentru s i -mP1" i f  icare,



h  o E ,

l r
-!l-* B,

L l 9

unde :
F * I
J pnr
1

h o

h a
i ncJ-uz iune,  g i  dec i :

ht-: '

o(

ri

Considerdm de asemeni  g i  inc luz iun i le

= O, l $i observdm intii cd: J l.rrr V =

c^r*, =0, deoarece, di-n nou din moti-ve de

Lr.r* r =0 . Putem atunci scrie:

1  {  i - : : r  - l  . * , f  \ 4 ( : - l^L-J Lv lFq1"1.  J  = [ , r '  Lh^ vJ

:  i o t : F = F x [ * ] . o n * I ,
h x d v  =  h * p x c  =

I
degenerescen!d,

iJ L h't nll -

N l r , t i  =

Deoarece avem gi diagrame comutative de t ipul:

O.tgt o ?tv) -+ Q(Bs) o b(tv)
^ L ^ LY { .  Y ' i
q(L) --_-______--+r u[Es)

demonstrafi-a va f i  incheiatd in momentul in care vom ardta cd sd-

ge l i l e  o r i zon ta re  r€p rez in td  s -ech i va len fe  i n  H* .

pen t ru  aceas ta ,  sd  obse rv im  cH :  d in  :  I i - 1  (B rBS)  =0 ,
' pen t ru  

1 !S  r  r€zu I td ,  T1 (L ,E31  =g  pen t ru  
?<S ,  dec i  ( v ia  teo_

rema 1.17)  sdeel i1e:  d(U -+0. t8s)  s i  :  CX.(E)  __af r  (Es; )  s inr  s_echi_
u

valenle in  Ha.  rn  ceea ce pr i -vegte pe pr imar  €Er  induce un rnor f ism

int re g i rur i le  spectra le  a le  extensi i lor  or i -nc ipa le corespunzdtoa-

r e  ( c o n s t r u i t e  i n  l e m a  r r . 5 . 6 ) ,  c a r e  s e  o b s e r v d  i m e d i a t  a  f i ' s - e c h i -

va len ld  l a  n i ve lu l  t e rmen i l o r  ET  dec i  g i  l a  E* ,  g i  dec j -  sdqea-

ta super ioard or izonta i i  e  de aseneni  s-echi . , ,a l_en!H.

un coro lar  a l  aceste i  ren, .e  r  c€ se va dovedi  de mare,  e f  i -

cac i ta te in  dezvol tarea uLter loarS.  a teor ie i ,  s tab i legte legdtura.
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int imd tntre f ibrdr i le pr incipale 9i  extensi iJ 'e pr incipale '

2.  Corolar:  rn ipotezele lemei,  daci  T{ e geometr icd

pent ru  B ,  ex is td  o  ex tens ie  p r inc ipa ld :

care sd f ie greometricS' Pentru E '

- {
d e c i :  :  Q o ' e  i z o .

)

.  Diagramele comutat ive

?n e v,(v)

/n
rl
,t

tr\E
I

& tBl

l
u"rB) gE-Y->

Dem: Fie: )T'l +- fr[B) , cu 3* 
Lzo' rn acest mbment con-

srruim Yn @ HtV) in fetul urmdror: definim, ;

LA t'\ o1[= 3]t" t{ ey), . $i precizdm aresind o secliune:

H*fn gZ*yn ,  Aeci ;  l . ( {oy) = t9*-ol t t^o))- \  r  f t r '  YtV

rn conrinuare, avem, L3 k(.ro1)l = F t^ eyil- deci:

? A t t o 1 ) - t t r i  @ y ) = ' d P \ ) , . o  :  p : V  + U t B )  l i n i a r d  d e

g r a d  0 .

Definim un morfism. de AGD, B I Yh I V(Vl -t CX.(B) qY.tV)

in modul urmdror, 3({.e)) =t4 @)) * i t l lu l l  t ' . , r1e V ) Yfnnt= !  
'

E induce la girur i le spectrale a1e acestor extensi i
'  

, t . ,  la nivelul  termeni lor  LL '  se poate( lema I I  5 .6 )  un  mor f i sm c i

ident i f i ca  f5 rd  d i f i cu l ta te  ca  f i ind : -

? .  =  q*g id .  :
\ L  )

H*(tq) bHtv) n-> Hxtu(Bi) o{(vt

urm5.toare incheie demonstrat'La:

qrb)

I P,r
crra)Ytvl Ytvl Y -=



Cap. IV: TEqRTA RATTONALA A OI4OTOPTET

Reveni-m aici asupra functorurui ?i introdus in capitolul
precedent '  g i  ardtdm c5 '  e l  dd posib i l i ta tea descr ier i j -  categor j -e j .
omotopi 'ce a Q-spafi i lor (de t ip f init) r prin categori-a omotopicd
a  a lgeb re lo r  m i -n imare  (de  t i p  f i n i t ) ,  i n  6  r ,  ca re  rep rez in tE  o
vers iune (completd! )  a  corespondentu lu |  ' l

i  s d u  a i n  [ Z J .  r n r e n l i a  i n i _
t i a ld  a  aces to r  no te ,  de  a  o fe r i  o  p rezen ta re  i n te l i g ib i l e r  p€  c i t
pos ib i l  completd I  a  Tezul ta tu lu i  centra l  a l  teor ie i  ra l ionale a
omotop i -e i  (ech i va len fa  ca tego r i i r o r  am in t i t e  ma i  sus ) ,  i a  s f i r g l t
odatd cu {  r .  Restur  mater iaru lu i  

. ig i  
propune numai  sd i rust ieze

rnodul  s i  d i recf i i le  de apl icare a aceste i  teor i i .  pr in  ad. iugarea
unei  

,  or ientd.m c i t i toru l  in  d i rec l ia
unor  lectur j -  asupra arr l ica l i i lor  g i  ext i -nder j . lor  teor ie i

rn  
f  

2  expl ic i td .m,  in t r -o  manierd aminunf i td ,  modul  in
care i -n formaf i i le  d in  categor i_a spal i i10r  se pot  c i t i  in  categl0r ia
modelelor minimare. Ne-am l imitat numai_ 1a clteva proprietd.l i  fun_
damenta le ,  lesate de srupur i le  l - l *  ( .  

i  
q)  

,  *x( . )  o  Q I
gi  de morf ismele induse,  1a n ive lu l  1or ,  de apl ica l i i le  in t re  spaf i :
A m  i n c l u s  s i  o  d i s c u f i e  a s u p r a , , f o r m e i  r a l i o n a l e  a  1 u i  t n ( . ) , , ,  s i
a  pos ib i l i taFi i  recunoaster i i  spal i i lor  s imple pr in  modeLele lor  mi-
n imale '  rn  sp l r i tu l  {  2  se incadreazd lucrarea 

[_anarews-Arkovra" l  ,
dedicatd omomorfismului- Hurewj-cz rafional gi produselor whltehead
rat ionale s i  ident i f icdr i i  corespondenle1or  acestora in  cateqor ia
modelel-or min.j .male .

I
fn  b 3 i lust rdm pr lnc lpa1ul  cd,  echiva lenNa ae catesor i j_)

oda td  s tab i i i t x ,  t r anspunerea  p rop r i_e td l i 1o r , , c1e  un i ve rsa l i t a te , ,
a le  construcf i i ] -or  pentr t t  spal i i  in  categor ia  a lgebr icd poa. te  duce
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l a  a f l a rea  mode lu lu i  m in ima l  ( s i ,  imp l i c i t ,  a  i n fo rma t i i l o r

ce decurg) .  Exemplu l  i l  const i tu ie  propr ie tatea spal i i lor  func-

l ionale ( Iegea exponenf ia t$) ,  d in  care deducem proor ie tatea de

univerisal i tate ce determi-nd modelul 10r minimal. Am f i  putut con-

r - l
t inua cu expl ic i tarea acestu i  mode1,  cd in  fWatk issJ,  $ i  cu dedu:

ceiea de a ic i  a  a lgor i tmulu i  de ca lcu l  pentru grupur i le  de omoto-

p ie ra l ionald a1e spal i i lor  func l ionale qenera le (enuntaL in

- - l
l .

LNote ano*t*"J ) - dar econbmia ne-a determinat sd aleqem cazul

s implu,  a l  .spal i i lor  de lasso-ur i ,  pentru care d 'e terminarea pe

aceastd ca le a modelu lu i  min imal  e  re la t iv  comodd;  un a l t  indemn

In a legere I -a  const i tu i t  faptu l  cd acest  caz oferd posib i l i ta-

tea enun! f l r i i  unei  ap l ica l i i  spectaculoase:  un cr i ter iu  coomologic

s imp lu  i n  p rob lema geodez ice lo r  i nc i r : - se  (p re lua t  d in  I tO l l .  O
L J

ra f inare a aceste i  d i rec l i i  de apl icabi l i tace,  fCto. r . -Hafr in-  .

M.vlgu6-Poi  r r ie ! .

fn  pr i -ma par te a par .4,  re luS.m chest iunea formal i tAt i i '

p rezen t i nd  c lase  de  exemp le  de  spa l i i  9 i  ap l i ca t i i  f o rma le .  Esen-

r 1
l ia lmente,  l is ta  r :eprod.uce pe cea d in lsuf f ivanJ:  fn f in i tes imal

computat ions -  lucrare fundamenta lS.  de a l t fe l  pentru teor ia  rat io-

nald a omotopie i  g i  impcr tantd surs i i  Ce sugest i j -  de dezvol tare.

f ' r
I n  cea  de -a  doua  pa r te ,  i nso i ra td  de  L tgJ r  l €1u5 .m G-sna t i i l e ,

prezent ind determinarea modelu lu i  min i rna l  a l  spat i i lor  de orb i te

X/C.  Av ind in  vedere par . I I .5 ,  acestea procurd noi  exemple d 'e

spa l i i  f o rma le  (dacd  X .e  G- fo rma l ! ) .  Am l5sa t  deopar te  co rpu l

princj-pal aI problematici i  .1in 
[tr l  ,  $i anume extinderea teoremei

pr inc ipare t  $  r l  1a cazul  . .nr ; " ; ;ant ,  rezolvat i  par l ia t  
" . " -

pentru cazul  G=Zp,  f r  l i r l -x l r  cd l in ind de un domeniu ce-q i  mer i tX

o atenl ie  apar te :  teor ia  ra l iona15 ec i r ivar iantd a omotp ie i .

I

t
T
t
?
a
I
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TEOREMA PRINCTPALA

In cele ce urmeaz5, reludm functorul  AL const i tu i t  in

T h . I I I , 1 . 5 , a . i L F } - - [ A c D } . D e o a r e c ! a m a n u n ! a t . . J i n

t imp permanenla ipotezelor de c-cbnexiune, rrutem, trecind la

categor j -a omotopicd ,  t*J (cor. I I I  1. f  9)  compune in cont inuare

acest runcror cu runcrorul , tl , LA G bl -_'[!u\ trl, unde t U*l
desemneazd categor ia  omotopj -cd a AGD min imale,  in  care coro laru l

I I  4 .4 ne permi te sd considerdm t ipu l  de omotopie a l  lu i  f i  egal

cu n (  4 l l  min imald)  ,  fdrd a mai  face prec iz ia  cd ident i f icarea

se  , f ace  p ind  l a  un  i zo .

.  Reamint im cd am fdcut  construct ia  modelu lu i  min i rna l 'a I

unui  morf isrn de AGD, in  }ema I f  4 .9.

Simpl i f ic ind notat i i le ,  vom nota cu

mal al AGD fr(X) , notat anteriorlicu ?l ntX)

mode lu l  m in ima l  a l . sPa t iu lu i  X

D a r d  a  a p l 1 c a f i e :  t .  X - Y  r  € d  i n d u c e ,  l * '  [ t Y ) - t C ( f i
I

a l  c6 re j -  mode l  m in ima l  va  f i  no ta t  ,  
T ,4 I lY  

-  t " f f l x  I

gi  se va numi  modelu l  min imal  a I  qp l ica l ie i  f .

In t roducerea urmdtoare lor  nota l i i  se va dovedi  u t j -15:

o r i n  I  X i f ]  ,  r espec t i v  I n r t t t n l ,  vom desemna  ca tego r ia  omoto --  , - )

p icd a spal i i1or  n i lpotente '  respect iv  n i lpotente 9 i  de t ip  f i -

r - - l  r - r
n i t  peste Q;  pr in  

L f* l  
'  respect iv lg- r in ] ,  vom in te lese cate-

gor ia omotopicd a Q-spal i i1or,  respect iv a Q-spal i i lor  de t ip f i -

n j - t ;  iar  in sf i rg i t  pr in 
f  Uinf i r r l  vom preciza categor ia omoto-

pic5.  a algebrelor minimale gi  de t ip f in i t '

M1 
" 

modelul mini-
 

,  $i-1 vom numi

C a p .  I  :

Reamint im a ic i .s i  f r - 'Lnctoru l  de l -c- rca l ) ,zare,  const i :u i t  in
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Ix,tl :-** LA-'tl
U U

[u,r1,^l - >' [u-f'^l

pe obiectg local izarea unui  spal iu  X va f i  notatS.  cu Xo (vez i

bserv ind:ce propr ie tSl i te  de f in i tud ine se pdst reaz6 '

c1up5  loca l i  za re  (Th ,  I . 2 . t 9 )  ,  i a r  pe  mor f i sme '  l oca l i za : ^ea  une i

a p l i c a l i i  f  v a  f i  n o t a t d  c u  f o  ( C o r '  r ' g ' 9 )  '

''\r'\ ' 
'^/

I .  Teoremd (Sul i ivan) :  9ompunerea f l [ t ' (1  ] nd,uce o (ant i )

i - t ( - l
echivalenlF de catesoriit lo-ri" j ----) 

fuinrinJ 
' unde

categor ia  a lgebr icd 9 i ,  in  genera l ,  coomologia spal i i lor '  vor" f i

considerate cu coef ic ien l i  ra l ional i '

Demonstra l ia  va rezul ta  dupd o ser ie  in t reagd de conside-

ra l i i  g i .  rezul ta te a ju tatoare,  g i  va const i lu i  in ' in t reg ime obiec-

tu l  a tenl ie i  noastre in  acest  Daragrar  '

vom obl ine avanta je considerabi le  dacd X - tTf \v  vd f i  un
A

. l

m o d e 1 m i n i m a I : . c u p r o p r i e t d t i s u p 1 i m e n t a r e . . j ! : s : . ' : ' ' i : l i ] '

2. ErcPez:*is: Fie x n ftrtitt,^l
c u p r o p r i e t ' 5 f i l e d e s c r i s e i n T h . I . 2 . I 5 , i n c a r e , d u p S o b s e r v a -

l i i l e  c e  r e z u l t d  d i n  T h .  I . 2 ' L 9 z  J i t " q  [ o <  4  o s  ,  \  *  e  N  '

rn aceste ipoteze: Tf\1 = t i* YIl r( ,  unde:

a) W **. = \Y\- * -?uY no (V*)

ui .de ,  V* = \ -1o* t t iu  eq ,  &)  i
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b) avem diaqramele comutative:

fl,( x

6r) 1
/,{,ll

n*,)

!x*l

ot+ t

*

o Pxi' dt Xx)
t
[ \ "

- \ 'Iha

cu  ' .  e f  i zo  , \  *
)r \

avein 1nc5. diagrame

d

1i, (r*x) l l
, r  tX

*
. s i :  P ^ i z o' i  

)  
t

comutative de ti p u l :c )

g i

cu exceplia comutativitdt i i  d. iagramei

Considerdm )fl = l_S m, , si:

ca re  i nduce  Lzo  i n  coomo lo$ ie .  Es te

p rop r ie ta tea  i v ) ,  ce  rezu l - t 5  d in  Th .

este Lzo in t-ltt .

Definim, q =(.b tx )" t(s

d (x) " +! a(x,)
1r
'lI\a

H'n Iu [ri*,hn)) :-*> I-f..*o IXJ
l l  1 l *
Vo

I  J o (

B*"\1h*tt['f}1-J

unde sdgeata nemarcatd e t ransgres ia f ibrdr i i .

Dem. Vom considera f ibrarea pr inc ip i i ld :

K(l*'ha) <*) Xo*, Pr= Xd

apl icdm coio laru l  I f I  2 .2.  Rezul t5 '  toate nronr ie td l i le  cerute,

(x x) .

b \" , T\ ----+ {ir'^ d(X,,) ,

u$or de observat,  fo losind

0 .  N r ' t  \  , l ' l f Y \
I"  .2. i5,  c5-:  LLS U.(Aa i  ; - ;>c, \v\ fgt i

Pr )  |  ceea  ce  as igu rd  g i
\ q v
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Si comutativitatea diagramei (*X) .

vers i

3.  corotar .  Dacd Xe fNi t t , {  ,  a tunc i ,  } [ \1 . [ t "1 in{ tn ] .

Sintem ln misurd sd demonstrdrn oropgzit ia 2 in sens in-

4.  Propoz i t ie

ri" \ eiur"{,^1. Dacd Tl |=(g \n*  |  cu :

T o*r= h,r 
?- Hv, nLV*; ' 

atunci:

a)  ex is td un TN de t ip  f in i t ,  format  d in  f ibrdr i le

pr inc ipa le:

K(rra,nx)* 'Xo*, t I .  f , r ,  astrer inci t  Tla = Ho*(Vu ,  Q) i

b)  avem aceleagi  d iagrame comutat ive ca in  propozi t ia  2,

V  O -  V  |  0  ' r  r 1
unde ,, A = 

$t A* si t* e proiectia: 
9f X* * A* i

c )  ana log  cu  p ropoz i t i a  2 .

Dem. Vom proceda induct iv .  Pentru a constru i  f ibrarea

pr inc ipa lS ? -  -  vom. prec iza apl icat ia  c las i f iant i  ln :
I  s(+t

LX- , Kttn.,r,*+r)l ^, Hn**tIXd,Trd) - Ho*t\,^ ,Hn**' tXd))

ca f i indt  
! "1 "  Ltul  

(de unde, imediat ,  d in natural i tatea

t ransgres ie i ,  rezu l td  c )  )  .

Cons ider5m d iagrama,  ob f inu td .  ca  in  I I I  2 .2 : ! :
I
t
i ,
I

I
I .

1
I
Ig
t,
I,
I
t
I

' l
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in care vom construi  
!** l  

cu propr ietal i1e cerute.

Tinind conL de felut  in care am def in i t  t l ,
d

I  - t - ' l  r  - i
rezu l ts ,  L t ) l  =  L f "J  ,  $ i  dec i ,  dupd lema r r  2 '3 ,

morfismul punctat de AGD, care e egal cu identitatea

AtX'.)
4q^ l

M\A

a*,)

\l-,,
{[x
I
I

I

,t1?{^.nNr) *;- rQn O-t,.utr/| -JY\o*n

g i  d e  I  1 . 3 '

e x i s t d  i z o -

pe Ynr( .

5 .  C o r o l a r : Sur ject iv i ta tea Pe obiecte.

Dem. S5 remarcim cb

ne caresoriei L0. - l ,. Ia r l

n
Fie Tf ''lh (d - t.v. ,

f ibrarea pr inc iPald:

spaliul X construit mai sus aparti-

'  ( c o r o l a r u l  I  3 . 3 ) .

d i v r n n < a c  q i  n T r L  .  c o n s i d e r S m

-fL = Ktrr,n)
1
*

L
? f  r
[U ,p t t  K -  >  { .K ( r i , n * r ) , i f ) ,  c r  :Lk ie  H* t (R ;n )

F i e ,  { ' t X , t t )
mite  o  r id icare ,  g i .  dec i ,  k " f  tS  (ca  9 i  rna i  ina in te '

presupunem f  incluziune),  g i  avem d' iagrama comutat ivd:
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X*-|; +-" t

J*g

unde 
?X 

e f ibra l ie  t r iv ia l5 , indusS'  de k . t r

O r id icare a 1ui  f  este unic determinat5'

a  fu i  
1^  

,  9 i  invers .  Dec i :  g  r id icare  a  lu i  f ,

q, '  ;  X ->l ) -  of l ,  s  :  X - tX* lL,  dats '  de:
6 -

es te  sec f i une ,  $ i :  f  " ' s  =  
X  

,

In cont i -nuare,  consider im

c l ,  g i  sec l iun i le  asoc ia te :  s ;  (x )
d>

d  =  0 , ! .

Reludm notal i i le:  V = Hl"  ( -9r-)  s i :
L

de grad 0 '  g i  a tunc i  L  n othS 
Xlas 

i  ' !

tocmai  Kx tun* , )  ,  dupd cum dovedegte  coro la ru l  r  1 '3 '

R e l a l i i l e  i ) ,  i i )  d i n  I I r . 2 ,  g l n d i t e  c u  c o e f i c i e n t i  ] [ ,

devin:  
'

r) L in tr) l  '  Lu*] .si:
[  / ' )  

L

2)  ?*k* ( *n* , )  =  d1  '

I n  aces te  cond i t i i :  .

atf l  -1iy\ = Xtrf -; . i l f  
.= 1.5.t-

= l.* kt (u,,,"r) - (t k*ttrn

6.  Lem5. .  Cu notat i i le  precedente '  avem:

Lrjr

t l x
Dem. Avem: (  f -  h

r  r ; - * .  r  
'  
, ' - *q  t . t  y  t  = v  \ d l l i

?xI
IX 'p t )

It
,ft)

de o sectS-une

impl icd :  ex is td :

s(t)  = (x,  1/ tx l)
0

dou5.  r id ic i r i  pen t ru  ' - r4o  g i

=  t x , q ' r t x l )  |  a . i ' ,  f  " ! ,  = \ i' l v  
o

;. : V ---t U(t), Ii-
I

i n t r o d u s d  l n  I I I . 2n iard

este

In f. n-
k " [  =

tuo*,) = ti
f  

! ) ,  q i

- 3f tj = Lxj I - Ltj'j

k*(u^*,) -$ k*p*t*n*,1
+ r )  = D  ,

[*lan (uu*,)
d e c i :

= \uJr =
P!  ss  UIJ  uD .

,  tn ,  Hn(Xin)  .

dec i - :

i
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L$ f -Xf fJ= * Li*rl - 'il{,-tl ,
. l

Pe de a l td  Par te,  avem izomorf ismul :

l-r^ [x ; n) o H" LJ]'') ffo&= H'Lx * .ru )rr']t

si  deci  nor ind,  L{* f1 =ql  ,  ex istE apl ical i i le ,  l in iare

de grad  0 :

4 : \

LYI = Pi f*J * 
fi!", 

De aici rezurts:
'  

l ^  [ r l -

sf tyl - sl t11 = [ si ti t-l - s# 1it''-1) 
-tsilir-l. tf fil*:rj

t - 1* \L*L-f) 
- [toJu q',*tt:) = 

tu 
L-] - t'/Lo{ '

In  acelagi  t imP,  avem:

iilyr 
=t{11-rl=tl!\=[uJ' pe de o parte' si:

iftll 
= iirlifnt-{f-d;rr=frri, ne de artd parte '

Cu aces tea ,  av ind  l n  vedere  , s i  f  O ' f  ' ,  l ema  rezu l t6 '

7 .  co ro la r :  Da tb :  o  r i d i ca re  
| t  

a  l u i  f  ,  g i  ua  H t tX l i f )

arbitrar,  existd o aItS' r idicare 
t" 

a lui  f '  astfel  incit :

( * * 1
L 1 ; y -  l i r )  =  q  '

{ r \ 1

; .  obs:  u se mai poate interpreta ca f i ind un erement din

\-t"* LV , Flt X) .
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9.  propozi l ie  (sur ject iv i ta tea pe mor f isme)  :  F ie  X€ f&- t , {

gi  X' un spal iu. Vom considera TN aI lui  X 's i  rnodelul minimal:

Tf l  . ,  +, f l f i )  consrruit ,  plecind de la acest TN , in Prop.
n ^ .

2,  g i  de asemenei ,  M, t r ,  + .AtX ' )  r  ur r  model  min lmal .  F ie :

1 : "V l tv  - ! \v ,  um morf ism de AGD. Af i rmdm c5.  :  ex is t5  o ap l ica-
d  / \  A  - . \ ' 4  ?  -

gie,  F ,  Xi  _._.5 X a. i .  '  L f  J  =[ f l  (esar i ratea are toc in
U

ca tego r ia  omotop icd ) .

Pem: Von presupune, j-nd.uctiv, dati diagrama:

d tX**,)
'l gn*,Pv

f,(,[,)
It

l q '
t ,

Mx,

il-1X,,
(rt, ^  I

t

t l  )(,n

L f *

A^ 
'' 14

,  . l t l f  , *+ r
7u ?}*

und.e, Xa , frart  s int  res-

t r ic l i i le  ev idente, t4  ,  X l - - ,  Xn

gi avem dat5 in plus omoto-

pie.: i^.*,h1,r,  - t  d"tXr)Ott ,dt) t
hn , fJ(". = 3'?* '

Ar i t lnd cd:  ex i -s td:
--444--=>

a ,
J*

X o n {  r 4 . { . ,  } u * r F r r * r
L **,,I\X,**i qtt' ){D(t,dr)

ln,(  s i  :  \nn. ,Fnt.3**,  = gt fe+t,  
r  volr  putea

Dupd  Th .  r .0 .3 ,  F " (  se  r i d i cd ,  av lnd  in  vedere  cd  
fu * t

e f ibrare principale, .d.n.d t f f)* "  3f 
-  Lt-t l  = 0 (am l inut cont

d e  p r o p . 2 )  d . n . d  ( ' * o  1 i "  t r o l = o  d . n . d .  
x i . " E r o l  

= 0

d .n .d  q  .  se  poa te  ex t i nde  ( l ema  I I .  2 .4 )  ,  ceea  ce  ne  pe rm i te
{ r (

sd considerdm pe moment. o r idicare Fn, a lu-i- Fd Sa sd ob-

se rvdm cd  s in tem in  s i t ua l i a  t opo loc i cd ,  ce  a  fos t  desc r i sd  5 i

explcatatd in  Lena 6.

In  ace lag i  t impr  f l €  a f l d rn  g i  i n  s i t ' : a f i a  C in  Lema 11 .2 .7 ,

Si  dec i  putem considera:

Y*+t t K/ -->

a .  i .  ,  k4 r . n  \ \X ,n  =

l ua :  F  =  0 i *F
<- aL

= t y ,  1 i  :
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d =d Ff. l**,,ha ,{rfo*.
T 4  o  rt /+l \d"Fr lVd

= [ t'1*,.,tvn -

O b s ;  8

as t fe l

f, e lL* t \x,, Hn Xi) .

ne permite s5.  a legem o al td r id icare,  F,^*n a lu i  A

incir, 1 Foi, 7^ 
- VIr,7* J =t[*f, (nn,lvo - FJ, !no,lv*l=

(dupd const ruct ia  lu i  ( * . tV*  f5 .cut i  ca In  dem.cor . r r r  2 .2)

Avem acumt d 
Fdr!**1,\ot, ,qh,r*r = 0 I  $i  Lema rr '2 '7 '  permite

gisirea ext inderi i '  U'nlnt l ;"  propriet5l i1e corecte

10 .  Coro la r :  I n jec t i v i t a tea  pe  ob iec te .

oblinem cu propozil ia precedent5 o aplicafie: Xl I> X t

gi o diagramii comutativd omotopic:

pem: Dacd , X , [ 'e LQ -.{,"] $i: }n X *t 
M X' , r i"€ izo,

f

.l

CI-$) -f* ' fttx')

txt 1 !*,
{n1 _1_, ilX,

care aratd F a f i  izo in HX , d.eci, apelind de exemplu la pro-

pr ie tatea de unic i ta te a local iz5: : i i ,  o  echiva lentd omotopicd.

L l in  acest  moment ,  vom 1ua ln  considerare "cazul  re la t iv" .

Aceasta impl icd re luarea s i tua l i i lor  cheie,  topologice g i  a lse-

bt ice,  in  contextu l ,  pu l in  mai  genera l  dar  per fect  analog,  a I
t l

( \J- "o*p lexelor  re la t i -ye (X,A)  Si  a l  AGD-morf ismelot  '  (H)  g;  A(4)

unde i  desemneazd inc luz iunea r  Af i rmal i i te  g i  rezul ta te le  expu-

se mai  su"s se ex- ' ind 'natura l  ln  acest  context

F ie dat5.  d iagrama comutat ivd ( tn  AGD):
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Yrlt o H"tv) -9" u
tr

Vom spune cd Problema de extin-

dere re la t ivd (* )  are so lut ie

dacd ex is tS.  o  sdgeat5 '  (Punctatd

ln d iagram5.)  care sd facS'  t r iun-

ghiuri le efectiv (nu numai omo-

topic)  comutat ive.

L \

E )  i r
0 \ )' 
Yr\ l

I
I

. &

I
i, i
tS5. Presupunem'

g i  s5.  ludm o ast fe l  de

Avem:  " t t qYI r

dec i ,  no t i nd t  C  y

pu tem de f i n i t  oy

unde notatia relativd

in plus, cd 
\ 

se poate extinde ra \J\ 
?th(V)

extensier. , .d.rbi trard, a lui  t t  r  notat '5 f  
'

- \ ' )h r=  1Yt  -d . t ' r v  =1Y,  -1 ' t  =O r
= (1V -Y I  ) tu t  Ho,^(v,  Znu)
a Ho* (V,Hn*'{ ,*  ,d.)  Pr in '  oy

in  coomolcqic  Prov ine d in g i ru l

=  [ L . V ]  l
exac t :

v r)T

n  r -  _ , X + r A - ' 0 .U K€ur $

Dacd ludm o al td ext j -ndere a lu i  
Y 

,  f ie t "  
V '  putem scr j -e:

o e -o.y = [ L"q - 
"xJ 

= Illtq 
-Y),*o' deoarece i

.  
ty _ty) lv e Ho*' tV, Zn X). Apare deci o c1as5. de coomolosie

b ine def in i ts ,  notats '  cu:  c  e  Ho*(V,  \ '1 \+r [X ,e) )

pe 'ca re  o  vom numi

l l .  Lemd;  P rob lema ( * )  admi te  so lu t i e  d 'n ' d ' o = 0  .

Dem: Pentru impl ica l j -a  net r iv ia ld ,  ludm o extensie oare-

. c a r e a l u i  Y  
,  f i e a c e a s t a f  ;  d e o a r e c e , I [ t 1 1  = 0  '  r e z u l t 5 :

L . V l e  t v "  1 x  ,  d e c i  s d s i m ,  u . : V  - + ? *  $ i :  
' [ ' t  

V  - ' N - r ,

a . t . :  t t . Y - { ' ) r V  =  1 D ( * d I '
L r - r i n d a p o i ,  ) , V - o } ^ - t  

a r i ' :  { } = ' (  
t ' d e f i n i m

o  a l r d  e x i e n s i e  a  i u i $ ,  n o t a t d  Y  ,  p r i n ,  Y i V  
=  Y i V - o { - d Y

gi  avem'  hV 
-  r -1 l ) lv  - -0  ,  dec i  p  reprez in td o so lu l ie  pent ru

probl-ema (f.) .
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L 2 .  C o r o l a r :  F i e ,  l n  P l u s '
^Yn et*tv)v'a * 3

fi -J_-> it -q-- 4"

dlagrama comutativ5:

care d5^ nagtere unei alte Pro-

b leme de acelagi  t ip ,  5 i  anume:

I

Atunc i  (p resuPun ind  Q S i  ? 'a- ) )

t r J
fL Lzo in t- ' l ' '  ) t

i )  Q  s e  e x t i n d e  d . n - d  q W  s e
I  ) l

ex t i nde ;

i i )  problema ( ' f  )  are.  so lut ie

d.n.d problema (" t * )  are so-

lu t i e .

)n  oYnLv)  ! 'Y ' '
L \ -

- 4  \

t *x t  l J  - - - - .
Tl^t --JY--'o

g

t'
t

Pem: i )  
Y 

se ext inde e \*  o Fl  =0 €> q '*Yn"f ' l=O

,f4 lq1)*'[.1=O €2tY =" extinde

i i ) o a c 5 $ e s o l u l j - e p e n t r u ( * ) , e v i d e n t ' 3 Y e s o l u l i e

penr ru  ( * * ) .  Dacd,  ( * * r  admi te  so lu l ie r  lnseamnd c5 .  (?  se  ex-

t inde, deci  g i  
Y,  

ut  putem apl ica cr i ter iu l  precedent arnbelor

probleme. Fie atunci 
Y 

o extensie a lui tt Avem:

+ o( r . )  =0 .

o =  oL*x)  =  "Sy  =  5L( ' !Y  - ( 'Y t ) rv l  =

=  [q ' *L t ty  -y ' ) t v ]  =  T*  5  L . . r l  =  ( *oHl

Y ,q dou5 solul i i  ale Problemei (*

A v e m :  d t Y - Y ) t v = 0  s i ,  1 ( q ' * Y ) f V = D  
t : ' : a p a r e :

, t tQ,y) € H;*tv,Wtl ,u))  dat pr in '  d-tY,Y) = Ltq* Y))\ i l '
Cu aces te  no ta l i i :  dacd  Y  e  so lu f i e '  $ i  dacd

f  3 .  Lem5. :  F ie acum:

daHorr^LV,f{1X, i l ) ,atunci '  ex istd o solu l ie Y 
a ' i '  :

d L q , y ) = d .
- h r r ,

c : V  - ' : C t *

= Y \ n n  = Y
Ern:

f i n im  aPo i :

Lu im:

I  I t

Y \TYI

[.1 = "l
= Y w *

,f i)

1i

^ +
4 . 1 . .

:  *  r . r-  
l r v

C r

p i  de -
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F ie  acum date ,  (X ,A)  on  C l /  -comprex  re la t l v ,  9 i !

k (Tf , l . )  +E +*B o f ibrare pr incipal5 (cu:  r r  Q*s.v.  ,  s i  cu

notaf ia '  V -  Ho*g(t  ,&))  ,  indusd de:  k ,  ( i } , t t )  * (K(rr , r , t , r ) ,S),

gi f ie datd diagrama comutativd:

Vom spune cd problema de.r id ica-

re re.LativS. (X**) admite solutie

dac5. exi-std sigeata punctatS.,

cu comutat iv i t5. t i le de r igoare. '

(  * * * )  i  se  asoc iaz5  d iagrama:

t \ .

l xN* ,  r
a=r"
; * l r

A
^

,t
X

tn g {h tv) { t*  ! '  = d-tA)
t
;, {-u! =

l l t

uu)

solut i i .  Vom nota atunc i  cu o\(F"rFr) etemenrul

, Hn (X, A)) repre zenrar de : (ff - fJ )7 : V *> Zn ( X ,A).

f4.  LemS: Dacd Fo este o soluf ie,  pentru or ice element

ct e Hov iV ,  h^ t1 ,A ))  ,  exisis o artr  soiul ie F! a. l  .  i

d'([o '[') -- A ' .
Dern: Fie [ .  g i  Fi  

'solul i i .  
Urmind sugest ia demonstral ie i

Problemei de ridicare relativd

.  ^ l  r t ffft e yhrv) _L, arE) t'; d.tA)' a

*$-- i,l-, -{iJ,il$
J
iM

Rezul td  o prcb1em5. de extensie re la t ivd:

t* x,,(*)

Fo si Ft doud

Jir.. H"* (V

asociatd in  mod canonic  problemei  de r id icare re la t ivd (**Ae )  .

Re ludm,  p r i n  ana log ie  cu  Lema 13 ,  s i t ua l i a  d in  ( * * * ) ,  comb ina -

td  cu  cea  d in  Cor . i  t  i . e . :  i n  p rezen la  d . j - ag rame i  (  *X* )  ,  f i e

unde: t 
e un mod.eI minimal f ixat

t '
iar  P e construi t  ca in Cemons-

)

t r a t i a  C o r .  I i i  2 . 2 .
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Lemei 6,  e le s lnt  unic determinate (ca r id ic5r i  a le rui  f )  pr in:
/ r r

1; , X -o .-fL = k(f,n) , i=0, r, care la rlndul lor dtermin5 sec-
a u  \ " ,  '

l i u n i l e  r u i p " . e i :  X  # >  X ^  J ) -  [ t .  = ( i d , j ' ; ) ,  d = o t t r )
t A v ' o

i f i  th  f i r ia l  d .e te rmind  I  n r in  esa l i td l i le t  F ;  =  { "  t ,  ,  i  =O, t  .

Notali i le provin di,n urmdtoarea diagramd comi:tativ5:

A * -Q- <--> X * i -

I' t,
X

_I;
?

I**-_>

- l
P n  I
t n v

A i' n . - >

t

I
B

dacd t :  "  
ex t indere 'a  lu i  

? '  ,  s i  dacs  :  Sn . f lov^LV,  Hn lX,A) )

e arbi t rar  dat5. ,  existd o a1t5.  ext , indere qt^ a lu i  q/  a.1. :

f  (1 ;  ,? ; )  = ! *  ( rh.  2 .8.s ,  i rn j  n  . r l f  -

Pe de a l t i  par te,

t i a :

ln locuind. X cu A gi  considerlnd sj- tua-

t l
rezuttd t  unic determinat5,  pr in

acelagi  proced.eu, der 1t .  , \  -*  - fL,
d

-Cr = K(rr,nJ,iar cerinlele: F; lq : t  
t ,

r  = U 1  I - ,  r e v i n  t . t  
t i l A = 1  ,  t = O , L .

(di-agrame comutative) apare:

[" t1*i ,X) € [-\"* tv', H^ tx,*))
i ndus5  de :

DupE cum rezul te urm5.r ind cele dezvol tate ln f tn l  ,  p.65-
' I t s  J

78, ln s j - tuat ia in care avem:

+,,2 L-/ l t
X { x - t - e

aq;=01l )
K ['tr,n)

X
1
A q l*t-\

Xl*(u't-XXt-,^),V -.+ 7llX,A) /
Pi avem:

Devine suf ic ient  de prev i .z ib i l  faptu l  cd,  de indatd

vom r i  ar5rar,  d. [Fo,[r)  = Ll lx tu^) -  
X:* 

( t t , . , )  I
lema L4 va f i  demonstratd.  Ci t  despre 

" . " t " tg  
egal i ta te,  ea va
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r e z u l t a r e l u i n d c u a t e n l i e d e m o n s t r a r e a l e m e i 6 z

d.tt ,f,,) =tFf f 
-fJtJ€lrfov"(V,H1"\,fi). evem inss: (J 

f 
=

i = o , L  e i ' 1 * f  = p i n - ? - i p * l A r c u  d , b

G gi cu: A ,  V *> {n-n tA x 9r-) '  Prin urmare:

t r [ * t ,
ca l.n lema

lvf f -F:P *tXlr''^ *XJ*"")

: (-Xln- -Xic^,) -ttl*c(x - X,Ju un) + - t ( . * l  . * 1  \o t L S , i A  - s . A  ) .

T o t  d u p d  r e m a  6 z  L :  - R h  = J v  t  V '  V  >  U n - n t s l - ) '

deci purem esata in conrinuare .r, .t ( X,l 
r 'tt *X l* l) * * (tf k - :f A) '

r in ind  cont  cd :  Z) ln  
:  

XJ IA ,  l i  :  s .  lA  =  S" [ f f

rezulr i  cd:  ;*  (  5\xt  
-1 i r r  + sf ,A *  SfA):0,  $ i  demonstra l ia ia

s  f i r g i t :

Sintem i i :  mds,:ra si dovedim ac' lm cE legdtura intre si-

tua l i i Ie  topologicd g i  a lgebr icd -  descr ise mai  sus nu e numai

de t lomeniu l  analogie i :

15 .  P ropoz ig ie :  P rcb lema de  r i d i ca re  re la t i vd  ( * *a t  )

admi te so lu l j -e  d.n.d.  problema de extensj -e re la t ivd (  ? t )P*X )  '

canonic  asociatd,  aCmite so lut ie .

Dem: Ne preocupd impl ical ia inversd. Dac;.  problema alge-

br j -cd are soluf ie,  rezul tS:  QX )* "  (  i r  
"  [ t l  

= 0 '  de unde
. )

lnoXutvl-:{(tr).rr"*, Yrlnf = t* 3 , deci' dupd Lema 1l:
'0 '=o=oyo 

=S L.yJ]  r t  dec; :  ex is td '  d t  V -z HhtX)

a.i. : t:x1x 4 
'= 

LLx IJ y',u - [ '*g'i"f e H""^ tV , h" [A)) .

Dup; .  Co r .7 . , .  pu tem lua  o  a l t d  r i d i ca re  a r l u i  f  ,  f i e  ea  f t  '  a ' i ' :

LLn/^ *tl lJ = -{_ *":t iu "" V{ 
.extensia 

alsebrici corespun-

z;roare, calcurdm: L"tJ 'LclrJ= tLx) 'FLt i  3 ' iV -tJ T'rvJ 
'

{ n l [ * u . n a l  = 0 ,  c e c l - ,  d u p a  r h .  r . 0 . 3 '  a p l i c a l i a  d e  s p a t i i  f

se r . id icd.  F ie  Fe o ast fe l  de r id icare.  Not ind ' t  F i  "  3 f  
=  To:

f
i
t
i
I

t
I
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Relu ind  demonst ra t ia  Cor .  I I f  2 .2 ,  vom scr ie :

S t t v  = f  r  
f * P ,  

. r  j  p . , V - > o i h ( B ) - r i n i n d c o n r r e , _ . t f , . = { , _

i=b1 i , avem: [ ixf lrf S',u *{fy'tuJ=(Lxylfft-fJ11=-L.yJ

deci, L..yr1 = O

Ne af ldm acum tnt r -o s i tua l ia  de t ipu l  ce le i  d in  lema 6,

g i  anume i  { tn  In  Ioc  de  f ,  s i  r i d i cd r i l e  L tn  g i  f ' ,  de te r -

m ina te  ca  aco lo  de  ,  
X 'o rA  

- )  -gL ,  reseec . t i t j t t ,A  - -o l ) -  ,

Avem,  LXI*unJ- [? ' ]u , ,1  =L t *v f  f  
- t ' * f1  .

Pe de  a l t 5 .  pa r te : .

o =[c*^J =[i*rf t'tu -t'*('u j

deci  dupd.  rh .  r .0  .  r  :  q l  Y q l
d 4 d

omotopii t".': 
Ii 

lo_ 
i' l' 

'

r ' " t
In  d iagrama de mai  jos,

----'----

=[c;xp; - [',*)F-f,pfl=ftixrf -l'^N

,  ceea ce atrage existenla unei

t r <

h . A x !  * r L  a . i . :

\ t e I ,
c f .  . "  [ t J  p . 3 7 5 ,  e x i s t d  s d g e a t a

punctatS.:

Xrlo\u AxI
t)
v

X*
I u n d , e ,

F ie

r , 1
t t t ' th t  E care face tr iungtr iur i le comutat ive.
^ / ' ? l

2 - ' '  { ?  L u i n d '  F = G r r s e c o n E t a t d ,

--! l-> B ci am oblinut o solulie a proble-

H t = {  ' V t )  m e i  t o p o l o e i c e .

,fn 
+rh ?Xh(V) 

o extensie erementard, si, X lt.U

L ,

un AGD-morfism. Ne punern problema invarianlei omotopice a rezol-

vabil i tal i i  problemei de extindere relativd introdus5 anterior.

Fie diagrama comutativS:

v

i ra v

{n

\^  ^ l

J n O Y n l . v )  ^  t

l l
t-l.  t l

-  .  . . - \

d,otfr{t}

t  q*to
{  e [ t ,  d tJ

&)
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,  ea produce problema de extindere re-'  
P e n t r u  A e 0

la t ivS:

e)rt
}n o ?.tv) 

I''tt'l' = ry

\

H rt,,( t
t4
x

(

\v
r[\

Dem:  H l t=o  se  ex t inde  d 'n 'd  tH t t=o ) *  "L t l=C d 'n 'd '

, L t=o ) rp1* "L rJ=C s i  ana los ;  H \ t - f  : s€  ex t inde  d 'n 'd '

t t  =r ) r (H* ,  h \  =  0  .  Ap l ica l i i le  .  [ {  =o)  l i  t t '  i )  ,  xo$," \ t ) - ' }

f i ind omotope,  rezul t$ 'echiva lenla condi l i i lo r  de mai  sus,  g i

dec i  ap l - icabi l i ta tea lemei  1I '  /A

Fie Y" solulje pentrulx)" si: * 
I 

Yl.,o) s- X
t\a.r .  ,  yn lm = Fl \ t=,  .  Notdm' 3 =-d Y",H,d t l ] "* tv,  Hn &) '

pu tem sds i  a tunc i :  I ng?n(V)  S -  X  a ' i ' :  %tU  =  \ \ l t= l

si ,LErrv -Q^N]-- e . c'arcuram, Jyo,H,{, -a =L%rv -Q,V1= *a

deci ,  dup5. un mul- t  uzat cr i ter iu,  exi-st i :
n  - ,  t r .  ' \

W, ' t r r  q  tn (V)  - .  X  8 t+ , " t+ ) ,  Y '  Y .  Yt t ,

Pul in  mai  degajaEi  de context ,  sd observ im

L6.  I ,eme:  Prob lema ( * )o  a re  so lu l ie  d 'n 'd  (X  ) ,  a re  so lu t ie '

1i ' Yl,,,,=H'
in con-

*
\u

l 4

c a :

d i l i i le  ( * ) ,  aaca { , '  ext inde pe H,  atunc i :

t t q ) l t = 1 ,  =  c ( Q i t = l ' l '  v  A  e &

y"  f i ind  so lu l ie  pent ru  t * )o  avem'  0  = .% 
:  t t t )  l t=0

d,ec i :  (+ - . , r r i  r  1 , - l  =0 ,  de  unde,  0  =L t= l f  L . f f1  =  LcQ^ l  .,  r - _  Y ) ,
Avem atunci: ot = t tCq,,1 = 0 gi deci problema (*)l ' admite

c n l  r r { . i  a

, , -J
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.  

L J J

*

L'7.  LemS: rn condi l i i le (r(  ) ,  f ie !o ,  respect iv Y^ '

solut i i  date,

l ie pentru ( if

a . l . t  Y \ m  =

=
I

OL

deci

Dupd

a . i . :

Dem: Mul t  analog cu precedenta,  considerdm:

d r ,H,Q^ 
.  Avemt 

1oI 
= "L \ l t - -0, \ , f , \ t=o 

= 
L,

e * i s t a , ' '  o \  e H o * ( \  ) H h t X ' S ' ) \  a ' i ' :  d t * = " 1 -

lema 13,  ex is td o a l td  so lu l ie  pentru (X\11 fLe ea

I  t  -  = =  r  |  .  - - ,  - - ^ -  . l
. t  tV^ ,Yo) : .- d, calculdm: bL 

\o,kt,*y^ 
-

( -  -  
-

= L Y, \\ - Y^ rul = dtt{ 'q^)l{ -J' de unde restur '

T o u i n i p o t e z e l e ( X ) , d a c 5 . { ^ s l n t s o l u l i i a l e p r o b l e -

melor LX)f , l . = 0,l, , vom zice c5' problema (*) ad'mite solutie

c u c a p e t e  ( Y o , Y r  ) ,  d ' a c 5 ' e x i s t d o s o l u l i e a e i  Y  
'  a ' i ; :

y ,  y " = Y n ,
R e l u i n d n o t a l i i l e d i n l e m a I l 3 . 5 , v o m c o n s i d e r a u r m S .

toarea situag.ie ( )< fu- [ este un AGD-morfism )

-- Tor. sI0-o1 **0

o& t  sdtt
e+ & -+> 0L-t''0

pentru C*)o,  resPect iv (X),  .

) 1 ,  f i e  sa  %  9 i  ex i s t e :  
f

H  l i  , y ,  y .  o R , "  .

ExistS o a l td  so lu-

: \n ra tu (V) -' * 6Gt,dt)
(,

(  Ken lor  
a  fost  notat

cu (* ,0"  )  o1 
'  )

a

-[r I
l r

7
ct- =

0

-+-t} t '01)"r
tr{t t

18. Lema: In aceastd diagr:amd comutativd' de

colanluri,  morfisrnele (omogene de grad' +{) vert icale

i n  s *

complexe de

induc Lzo

DeJn: Evident, V&

pentru sSgeata ver t ica l5

grama :

sd demonstrdm afirmatia

exemplul rlom exa-mina dia-

f i  su f i c i en t

central5r'  de
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Fln (.] o(t,dt)) _-' l--lr []t o]) -, Ht*' Xo, -' F[|'*n I Xott,,rt))-'FI]*^t)to1)

tt,- l\ lortf tlt- lt
rtiu idri{ , ,F1t }L sN tL&ti,HrX 0 ', l-[*,] 

id,+i{ plrrloHr-{h

(unde g i ru l  exact  de coomologie super ior  prov j -ne d in:

0 Xo, )t ott,l-t; 
't:Itt1uX 

eX-'') si vom aplica

5 - lema.

19 .  Lem5. :  F ie , ,Yo  , ,  respec t i v  
Y  ,  so lu l i i  f e .ngu  ( * )o  I

r e s p e c t i v  ( * )  |  ̂ ^  + -  E :  '.^. t  rucr r tr  .r-rr :atul temei lz j  6:-:  Yf lglntVt X.Iol t ,dt)
. f

a . i . :  Q f n  = H  u , i ,  E ,  y o  =  q ,  ,
I

Existd o al td solut ie pentru (*) l  ,  f ie oa 
{ f  

g i :

y ,T f \s rYntv t  - - ' *e ( t ,d t )  a . i . '  g lm=H s i  ,  Y  ,  Y"  
=Yt

g i  as t fe l  i nc i t :

I L. Vl = o 'in H"* tv ,Hn*' ( ].,0.)or)

(unde S e ind.us de 9i ru1 exact ,  0 * ,  tX, f r )o^:r lo^ +.-d.or  *0,

iar  :  cq :  V -r7, , !  U.of  ,  C"eoarece capetele s int  solul i i ) .

Pem: Dupd"I .*u 18, putem considera:

e
Hn c\ou \ > H"*t [l\ ,u.)"^)

. r t  A

1o*t)* ls (odt)x [sl (

Hn-t s 0 -> trln {- t, $-) -> d.^ }
s: .  dacd tudm: d ,V Hnt{ ,0 l . )  a. i .  :  [odt)xA = [  [ .q1 ,
putem observa c5.:  d,p =O Dup5. lenna 13, outem alege o soiu-

{
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l i e  pen t ru  ( * ) ,  ,  f i e  ea  
{ l  

r  cu  p ron r ie ta tea ,  d  (Y . ,%)= f f fd

carcurdm' d y".,H,v, - dY",H,g =Lvlv - V,\vJ = d tY^,%)lx = 0,

gi ,  .  cum a doua obst ruc l ie  e nul -5,  rezul tS ex is ten la unui -  
{

care sat is face toate cer i .n le1e 1emei ,  except ind-o pe u l t ima $ l -

cea mai imoortantS, de care ne vom ocupa deindat5'.

v o m n o t a ,  A = ( R - Q ) r V ,  e i ' a v e m , V  
&  t z n t ) k o t t , d t ) )  ,

A \ t = o  =  0 ,  s i :  V  & r t = : * Z n t ) t , [ )  a . i . '  h l t = d  =  d ( { r . , Y , ) .

Avem: [ 'Lcr{ l  - t [ .+ l  = 5t(16ld) [ l  .  Deoarece avem:

1A - &\t,rot)rHo* (v ,}f , ,)  ui '  1o, [  & - [ t t=rot) = (1 6id) [  |

p u t e m  s c r i e ,  5  L l t * i { ) A l  =  [ d t l - A l t = n o t ) l =

- (;{)n*ttOfif LA\t=ii, de unde lema' : '

fo ,  Yl ei  q cu ProPrietdl i le

atunci problema (Je) admite solutie

I

20 .  LemS:  DacE ex i s td

din concluz i j - le  Precedente,
T \

cu capete le  date LYo ,Yr t

pem:  SL. f - l  =O impt icd  ex is ten la  unu i  c ,V  - ' .+ ,Zh lo ,

a. i . t  
1 i^L. l= L" \1 ,  deci  g i  existenla t r iunghiulu i  comu-

t a t i v :  i r . t . :  L n , - g o , c = d X - - q _ . d f
r r h - L  { o t  N  h - r
t o r  ' > ; > r ; i  

i ' : c q - l o " =  l o r - '

,.S '"r  \ / \
)" l in ind r  {  :  \ { t ,? Xh(v) -*-r  *  st t ,dt)

brrh : Iv rtn = \l li '
t  

\ v ' v  = S t v - c - d ' l
obl inem solu l ia  cdutatS.
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ca un ult im prel iminarlu de topologie, vom construi modele

min imale pentru apl ica l i i le  care in t rS in  
'spaf i i  n i tpotente '  in

st r insd legdtur5 cu TN aI  ce lor  d in  urmd:

.zL.  
Lend:  F ie :  Ye LNt t ( i " ]  ,  \  modelu l^ , " too,*0" : * " t  const ru i t

cu ajutorut rN (ca in prop.2), A un spagiu, f l '  -$-=, C{'{A) 
" 

AGD
a f

geometr icd. pentru Ar gi apl icaf i t ,  A J-tY .  (Vom nota cu 
t"

compunerile: A {'V F, Y. , unde 
Pn * sint nroieclii le cano-

nice ale l imi te i  proiect ive).  Vom presupune, induct iv,  cd avem

construi te:

l}-

Notin

a . i , :

L,? l*  * f l .  r i  ,  h* , t r - - )  d{A)s( t ,d t )  , [ ' , * ' f ' fn t  { l l -

gi  vom ext inde aceste construc l i i  la  pasul  urmEtor .

Dem: Considerdm diagrama: ( \oa va f i  notat trrl

T- se ertinae d.n.A'

{f " Lz;1 =o d .  n .d .

S,.TJ'[ i*J=o d.n.d..

ql f ?I - Lr",J= o d. v, 'd '
qf;,Y qf, )- 1l."Lr*1= o

d '^'d ' (J',)*11-, 1*'L*-l=o
f1q daci , h., e rtensie .

f
I

F
t
, i
I

i]
t
t,
f
!
li:

t

\{I-,'

Au,^,
ti,i
frlY*)')\,( ----'V---

,( PnH,.tv")
. h

r j

^
d :  d =

Nr_(
d . : e

\

I ?
L {4+r

\5 q" /{

n ! n * r , k o , r , ? * * ^ '  
a r e g e m  t  d  e  H o * t Y ' H " q )

,si apoi luam t T*r. o extensie a lui T"

T**, \v *l = - d ' ca de obicer ' '  rezuitS :

- -  A ,  
de unde existenla lu i  h o*f

I

d  r x
1n'

r x J

l Vr \ *

f *n \nr . , ;n , l '

a . 1 .

, t I+ . ,
l * t

j-*:-r- -, [tyn*,)



In f inal ,  vom obt lne

s i  omo top ia t  l gh *  = f " ,

minim al:  L^-?

ct(A) w (t, dt1

modelul

, 1 1  - t
I- =i ,n" --?

a

a ,

22.  Propoz i t ie :  F ie ,  ln  p lus  fa td
A c ' V
l ' \  <-+ A , o incluziune de C}I-comolex.

grama comutativd:

d(x) _.!; n(A)
'  a  t o f9 l  r )'  

} .  1 , n A

de condi t l i le  Lemej-  2 I ,

re la t ivr  S i  f ie  datd d ia-

sdqeata punctatd care sA o

(r )  ex is td sdgeata punctatd

A
Y*+- A
F\" x/'

({)

lui comutativ

a !

x) e(t,dt)

I

\ \ a = h x ;

i

o t o

D€m:.  Vom presupune,  induct iv ,  ex is ten la pat ratu

: 
gi a unei omotopi

,

A to*r , yn*o H*: TI* -) fi(
/1({) rl , ip*+i ftili-il:ji.,
x  , * ,  \ {  

{  uo l t =o
t \ - l n l t= { -  =  FJ !

Slntem condugi  la  a lua in  considerare ,dJ-agra ina:

in care, & -$_-"e(tr) reprezintd o AGD, geometricd pentru X.

Atunci :  dacd in  d iagrama (A)  ex is td

facd comutativd, atunci- in cl iagrama

care o face comutati-vd :

Tl -{-, e

F \. I
tA)



ia*r

L 4 4  - ,

to t

{*'r ot(A)

X,*
:;- c,t'txr o l

)

ct t  g i  d iagrama:

(x *)

l*n),

t**) r

Dupd lema 16,

-*--_-_4>

n - goHntL) t^t.r-=

i r
{ U

i^ - H' '

0"

tr
I

[tA)ott,dt)
I

l i x s i d
I

t '

ItXt E i+,&t]

!
!

I

$
iRezul tdr  cd in  lema 16,  problemele a lgebr ice:

rt* g ?rtv;t {t-**' o fr'(A)
Ioq

\T*

nn gJ,^[vd) td+r Ix+t

1t*

i l
rL^ r { \* -  =

nroblema (XX) 1 dre solul ie,

0t(A t
,1 ,
t r n

Itx)
deci ,  dupd Prop .  rs ,
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problema (*)  are solul ie.  Sd mai observdm c5, dacd t-a*r  e

solulJ-e pentru (X) '

ei  cd,  dacd q- ,
1i^' g**, e solulie pentru L.ttX)f

eoa doua solul ie pentru (X) atunci :

: : i .  r , ?  +  \  / r ? * o  ? f n  \ . . . , ,(23) d (t**,,  'Fn*,r) = -Attxlr!*rr, ,0(rr )ur1f ,--- ' i ind: !*+r 
=f r PI-rF ,

cu r  
F;V*  

[ " tYa)  r  cd in  demonstra l ia  Cor .  I I I  2 .2 .  F ie

deci , F*..n o solulie pentru (X) . 
= =

Foros im in t i i  lema L7 ,  cu: . {o  = }7*n I i  ,  E :TJr .  Tn*r
pentru a gdsi o 'a1t5. solulie pentru (X) , f ie ea F**' gi

omotopio 
Y 

cu propr ietdl i Ie corespunzdtoare (relulnd pur s i

s implu demonstral ia,  fo losind lema 14 in 1ocul  lemei 13, gi  pro-

f i t ind de egal i tatea intre di ferenlele din cazul  topologic s i

d i ferenlele intre corespondenl i i  a lgebr lc i ,  remarcatd anter icr '

p r i n  ( 2 r 1  1

rn cont inuare,  vom reci t i  lema 19'  (urmind instrucl iuni le

.din paranteza precedentd) r  gdsind o noud solul ie a problemei (X),

(
f ie ea Fn*,. gi o omotopie Y cu proprietdti le mentionate '

ln  lema 19.  f ' \od i { r "a ;^  {  ,  oL t in ind  o*o tep io  
Y , to  

i " '  tana  Z0 '

Vom 1ua atunci :  Ft** t  = I  ,  lncheind induct ia,  precum

gi construcl ia apl ical ie i  F cu propr i .etatea din enunt.

Putem insf i rg i t  enunla urmdtorul :

24 . .Coro la r :  ( i n jec t i v i t a tea  pe  mor f i sme)  '  F ie : Y,\' € LN;t-t ihr

gi , \ '  {g4I*., Y apticali i . Considerdm modelul minimal \

aI lui Y, construj-t cu ajutorul rN,;i': 'll ' 
+_-t t(Y') ,

un model minimal arbi trar.  Fie:I  L-1t @ (t / t )  ,T ,1" =T,,

I n  aces te  cond i t i i :

t. t t,.
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Dem: Putem sX ne punem ln condi t i i le 'Prop.22 pentru
:

constru i  omotopia cerutS,  dup5. .cum urmeazd:

A . i = X  - - . '  Y / x I  J - - ' Y / * 1

r ' l  
|  '

0t +? d-(A)
* r tt *^  od) .PI

* **mW

,A  * ' \

* -{-' 6

ftI -4T\t oTt/

.4=rrt(t= t)
(A) ?-\

Tf sIf ,{t)
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DICTIOI{ARUL ECF]IVALENTBI DE CATEGORII

fn  acest  paragraf  vom ind ica unele aspecte a le d ic t ionaru lu i

ech i va len le i  de  ca tego r i i  s tah i l i t e  . an te r i o r .

Dacd X.e [(  - t ,^1 ,  consic,er5rn rnodelul rninirnal:

rrtxo e [|4,^1,^-1 ,
, .

D in teor ia  De Rham ra l iona16 rezul td  c5 3 ,

H{tXo) - PlxC/}'\ x.) .
.  Es te  ev iden t  f ap tu l  e6 ,  dac i  X ;  es te  l oca l i zan tu l  1u i

X e f N it{ c n] , arunci , H't (f, ., 0,) ̂, H* [Ttt X.'1 ,
gi,  rnai mult :  pentru x se poate construi Tft  ,  i  deoarece , 

' l [ l  
r  ' "  h, ,

n " * o * ,  H r ( x , a r J H l l m i l - . -  
- - A '  A o

av:rn , Ho*(\t ,n)--^.f=1 Vn, ",, , .Vn = Hor^("o.,q) ,
( n o t a l i i l e  d l n  P r o p . 1 . 2 )  .

Aceas ta  ( re lu ind  no ta l i i l e  d in  1 'h .  I . 2 .15 )  c leoa rece  ave rn  :

F\o* [r,rx" ,Q) '\'7 Q Hon. (1c-1,r1x" / li 'n1 X" , Q) .
In  cazul  c ind X o e local izantu l  lu i  X,  ca q i  na i  sus rezul t i

cE: I- \o*trqXsq,Q) -.6> J,,  -  f iqt} I1o)-nl  ( I [x. ;  rJ)r] , \  Xe LN;t '1,"1.'  
I  h * = 9  n o  n  '  '  ,

Pentru cazul  in care vfo* 
"a 

c i t i rn 9i  na Xo pe modelul  rn in i*

mal, ddrn urndtoarea teorem.S:

.TEOBEI{A: Fie G un grup arbi t rar  q i  extensi i le centrale:

0  ->  Ah+.  €  6h+ ' t  ->Gn- r {  ,  in t ro r luse  ln  r .z .

In aceste conCif i i :  existd f fL I  r rn model minimal pentru

4llf i(Ktc:,{)), astrel incit:

1) 4l este rnodel l -niniral  (  i .  e .  :

sc r i i nd  :  4 )  =Y l t J )  c i  anc i ,  V
t
, 19 tr. t l \ ln n

2 )  n o t t n d  I  ^ \ ' v ' J  =  
? t [  ,  ? , L

crenerat  ln  d inrensiune 1)  ,  s  j  :
lh

\ ,  \^J  t .  t  ca tn  T,€rra.  TT.4.8

?  v f r p . t )
e n 'oc le l  r in i r , "a l -  Pentru [ r \ . . r ' ; r r



3 )

4 l

-

avem lzonorf isres

eons ider fnd ,  ca  In

L 4 8  -

Ho*t Ao.0)^- \ t i f  IWP-r s i :
I

L e n a  I . 0 . 5 ,  f i b r i r i l e  p r i n c i p a l e :

wllv1jr-' !t*-.J " H'ty;rt )

avel di.agramel-e

q

K(A. t) KLGI',I) iLL klct-',r)

eonutative urm5toare:

H{[K[A.,0 - 
EP-n,' 

H'tK[Gt-t,l)) , u,,de .

f t  p- ,1 este t rans<;resia extensie i  e lementar. r r ,4 l  * r t4 l  ,  fp- f
r r

es te  t ransg res ia  f i b rd r i i  con .s iC .e ra te ,  i a r  i zomor f i sn "e le  ve r t i ea le

s i n t ,  d a t e  d e  2 )  9 i  - r ) .

De r^ons t ra t i e :  Toa te  spa f i i l e  ee  apa - r  f i i nC  de  t l n  K (1 f ,1 ) ,  von

nota, pe.ntru sintpl i f j-carer t:rr asenenea spaliu t":ur si s-irrnlu cu 11 .

l i lodelul r,n: i-nlrnal q\ r cu pronriet i l i le intJicate, i l  vor. construi

i ndue t j . v ,  cons ide r ind  f i b rHr i l . e  n r i . nc ipa le  desc r i se  i n  4 )  q l  a r , l i e l nd

Cor. rr: .z .2 , care ne asisurs cd: dot , o-^ \ -q+L, d-( GP-')r
(nod.e l  r^ in ina l ) ,  ex is t5 o extensie e ler rentar i  de for r rna:

tI 
= p-,1 F. 3n tVfl , eare este rr'.ed,er rn.ininal pentru [(Gf ) ,

.lop.arl'ir .lP'{ €r -l( i. e. , ciaera.r"a:'  t  t '?- '

+TI TF , f f- tcP)' f t 11,r,
FJt _lF* = tlLcr-')

eomuttr-s i  in r : lus:

VP * ,Ho* f . f t r , q ) .  Lu l nd  ano i ,  !  =  L i * i " t )  ,  t oa re  n rop r i e rd -' t  L

l i le  cerute rezul t l  d- i "n  aceast , l  const : :uet ie ,  Ce tndat5.  ee vor l  reu$- i -

sx ar .1 t .1r  cx :  -J ]  = t { rn / f ) .V,  Ttont . ru  aceasta,  \ 'om fo los i
f  L  -  " t {



Lenra  f  I . 4 .8 .  Demons t ra f i a  t eo rene i  i a  s f1 r . : i t  dec l  oda t6  cu  demons-

t ra l ia  urmdtoare lor  doutr  lene,  eare ne pun ln  posesia ipotezelor

( ) t )  9 i  ( * * )  d in  enun lu l  Lene i  I r .  4 .  B :

2.  Len i - ;  l .ev ' lH"G" - -+HtG^* t ]  =  ko"  l l t 'Gn - rHtGl  ,

unde nucleul  d in  dreapta 
'se 

refer5.  Ia .  ap l icaf ia  indusa de pro iec-

l ia canonicd a grupului G , 
Tn 

'. G '-* G^ .

Dernon: t ra i ig :  Categor ia  ornotopic , l  a  soal i i lor  de t ip  K ( t  ,  ! )

i den t i f i c i nd .u -se  cu  cea  a  g rupu r i l o r  ( vez i  I . 0 ) ,  vom ex t i nCe  de

a ic i  conven l i a ' . de  no ta l i e  f dcu td  re la t i v  I a  ob iec te le  de ' t i p

Kl f f  ,  f )  9 i  asupra morf ismelor .  F ie  dec i  P un grup abel ian

arbitrar t cd.srup de coef icienli, si : d e HLIGh ;B) 
^-LGt , K [B 'Z!

l icaf ia,  k  r  Gn --4 Klg,Z) r  cu Pro-

pr ie ta tea  ' .  d ,  =  kX(Ur )  r  Pe  ca re  o  l u i rn  d rep t  ap l i ca l i e  c las i -

f iantS.  a  unei  f ibrdr i  gr inc ipa le p i

ts
I,U
- f

f n  .oA
. ' !  ? ! .  I '

G'+-r--cn K -KtB,z)
lp . r r t ro  denonstrarea i -nc luz iun i i  net r iv ia le ,  presuPuner :

ot e knn pi., , sa.u, echivalent. tf k* [or)=0g)k"Pn= f
d.n.{ .  ex j -sr i  r id icarea T" 

.  F.ezul td 'c5 ' :  }T"  Ql  
= 

[ ) "  Q)={, t?_n.G}t

9 i  deoarece,  dupd Lema I .0 .5 r  P  e  ex tens ie  cent ra l5 :  l l (G" )  
C,ZU\ ) .

F i e r  I c G 4 ' { e G n , e i d e c i  X X X - t X - t t G n + l  
v o m

d
avea '  

T ; ( t t1 ' ' i - t )  
=  t  ,  $1  dec i  t  Gn* ,  c  ken ln '  Ex is ts  dec i

f ac to r i za rea :

L 4 9

1 , .  . .
I n'?'r

care face comutativd dlagrama urrr i toare:

C
I
.1.

G

-++ x
A

t /  lh+{, tr
h + i  /



1 5 0

g
,\
\7

X
f r

o ,

- t i [  .

este in jec-

7f
eh+r -l,r*j,n , G,

, J f^1,,,o g) .lnl,,n n =

: 0( € k+n J,1, ,n ,
.. ke" 1[r,h r Kr. pf, .

Fie I $ *o An*r --5 Gh}l , G'

transgresia: f :  Hthr*, -t HaG*

6htr f l-G*"G'*J ->-?c/Lan,G"J, rezulrd

cE: Ho* LG'/ tch,c. . -J ,  Q) Horn I  Gn" ' /  [Gn* '  ,G" '1 ,  G)

es te  i n jec t i ' r 5 ;  es te  g i  su r j ec l i e ,  deoarece :  pen t ru  o r i ce

{ e H o * t G n * t / L G ^ " , G t ' 1 , 4 )  
' " ' " I t d :  

, a - , . * .
Ken | ? kqr t c'{n {LQ"" Gu*' l  ---> G^ l[G*,6.J]

Deoareee :  H^b"  ^ ,  Ho*  [H ,cn ,Q)  -  Hou tc .n  /LG^ ,Gn1 ,  Q)  ,
. t *

va rezurta cd, |-|,Gh rybl_"Hnd*. Aceasta, transcrisi pe girul

spectra l  a l  f ibrdr i i  pr inc ipa le asociate,  i rnp l icS.  :

E}n  =O ,  e i  deoarece :  E :  t l  * t ; ' o ,  t (en .=Lo j t  = t "J ,

(K lG^,4)) *i d.(Ktc,,t)) incluce lzo t" Ht

9 i  i n jec t i e  i n

4Vgh/r

t .
e l 2 c t

L

4  Q e t

3.  kEt

fn  acest  eaz

t i vd .

Den.. :  Din:

rezul td af i rmat ia lemei.

4 .  L e n a : { t -  d
.4

, 1 2
n

Lrem.: Deoarece * Hx (\.d-LGh)) ^ tg l-t*tc") ,

este suf ic icnt ,  s i  'Jenenstr in  c5- :

t  r Q  r
f 1 l G  e s t e  i z o  p e n t r u  q = l '  9 i  i n j e c ? i e

.---a

pent,ru

{ i *  H{Gh

G = 2 ,
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pentru Q=I,  este usor de observat lzomorf isrnul ,  d in expl ic i ta-

rea  lu l  u l  rezu t r ind  ,  H^G ^ ,  WG^-WGh,  V"  
(ca  in  dem.  le rne i

3 ) .

Cazul 6,=2 rezultd din lema 2 '

'  
5. Corolar: /Tl construj-t ln teorema 1 este mocl"el l-minirnal

pent ru  KCG, I )  g i rdacd X es te  un  C\ l -spag iu  a ' f ' :  Q [  -G ,  a tunc i

n este l - rodel  minimal Pentru X'
L n

pern. :  Consider i rn,  X -4-> KtqX ,4) = K ,  determinatd con-

fo rn  teoremei  I '0 .1 ,  de  condr l ia  t  { *= i ,L :  TaX - 'naK '  Rezu l t i  d 'e  a ic i '

s tandard ,  cd  ap l i ca l ia  indusd .  +*  
'  U(K)  - . r t r (X)  es te  2 -ech iva len-

ge t", H* , deci r 'T1 -' U(K\ -{t 
" 

d.tXt este rnoder l-rn'ini*al

pentru X.

D u p H  t e o r e m a  i f  . 4 . 1 '  a c e s t a  s e . p o a - t e  e x t i n ' - l e  I a

a I ] . u i X p r i n a d . s u g a r e a d e g e n e r a t o r i l n d . i m e n s i t r n e

In continuare von observa urmdtorul lucru: clacd

o.t .  :  r ,  X -G qi  f l t  este cons' t ru i t  ca tn teorena I

t "  { .  ,  rnoclel  n in inal  pentru X. Consider5*,  "N\ r  u l

ma1 pentru Xl atunci existl si t Y t Tr *' T\n , u^ i zo '

-y ;h-  /n s i  ce S invdr iaz. i  C.esconrpuner i lec a  ' .  t t L T -

fxcute in teoren'.a t ( tt ( pft) = 
fh t)

un noCel rninrn.a1

'iZ .

X es te  un  sPa f iu

 ,I

, cornPletdrr' {

a l t  mcdel  r in i -

Se observS

A a  l - i n  ' 1 1
- - r -  

" f  
' L  

I

A' 
f il"t /p-. il ,

,  dec i  :

$ i  d e c i ,  i n  P a r t i c u l a r :
PTr /p-,t

\4P /W 
n-t N, W P lTn,i l /  Wl-n (.*,)  ,  unae notal i i le din dreapta de-

semneazd subspal i i le  \A/P canonie constru i te  p lec ind de 1a modelu l

I -min ina l  IT\ l  
' .  

Combintnc l  cu propr ie tatea 3)  d ' in  Th '1,  rezul td '  cd:

pentru un C\ tV -  spal iu  X (nu nea ' i ra t  n i lpotent)  ,  ranctur i le  abel ia-

'n iza l i lor  Ce or ice ordtn a i  grupulu i  i i , t  X se pot  reg ls i '  cu

ajutoru l  or icdru i  model  l - rn in ina l ,T i1 '  a I  lu i  x '  pr in :

Ho* lh1(n^X) ,&) " - \J f ' ' r \ ) i t r i t - ' l l 1 )



In acest noment, clupd ce am fdcut i<l"entif ic '1i i1e pe obiecte,

t recem La obl lnerea ident i f iedr i lor  pe rnor f isme-

tronte:<tul pentru identif icir i le in coornologrie va f i  dln cel-

v  r r /  n  v l  V  ^  _ _ 1 .
n a i  g e n e r a l .  X , X '  v o r  f i  s p a t i i  a r h ' i t r a r e  9 i  :  f  :  A ' - r A ,  o  a o l i -

n  aol icat ia  i r  
t  *  

f  U)  __> U' (Xt)ca t i e  i n t re  e le .  Cons ide rd rn ,  ap l i ca f i a  i nc lus i  :  
f "  

:  (

si r T , TVI .,  -o Tf\ .  .  un model minin:al aI sdu. Diagrama ornotople comu, r *  ,  t . .  
' . . X  e  r . . X f  ,  * - .

ta t ivd :

) -S-' rW) H.,(U i CI.) t* ' H?(

L52

ne  a ra td  c5 :
t [':&)
t
l5
I

'1
fl"fr

qr i'
4

I I*'
t

'041 'T -, Rx' Htthx) il' H*[I{\x,)

ceea ce ne permite sd i r lent i f  icem f  {  . "  T{

In continuare vom cletalia model-ul- raininal- al- aplicaliei f , ceea

ce ne  va  ln lesn i  exg . l i c i ta rea  an l i ca l ie i  {  E  O id  ,

r,"(Xt) e & -r fr1fi) eq, ?),! r cu a jutorul modelelor rni-nirnale, in

condi ! . i i  ce vor f i  enuntate la rnorrentul  potr i .v i t .

Fie '  t  .  { t  - ,  X o a.nl icat ie c1e spat i i  n i l -ootente 9i  de t ip f i -. t . /
nit  peste Q. n 9i  d\ t  vor f i  modele n: in i rcale pentru X'  respec-

T
t i v  X '  ,  cons t ru i t e  ca  i n  p rop .L .2  cu  a ju to ru i  TN .  a le  spa f - i i l o r

cons ide ra te .

fn  acelas i  t imp vom considera raf inarea pr inc ipa ld a lu i  f

desc r i sd  l n  t eo rema. l . 2 .LL  (pe r rn i t i nd  accen tu l  g i  adop t i nd  i n  con -

t j -nu.are notaSi i le  La condi ! i i le  actuale)  .
(

6. p{opolj-r.iej Fie : dr., }\* -r T\: ei , f,4,IIl* -'f itx!\@(t,dt),
r  t t i  - t q t
h , - , :  { - ? - ,  g  Y ' .  l .  .  T n  a c e s t e  c c n r } i f i i  e x i s t d :

r l '  r F  \ | ^  , c \ - l e

1".*, , &o(*{ -, II\tu*, s,i , }^,**, ,il**, * d(Xd.lg,tt,dt},u=rfel
sd aveni To*r{ hn r = tr.. , h*0, , Ji-,\n..," !l,r,1-,

l - n c a E

s a :
t '

' I
l
I

I
, 7

I
I

t
I
l
I

I
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I  r  t ^ l *  . \  \
h*+n \Tv\a = tt**'n 6 id l. \*

t ^ r  !

Dem. :  ConsiderS.n d iagrama:

ot+{)

+i , d rxil

rnf

;r
d+4 3l

0(tx
f

0 f
)*+r I

T f t

[(&.)

/

v 1,i.,
htu*u

Tn, 
ytl 

,,. *h'non se ext,j-nce ia \n*, d.n.d. TJ" Lr*1 =o

d.n-c.  l : . f ,T" f  - t ' *J=b d." .d '  tp, l f . ) -3 'JJI  -Lt*J=0

J. r,.J (f 11,) 
- ttf)* gj "[r^1= D,r' deoarece ave*:

4"v-' x1*o
f lh*, , rezulrd cE: tpjfJqff LkJ=0,

x:-,+s x'- 1", x;'
uncle Ltanl e clasa cara.cterist icd a

c) (r ,rop .r .z) indicd ,  Lkol = !r  L;- ; :  
?: j .""r :" : : : ;""  

"--d
tensie tq*^ 

.

l r l o t d m  c u  :  T  =  d , *  n  r n / t  ^  , \  r  . ,  1  ?{i*r!*on , [tlfn or{)"Lu ,YJ-.{*,, 
I

7 e Ho* tV,, , H^ Xi-^) i unde : h = h4 '

Alesern '. c Q.' l-\oy\tV n ,Tf,f i f r) astret in:lt '  ! |1 t.J = -7.

Definim ,  T*r,  i ldn,

I ' Iotdrn'  
"o 

'd =d{J*. \n*^, tp '* I ,@iil)k,( ,!,1*,T**,



P  1 '  l x  r -  1  q  T
c a l e u r d m  :  4  -  &  =  

3 ;  
L c J  =  - d ,  d e c i  .  d '  = 0 ,

I
ceea'  ce permi te gds i rea omotopie i  h  {* l  cu propr ie tdt iLe dor i te .

7,  Ec log: l ie ,  fn  s i tuaf ia  d in  propozi l ia  nreceCentS,  Lrutera

f  \  o  I  \ ,  . n ^ l h
s c r i e  ( i n r n o d u n i c )  :  { * + , 1 l V " r =  b + t  r  c u :  $ . V a  - > i l x

n  r l  r r l
gi : ( :, Vd --" Vd . Are loc atunci urndtoarea. diagramd comuta-

t i v5 :

1 5 4

l n  T h  . 1 . 2 . 2 2  ,  c )  )  .

ur rn i toarea d iaorand. 'corutat iv i :

unde  .
I

i Ktiil, hJ =

l l\
vl

Fjq

u-(Fi) *-JA- H^tvi)
) ' * 1  1 1 '
[[ xt*..) * 9**,' - f[ l.*,,

rJ_fl , , t
[Lx'"t * 3h T'-

este  f ib ra  lu i  
T i -^  

r  cu  inc luz iunea

H^tVjl se considera c.-l ol = D i

1' l  td* = o l i  '  1 ' tv!  = id i
v! lvl 

= 
'f r 

f ' r - 
$i deci tJ reprezints. un n'odel ninimal

Derinirn ' .f; , yn , )f\ **r -+ U tFl) prin :

Y" : 
'b'* 

9l-,T*,, r respectiv t Y,r = l'* TL, (nn, i

Deoarece perechea (t**, 
, t".) este r,,orfisr" de fibrdri gi

deoarece , pJr, i ' = 
ft ei , 

l*,. i = 
tt , rezutti c{:

'#. XLo, i

( 6+() =

t i n l n d

Y; iyf\x = o ,  p e n t r u  i = 0  , 1 .

calculdm , YitV,,. (t =0,t) ; %\vx = i '* ]I,.T*,rlt1x = ItnYJ.,
t
I
t
I

I

H"*(T^, Q) 4-- Horv, 1.rl , &)
i l |

I t t
Vo1

19
0 r

(unde b i ,  este descrisE\lt

.  $g-t Von considera

= j ' * ! j * ,4  o i t *T l , {  =  ) j . {  ,  $ i Yr lvn se  ca l cu leazX



-  1 5 5

conr de faptur ci :  \x*1lyn = 
fr  t I -rp 

r  cu

P , \ * . - f i . h ( X * )  
t . "  i n  d e m o n s t r a ' f i a  c o r o l a r u l u i  f r I  2 ' 2 )  q L '

averfl:

sd observ5rn ro to<lata c5:  \ ;  ,  Vr .  ,  T0 ' ( f l )  ,L  =0, { '  Avern:

s . L g m a . F i e ' .  { r T \ n * ^ - - - . > e t f ! )  
c u  Y l f n * = 0

: \  :  Va ---> ZnU.(f  r)  rn aceste condi l i i '  exist i :

, T{\x+r --, X^tV!) , q.i., tl V = { ',i 'LY1VJ=tj-LYUJ

= i'*tl, j r fI. P) =

d A  , c u . : ( . V u ' * [ * t ( f J )

3 i  : f i yn=c  '  Rezu l td  fd r i  d i f i cu l -

Y^tvJ )e t t ,d t )  ;  H : Y o = V  '

sl oln
-JJ.
,  V i t  = Y \ V d t

Yr\V" t  -  ) ' *1 [ r  3*r , IVx

= l'* {l-, f * r'*tl-,l[ P, = t{,LJl
neazi,  restr icl ia la Fl

g i

r  l ,

t

Definim O pr in
\ -

ta te af i rmat i i le

e. Lege. Fie

Rezutrd c5: 
-y.  

tV* = 
-V\V*

Pem.- :  Dupd lerna I I  2 .7,  rezul td ' :  4 .  - i

.0= dV" ,H\wr* ,y^  =Lq^\v*  -Y 'Nu- \a( t ) { f  J  I
unde A(r)  e def in i t  de esal i tatea:  Hau = Pt t )+Gl)h 4t+)  Jt  )

lc^ , Han = HA lvr. = J Hlyr* -- O ' de unde sublena

Reludrn consid.eraf i i le  precedente,  observ ind b5:

{I*, !n., = \J-,T**n 5i deci : Y " 
* Yr ' ceea ce

ne permi-te sd af irmirn cd: Y" IV* 
= 

*Y^ 
\Vr. ' 'deoarece: Yi

au  se rnn i f i ca . t i a  d in  sub  l em& B ,  9 i ,  con fo rn  cu  co ro la ru l  i f  3 ' 11 " " "

Dem. :  Cons ide r im  g

v,. L{ tvnl ' i-f tril

\-

l  - l  \ l  , l
Jec t  ,  - t  c  t  V*  -> ! *  a . ' i .- )

:  { l { Y l n = o
sub lene i .

, \u*^ f"



I 5 6

d in :

9 .

n ind .  con t

-
\ l  s w

l o  l r  I% 9 YI  ,  rezu l td  cX:

w(tn)

gl  se poate aPl ica sublen,a

Din sublema B re j ese cE : LVfV^l = LV tv^l I si , !i-

de catcutele anrerioare, rezults' LVitl = L(tor*,ft ' l.f l 
'

Deci  an obl inut  urn{ toarea d iagramd conutat i r r i :

= Li. T"
c a  f r i n d :

vo
rJ [.

*--1-, y;

(:fl ,l*f;;
H,*lllo,n, J$.' u"ltl"j, n,

10.  COP.CLAR:

Introcl.ucern

In : - r ro tezele r t recedente;  {
- +

nolinnea de *g!5d_aigtl i,

; {  n  Lq - { ,^ ] "  x  este spal iu  s inp lu

,

c a

+

q r :

cu g i ru l  de or , ro topie a1 f ibr r l r i i  ca

i n  l e r . , a  I . 2 . 1 0 .

r \ lh t l  ,  (T" r+r l  d  
es te  Lzo .

reCuce Ia :

l -n  Ia
I

o aleeb,ri nininata YII pentru eare, d(\Jn) a Tft i : :  ,  !  ^ '

d." .d.  Yn u cste algebr i .  s i r rnpl5. .
A

DEIIOI ISTFATfE.  P,e lu inc1 construc! ia  T l {  a l  1u i  } i  ( teore-

na I .  2 .  15 )  , : i  a  n.cc1e1ulu i  n ' in ina l  asociat  (pronoz j - ! ia  f  :  2  )  rezul t i

i r .p l icaf ia  d i rectS- .  Pentru impl icaf ia  invers i  procedSrn in  fe lu l  urm5-

tor :  Const . ru i r  un T i . {  asoc iat  modelu lu i  s in t r : Iur  cd in  propozi f i -a  L.4 '

c u  D r o p r i e t a t e a :  c a n d  l x t n *  = ^  \  =  t  ,  V n  .

Vom p resupune  induc t i v  cd  Xo  es te  s i rnp lu  5 i ,  pen t r t l

a  ardta c5.  ) ioa* ,  este s inrp lur  consic ' ' l "er .1m f j -brarea asociat i :

t t '  i  v  D o t + r  VK(r ra ,nJ  +  A*+r  A{
'  ' V  ! \gir  ct  lTr t  X*r ,  ,pf ,J 

-  nod.ule,
.  e t t  !  '  r

Pentru : 
1

sl deci girul exact r1e ori".otopie

4 ,1  DrJnDnTTTTt r  F . i  o
- , L a J .  

t  : : J : -  J L  i - L : !



0 * iir..^[Xo,, ,pt) -'Tn*n(Xx,pt) -o *r -J4-tr^[Xx*,,$) -"rn(Xn,pt) -'0

t4enl iondm cd in 'p l icat ia  d i rectd are loc pentru

X e
Pentru a ut . i l iza cu succes propozi t i i le

necesare c i teva pre l in ' . inar i i  a lgebr ice.

12. LEI'{.P.. Fie

D in  i po teze le  noas t re :

/ v  . + \f n * , t A * + , r , f  ) = 0 ,  c e e a  c e

e  te rm ina td .

- 1 5 7 -

q  ) n ,  $ i  d e c i :
I

deci  demonstrat ia

tr1 n* =o
ara td  cd  

i *

,  
.  
pentru

e  L z o l

6  s i  7  s i n t

[trtrtt,^l .

: H ,'h Ttott,J.t)
rn acest caz.1!t) = 11rt

, H
: I I

l t tt t " v i r ,  c u
x[Tr\) -- rr{(.Tt).

,  t a l  , 1 ! l  > L  .

= P.(t) 
" Qottl  / t

[ - t ta . t )  =  H(e) .F [
?3(r) . Qrr+t * ?t (t) .QoQ).

D i n  L e n i a  T I . 2 . 7

4

- t " l o . ,  = A u +  Io

c a l c u l 5 n  H ( " . [ )  |  p e n t r u

,  $ i  analos H ( t )  p i  f l  (a:L)

( t )  cd :  ?o . s  ( t )  =  Po t t ) . h ( l )

r e z u l t i  c d :

&ttr Jt

Algebra t f l  f i ind s i rp l5r putem s5" af i rmdm c5:

d( \ " )e  (O.TnP) .  ( .O lhT)  ,  ceea ce  ne  as isurs ,  i rnpreun i i  cu  ca lcu lu1
'  

? > {  
- p } , {  

, L - '  , . \  ^ ^ L  - ^ r
prececlent ,  cb. :  

t "  
( iqt t )o[ t )n t* .4* ,  de unde lerna.

e

oDsEp.vATIE:  Rezul ta tu l  nu se rnenl ine dacf l  se renunld

la cond. i t ja  , i .e  s impl i ta te,  pdst r ind gen6ra l j - ta tea asupra orotopie i  i i .

tl l sinrpl5. 9i 4L ninimali.

DETIONSTFATf E.

a € Y Y t , t e ^ I I l

DacE .  H (q )

rezu l td  d in :

$ i  :  Qo . r ( { )  =

t,lvn



trn cele ce urr.,eaza, vgi l  indica modul in care restr j-ct ia sinpli tet i i

poate f i  ev i t ,a td,  lnounind condi l i i  supl imentare asupt  a onotopie i .

DacA X $ i  Y s in t  spal i i  punctate,  o  ornotopie care

respect.S punctele - bazd face cornutativS. ,. l j .agrana:

v r [ . ,
A  X I

[ ;
U , l

f *t --------+ P

Prin analogie, H ,?, -r , ' [  Sit ,dt) se va nurni onoto-

pie pulc tatd ( in t re  a lgebre mj-n ina le) ,  CacX urmdtoarea d iagrarnd,  ln

care arn notat  cu L augmentdr i le ,  conutS. :

aa H =4Le[ t /d t )
t f  I  t - i d

q I -  - -  t t , d t )

13.  LE l14 :  Dacd :  H ,  
1"  

=  
{ ,  

e  o  omotop: -c  punc ta t5 ,

r l * \  e f  t & l

1ine,  loto '  = +; t - ,

lnt re algebrele ninimare J 'YI  g i  Yt  ,  atunci  concluzia lenei  Lz se men-

DElIoi iSlRATI i l :  baca d.€I t  g i .  lo l  = [  ,  p, lstr ind



notaf i i le din lena 12 .9i  calcul ind H (a 6) ,  pentru b arbi t rarr  s€

o b s e r v d  c d , :  Q o . 6  ( t )  =  ? o t + ) . Q r { t /  ,  d e o a r e c e :  4 o ( t )  = O  ,  d i n  c o n d i l i a

suplinentard irnpusd asupra onotopiei.

rnduclia dupd o( [n : b tn., I  ) ei reclt. irea 1e-

rne i  L2 termind denonstrat ia .

.  t  v /  v
I 4 . c o R o L A R .  F i e ,  

[ ,  
(  - t f ,  o  a p l i c a l i e  d . e  s p a l i i

sinple 9i de t ip f init  peste Q. Dac5. Tft 9i l l t /  vor f i  n' 'odelele rninj--

rna le  a le  1o r ,  cens t ru i t e  ca  i n  p ropozL lLa  L .2  cu  a ju to ru l  T . I i .  a l  spa - '
'G/

l i i l o r ,  dac5 ,  g i  t  va  f i  un . ' qode1  rn in in ' . a l  a rb i t ra r  a l  ap l i ca t i e i  f ,

au  l oc  iCen t i f i cd r i l e :  
h

t-\.- ( *.x, & ) tfl , H,*(rrn x,o )
i [  l l l

, *  t l | )  
t l l

Trh[Yft) tto' = TntnL)

r 59

DEIL :  vez i  p ropoz i l i a  7 ,  co ro la ru l  10 ,  P rop . l i  ; i

L4 l  .Reluar- :  In  cont inuare von i lust ra t i 'odu1 Ce

Lena 12.

te rp re ta :

intrebuinlare a echivalentei  de categor i i  e>lpuse in paragraful  I r  re-

lu ind chest iunea 14, 9i  d ind o noui  deronstrat ie.

cons ic le r ind  s fe ra  5h  5 i  :  cn  €  Td- (S" )  ,  un  co-

c ic lu  reprezent ind  genera toru i  d in  H^ tsh)  ,  de f in im:  T \ r . ,  =? , " (x ) ,

cu ,  dX ,= O gi  ,  Q.- tX)= C,^ ,  ceea ce reprezintd un noclel  .  11-
) n  Y ,

rn in imal  pentru Sn 9 i  dec i  9 i  pentru S| .

Dacd :  X  €  La  -  [ , ^J  e i  X  es te  s in 'p lu ,  pu tem in -

r rn i .X)  =  L)* ,  X J  ̂ ,  LS: ,  X l  t

1i do.i : t r X/ --o X . eJe
t

o apl ica l ie  in t re  asenenea spal i i ,  aven ic lent i f icS ' r i le :



i i "(  X' )

tlt
LSi , x'l

1 6 0 . -

4- Ls";, xl

l a  node le  n i -n ina le ,  iden t i f i c im ln  cont inuare :

, _
Y ' l  [ +  - f < h  x l

t t ,  )  . t - a  
L - o r / \ J

to . n. (x)
ill

. T r

/ r

( * )

ecind

Ls:

h^l',*r1 &l-nx'l*,,.1

De fo los se va Covedi  urnXtoaiea lernd:

. l

Cont inudn ident i f ic i r i le  incepute,  cor ,p le t ind d. ia-  ;

g i rar i ia  (* )  conform cu Lerna 15,  in  rodul  urndtor :

Lsi,X,l **{* Ls:, xl
l f l ^ ' , . ' l l t

Lvr i,rE,'l 11 LTtt ^ ; r.r'',,1

l

t
: l

Tinlnd cont cd i l  Sn se ol i l ine ext inzini l  nodelul

n-rn in ina l  const ru i t  anter ior ,  aver :

15. LErr{a. Fie , 0[ 4-> fl g ?h (V ) o extensie

elernenrard $i :  B o R a O ^. , .  ,  HPd ,Hl"g.tr-  
t rru 

nure.

In  aceste i r : ro teze rezul tS:

Lr ,g l  *b [aqH, (v ) ,g l
DEI ' l i .  Fo los in obst ruct i i le  cooro loglce d j -n  IL .2z

a )  s .u r j ec t i v i t a tea  cu  l e rna  1 I .2 .4  i

U )  i n j e c t i v i t a t e a  c u  l e m a  T - T . 2 . 7 .

Ho* 
ftGblY]n ^,\Yl ,n] ^, Ho,^,0. I Vn , A) , penrru

t,
l i
t ;
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a t a

or ice algebr i  n in inal . t  n = t (V) ,  izomorf isrnul  asoci incl  f  u i

Y e Ho-,^.'( i ln,$>^) pe ' Y 
' Vh -----> "IYlin =Q

Dac5.  Yn este s impld,  rezu l td  d in  len" .a  12 esal i ta tea:

Ho*^"o(  Ytn ,hS^)  = LY[ |n ,MSi ,  ceea ee permi te  eont inuaroa ident i -

f icdr i lor  in  rncc lu l  urmi tor :

Llf\l ,hs,l i1-, Ltrr.,I\r^]
lll

Ho*tn"I{tx,,&) Ig Ho^(rrnIT\X ,&)

r,^(X')
.  In  def in i t i r , ' ,  an obl inut  ident i f icarea:

r h{.X)
rlr

tlt "Yltl()x ltt

Ho,n [lnlfltr, ,Q) t 
''] '-u 

Ho* [d tft ,1 , A )

dua l -u l  co ro la ru lu i  L4 .

$ r . IqODNLUL !.iTNT},IAL AL SPATIT-]LUI DII LASSOLTRT.

O APLICP-TIE

ad icd

Dacd  X  g i  Y  s in t  spa t i i ,  r "eamin t im  cd  spa t i u l  f unc -

l i ona l  a l  ap l i ca l i i l o r  con t i nu .e  d in  Y  i n  x ,  M  op  (Y rX) ,  a  fos t  i nzes -

. t ra t  cu  topo log i4  co r ! : ac t -desch isS .  Tn  conL inua re ,  vcm uza ,  pen t ru

a c e s t e  s p a ! i i ,  d e  n o t a t i a  ( Y r X ) .  V o n  . c o n s i d e r a  a p l i c a l i a :

( Y , X ) ' Y  - 3 - o  X  ,  d c r i n r t i p r i n :  a t l , y )  = { t y )  .  P e n t r u

or i ce  spa ! - i u  Z ,  aven  i zono r f i sn "u l  de  eva lua re :

( 1 )  ( .  1  , t Y , X ) )  # - ,  [ Z * Y , X )  , d a r p r i n :
ev tT) ( " ,y )  - - . f  (z ' tLV l  ,  Se  c icser . ;5  cu  ueur rn !5  c5  e i  rnd .uce  un  a i t

|  \  t r  
l o u l  _  [ Z x y  X li z o n o r f j - s n r :  t Z )  L Z , L Y , X ) J  - ; - - >  [ - u  , , , . J

DacS f  €  (YrX) ,  v-on ngl j r  cu . (Yr l ! ) -  cornponenta corr€Xi

I r . d .  ca re  con l i ne  pe  f  ,  con ,s i c ie r i nd  i n  aceJ -ag i  t i r . n  ne  f  a i c i  ca  punc t



b a z 5 .

punc te -b  az6 ,

t ,e le*bazd Ya

b i  j ec l i e , :

[ r ]  ( .2, tY

f  punc teazd  (Y  r x )

ca re ,  res t r i nsc  l a

L62

F.evenind Ia  chest iunea notat i i lor '  dacd Y 9 i  X au

subspa l l u l  d in  ( v rx )  a l  ap l i ca t - i i I o r  ca re  respec tS '  punc*

I  { t v rx ) -  t  es te  cor -ponent0  conexd a  lu i  f )  '
* '  ^ \

Dacd g i  z  es te  spa l iu  punc ta t ,  b i jec l ia  (1 )  inc luce  o

, X)) x +- [z ̂ Y, 4)^.( t 
, unde:

ia r  noLal ia  c in  dreapta ceser ,nneazH'  acele apl ica| i i

?t  
x  Y ,  s in t  egale cu f .

D a c d  Z  e  c . p . E I . ,  ( 3 )  s e  p o a - t e  c i t i  c a :

ry. Lz^y , X]."uo [ 
, uncre :

ln  notagia c in  s t ingra se considerd c lase de omotopie l iber5 '  de apl i -

ca l i i  punctate,  iar  nota l ia  d in  d ' reapta sugereazi  c lase de or :o topie

r iberd ce ap l ica l i r  c t in  (Z^{ ,  X )  r r (  L  Dacs '  z  e  L \ ' l  -  comprex

c .p .a . ,  punc ta t  cu  o  o -ce ru rd :  p t  *  Y  
t - ) - t  

L  * - t  e  co f i b ra re
(  - . -  u  (  n  . ,  \

s i  a v e r n  e s a r i t a t e a :  [ 6 )  l , z * Y ,  x J r . t t  = L z " \ ,  I l r u ( L t ]

unde  in  d reapra  cons ide rdm c rase le '  LYJ  QLLxY,  X l  a . t . :  
i t LVJ  

=  L t ] .

In  cont inuare in teni iondn sd exploatdn coresponclen-

tu l  a lgeb r i c  a . I  b i j ec f i i l o r  (5 ) - (6 )  g i  pen t ru  a  o  pu tea  face  vom p re -

s r r p u n e  i n  p i u s  c E :  7 , € L q - [ , . - j  e i  i n  n l  u s :  Y  e  [ - N r ( { t ^ ]

b ,  c . F . a . g i  X  e s t e  n i l p o t e n t  $ i  s a t i s f d c i n c l

conc i i l i a :  f f  .  [X)  cs te  g rup  f in r+-  genera t ,  pent ru  V  1 '7 ,  L1
( i f :otezele T )  .

v \  
- 1

n  l {  l x

I
Ia
I

t

Ir
t
t
I

t z , LY ,X ) { J r  4 *

Nai :ura l i ta tea f i ind

t4)

LF) Lz ,  tY,

L Z * Y , X ) , . e {

evi .dentd,  avem bi ject ra indusS' :
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7 .LE I4A :  DacX X  e n i l po ten t  S i  sa t i s face  cond i t i a  Ce

f in i rud ine de na i  sus,  arunc i  x  €  [NtCf  in ]  ,

DEt ' l . :  caru l  q ) r  f i i nd  ev ic len t  favorab i l ,  vorn  t ra ta

cazul  e=l ,  uo.rrrruId.ent ra tehnic i le dezvol tate in [ : ' l  p.r , t ru ca-
L - J -

zul  neconlutat j -v  (dar  n i lnotent)  .  Consid,er i r "  extens i i le  centra le '  in t ro-

d u s e i n c a p . r  (  G  =  t t r ( X ) ) :

0 *' A ,,.{ -) &h+1 -- Gt -) {

T. . .2 .6  i nd i cd  toa te  g rupu r i l e  p rezen te  r ra i  sus  a  f i  n i l po ten te ,  i a r  d in

f a p t u l  c 5 .  c  
h * l  

e s t e  f i n i t  g e n e r a r  r e z u l t d  ( c f . T h  . 5 . 7  [ t j  n  . 4 6 )  z

An+ l  (abe l i an )  f i n i t  gene ra t  9 i  dec i :  C i -n *  A^* .  i  
po  r

t 7 -  .  o
considerr.n in continuare: X -(x-t X o 9i : Y :L) Yo

loca l i  zd . r i .Th .  3 .11  t  I : l  ,  p .77)  ind icd  fapru l  cE a .p l i ca l ia  indus l  c teL l '

( x  ,  ( Y , X ) , * ( Y , X ) n . . ,  " l o c a L l z e a z F . " ,  i . e . ,  [ Y , X r )  [ - r  e  e - s p a g i un  t  
- '  - ' l t ) ( t  -  ' . X t

91 apl ical ia d.escr i .sE" n"ai  sus are propr ietS.t i le echivalente indicate

In  Th.  r .  3 .  4 .  DunE ce  vor i  a r . I ta  cd ,  in  ipo teze le  f i cure ,  LY,X) t  e  L l l i t t r ^J

va rezu l ta  ev icenr  ,  [Y ,  X" ) l * f  ( -  LA-  t , , , J  .  
t

n !

A  ?  - . , '
O I  L .T ; IV 'A : (Y,  X)1 t ( f d rd  i po teze  de  n i l -Ln,e t'^l

p o t e n ! 5 .  p t r . Y ) .

pg{ : j -  Y f i ind presupus comnlex f in i t ,  vom facc in-

duct ie  dupi .  n=din. .  Yr  cazul  ncO f i ind rezolvat  anter ior  in  Lera 7.  Vora

c o n s i d e r a ,  c a  i n  d e n ^ o n s t r a l i a  T h . 2 . 5 , L r l  
" . 6 4 ,  

r i : a i  i n t r i  c a z u l  p u n c -

rar :  ( t { ,X)r { . .  Avern cof ibrarea:  V - - - *+ Y"  - - * \ fh+t  (V bucher  de

n-s fe re ) ,  ca re  c ' i i r  nag te re  " f i b rd r i i "  :  (Y " t l ,X ) . r J  - "  [Y^ ,X )X{ - r (V ,X) * f t' t
(unde spal iu l  d in  s t inga reprez int i  t ipu l  de or ' .o top ie pentru o compo-

nen t i  conex i  a  f rb re i ,  f ap t  ce  se  va  obse rva  c , i  n r :  a - fec tea -zd )  "T l i r . i . 2 .L i
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9.  SUBLE} IA.  F iC
I

s p a f i i  n i l P o t e n t e ,  E , B  c . P . a .  6 i

ne permi te  sd  a f i rmdn cd  ,  [ t ( ^ * ' ,  X)  x  t  
es te  n i lpo ten t  E i  demons-

trat ia.  -  in cazul  punctat  -  o von incheia Pf ln urmdtoarea:

t t . + r t  + B  ,  
o  f i u r a r e  d . ^

a. i .  Tr i  (E) e5. Tr1 (B) sd f ie

g r u p u r i  f i n i t g e n e r a t e ,  p e n t r u  V  1 \ ,  I  .  D a c d  F  = U F a  e  s c r i e -
I

rea  con lponente lo r  conexe,  a tunc i  '  T tq  (Fd)  , l v ,L ,  e  - f in i t  genera t rV  d .
I

D E t t . :  P r a c t i c  s e  p o a t e  c o n s i d . e r a :  F  c . p . 3 . . 1

g i  scr ie  g i ru l  exact  de orotopie;  aven ' l  I

\  \  , r \  l  n

O -- \l,,") -t Trq(F ) -) Kcn b v a U- l  l? r
< t  :

I

0

d. in  care  rezu l ta ,  fo los ind  d in  t to , ,  f  3 l  e .45 ,  a f i r rna l ia  sub le re i .

Af i rmat ia-  lenei  in cazul  nepunctat  va rezul ta

l"a rinclul ei din urn'.dtoarele considerali i-: cofibrarea: Pt 
<--a Y

i nduce  f i l : r a rea ,  tY ,X )x  - r tY ,X )  + rX .  rn  s i ru l  r l e  o r ' . o top ie  a l  e i

vor  apdrea :  n l ( tY,  X)* l ) ,  f l [X)  (grupur i  f in i t  senerate)  s i ,  analos

cu subtema,  f . ip ind cont  de n i lpoten la spaf iu lu i  [Y,  X)1 (  L l l  , f  .6 \ )  ,

rezulrd :  Tfq(Y,X),J Or"n'rr t  f ini t  Eenerate, clecir cu lenna 7z
'  . '  ' t  

[ \ , X ) 1  e  f N i e t t " l  '
Din  p rop r ie t i l i l e  l oca1 i  zEr i i  ,  i n  d5 -ag ra rne le :

t
.I

\./ !*
€^N

Y"
i :
xo

U,x")g^1
sri I

exis t i  sdgel i ie  punctate care l -e  fac orotopic  conutat i r re '

Are loc diagrarna comuta"t iv' i ' :

i

d
t
!
I
a

x"



c o n s i d e r d . m :  U "  = ' I y \  Z " _ , X  = i l X " , 9  = h y o

Tn = Tf[ (y.X.)g^.r Cu . * --I-+)4 o$ vor. nota noderul
al apl icaf ie i  e '  Si  cu 

$ ,  rncrdelul  miniral  a1 lu i  g.

unde ssseata aplecatd lucreazd prin , L.1l _-r Le,l " ( t11 * [ i{ yJ ), i
e s t e  b i j e c t i v S .

onstat" l ra  cd au fost  indepl in i te  condi l i i le  pentru

a  pu tea  uza  de  ech i va len ta  de .  ca tego r i i  s tab i l i t d  an te r i o r .

l i  '

minimal

Rezul t i  dec i -  urmdtoarea b i ject ie :

(  ^  (  - ,  i ,  ^  .  aGc) LU ,x.J [t , V s 11 ],.( LT1.
(unae notalia f icutd deserneazd acele . 'r iJai i i-  Ji l-[ t ,4o]i]".ru prin
sdseata '  f }  ,?. t t l  - rL}  , t l  , indusd de proiecf ia , r "9,cad pesre tq ' ]  )

Jota yin : LVI --) ttVl s lidtJ) " t t1 
- 
,u"=u=.. n"]l 'o

LTI* LL" , I Y, X")/ 
t J*

1 6 5  -

r - l
Lev J'-

d./ lz"

L7,

qxt

ux

f . ,  t  
- l

f lYint inJ .  Tn cont inuare,  considerdrn urm.i . torul  functor cova-

___> Er, s

xY ,  X" l  , " t
s {  t ra* t1 )#

'Yo , X"J ,"

, 7 . s \ 7 , , t

I (ro d)*
,Z 'sy l  n . r

V v  e
r i -ant :

, L lt'l, "{,n 1

x,
I

Y I 
--->

2 '

LI

LX

Lil

tll

SF obse: :v in  in t i j .  c I  c i in  t r iungi r iur i ie  comutaLive

ce der inesc pe g s i  * / r r *o , ,  t  €  L f  ,nr l l  gnd l r . rL i l
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Dec i  perec i rea  t ' y t  ,E  t f  (T \ ) )  cons t i tu ie  o  pereche

d,e  reprezentare  nent ru  func toru l  F ,  in  sensur  d in  L t t ]  pg '61-63  '  ,

e  n a t u r a l i t a t e a  i n Z  a  b i j e c ; i i l o r ( t o ) '

11 .  AFTPI '1 I .T IE .  F ie  X  o i  Y ' .  in  ipo teze le  I '  DatS:

f : y - > x r s e p o a t e c o n s t r u i f u n c t o r u l F c a n a i s u s t p e r f e c t c l e t e r m i n a t '
t 1 - = . . e F t n ) ) e s t e o p e r e c h e c l e r e p r e z e n t a r e

D a c S ' t  ( h  , L  
s t e  o  P e j L e . - i r s  

/ \ /  v \

n es te  rode lu l  n in i rna l  nent ru  (  I  t  n  / { '
a  func toru lu i  F ,  rezu l td :

pg. :  Din unic i tatea peiecl : i i  de reprezentare rezul-

. r ,  f r  -y[  , \  consrruir  anter ior ;  c leoarece aver0 ,  T\  = Tf \ [X,X")C1{ |

ei  deearece ar j r  arr-nt i r  c i :  [Y,  X)1 -> lY ,  X")n^t

es te  l oca . l i za re ,  rezu l td '  ce le  Cor i t e

Tn  ce le  ce  u rneazS ,  cu  t i i l u  i l e  exenp l i f : ca re  d  p t t -

v c a l c u l a t o r i i a m e t o d c ] . o r t e o r i e i r a l i o n a l e a o r " o t o n i e i '

v o n i n d i c a r n o c u i c e d e t e m . i n a r e a r : o c l e l u l u i n i n i n a l p e n t r u s n a t : - i - c e

la "s . souq i ,  se  fo rna ,  F t  ,  x )  ,  unce  X  va  f i  un .spa l i u  s i rnp lu  conex

qi  cu gruDrrr i le  Ce or .otopic  f in i t  generate (sau,  echiva lent '  aupa I i ]

p ' 5 0  9 , . C o r . L 6 ,  c u  g r u l ) u r i l e  d e  o r r . o l o g i e  i n t ' r e a . q x  f i n i t  g e n e r a t e ) .

I  q r  x '
S5.  r ien! - i -on5-n ch,  in  ipote ze1e f icute '  L  J '  '  A )

e s t e .  i . p .  a .  B i  j e c ! i a  ( 2 )  d ' e v i n e :

l z ,  L5^ ,  x ) l
Dec i ,  l u i n r l

local iz&r i  Pentru 
q l  9 i  x , '  ave

L.t  l "L7 o , [  5n ,  X.)  J* \ '

4  = J x s ,  , x J , V  7  c . F . a '

Z"eLA-+, " ]  a rb i t ra r  s i  cons ider inc l

t l  l r iungl-r iul conutativ:

t eu l  _  LL " "sn ,X" l

. .=- sJtr l  *(r^)#

LZ, -S:  ,  XJ ,  unde

s5qeata i r rc i inatS e

L'(l

^ - + X  i a ' .r  ̂ o  u s  \ - 1 v  .

Le-'J" L LYJ * t,{ s:l ) ,

I
-J

e e  cons t ru i t  caLa.r in  cazr , r l  genera l  q1 spa ' l ; i i lo r  f r rnc! ionale '
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Trec ind la  rnodele rn in j -male ,7  - -hZ"  
,T =h^ , \= IYt5. ,

narura t ;  in  ts .  tM i " t ih ]
Deci :  ( l l f ,E)  const i tu ie  o 5 'ereche de reprezentare

a  f u n c t o r u l u i  F ' , ' f  t U )  =  [ * , ? O ^ J 1  r  c d  i n  c a z u l  s e n e r a l ,  s i

d.ec i ,  analog '  cu af : - r ra ! ia-  ! -L ,  da- t i  or ice a l th  perr :che C.e reprezentare

fLe ga t [ - ,E l  ,  
' f r  

va f i  n ,oc le l  n j -n i - rna l  a l  spal iu lu i  Ce lassour i  (  S l ,x) .

Pentru a g5.s i  dec i  model r - r l  rn in i ra l  a l  acestu i  spa- '

! i u ,  va  t rebu i  s5 .  rezo l r lSn :  p roJ i l ema  de  un i ve rsa l i t a te  (P ) ,  i . e . :  ,Fd

cons t ru imo  ACrp  h  a iM i " { r " l  s i  un  AGD-no r f i sn :  E , }  - t hon ' l  -

as t fe l  inc i t  s , i  f ie  rea l i za t " l  b i jec t ia  ( r ' ) ,  nen t ru  o r ice  neLVl in I th .

vor incepe rr in a.  face ci te-va preciz i r i  asunra no-

de le lo r  &1 s i  *  .  l )eoarece x  e  s i rn lu '  cone>r ,  rezu l td :  {  =  2 (Y)  ,
0

cu:  v
f..> J|

a r t i p a r t e ,  s s o b s e r v d n c s :  H  = ? t y )  ,  u n i e  ' \ 1 1  = !  s i : d Y = 0 ,

reprez intd.  un nrodel  n i in ina l  pentru sr  (nu avem. decl t  sd a legen

\ e  t d ( S r )  ,  a . i .  [ * 1  s d  g e n e r e z e  * 1 s ]  9 i -  a p o i  s d  c l e f i n i n r :

g , \  - , C i - C S { ) p r i n , ! ( y )  = X  . )

Y { f  = * , a , , ^ )  l i :  E t X  o Y

Dacd V are drefrt ba,zi

clef j .n i  (ca AG) :  m =?. t l  x ,

-  r o z r r ' l t X  l r i i e c t i a :
I  L v a

11 ,  zs ,AJ
t L*la Lid tl) -LEj

A c -  r r o r f i s n ) : E  :  H ( l x r

=  { ; @ t  +  x . g y

af i r r .a.m cJ:  exist i .  o unic i .  c l i ferengial . l  d ,  pentru

AGDr i-a.r Fl devine AGD-rrerfrsn...

Pentru aceasta,  vom consic lera unica d.er ivare de gra<i

In  r  rJ  at i  r  I re  generator- i ,  i : r i 'n  :  6 'X i  = I i  .

(.")

f * , \  ,  von

g i  apo i  ( ca

n r i n  (  u ..  t _  ^ u

.ut. h c'l,evine

fanri l ia elementelor ornog:ene

, x . \ ) ,  u n c l e ,  \ x l l =  t X i \  - { ,

Lt  ->  Yf  lx i  ' r i l )&Yty)

- r ,  S :  X  - +



I
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Cond i t i a ca F sd f ie  hGD -  r ror f is rn rev ine la :

J x ;

- c d

\
r l i  f n r ^ n l - i , a l  a  l u i  { .  S i  a c e s t e  c o n d i l i i  d e t e r n i n d
! r * ! u ! v r r \ - + s 4 r r  r  

I  
t

(l .

se ver i f ic i  f5rd c l i f icu l ta te c5 avcn ' ' .  o  b i jss t , ie :

unde d desernneazd

.un j-c .di ferenN j-ala

\'lo,.lal (.ttrL , % ) 
- -' Ho* A&D [ \( ,V s %)

De aic i  puter i  ded 'uce c5 perechea (6 'E)  reprez int i

problere i  d .e uni r rersa l i ta te (p)  .

a

a

{ \ r v \  f t . \  |  t r  
- l \

estc  r i ' oc le l -  n : in i ra l  pcn t ru  spat iu l  func l i cna l  g :nera ' l  t l , l . f  r  I  l -WatK i :SJJ .
{

Remarcabi l  este faptu l  c . i ,  in  cazul  deosebi t  c le  par t icu la. r  pe care

I
1-an  av r : t  i n  veCcre  a i c i  (Y=S- ) ,  s i+ -ua f - i a  se  s i r . J r1 i f i c5 .  1n  r : ' od  excep-

(pent ru  o r ice  acnP:

aata prin r sf --> (T r td 
"1) " 

-E

[ ' 0

o ' s o l u t i e  a

rninin:a1

cd Ft

aI spal iuiui  X ,

f , unc l i ona1  (S l ,

une i  ap l i ca t i i :

na l  3 ]  aces tA ia

cons t ru i rea  une i

Pentru a putea conchj .Ce cd h reprez int i  modelu l

1 spal iu1ur  ce lassour i  (s I r :<) ,  rdn i ,ne c1,€ ver i f icat  far : tu l

[vt i"f inl . _
De cor , rpozabi l i ta . tea d i feren! ia1ei  d  re iese f . i r i  d i f i -

cu l t a fe  d in  cons t ruc l i a  aces te ia ,  $ i  d in  decompozab i l i t a tea  d i f e ren -

l ia le i  c1.  A1gel : ra  n e o a lgebrd l lberd 9 i  c le  t i t :  f in i t ,  cdat i  cu

{ .  t ; i rpotenla a lge} : re i n re iese  de  ase r renea  ugo r ,  i nspec t i nC  incd  o

datd def i .n i l ia  lu i  F Si  l in ind cont  de rn j .n ina l i ta tea lu i  ?  .  Pe de

a l t i  pa r te ; t i r n  c5 :  o  a lgeb r5 .  l i l : e rd ,  d .e  t i p  f i n i t  S i  n i l po ten tH  9 i

cu  d i f e ren ! - i - a Ia  decon 'pozab i l 5 ,  es te  ( vez i  l ema  r r ' 4 '  t 0 )  r rn in im 'a ld '

An reugi t  d .ec i ,  av ind la  c i j .spozi f  i - "  un nrodel  n ' , . in imal

sd  desc r ie r ' ' ,  l n  mod  p rec i s ,  un  mode l  a l  spa l i u lu i

X) .  Ar  t rebui  r , ren l ionat  a ic i  faptu l  cd:  in  prezenta

f :Y ->X,  de indatd ce aven 1a d ispozi ! . ie  un rnodel  rn in i -
f

t  Hy ++- YY\ 
X , t t  alqrori-tr asen.i.ndtor nernite

a lgeb re  n i l po tenLe ,9 ,  ca re  a re  p rop r ie ta tea  
" t  

hg ,

I

t
J



.  i n t i l n i n r  spa l i i  f am i l i a re ,  a l  cd ro r  noCe l  m . in ina l  es te  Ce  aces t  t i p ) .

r n a c e s t c a z z  E = t t u r X , Y , Y )  '  c u :  J x = f , i = o
.  7 - '  K k . f v  =  k - x ( - t i  .

9 i  t  o \  =  n  
|  

-  ' r ' A  n
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l iona l  9 i  a lgebra  g=)T l  ,ob ! i .nu td  p r in  p rocedeu l  genera l ,es te  p ropr iu l

e i  node l  l r i n i na l .

Se consider . l rn  g i  c i teva exenple s imple de determi-

n a r e a r o c l e l u l u i - f r :

F i e  ,  *  =  Y ( x )  , . u  ,  i x \  = L r . - l  L , . : t )  l i  :  d , x ; O  .

(spafi i  X care au un astfel cle model rninirhal vor apare in sssFoiun€d

urrndtoare,  consacratd exerr .p le lor )  .  Atunci :

E = t t x , i )  t c Q , J x = J i = 0 .

Fie r ] t  = v [x,y) ,  cLu lx\ =L,n [n>t), \ l=Lkr.- l  tkrt)

1 i  :  d x  = O  ,  d Y  =  x k) - , 1

(c1 in  nou ,  a t rag ,en  aLen l ia  ,asupra  fap tu lu i  cd  von avea ocaz ia  s#-

F d c i n d :  n = l  9 i  k = 2 ,  r e g d s i r  e x e n r p l u l  I I ' 5 ' 1 5 t  c u

u l t i na  de r i va t i  r oC i f i ca td  i n t r -un  nod  ev iden t  neesen l i a l  pes te  Q '

f n  I r O l  s e  a r a t d  c d :  ( T e o r e n ' a  2 '  p 9 ' 9 ) :
L )

Numere le  Eet t i  a le  1u i  f r  "  s in t  nendrg in i te  d .n .d .

t  r dv
Algebra de coonoloeie l1^*  e cu ce l  pu l in  do i  g 'enerator i '

Aparenla obscur i ta te a acestu i  enun!r  s€ dovedegte

extren de luminoasi in urmdtorul, context:

Fie 11 o varietate cor.npactS- inzestratd cu o rr ietr icS

Rj-ernaniana.  o  nai  veche probIer5.  de gzonetr ie  Rien 'an iand era sd se

forr "u leze condi l i i  in  care. r  metr ica are o in f in i ta te d 'e  geoclez ice per j -<

d i ce ,  gcon 'e t r i c  c l i s t i nc te .

P.enunfinc Ia a rnai lrnpwre concii l i i  conpiicate a-su-

( 1

pra netr lc i j . ,  Gror: .o1l*Mayer aratd in f fZJ c5:  daci  nunerele I iet t i

{ .
s i n t  n e n : d r s i n i t e  ( ; r e n t r u  s p a ! : u l  ( s ! r t i i  ) ,  a t u n c i  e x i s t d  o  i n f r n i t a t e
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de gear lez ice per iod. ice,  g i  geonetr ic  d . is t incte,  cu or ice rnet r ic i  pe

! ; .

Observ inc l  c5.  cond, i l i i le ' lu i  Gromol l - luayer  l in  de
( - t

teor la ral ionald a onot,opiei ,  autor i i  d in [ t6J au reugi t ,  in teorenta

c l ta td ,  sd  reduc5 cer in t ,a  a in  t fZ l  Ia  conr l i t ia ,  ev ident  ma i  pa lpab i -
L J

r  . l l  l r - e  f l  . -
1 5 ,  

" u , [ * )  
"  c o o n o l o g i a  H l * M  s d  a i b d  c e 1  p u l i n  d o i  q e n e r a t o r i "  ( i t t

cazu l :  I r 1  s imp lu  conexd ) .

rn cele vi i toare von observa cd afj-rmatia de geolre-

t r ie  r ienaniani  se rnenl ine g i  in  cazul  in  care HX m in<leol inegte

r
. t. ,
r '
$

f
*
t
{
I

un cornplex s inp l ic ia l

E li,r 14 , $i .,, ! -":

atunci: dacd t- l*yt

prop r ie ta te .

vor l  face c i teva consi -

cond i l ia  enun!a t5 . ,  ia r  "T^ l '1  es te  un  gru f  f in i t  a rb i t ra r .

Aceas ta  va  rezu l ta  d in :

12 .  PROPOZIT fE .  Dac i .  14  es te

f in : t r  cu gru? fun<lanenta l  f in i t ,  not inc l t  .G
. a

acoper i . rea  un i ve rsa ld  (pe  ce . re  (T  ac l i oneazd ) ,

are propr ie tatea.  ( / r ) ,  a t r - ' .ne i  H* M are aceeagi

l?entru a dovedi  propozi t ia ,

de ra l i i  pu f i n  na i  genera le .

Vorn rnt roduce ca. tec 'or ia  G-conolexelor :  .  ca av ind-----_----t

drept  ob iecte conpl -exe s i rnp l ie j .a le  K,  pentru ca, re G act ic 'neazd

:  - 1  - - ^ - !  - ^ * 4 i - - -  - - 1  i - - r - l :  ^ J - - 1 J - J - 1 - , ^ i  ^ - L  - - - i ^  fs inp l i c ia l ,  g i  d - rep t  ro r f i sme ap l i ca t i i  s in ,p l i c ia le '6 i  ech . ,  und.e  Lr

e un grup f in i t .

Daci  K este L1n C-cor ' -p lex,  atunci  { I "  t f  l  ,  def in i t i

i n  Th .  I IT  1 .14  r  €s te  CAGD,  cL1 ac t i . , rdea:  q  ->  tq - t ) *  .
0 o

Dacd p este nor f ismod.e G-corr rp lexe,  a tunc i  f ' {  este

morf ism de G-AGD.

v i a l )  S i  i  F  :
t

q i  n ' n l  o i r r : :

11. T, , r t ie.  Fie K . , i  K/  ,  G-cor.plexe (r ' f i inct  G-tr i -

k -)  K/  . , r  G-rnorf isn qf l :  1)  p este sur ject , i 'v  pe

i n r r l i c H :  e x i s t . l  \  e G
d

a . i .  :  c ,  =  
1 o t  

!

2 )  D c .  =  p S'  I  |  -  r - z
\ l
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f n  a c e s t  c a z z d-(K') #-t f l(K) G

DEli. :  Din , D* ech ..
. t /

C DLtK)c' ,  ceoarece K'

i n  j  ec t i vS  9 i  2 )  i r nP l i c i

14. COP.OLAR. I ' ig I( un

es te  i zon 'o r f i s rn .

rezu l td . :

e s t e  G - t r i v i a l ,  i a r :

sur  j  ect  j - r r i ta tea.

G-eonplex.  Spal iu l  c i t

x G

l 1 se pcate t r iangru la

t* u tK',
f )  imp l i cd

Finr -nd  cont  oe

)

*
t

K/ G cap5. t "1 in  nod natura l  s t ructurd de G-cornplex t r iv ia l  6 i  3 . .1 .

proiecf ia natura15.:  .? '  K 
"-*?K/ 

G sd f ie,  r -ooqf ism de G-cor.plexe.

Atunci  avem: A(K /c ' )  + i  f l ( f f  s i  ce aic i  rezul ts ' ,

T h . I I T  1 . 1 4  s i  C e  I I  0 . 3 , ' 0 . 4  c d :

Hx ttK\l c ) . \-/  H*ttKl)c .
15. COP.gJTF,R

n,,

D a c b .  M , M  s i n i  c a  i n  n r o p o z i l i a  L 2 ,  a t u n c i :

coe f  i c i en r t i  n )  .H-rt = [H'(fr)G ('*
( 1

D E l . 1 . r  l l l  p q . 1 4 4 r  n €  a r a t H  c d

a . i .  Co ro la ru l  14  sd  c lev inS '  ap l i cab i l .

I1o sin'.plu conex

H- t'f = \{* fr
t r i v ia l  in  H{  (

4. EXEI''IPLE

In ten l ion im s5.  prezentSrn a ic i  o  ser ie  de c lase c1e

s i tua l i j -  f avo rab i l e ,  i n  ca re ,  da t  spa t i -u l  X ,  n rode lu l  n in ima l  Y f \1

dev ine  e fec t i r r  ca l cu lab i l .  Dacd ,  i n  p lus ,  spa l i u l  i n  ches t i une

es te  i n  fN ie { i n l  ,  i n te resu l  p rezen ta t  de  aces te  c lase  de  cazu r i  c1e -

v ine ev ic lent ,  !n  lun- . r ina rezul ta te lor  c l . in  sec! ' iun i le  l  S i  2  a}e aces-

tu i  capi to l :  cunoa' terea lu i  Tf11 i r rp l ic5 cunoagtere.a t ipu lu i -  Cc cr 'o-

top ie  a l  l oca l i zS r i i  xo ,  f e  ca - re  i l  vo rn  rna i  nu$ i r -1 ] }  i i ' ' pLeza

|e lNi t l i { , . r r r r r  de omotonie ra l ionald a l  Lu l  x '  9 i  c lec i  
"o t tg ts l r r i  

tu tu-

- i  o l  a o h r i  r - r r  a  I  u i  X " t e n s o f q l  T n  a C e a S t t

s i
t '

I T

Corolaul  15 tern inS.  Cer"-ons l ra? ia propozi t ie i  12 '

rn  cazul  in  care r ' t  .  f  N i t f  in l  rezu l td  na i  ru l t :
(v

deci :  
'1"1 

9 i  l '1  au aceiaas i  l -ocal izare 9 i  Ceci ' :

i n  pa r t i cu la r  rezu l t i  c i  '  XnM =  C  ac l i oneazd

n \
j q J

$
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id^ee va t rebui  s i

m e n l i o n d m f a p t u l C d , i n g e n e r a l , a l g e b r a d e R h a n q ' ( X ) e u n o } : i e c t

co r rp l i ca t  g i  g reu  ce  t : an lpu la t  i n  ca l cu la t i i  e fec t iVe r  p r i n  con t ras t

cu a lgebra c1e coornologie H* X '  D in acest  rnot iv '  toate t ipur i le  de

* x g n l p l e c e v o r a p a r e V o r f i s p a . | - , i i . f o r r a I e , i . e . : s p a t , i i X p e n t . r u

care ,  U.( t r \  : ,  HJ(X (vezi  11.5)  s i  l - -entru care,  deci t  I f \  
[  

= ]nH*X'

-  ^ L ^ - ' :  ^ r - ' i  a 3  o ^ r ^  n o s i t o  c a r  i  p r e c i z a t  d e  f i e -
corpul  de caracter ist ic i  zero peste care lucrdn va f :

care  CatE ca ,  f i i nd  QrRr ' 'SAt l ,  C .

P r i r n a c l a s i d e e x e n . p l e o v o r c o n s t i t u i c a z u r i l e i n

forr ra l i ta tea spa! : .u lu i  e  inpt rsS c1e prezenla unei  ext ra-s t ructur i .

Dac5. 14 e varietate aproape corn'nlexit vorr '  nota:

A.(M) = AtM) 6gC , si  aver '  binecunoscutd cescorpunere:
'O!l*f  

= o gPri1r11. Norinc rot cu d drferen!:-ara algcbrei A'c( l t)  r

i r t . . r r r r  #Tj ; .  l i .c  var ie ta te corcrexS,  e  iar i ' ; i '  b inecunoscut i  ces-

c o F p u n e r e a ,  d = ) + \ , c . , )  d e r i v a r e  d e b i g r a c l  ( 1 , 0 )  9 i  1  d e b i g r a c

, . . " ,  .
. { - ,0 . ,1 ) ,  ln  rapor t  cu  b ic raduarea in t rocusS anter j -o r .  Not ind :

, t  ' - i [ :  -]) ,  uo"n' ' dc (.Arf1)) e htM) (A (11) incfusi cano:ric in'

( p e s t e R )  i n  A U l l r  c u
AC(i . t )  )  '  1 i  dc induce o a l t i  der i r "are f ls  [crD

r:ror:rietatea, J- AC + Ac A = 0

A 3  Y A

l * e . t  = d ( { f , , . r n e .  ,  t * ,  f i t M t ) *

incus. t( se va zLce ca po' e-qi L4c :

D a c d ,  t ,  M  - r l v i f  
"  

a p l i c a l i e  o l o n o r f i '  a t u n c i

A(M) e ACD-rrorf isr-rul  natural

l e r a  d a c d :

( I )  l<e,  JC A 1*d.  C [ rn  J . lC ,  ceea ce i rnp l i .cd *q i :

(2)  k .e.  d n l *dc I  1v '^  d Jc '

. (pent ru  no ta l i i r  a f i r rna t i i  9 i  exp l i -ca l i i ,  t r im i ten  fa  [ f  a l  '  p '262-

2 7 0 ) .

3.  IEP.  t  Dacd l '1

l -e ina,  a- t t rnc i  a  ( l '1)e AaP fornalS '
t  - -  - '

D-ii l ' i . :  Vont face xlereu a.Pel

T  l /

Vom nota cu ,  L .v  a  [ (M)' - t \ "

f
re ia t ivd la  c l i ferent ia la '  d '  t  von ooserv i . l

(var ietate corPlexi)  Posedi  dJc-

l a  r e l a . ! i . i l e  ( i )  s i  ( 2 )

su l :a lqebra-  c j '  c1. i  ior

c d  d  i n v a r i a z i  L O ,  5 i
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+ . _ .

ce induce ln  moc natura l  o  d i ferenl ia l5 .  in  a lgrebra Hrc (coornolooia
" rt'

Lu i  A (14 )  re la t i vd  f .  dC  ) ,  no ta rd .  d * .

Consider. lm AGD-rcorf isnele naturale :

( ntM) ,o[ ) *]- t Z4i ,a 1 
(,- > ( Ha. ,d* )

DacH D( € A( t4  )  ,  dCn =O i rp l icd:

o f  a  - -  d , " t c p , . s i  d e c i  ,  d *  = 0  .  D a c h  d a  = 0  s i  o t  = d c p. f  ,

a - t u n c i  z  d .  =  d . A c |  , a e c i  n *  e  i n j e c l i e .  D a c H ,  d c o t  - - O

r e z u t t d '  d a  =  A A c  8  . ,  c t e  u n d e :  T * [ x  - J a P j  =  L x l  t
deci  6x 

"  
s l r r j "Jrr"

D a c d ,  d c x  = 0  s i :  d = d P  ,  a t u n c i :

d =  d  A '  f ,  ,  dec i  )  
X  e  in je 'c3- ie .  rn  s f i rg i t ,  daca Jo , .  =0 ,

arunci  Jcx = dJtP =-Jccf F,  ce unde ,  i l *  L**aFl = LoJ t*
d e c i  j "  e s u r j e c t l e .

Urrn5toru l  q i r  de echiva lenle coonologr ice s ing le:

n t
(4) [AtF4),d)+ LZa. ,d ) [*[Hr. ,0)StH*%,J),0) -f ,  tHxvt,ol

incheie demonstra! ia

5.  CO:FOLAR: fn  ipotezele pronoziS- ie i , I ' l  e  spat iu

formal  (peste 0)  .

P M :  C f .  c u  T h . f I I  1 . 9  9 i  c u  P r o p . 3 ,  p u t e r n

s c r i e :

(6) Hx s[N't) --R ^, u{t1.,1 t?-)- H'([[vl) e AtM) : a(]'1) 8eR

de unde, C.eoarece formalr.tatea nu depincle cle extinderea corpului

sca la r i lo r  t f rz l  p .4T) :  [ t ' (U" tM)  !  f l tM)
l - J '
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7. COP.OLAR: Dacd ! i  e varietate t<ihleriani

compactd (de exemplu var ie tate a lgehr icS'pro iect ivd)  a tunc i  l {

e  formala.  Dac5,  in  p lus,  l ' ' [  e  spal iu  n i lpotent ' ,  a . tunc i  L ipu l 's5u

de ornotopie ra l ional i  e  consecin ld  for ra l6 .  a  a lgebre i  de coornolo-

sre H*cl*,1 ie).
-270 se arat"1 cd iPoteza

r ienan ianE ,  compac td  5 i

g i  r ra i  a les  [ t r ] ,  u l t i nu l,  ) '

[ t t l  p .262

Ac -  lera- .

o varietate

P r c r p .  f  I . 5 . 1 7  |

cap.)  cu r  ACM) A-  r  A ( tq) ,  lap lac ianul ,  cq :  } t *p{  =  ken AcAt}4}

subspat iu l  g t raduat  a1 formelor  ar rnonicer  vom observa c5:

- X*.M C" ket d gi, vor".-rearninti  *cd 
p::gi-recl ia nalural i :

DEl" l .  :  fn

nn rShterland" "r 
r-il .{

Dacd l i  e

o r i e n t a t d ,  v o m . ' n o t a  ( v e z i

za sup1inentarS f5.cr : td, ,  
'N* 

M

aven atr-mci decit si conslderS.rrl

8 .  P I IO? . :  Dacd  M e  r i e r rann iand .  s ine t r i cd ,  a tunc i

DEl t ' ! .  :  E  su f ic ien t Ce hinecunoscut  c . l ,  in  ipote-

e suhalqebr i  ln  l .  (11)  .  l lu

X*Vt -L =H*Al|4.) realizeazd un izor.orfisn.

F. (t{) e fornald.
!,i

echiva lenf -a coot io log ic i  :

Inrn)  , , \ )  " -L-  [  ] t *M ,o)  
j * [HnAtM),0)

l0 .COP,QLAI?. :  Spal i i le  orog 'ene s i rnet r ice a l -e  grupur i lor

Lie cor.npacte gi conexe sint spati i forrnal.e.

.  ! ! l l i  Von ap l i ca  Prop.8  g i  Cor .S .

Reludnr, din punctul de veclere fornulat la

inceputu l  aces te i  sec f iun i ,  exernp le le  7  q i  B  d in  T .4 ' .

Dacd X e H -  spal iu  conexr  cu omoloqia ra- t io-

( e )

na l -H  de  t i p  f i n i t ,  a tunc i  6 ]geh ra

evic lent :  ) i  este spat iu  for r .a . l  $r -  :

f { *  lX  ta)  c  l - iberx  e i  c lec l ,

TVl,  = (  \ {*  X A =o) .  Fxerplu:
A - l t

i
I
I_- -;
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')fl gc

Ult ine le exemple se Ineadreaz, i  $ i  in t r_o a l td
c las i  de s i tua l i i  s i  anurne acelea t :  care for rnal i ta tea rezul td
d in s t rucLura a lgebre i  de coonologie ra l ional i .  pract i -c ,  vom
r e l u a  e x e n p l u l  f f . 5 . 7 :

11 .  PRoP.  :  Dacd  H  *  
X  e  

, , s  j -mpa t i c5 , ,  
,  i _ .  e .  ,

i z o r n o r f d  c a ' A G  c u  o  a l g o b r d  i l  d e  t i . p u l  ,  X  =  Y / i a " o ( ( q . { , . . . , { ^ ) ,

u r r a .  
. *  

e  a l g e b r d  l i b e r d  6 i  d e  t i p  f i n i t ,  i a r  (  U t  r  . . . ,  a / h  )
e  g i r  r e c u l a t  i r ,  X  r  c u  p r o p r i e t a t e a j  u ;  €  V + .  y +  ,  , l  1 ; g ; ,
atuncj-, X este spa.!ir_: fcrrnal.

PEI{ . j  ca in exenplul-  ' * r r .  
s,7 |  cons,truim n,odelul

rnininal  a l  a lgebrei  } |  ,  considerat5 cu d- 0,  ca f i ind,  ,  
.yy\  

=
{  g  X (v r , . . . , y r , r , )  ,  X  cu  d i f e ren l i a ra  nu td ,  l v i l  =  t q ; l  *  { -  i i  ,
9 i  :  t  V;  = u i  ,  d (c3*-  e lg,ebra +t  f r ind j -ntr insec forn.a.d,

h u - H l  ,  $ i  X  e  s p a l i u  f o r r , . a l . .
A l

grupul

stau ln

Atunc i :

i )  X  *  X '
i i )  X  . ,  X '

L ie  conpact  g l  conex  G.  rn  aceas td  s i tua l ie ,  a f i rm.a t i i re

5 : ic ioare  g i  rn  cazu l  spa l iu lu i  c las i f ian t  B^ :

forna.l 1

forral .

12. ExF.ilgll i  concrete de aceasti naturi ar f i:
1 )  s f e r a  S 2 r ' - r  , ) Y l  5 L r - ,  = V ( x )  , c u : l x l : 2 v r _ t  l i ,  o t x = 0  , ,
i i )  s f e r a  S z n  :  Y f l S z r ,  = V ( x , y )  (

" l ' ,  I t x \ = l r . ' ' t Y i = k n - r  t i  :

i i i )  s p a l i i l e  p r o i e c t i v e  ? h C  i  
f d x  = 0 , J Y  =  x '

M ? n "  =  Y k , Y )  q . ^  ,  l ' " '  
= L  ' 1 1 1 = r n + !  1 i  '{ -  |  : - .  

L a ^ : 0 ,  d y  =  x * r ,
o a l td  crasd de exenple ar  f i  ce le constru i te

pr in  propr ie tdt i  de permanenl f i .  Avern:

13 .PpO.p . : .  F ie  X ,  X ,  spa f_ - i i  ( nunc ta te )  f o rma le .

e

6
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DEl4 .  :  i )

c t (x . , . x f  )  L  d (x )6 f i (x ' )  : "  H ' , rx  6H*x '  u  l - l * (xxx ' )
( a m  f o l o s i t  p r o p .  r r . 5 ; 9  5 i  r r r . 1 . 8 )

,  i i l  [$vXr) :  &f i )uA(X')  3 HrX,,  H'rX'  * l l *  (XrX') ,

( F r o p , I f . 5 ,  1 0 )  s i  f I I . 1 . 8 ) .

rn  acest  lunct r  &r  f i  nor ' .entu l  cdr  av ind in  vedere

! - -  r - ^ L ^ - - . : ^ - - . . 1  r N t 0 l i r ^ l  ,p rop r ie tS l i  d .e  pe r ra .nen$d  in  i n te r i o ru l  ca teoo r re i  L . . - -T . . ' , )

s5  ne  i n t rebd r " '  dac5 r  oa re ,  P ropoz i l i a  r ' ' 2 ' L4  b )  o fe r5  to t  ce 'ea

ce se poate ofer i .  . {potezele f5cute acolo,  de s- imf i l i  eonexiune ' ,

se dovedesc to tuqi  necesare,  C-un| .  cum aratd urmi toru l :

14. EIEII!+u-: -x = SavSl ' ' ' r  e ni lpotent. DacS
" ' n l  

,  $ i  dec i  c f  ' 1 ,  
^ l l )  

1x ar  f i  n i lpotent ,  arn avea: X e I  Ni( { i

ar  t r cbu i  sE  f i e  i n  [M i ^ { i ^ l  .  Pe  c1e  a l t i  pa r te  i nsS '  exen -

p lu l  ce  p recede  Pron .T f  . d .11  a ra t5  c i  X  ad t " i * -e  un  node l  l - rn rn ima l

ea re  nu  es te  Ce  t i r  f i n i t ,  ceea  ee  o fe r i  con t raC ic+* ia  c lo r i t d

v
(A1ternat i r , , ,  se pcate observa pur  s j -  s inptu ca t r ,  A r  gru l  l i -ber-

necorutat i ' ,2  -  c t l  2  gene:a. tor i r  nu e n i lnote l r t ) .

15.  EXl I l . {PLLr :  Propr ie tS. t i le  de for rc ,a l i ta te nu

i )
se  t ransmi t  spa f  i i - 1o r :  f unc ! - i . ona . l e . .  l t a j -  p rec i . s :  (S1  ,Sz )  nu  e  fo r - .

$a l ,  cu  toa te  c i  52  es te .  f i n i nd  ecn t  de  desc r ie rea  f i . cu t5 .  na . i

recent  pentru ] f i  St  ,  de < iescr j -erea n"o iJe lu lu i  Tn CSl ,Sz)

f  dcutH in  
{ f  ,  ex€r l ,p l t : . l  r r .  5 .  15 ,  arat , i  cJ  ,  TI  ts4 }Sa )

nL1 e for ra. l .

1 6 . S I B : r i e  0 . . " A G b  a . i .  H 0 t = k
- ,  U l - n  - 0  .  F i e  n )0  cu  p ron r i e ta tea ,  R1  f r  =0  ,, r ,  :  \ l  t / t  d \ t  '  r ' ! ( ;  ' ! t v

n o n . F r r r  r - \ n  c  i  f i - e  d a t e  :! .  i d  r r r

A *Jt- Ifl,n $t* H{ d" r cu nronrtets.!'i1.e:

\ a  1 i  t "  s i n t  rno , " l e i . e  n - rn in i i na ie .  i n  aces te

conc l i t i i ,  a lgc i . : r a  A  e  fo rna lS .

l i

Ir



Dtr l ' l . :  vorn presupune incl t rct iv,  pentru p)zn, c i  gn r  r€s-

pec t iv  
\ "  

,  po t ,  f i  ex t j .nse  la .  moce le  p - r in ina le :  p r  ,  respec t i rz) r
Yp .  Re lu ind  cbns t ruc ! ia  r .ode lu lu i  r in ina l  (Th . I r .4 .1 )  E i  l in ind .

cont de ipote zel  e suy: l i rnentare de sinpl5 eoner j -une f5cute asuFra

1u i  [  ,  vor i  avea,  Cenur rgnd cu  $  una C in  a1Eebre le  A  ,H*& ,

cu 
i^ ;::;, ;il,.:;l:,I: :T',' uT, =" ;;i *T, Hr*,hr -Hr,ts}

f . .  f  t  -  
F + r -

@ k..  l . t* ,  HP*rfr f  *H[-t3]=HF' l I ' i  ,  Lt l  = id I  cre unde lema.
!7.  c '?nor, iF:  DacE x e CW - conple; . :  srr . .n lu conex gi  dacd

x h (unc le  n>1 )  c lese rmeazH n -sche le tu l ,  a tunc i :  f o r ra l i t a tea  l t ' . i  x

inp l ic i  formal i ta tea 1uj -  ' ,  h  .

PEl.::  l iot, i : ' .  cu , i  incluzir.,nea {h .-, f ,  X , $i ccnsrderdhd:.a-

qrara corutat iv . i . :

U"(K) *-9- i1tu -T ' H'FX

J fin*
hn-,, &:_o HrX^

in  ea"re 
9 s i  Y 

s in t

rodul  ur rnHtor :  d . in  rnoteza

( c u  l e r a  t t . 5 . 3 )  ,  e x i s t e n t a

tataa,  ,  V*  = id  i  puner
I

c d  :  r P t  =  ? x  s i  c 5 .r )
r.ta 1e

L77

rnoda ' l e  r . i n i r ' a l e ,  i a . r

a- tunc i :

' T.-, , Y.-n

c7e fornal i t -a te f , icut i  asu: ra
I

unrri: tiu : Yf\ -t HJf {n ,

t P  =  ? * . \ P
I  r \  I

S E

s lnt  n toCele

n ? . { - i  n a  f  n
v N  l r r f \ ?

l u i  X  rezu l td

^ 1 r  n r n n r i  o -
"  *  r -

SH cbserv.Sn

l n - l  \ - * . i - i -
\ r :  L  I  r . . J i t r

Vor. ardta cE

e>:t inie 
' j  

a nodeie n-r i r in i i ra l -e:

respect iv at^_,  ,  s.e pot

T. , Ynr.
E

) h - l

Q^ ,  In 'n  - : . -+  H*X" ,  I . r i  idcea dc r .  a .p l ica ler . ,a  prece<, 'ent i .

Pr in  construcf ; ia  rodelu ln i  i r : -n j - ra l :  a-  ee e: r t jn< l .e  pe:
I x -  r
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1[1.,.-, @ Hn l.;<c.* I f^i , Hnfin-, *H\Xn\oku.l!,i, ,H^*tM.-. -oR**rX^]=

ttrr-, $ {" (.LH^ X^/ l** q* HnTr\r^-,1 " Hh+t Tf\n-^-)
I

u h { c,

Iaf co\<er = D : t" \ <"tl = ir'c(u z iu r' e

"  Consic l .eraf i i  analoage r t i r r in  va lahi le  e i  5 'ent ru q.  .
I h - t

l,

Nu aven c lec i t  sF.  ! iner . " .  con+-  Ce egal i ta tea:  ?*  = q / f
" ) \

pentrU a putea CQcl'uce exl 'stenla unuj- r.^od.el n-rninj.nal conun.

on t  : .  rpo teze le  ,  H l [  =0  ( l e ra  16 )  $ ] -  ,  T ra  X  :0  ( co r ' 17 )

se pot  in lXt r1ra,  f . i rX a d iuna concluz i j -1or  rcspect ive.  fpoteza

Ta X =0 e b. i .ne a f i  rnent inutS.  in  dor in la  ca Xh sd r i rn ln i

i n  i N ; e { i ^ l  .  '  \

18 .  LEr {A :  F ie  :  k  a - t>  L  o  i nc l ' i z i une  Ce  sna t i i  ( i n

[ N t t t , ^ l )  a . i .  ( n o t i n c c u  L / K  c o l a J s a r e a e i c u : L  - a t L / K
r  ,  r .

apl i -ca l ia  .ca-nonic5.  a  co la.ps i r i i )  L  /  K s5.  f ie  s i inp lu conex.

Atuncr: dacd l- t* K ,  Hx L sint algebre l ibere ( in pa'r-

t icu la ' r  rezu l td :  l i  =Fi  L  formale) ,  1 i  dac i - in  p1us,  HxL 
L*o= 

H*K ,
r e z u 1 r 6 ,  L / K  f o r r a l .

9FtJ . ,  F i r .1  rest r rc l i i  asupra lu i  K 9 i  L ,  .aven:  C '  I  =  p t

(punctul-bazF : K l \< e t- /K ) Ei:or ica.re ar f i  s1:af. iu1 x di.n diacrrana:

K <_:_+

I
F ( .  >

a v e r  ( q i n d i n i l  i  C r e p t  c o f i : , r i . r e ) :  c > r i s t d  g  a . i .  ,  1 " e  !
d

f  .  i  y l t  ;  ult inra, conCi t ie 1n-sea.nr^n,5 c5.: exist i  un punc
I

:
ast fe l  ca.  i  o  L sd se facEorLzeze (n in f i  la  orotopie)

\

d lea t  l n  c l i ag ran i .

d . n . < 1  .

p t € X ,
rnc,dr.il i-n-

l c
L * _ )

lJ-  /
0 '  . /

x//

L
q
d

/ K

L

I
I
e i

i n
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'  Deoarece ,  f i t *  tL /K) -  Hn(L ;K)  ,  rezu l r ; :  L /K  e  [N i ( { in l
9 i  dec i ,  l oca l i z i nd  .91  uz ind  de  p rop r ie td t i l e  l oca l i zd r i i ,  ob t l ne rn :

Ko J1 r  Lo  
to  

t  (L /K ) ">  p t ,  unde :  co  o  i o  ' \ ,  p t ,  s i  F ro -
pr ie tatea descr is i  na i  sus se r . " .en! . inc,  pentru or ice spat iu

X e L Q - [ , " ] .
Ech iva len la  ce  ca tegor i i  s tab i l i t i  i rd r  ne  per r . i te

cr iem aceastd.  propr ietate in caregcrr ia L M, l l  i^ ]  dupd

urrneazS.:

sL  t rans-

cun:l

( cu  t  T " :  s i  t  ,  unde  L  va

cles.erna anbiguu augmentarea

tuturo.r  a lgebrelor in chest iune,

s i  :  r t {  (T t tU t< )  -  O)

nxisCx siseara E a.  i ,  ,  Z " i  s,  T d.n.{  .  i .  " t r  s t
Fie ,  T f l  - t - r  HX] [L1K,r -oc ie l  r  in in .a t .  prop.  r r .4 .11 q i  con-

s idera l i i le  fdcure pe parcurs ne as ieurd cE ,  h  e  L i t4 i " f  in ]

sd r .a i  observdr  q i  cE ,  H*K ,  HoL r i r rere i rp l ica faptu l

cd n,oc le lere Tf i  \<  s i .  
"hL 

s in t  cu 'd i - ferent ia ld  nu1i ,  * " . i  f  ec i  .  T* .=Y,

ia r  iporeza ,  H 'eL !H)*Kin i : l i cd  ,  .H{ I I { f_ tg  J t  r  Hr Iy lL .
v o m l u a  r ' 1  , T V t  - r r y l r = H * y 1 '  d a r d . c l e :  T = Z r . 1 , , " iw  f  - - n L * ! * t ?  = t \  = ;  ,  e . J i  e x i s r ; .  s ; q e a r a  !  c a  n a i  s u s .aven: "  t  =

Exan:inind Jr""lnt"t- eomutariv:

H* ]q u i:---

)[k .-!-q L &- Tnlg
f , A r VI  I T  iI  t t  t
q *t  Yrr  ' /

HrlYlurx

T*t x
5

H,tTY\

rezu l t ;  i  i ro  in  F d e i  c lec i  t  TVIL/K : , '  H.*  )nL/K

1.9.  EXEIIPLI I :  Spal i i le  Thonr  l . " t in  '  
s in t  spal i i  formale.

ConsiderS-r i  f ibrarea vector ia lS.  un iversald:

rt/' (:  L- '  '  - t  L.  -+BUn (co: :nard . "  Lt ] )  Ei

c u  d i s c u r i  ( r e s p e c t i v  s f e r e )  a s o c i a t e :

Ix^ ]
f  ib , rEr i le



n2,v <____>

t
,l

32u-t c---+

pe: r t ru  i i )  ,  sd

G * A . G D ,  a p o i  r  c B  l a  i  )  s d

B Uu,

1t
BU,,.,

Spafiul Tirorn al lui

D in  [ t ]  ,  p .14  3 -L44  .

HdUtr . )  r fn h l

,)

. *
I

, c h -

i
. t

i$
: 1

t l t l  se defineete prin, 1"1U6 =DtEn)/5(L") '

s i  p . 1 5 I - 1 6 3 '  r e z u l t d  i d e n t i f i c d r i l e :

Hfs [tn) c u ' f c r l = 2 t  ,  4 * . i 3

s i  ,  A ( c ; 1 = c ;  ( ; < n , ) , ( ( t n ) ' 0

(dec i s u r j c c ! 1 e )  .  S e apl ic i  apoi

l e rna  18 .

F i e  x  9 i  * '  ,  s r r a - t i i  f o r i : . a l - e , 9 i  t  
t  

t  [  - " X '  ,  o  a p l l c a -

! i e .  Ea  se  va  z i . .  I o r1 ; . t i  daca  ap l i ca l i a  i nc l -us5 :  { t r ,  
f t [ ' )  - t 0 ' ( ,U

e  fo rna ld  ( i n  sensu l  i nc l l ca t  i n  f I . 5 ) .  Dac i  p rec i z i rn  s i  co rpu l  k  ( ca

C e  o b i c e i ,  d e  c a r a c t e r i s t i c 5  z e r o ) ,  X  g i  X l  r i n i n  f o r n a l e  p e s t e  k ,

i n  s e n s u r  c E  a v e *  d . ( X ( ' ) ) g '  
t  c  l r * t v ( r ) l  )  s i  a r r : n c i  f  s e  i , / a  z i c e  f p r -' q \  -  f l  \ n  ; K , t l  

d L u r I U r  -  _

nali. pesrg l: daci k-LcD ,rorirsi-.ul , [tX')sok'(1gg-rilH)ook e forrna-'r-.

Von prezenta,  in  s t r ins5 leq5tur i  cu exemple le de snal i i  for r "a le  date

gi  c i teva c lase de exe.rp le  r le  ap l i -caf i i  for ra le .

20 .  pROpOZTTTE.  F ie  t ' , i , t 1 '  va r i e tS ; f i  co rp lexe  ce  posecd  dac -

L e r a .

i) oaci Ft -*-_--= M/ e olornorfi, arunci, A(M)ofl gqatl 
"

for r .a ld  ( in  categor ia  F"-ACD) .

i i )  Dacd ur i  gruF d iscret  C acf ioneazi  pe 14 pr in  t ransformir i

o lom.o r fe ,  a tunc i  l " ( i . 1 )  e  G- fo rn ra l i .  j - . e .  ( i n  c . : . t eg ro r i a  C -AGD,  pes te  P . ) .

OQi ! ,  i  i )  rezul . td  urn" .Sr inc i  <Jer ionst ra 'L ia  Prop.3 Ei  observ ind

r . 5  oz ' . i r i . q r .+ i cn ta  -n r . r . n l n r ' , i r - - , i  ( 4 ) :  A . (M) ,3  i : * l , i  
"  

na t , u ra ' l  , i ,  i n  ra - l o r t  c l - l
v ! \  v * r s i . Y ! 4  : - - *  \ . /  .  d _  \ '  ,  r Y

ap l i ca t i i l e  o lo rno r fe

observdn ln t i i  c i  h  (11)  r iev ine in  ntc ' i i  car :on ic

rena rc i i n  c5 ,  i n  conc l i t j - i l e  noas t re ,  ech i va -
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lenta coomologicd (4) are Ioc de fapt in categor ia G_A.CD.

21. COF.OL3,P..  Fie I" l  ,  M, ca in precedentd.

R ' :

i i )  Dacd grupul  d j -scret  G act ioneazX pe l . t  pr in  t ransfornd.r i

o lonor fe,  a tunc i  r .1  e spal iu  G- fornal  ,nes le_-B ( rn sensul  cd. :

0(tt ' l )EaR d-evine tn rod narural c-F-cD peste R si este, in aceas-
tE  ca tegor le ,  .a lgebrd  fo rna ld ) ,

DElt . :  An'Jr .e le af i r rnat i i  rezul td i rnedj-at ,  obserrr ind id eehiva-

, lenla 
coonologicd (6) c l in derr .onstral ia cor.5 e naturald,  in raport

cu  ap l i ca l i i l e  .o lo ror fe .

22. rn.ogoz.uJEi-  Fie M gr-  M 
I  

spal i i  e ' iernann si .metr ice,

compacte gi  or ientate.

1) Daci i l '  t  ' Iu l f  e izon.err ie locala, arunci,  A[rq/ l  {ntnf t
e formal5.

i i )  Dacd grupul  c iscret  G ac l ioneazd pe r . , r  g : r in  lzon:et r i i ,

a tunc i  A ( I i )  e  G- fo rma15 .

DEM. :  rden t i cd  cu  cea  a  F rop .20 ,  oL ,se rv ind  de  c la ta  aceas ta
.cE  ech iva len !a  coono log i c . i  ( 9 )  e  na . tu ra l5 ,  i n  rapo r t  cu  i zone t r i i l e

l oca1e

23.  COLOLAR:_ F ie 11 9 i  ! , ,1  ca f ra . i  Fus.

i )  Dacd i t ' l  -4-*  M'  e  izornetr ie  local i . ,  ea e formald peste R .
' i i )  Dacd  g rupu l ' c l i sc re t  G  ac l i oneazd  pe  l . t  p r i n  i zone t r i j - ,  a tunc i  l I

e  spal iu  G- fornal  peste R.

se  cons ta t5 ,  i n  s f i r q i t r  cu  ugu r in t5 r  cd  a re  1oc  va r ian ta  pe

morf  isme a Prop.  13 ,  S i  anur .e 3
t ,

2 4 .  P I ? O P O Z T T T E :  F r e  X ,  X  , y , y ' snat i i  ( t runctate)
a l

f o r n a l e  $ i :  X  J - - y  .  X l  J r  r r '  '  '  ' : j - i  f o i r n r : r a i - o )t  , ,  +  Y  a5 l i . ca f l i  (punc ta te )  fo rna le .  A tunc i

i )  X *  Xt  #{ ;  \  *Y '  
"  rormald s i

i )  Dacd '  , l ' 1  t  =M'u  o lo rnor fx ,  a tunc i  ea  e  fo* .a ld  pes te

i i) X vxt +I-ft - t{ v'f ' e  fo r ra l i .
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s inten1 acum in r i , isur , . l  sa just i f icHnr  rnenl ionarea eonstant5 '

f f l c u t a ' , i D c a p . T I , a s u p r a p r e z e n l e i u n u i g r u p C c a r e 3 c t . i o n e a z H p e

aLqel : re ,  considerarea cat -egor ie i  G-AGD 9i  cezvol tarea teor ie i  rnodelu-

l u i  rn in ina l  i n  a . ceas tX  ca tego r ie ,  i n  i po teze  de  semis i rp l i c i t a te '

( s a t i s f . i . c u t e a u t o n . a t c e i n d a t s c e G e g r u p f i n i t , c f . e x e n l p l u l u i

Conte>l tu l  natura l  care imnunel i rarea ' f -n  searnd a-  s i tuat i i lor

de  t i pu l  aces ta  i l  cons t i t u ie  ca tego r ia  G-spa t i r l o r  ( s la t - i i  pe  ca re
' t?t

G  a c t i o n e a z S .  g i  a p t i c a l i i  e c h ) . . E  v i z i b i l  c d  f u n c t 6 r u l L ( ( ' ) '  r e s t r i n s

Ia aceast .E categor ie  c le  snaf* i i ,  j -a  ' 'za lor i  in  r "oc i  natura l  in  categor ia

G-AGD.

la inderl ind o teorie a nodel-ul-ui r l inirn'al

d-e exer . tpLu,  Ci -n urr : i toa-rea,  care re ia

Ava.ntajul d.e a avea

1n  aceas td  ca tego r re  re lese ,  
.

s i t ua l i a  i . i n  Cor  -  3 .  1  4  :

29 . .  PROPgZI I I I ' i  r i e

r . , ininal al  3t-r;ebrei Ct (  tK l)

un G-ccrr ' ' \r1ex 9i f ie

in  categor i  a  G-3.GD.

t f \  l f  t  norlelul

Atunc i :

T in inC

T h .  I I i  1 .  l 4  '  r e z u l -

( in  categor ia  t -GD) .

cont  t le  natura l i ta tea ecl - ' . . iva1en!e i coor :c log ice

.c  j - rn l  j -c ia le ,  n  ent ionat . l

G - I\GD)

D;i i i . :  F i .e ,  e,  ) \1 -  t$( t t )  un nrcdel  n i r r i ra l ( in G-AGD) '  Tinir
)

a . F r r r r r  i  { - a r r : a  o r : } r i a , s t  e n t e j -  c o o r : c l o g i e e  ,  C t ( K )  
g  C L  t l K \ )

I
I
i.
i

' :
I

i
t ,

l i

n1
i n  r a P o r t  c u  a c l i c a l i i

rd: Tf\ ,- 10ft tfct {' t"

-Y'\ 
rKlG\ 

- )\(rntrt)c

.  D in  r r .  0 .  3 .  re iese c i :  e  ,  YIG - '  &(K)G. ,  "  
c  -ec i r iva len!5,

) '

d , e  u n c l e ,  c c r i : b i n i n c ]  c u  c o r . 3 . 1 4  + i  d r n  n o u ,  c u  I l I  1 ' 1 4 ,  r e z u l t d :

Tl  rno  , -Y l \ tK /G\  ( t "  hGD)  
;

26. go4?rAR: Hrt t \K / C \) *, H* t\K\)''
Fe lu in i l  t l i s t i nc t i i l e  f 5cu te  od in ioa r5 ,  pu ten  enun la :

. )1  DD^. : )^?  TTT. I . :  Tn  i  lO : - -eZe le  c ie  ma i  sus  r  dac i  I  K \  e  G -
L  i .  t  r - i - , r -  - : j  *  - - -  -

f o r n a l ,  e t u n c i  \ f < { G \ e  sna! iu  fo r r ra i

I
F\ I l l r t  .  T I ' ia  .  O .  \ f \
: : : ' - '  

' * *  ' \  '  r f t

Aven  c -  ech i va l .en l :e  I
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t r a ( t w r G \  i * - '  " ' L ?H" [ l r t - ; , - +  ( k [ * I I t 1 *  .  Y  hG ( i  e  i - nc luz i ' n * , , , [ hh  + I rL  ) ,
izororfisnul , 1T\ - T'lI t<l ne pern'ire sd saslm,)n \.,t-tTll l  ,.r1 .

* . i . ,  
Y * = i o t .  t r rop .25  i nche ie  c lenons t ra t i a .

28' cqRo,LAR: Daci G actioneaz.d tr i ,vral in coor...o1dgia rafio-
nald a G-con:,nlexutui K, arunci,  ?f l  lFlC I 

-  Tl\  t f<l  .

DEr ' r : .  F ie  T[  ca in  prop -25,  27.  rpoteza supl i r , rentard
- t \

1np1ic5, UG citTII  c c - echivatenl i ,  deci ,  J[ l  . -  ]T\^.^n_ 5 - - ' . | l [ 1 t t 1 . y 1 9 .

rn  f i na l ,  P rop .25 .  rn  con t i nua re ,  i d  i deea  c ie  a  o l : f i ne ,  p lec ind .  c r .e
Ia  re la l i a  i n t re  r i ode le le  n in ina le  desc r i sd  l n  p rop  .25 ,  i n fo *a f . re

ra t i ona ld  sun l i r , en ta r , i  r . l csp re  spa l i u l_c i t  ,  lK /C l  ^ ,  lK \  I  G  r  \ " , og l
impune G-corp lexulu i  3 :  condi l i i  supl i rentarercare sd as igure fantu l
cd snaf, i i re ce intervin sint in I  N re{ i  n] .  Din notive ce vor f i
9 i  na i  c lare l :e  parcurs (c t t  g i  dator i . td  necunoagter i i  v reunu. i  a I t
t ip- '  de condi t i i  care sd as igure n i lpotenla spaf" lu lu i -c i t )  von" ,  cere:
spa f iu lu i  l k  I  . "a  f i e  i n  I  N re f  i r , l  $1  s inp lu  conex ,  i a r  ac l i un i iL  I . ' J
i i  von  ce r :  ca .e l enen te l e  t l l .G  I  lK t t  +  P l  sd  eene reze  Fe  c
( r - r n d e ' l k l ' J  = l ^ € t K l J  

1 -  
= , . l  ) ,  c o n c i t i i  c e : . n p ' i c ' ,  l K l l C

simFrlu conex (vez!  
LtuJ ,  paragraful  2 ,  renrarcS 2.  13) ,  $ i  apoi  ,  con:J: i_

nxnd  co r . z6  cu  . j h . r . 2 . re ,  as i su r5 ,  lK l  I  G  e  fN ie  t , n l
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