
*g*!L-g*g. | ,,n. "e-.

V"Bal ly  - l  Ct teva observa! ! i  esu3i r$ .  urXsur t t  caracber lsb lce abapabe

unui  procss Pc lseon punsbual

S.Bal ly  -  Procesul_ excurs i i lo r
1

V"Bal ly ,  i f ,Boboc,  t *shoica *  A,eupra aprox lm5.r l i  func! t i .1or  excestve

V"Ba l l ye I - r "S  bo ica  *  Reprezenbarea  func ! lona le lo r  sd lb i ve  cu  a iubc : ru }

b inn i l o r  l oea t i

V.BaLly ,  f r *Sboica *  i lua l ibabe penbru o c lasd de procese Markov care

adnal  b  b impi  loca l i

LnBeznea  -  u -p roceso
- . :

I *Cucu lescu  r *  l l i  bb tng  p robab i l i f i i es  fo r  uu lb id imens lona l  B rov tn lan

* ^  ! . J  . -ulo u l -on

G"Rd.ugu -  On Hunbts  (B)  Hypclbhes is

L .$ !o i ca  *  0  p rop r iebabe  de  d l chobon le  penbru  b ra iecbor l i l e  n igcS . r t i

brerwniene unid ime ns ianale

L . $ b o i c a  -  S i m p l i f i c a r e a  u n e l  d e m o n s U r a g i !



ilil*'.*-$r"xJ1:t'
? . . '  ,  ( r T T  i ) " . i . ' 1 -
J , i i a . \ . U a r - L *

"i'il:J-ssiljj ifiTil'tu.! !

Vlari r413ry

I n ' T t c / L / c i ; r t p : : e z c r r ' h r ' " 1 r t r ; r ' o c e s e i c ' l ' o i ' s $ o n l j i i l l c I u ' n ' l r >

* i :s- i rac, [e,  *c 'oce5e ca. ' .? 91L*osc *pi iC:3i- i  in t tcr ie pl ' ,OCcsc]o] .  j ' ; ; ' ' r " - i :o '

.  -  - . . - !  A. t  e: :cur 's1i-  pr-*ze:r tut  ln ;c* i ' : i ; : i -  J 'ucrare )  "  LTnrr i  *st f , ' : }

: " t : : : " : . ' r " ; - ; ; ; - - . r ,  
i *  *o t l  un ic  o  * *cur i  d*  " r i r : i i i ,  c . rc* ,  i r+

L 'Y  
j \ ; '  c  t r r ' / u  

.  ,  j  - . r  : ' , - '  nn - l  , ' r  ( i  ( :  t t i j . I * i z : " i  vo ' - l  i ;  c c

ter : r , . in ' j ,  n ; : i : i t i  u i * lu : : i i  c : : r ' i ic ter isr ic i '  f r l  cc l i :  c i i  u

c l t + v a o ' u * c : : v : : 5 i 1 . ! r : i n i : . 1 . * i : r 1 + g l i " | , u r u c u l i d l u r : c i i r . j c t e r i s i ; i c ; i , O b - .

$c'v.r oi i  *a;:e ; i tnt ec*n;irrs*nt+ cr- ip'. ine e tn rrr ' ist*cat rnrJ l '*y i-c::

: oL :8s r : - i - i ' o i $son l j unc ' t ' t - t : ' i l ' : : i q : ; ' : c i : ' r ' o i i - l - o l 'C :
l? i  -  - [n  acc*s"r ' i j  l l :s r ' i re  i r

te f aiosi.,r,  pei i . i ; ; .u Csi}$.iruc!i* Llno]] ai; : . tr,-; iui:ntt *f-, ;  r iu.pri lui lcci:]-

* i  *;: ' ' r- i  i l roce* i ' i l r ' : ;*v'  obeei 'vi:ui i le f; l i i i  srr i  t :Lefl ! ic:: iLe f j- i l ld : i l - l 'cu' i '

'n  lcest  ccntexr  *  In  ee1,*  c*  ur 'n f  .13 i i  to : : ie  af  i r . i ; i i : ; ' i - i te  vor '  f  j .  l r l

'  - '  ̂  +" ' ' ' '1n l : i :s ' irr: 'cie , )- i ' ;rbi;1r 'r l  $i :c' jLl i-" '

tet 'neni Ce i i 'cc' ' jse ' i jo:seon l-)ui ic LLrr. i ' ' -

t c ] . c f . a l o g i , r e f i i l : d c ' : l l . e . j - n I t c i t l , p a j . , l l { J r i ; 1 i . . : } r ? - , >

C.si:ii:n:l'u.}

Fi: " ?"25 )

Fj- , : :  Y uI1 ! r l .cc$$ tois$on punctur: l  (  p '  Po

**u de dci ' ' i ' r r is i ' t  ; i  (  u '  R(U) )  $ i i ' i rs ' ; i i r " l  de

, "i*l int: i ia 
notl l ie

A/[o, ) = eov"l I o* bX ft [o,tJ : Y,r€Al

i  e. :1; '$Qter ist ' ice 
(  | ; r : r ; : ' : i i r 'L 4

E ( N s , , f i v * )  ' A e a t u )

p n  ) r  ; y

s t : i r i  (  1- ' lo  /

,A  . 53 (u ) , t >
/ . ) ) ( Y

tJ  xA

i;rlsu"ri
; i  t l c f i n r 5 i r

( 5 )  h C 4 ) *

c in f '; o /'')-/



J,: : r t " : i :oai3i i -1-* .  ct : ,*  Urns:r : ; : ' ;  ur : , : i . rcsc e: :p l i .c i  bsrea nocr-r l r1 i

- ^  . {  6 . p ; 1 1 1  , . , ; l  : \ j :  ' i ' r r r n , . i  i  l j , = r ' : { . r ' t i  f '  :  U  - ?  n
I 1  i i U  - - L U l ^ ' ; i : : ' i * i  i ) ;  . l  i i : i U  i ; ' L  3  r  \ : r t  v 4  L j  !

r : . : . i . : r : - n 1 i ' i 1  : i  . i  r ' . 6 , 2 i  i . i r 7 ; i  1 l 3 f i n i r r  l 1 r n n a s l l 1
Y u ;  

j -  u - : -  V  L '  \ i  v !  A r r - ' j i l

fu: c::ri:

* (u  )

t 4 )

F  - > ' ?  l s  ; ;  F F

O )  ( r . i  )

t  i F  t  4 C Y - )
t  4 < t

i : r ln.* toercl-e i i rcpr ietd; i  i : : ie 'J- i r : te "

. -& !  -  a
L  r  -  d Z T  p t a € 1 4 +

u A  , 4 € ' D y

( c )  { s t {  +
.::i: Lr r; C: i r, iir 1 G (

t a \

zfe r  zf
zf  t= t '  l f  J*
A e  . B ( U )  a v e f f i

cleci r : i : r1- i t

lr-ri n ;i
'crec +l l* '3 l-*

non0 t o::i': .

I

l : l t l ' I

{ * A ^r A

I t i : *  d e

c + r- t  ^_-1j l(-:

o fu"nc

a f

l ' : : :C,-:C;,1.:- ' l  i i :  lJ tr '  t  La€Dt",
J

L g i : - .  i r i , r  U r € 8 ( U )  * ' i .
K

Ccnf *rn te c'::*:;:e : '  4 o')

, r . i  . ;C : .S - ; ; :  i :  CC i .  COn i 'C i - i t
i ) n  P .  i ) .  r J r - i

Ec LouDY?" f  qY: ) )=

u n d e  t  k l :  i € , V ) = D Y * '

i * o " r e c €  L n * D y g )  t  Z6eDys e-a / ' { (Y^ )

: ) roDo" i -3 i : l  * :s te  i ie i : lo ' l :s '1" ; ' : tJ '

i1:.-;i:l': t ci: :: tl ;:r' c i;*:i gie

f ,er ,e  i  2 .1 i i r :  I r r : i^ ; tcd[  i i  f l *y l -or '

i:gg.iig,:,3*r*ij. iri-., I 
* E+ ( {l)

"-**4 (Y:

c; ' l t ' ;  o gtnercl i : :r: :e i ' ' lcd-i i : ' i ;- ;

l - 1  /

r b )  - { * 1  * / { u z 3

T ln : r  
' i ) nn  - l - r - . l r

t \ i r r ! o

z t  =  Nr , f i xd

i ju i . :  c : i : , : :  o  c*nsecin;4 ine i i i * t ' . i -  f i  d* f ' : - r : ' : ' f i * : i

o; ,L ' i j . j .n i ' io /\ /  .  irr-opr' iet l : . ;r l 'e din ( 5 ) ;-ae }rr i i

f  € i j  (U)  c l i  ,? ;L i 'uo: ' 'L l l  un 'L t j -  : j ] ' l " ; i l : icn 'h  de c l ' : i - '

u - n o { C Y " ) )  =  
*  5  f J ,  p r  d > a

t , f * t U  (  n ( t l g ) d * .
-0

d:.r: i 'ro it/ , Y 
*= 

Y l" U* :; in't

t i , 'o re* ; : i  .$  n,$. , i ! '

L ;, e ( f ( Yr,t rr u-^'1 s*

t  \ u u l d *

f ac , r  5  {n l  a {n  (w



P pa.s. s1. Z{ est& Be subordinaton ds- T  , ,  &  a e  t > o& 6 u r 1 f l ] .  ^ t t  
^ t ,

drift nul ;$. i:l,[sur$ &*vY , " f 
'o 

,','Y r il>

$e*s  !  $ "a  d r t  *  ed  e *acxc i  Z ; *  *  a r '  L ,  4 -  a ' e '

s-* , * ,  $* * *  A1 ={o f * , t }n " i r :nc i

Zf, = s.Tf r",.: * N[orl*n?
{  Y t '  r - -  \ - ' - r -  L

fr*i:foii t*cr"l:s*i 5;i **n 3*o /L/ s I; * ^n stltt inde*
L o , L J X H {

p*nd*:rt* 6i Fpi.sr:*n r*p*rti.xate dc parnraetru

+ ! t r

n i : i f i *  n " {  ' [ * , V ) ,  d * * i
n

( s )  E (e ts f  ( -az f l )= l ; ' *  
?  

E( *axp  Qa*  o / f ' , * l *n l  )=

E li*. I *un C- d. n (n! )) C t - e- atln 
1=

h L '

F I*u  €Fr  ( * " t '  f  i  f  4  -€  *a t ln  
)  * (a | ) ) *

'1

E -  ?  J  f  , - n * d l k  |  .  
* . t

D e o e r e r : e  
.  € F p  C * { .  J  4 * e  ^ " o . 1  

, * f ' ( ' 4 ) )

, ,  a 4  : f  . ?  \  ? t u  .  * a d t {  t  f r l  , . , ,

\  u n,t  d n'g ' f t*1 ("-  (=) 5;  4* a*o" d n"F'  ( 'u) (*
' 1 3

{6} *.en*.eetx**#i-i *firE:eg*.i}* d* fi":ritr:di.*s { re*p. *nfinitudin* }

f****e tn prc;:*ui5** 3'  l j$mf::* ds v*r*. f i"*at fap*r:3 *S, s*b tp*teaa

de fi*it**i-::r*, *f est* rtn snh*r*i"net*r ( t*t t63 de;rsnstr*srs$ Sn

&e.cst- eaz nf i .rn:: i in .reL;r j . ' rrS La pnr.:ne'[r i i  sLrbsrr i instcrului .  ] '

, #**f*rta psa;:r$-*t$I:i.* lmrkov * tr.nll* pn pc p.
p p - 0

Z {  7 T  =  7 t  f  P  ' , \  '  \ -  ft  
t ru*  

L i  =  L 'u  (  a tY /  N,  t ,u  70
- t - f

est* * : t tsp*. idei i 'b de E: gi  $.dent i*  rcpsrt ia*t  4r  Ceci

u,cr rlx,sess cu. el: ' ;!tcri" i i :.1*pcndc.:ie $Iiog*ile C*c*re** f
'tri

ti.v;'r , 
' i=t' es'ia cres*st*;' gi ri*;:rr:rrniragi"a ss te:ln*n$.

3 s

a r S ,

*f
d.t

*ste

wste

p*ai*

*kx- Iri* 
]f 

= f 'rf I a: Z*o= .>- 1 C*nforn pr*pnmig*.ei 3

5 $od drT {*o €} Jf  = *  ?  ̂ ' t ' f ' ! f n a c v

* f f *

, a s - { a } T { * o  P * . s "



't'

t l l : c : i L i i . l i l , : i ' ; * ; i : ' ' , : : i = i ! . ' i ) r - ; C ' l : ' : ' . : i ' : " : ) g i : C 0 ; ' i : : i ' " i l ' l - ' i r j l ' - i : l - i : i j : . : : l t ' ' ' i l l " ( i : ' i r - \ : : i ; i " i : ! ' ? : -

r s " ,+ dn {** ,:, ' i i i t .t ' : ::.
, ' - , - i j - . i . : . r .  . . * l l , . .  - , - '  '  r ' :  '  )  

' f ' ' '

F ( ! '**u** etzi )* * ]g*r'

, ,:i-i; J- it) i:'i':: .i:'L:: "

i l . . t i  1 i . . . -  i ' ,o.  - l r : : , ; . : l ' ;c.r ; .  1 :" 'u: i - i ' : . ' f  : : : ' i - ' i : { ' j i : i : i i j i i i - i  ' ' i -L. l ' l ;c i" ' : i i  
' i r l  : ' - l l r ' l ; i :v : i ) : i 's i l t ;1 ; : i : : : : '

j : r ,cci l : , . . i  i : . , : : . ;*  r : : r '  t l : :  ; : : , .1-. ; i l : ,  j : . : , : ; : i i r : i* : , :  i ;1 ' : : , i ; l : iu ' l t . '  ( '1: ' i  ; : ' ' i l ' i ' l lL i ' : i  l i ' ] .  l '  l ' -

* : : .1.  * . i r . i . i , i - t , - ' i  j . ,J; : t  t - : : : . . " i  * ' : t ' r - l : . : i : : i . i : , ' i , . : '  : l - t ' i 'U"

/?i  i : - i "  , : i ' . f . : - l : ' i : t , l i . i  l , : :*  : - :u, .1 '*  . l : : ; .1.1r. '  ,  i :Oi:ai ' i r . ' i l I {" i " i : l ' r :  C' i '  i ' ' ( ]Ci ' r ' l -  ' : l - i - i - ' ' ;  
" i ' : ' '  

'

r  ; . . : - ' - ' .  1 ) ' . '  . ' l  - ' { : - 1 "  ;  : ' ' . . ' " ' ' ' ' { : r ' " : ' : i  ' : ] - - i  l ' l ; ' ' { '  ' ' :  
' l i : - : - t  i :  V 1 r :  l ' i ' "

Cli:.;':-r':' ' * a:l F 
'1':.i --]'-i':i i "1":";-rij ) "



tli*cii$u.1"' i:gl!.:!#*ii-:*

t ' , ' l t i F  i t ? .

) t  l ) L *

Vl-*d ll*ilu*

V:'*;:t ei.1. r-1*r;:on;;t: ' fn c:ir i-rrccecltl '  exeiu:sii lo; ' +t: ' ;et ' ;rtui

r-;t:.::rri:::: ' i  e *i* proc:r-:$ ; 'oisr*n 1:runctuli l- ( Ito i: ' / '  p*r;gr'*ftt l-

2 : 6 ) . l l c * ' i ' : n o t l ! , i i 1 ' * s i * t " i i n J - u ' c : " : ; ; ' c s c j ' t a t i ' i '

c le ' !c ;Pc1c*

r Y  t c u

Corrgj'{:jcI.:i ix t:n proc.ss *i.*nd;i:.fj :i ; t-ffi., 4 , t+' 
,xt, at,

cL1 ;;rr* i , i r :1- de * ' [ : i r i  { ' i ' ' ' re ),  s€' ;  pu' l rct re;;ul-+' l '  ' : i  : : 'ccurcnt 1i

- i i l , : ; : , i i - l - l o r e l " i n f i c L l r r o * i a ; t i l ' i a l - r " " : ' : o i - - i ; n u i i i i . :

r  f t >  
- S  t !  \ *  I

E o (  \ "  n - ' J L * ) = t

\ l  v ; r  . i :  J ; l v i - l l t g  l u i  ' i - t I  n t - l  c ' i  :

c ,  =  i " t g  I  s > O
" t r \

l : l c i $ r  U  =  I  f  o , h )  U i

;1;.orollcri , i i  de :i ' l i- ' j 'r: i  lrf oc tlul

: . l r }  dt  st : i r i  U )  I

D' '1
T , J

i
l^J

* 1 !

.a lrr'::l a
u - f * J

r  t  t ?
r  L s  d v l

l i  (U) l :or* i- j^r,r :rul  dci

pit i lc t i i :1 :t l  excurs: ' i1'c>

. l  n  t 1 n
L , l  v  ( l r r

- : . v

- . i n V
r : j j .  V r i  I

* i : l t? ic i ' * l i

; i  ( 2 )  v 0 r

j t c  ( "53  €  )

r'* 1ii: p"i.'.'si-rr:'

i i i : : t l r i i : ,  c - i

sr int  ind*P*nJct:- te

i j -c r+1-r : r ' ' i , i r i i t  cu Y i

f i - ,Jt l l r ionst ; - ' i t+ rc l - : ' r t i 'v

j o

i i r  r i s : i  v l  f i  P reced ' r t i l

tt,,, i t ;::rop:'3.0'i l ' j ! i  t"}c lt-t

. .-fr
1 . \  ^ t a n l )  ?
-L(..1 U .I -t, t/ rJ & i

b y * t * , S s - S s - - A S r ) O 1

Ys (t) = f * t s'-+ t' ) rt.' *, 
lt 

=j '::'
{ q .  t ' t  t > ' A S ,

vreni *.j. . i .e',,nr.,utr,)i i l  c' j  Y es'Le ;r"o**o -rois,ton i lLlnct't ' lcl t

, iec i  c l i

( 1 )  * { t Y

( 2 )  d t  Y

( r:f ir;: ' :r f i i-Le ( 1)

^ A , . ' . , : o t l : ' , :  i - 1  j - t  : -  t c
/ '

i)*;'roit* t

cb r*:'v *!,i"i' rli:Ii 'tl irl

_ - ; - ,  i 7 n
l - i  l :  \ - l  L



a

4a.- C rn

{ T }  S ,  = S ,  +  S ^ o 9 l  & o $ o  {  c r -  t e  s > ' s  }
# * c  - +  l J  ' f
L r  -  L  v

(4)  $* sste t i * rp de spr i . re (  er  t>S )
b

i 5 )  $ S  *  f u  *  $ * o 9 T o  & r s e  {  e r  t } r t }  }

c - E a

(  AS nstet  T*  *  i r i ' f  l t>O t  Ht  *  *3  )

{ s }  A s * * * *  *  A s u ' @ s  |  & e s e  {  c r  g t  u > t }  }
t *

. I,#r* a*unt cftevet pr*pri*tdki. sle lte*' Y 3

( ? )  Y  ( F 1 * ) * Y

Ics i  :  Ccnforn { t }

pt
pt

*  < a S o { 6 6 ) e , A S a
t b  A s a ( % " 1 * A S ;

b* ter)  = t  a>o,A so(o")  1o]  *  la> ' :  A€alo]"  by

Fen"b r *  *€Fy  *$y {g I * )  s vem

y,o {nrr*t, t) * X ( so- {pTr("l * *r sy e*",))

g g -

gi t*t e*xefcrn (5 ) t

X ( s;-f sr{r't)Fto *a**t= X C r^* Sr-(soce":)) +L,ea} x

s ,  XCS,*_+ t ,u )
gi" sstf*} {'f } es'[a deil*i:strs€*

0 $rsxsse Smed*st$ * 1-a* (?i este

rs) rx f 
" io tf )) 

* F*{Al fr4 tn) e*.. N&e) 4 6 'B(H) ' o}':

u n d e  
N L ' t  ( ? ) e  € a . v o l  I  u e l r  n ( b ' n l :  Y ' ' € 4 1  b ' o > o

*  
\ "  '

sen , r  E " (Nq: f f i lx  En(  v ' ;o  (Y@r)))*

* 6o(F"x {r*) ( N io,r,i 
* Eo( u|o (y ))

$S scnsiderl*a ee*n u-r: e*"line1ru :

f q r  A = O  C X ,  e f r e )  * *
\ d . /  - ' r j -  t e  & { < d . o r . . < k i  4 * e r



) 1

${ i  cb$Q1'v5.n

( r f i )

l c c a r * c  *

ko tv) =
&-qr c a3*)

'  ( tc, bi*,f

u(d  ? '  X

n ( i
. r . l

x
u <

A ,  . r A s * ) z. '  
( u , " o )  i  = C

A S* € fs,, Ft'

iTrd Ai fx 
{'+s*) ,T.. 

t

boS,f*o(t i (as*) 
€

at .  A€ ' .BCU) b '  t>"o

( c: ';c i

,.!:o ( Y )
:x t i"lrcl c

a,t f
j 4

{ i
k. r(4 , N 

;,tti 6 aru) ='{Yti t

r .<€)  e*  (N; ; , r i (y ) *n i

,  \ (c ,  H j  *  * tu)  f '  4 , *

,/ ;,

15 *)=

ys "t)
€N.

^  ( e )
F , -  t

t,

.F
v q e

-4-

*j + $oS $,rS(  S .  e - *<  S^_ ). .  ) ,  ( tc )  ne garr :n tear*"  ss '
U -

€ 4i  . .r , 'nr. i . !r , i  ci l incir ic: i" U'n a::g*'r l ien-L eje cl le{
A  l l u ' r l  

L r  a

JA

l .O: i* tCn

] } e l r l C } : s e r v * n i . n i i i c l , j " u n a r ' g u r : e n , t . i e c ; l a g l i r i o r r o t o n $ f g * i l

i : ' i  d*:inn'*tr ' ' jvres ]-ui t11i peir'brri l i  cl l ini ir icfi ( de forna'

.  a  v  g i  i t t l  ob i i r t * i i t  :
aces t ,  e t? ,  ,  fo los ind  ' Je f  in rg ia  t i r i  o f  *

r (n s -.r) g 4 r *,:fi,i#*u),?'r; 
ct*,.or,]-..Fr nu,'"

= 
f ro^ (q ' . ) \  

q 'u  i=o
Cjonf lor ' i : l  (  6)  *ceast* se sc: : ie

k-r , r A su(8s,)) I .nE ( trf r i  +Su(rrul) !, '{- 'L {,^lSsu(es+.I A 
n rtlrl,ia' 

-S''gJ' 
tr{ i

u(A to , * /

s  N ? o ( Y ( F s ,  ) )A \ d * \'t- 
'i;'lflr r-rn x€F

Trece:tl i ;eu$ l-a 'Jet:onet::*;ie prop:riu zio:' i '

= r* ( Ni;oo unul .
p+n t r - u  o r i c *  , ,  ,  t l  

€  R+

l - ) i 'opr iu aise I

. , 0 , A { g , y )  *  N o u ( y f p < ,  ) )
( 1 1 )  N ;  t * t - '  A  \ * . . - b #

l:f ir'ria !i:: L* crice 'i€ IJ (U ) "

U u l t i n i , : b l e r v * ! i ' e c s t e n e c e s r i x ' i . i ' n e i n { ; c a d e : : l o n s t r *
gir:i-

r :uf ic i"*:

{ 9 )  ) '  r r



i lonf  , ; : :u i i , isurt i : i l - i  t i ' ! t i  s  tn] : i l . i tc  <1ul l i  (  r '0 )

*';: 'GJ) * Nf;:"no tY) * G*-

- i  cc i i ' f ' r : rm. i i : " )

hl "'*i r* Y)= N ";?' C 'rt*J)
"  n i  t 7 * '  f i i -

dcci  rp l - ic ind pr ' rp : : i t t i r ic : r  t * re6 '  i : j ' * r 'kov pe

l,"r 'r . i ' :nul- ci: ir i  l t fnl: ' t  1r-r i  ( 12 ) d'cvi l :c 
\. ,

En (  N: :0 ,  ( * *y)*  [ i  i (  k  E 
X (s t - )

K ;  
- t "  I

c:ire, eortfc-r:ra (s) { tnir*r: 
' i 'otr;: ' tt

t ' :r::, i t;rul ' ; in d::e;i1:t* lui (1? ) "

CCet*  G, : ; : ,ons t r r ; t  ( l -2 ) ,  (1 )  e i  (2 )  u : : ' i ne l ;z i i  b< l l le1 '

. ? ' a i s s o n i ' o l n i J i r c c e s s c $ ; i t t a c i : e d i o l i i t : ' l ; o v ' r u o c e s $ * $

Ic'6e*ee-]i;r.5;e of the Si:lt 'h r+rklcy jyiaposiun on

i . is ' i ,heiret ic*1 $t i l  t ' is t : -c s a 'ncj  j " robabj ' l - ' i ryt  1"9?C'

ir*))
eg*}- ell

t i i l i i :u} cle oPr'i::e $,r*,

,* 4(Y)*7r/,1

J  l r v! - r ! 1  i  - -  n

i i k  i r t r r
gi lner# l - iast*  )  r  e

t i : -  u l iog: 'sf  i ' *  *

/V i i "  f . to "



ASUPRA APROXI} ' IARIT FUNCTITLOR EXCESIVB

de

V . B a l l y ,  N . B o b o c  S i  L "  S t o i c a

Ana l i z i nd .  demons t ra l i a  da td  i n  I  Z  pag .  2J  pen t ru  o

teor .emd de aprox imare a 1ui  Hunt  au rezul - ta t  urmdtoare le fapte

m u l t  m a i  p r e c i s e .

. F d

F i e  X  u n  p r o c e s  d r e p t  c r l  s n a t i u l  s t d r i l o r  ( E , E  )  E f  f i e  A

o  func l i ona ld  ad i t i vd  con t i nud  cu  supor tu l  f i n  M=supp  A .  Vom

n o f  a  1 1  n t r c l  e t r l  n n l - e n f  i  a l  a S O C i a t  1 u i  Ar r v u q  - a

u o f  ( x ) : E x t $ r { x " ) d e = )  ,  t 6 Y  +

6 i  vom face  p resupunerea ' cd  UO es te  un  nuc leu  p rop r iu .

F i e  ?  =  (  E  t )  , 6  a = i n f  
( s >  0  /  A = )  t )  s c h i m b a r e a  a l e a t o a r e  d e

t imp  ca re  es te  i nve rsd  1u i  A "  P rocesu l  cu  t imp  sch imba t  va  f i

no f  a f  r : r r  Y= (Y , )  7  Y -=X  . r  s i  es te  un  p roces  ta re  Markov ,  con t i nuu*  \ ' t , '  - t  - -  a ' t

1a  d reap ta  ce  i a  va lo r i  numa i  i n  M .  Rezo lven ta  asoc ia td  aces tu i

p roces  es te  de f i n i t d  pe  E '  i n  f e lu l  u rmd to r :

Se  cons ta td

n a n f r r r  V  e a

cd  W =U-  es te
v n

ca rac te r  i zeazS .

w  a  f  ( x )  = E x  { 5 0 * . -  
a  = f t v  \ x - \  t ^ Y  v E E

l z r Z S l \ - L > l ,  , * 9 +  ,  ^ v u

nuc leu  p rop r iu .  Func t i i l e  exces i ve

a s t f e l :

o  f unc l i e  un i ve rsa l  m5 .su rab i15 .  A tunc i

dacd  s i  numa i  dacd :

Lema I

F i e  v : E ' # [ 0 , * J

v  es te  exces i vd  pen t ru  Y



r9
a)

2 :

v  es te  exces i ve

V=P^rV
IVI

pentru X Si

!ssq*s!Ie!:s
Teorema de aprox imare a func l i i lor  excesive pr in  q i rur i

monotone de potenl ia le  se poate apl ica pentru Y deoarece nucleul

sdu  po ten f i a l  es te  p rop r iu .  De  aceea  pen t ru  a  ve r i f i ca  p rop r ie -

\"o *
t 5 ! i 1 e  1 0  g i  2 0  v o m  p r e s u p u n e  c d  v = U O f r  c u  f € b E i  .  D a r  a t u n c i -

ambe le  p rop r ie tA l i  se  ve r j - f i c i  u$o r  p r i n  ca l cu I  d i rec t .

n r \
Ror : i  n roc  sa  p resupunem cd  v  Sa t i s face  1 "  g i  2 " .  Rez l ta

imediat  d in  10 ce

e x ( v ( x =  ) ) { v ( x )* t

Tin lnd cont  cd E este cont inuu Ia  dreapta g i  u t i l iz ! -nd un arqument

de supermart ingale,  obt i -nem:

--x
lrm -Ei

t+0
€ ,

f

)  ) = n x ( v ( x  a  ) ) - F * v ( x ) = v ( x ) ,

deOafeCe  t r ;  =T  ( r ra . z i
( - )  

* M  \ v v a *

v

( 3 . 5 )  c a p .  V  i n

Deoarece  Mt=M rezu l t i  P  'P  -=P- -- *  - M ' M  - M

func f i e  u  ca re  es te  exces i vd  fa t5  de

excesj -va fa td de Y.  Aceasta impreund

po ten l i a le .  va lab i lS  pen t ru  p rocesu l

F ' J  r
L T J J .

.  Deducem cd PenLru or j -ce

v  f r r n n { -  i  :  r r = D  l r  d a r r i  n eA  |  - ' -  u l l v  k l q  v  i  
M s

cu teorema de aprox imare cu

Y ,  ne  conduce  1a

Propo z i !ig:t#

F ie  u  exces i vd  pen t ru  X .  A tunc i  ex i s td  un  $ i r  ( f n )€  b  E

as t fe l  ca  (UAf r )  s i  f i e  un  S i r  c rescd to r  de  func t i i  nd rg in i t e

*"
*

^ i

P*U (x) =t i* uofr,  (x) , x € E



3 *

Deoarece  Un  es te  supor ta t  de  M rezu l td .  cX  pu tem cons ide ra  cdA

f - = 0  p e  E \ M '  n ( N .  P e n t r u  a  p r e c i z a  g i  m a i  m u l t  s u p o r t u l  f u n c -n

l i i 1o r  ( f n )  avem nevo ie  de  o  l emd  aux j_ l i a rH :

Lema 3

F i e  A ,  B  f u n c l i o n a l e  a d i t i v e  a s t f e l  c x  u ( x ) = E x ( A . o )  < " ' < :

g i  v  ( x )  =Bx  (B*  )  <  @ pen t ru  o r i ce  x  €  E .  Sd  no tdm

w = i n f  ( s / s  e s t e  e x c e s i v d  ,  s  b z  s u p  ( u r v )  )

A tunc i  ex is td  o  func l ie  f<V.u ,  0< f  \<  1  as t fe l  ca  func l iona la

ad i t i vd  a= (Ct )  de f in i td  de

+-

c,= f l ' ,  , *^  )d  (A^+B^ )E  J o  s '  s  $

s d  a i b d  d r e p t  p o t e n l i a l  f u n c l i a  w : \ ^ r ( x ) = E x ( C , * ) .

PsLssSgegis
A v e m  s u p ( u r \ r ) = r a . r - i n f  ( u , v ) .  D i n  T e o r e m a  B  d e  l a  p a q i n a  2 r 4

in  [  3J  rezu l td  cd  w  es te  o  func ! . i e  exces i vb  g i  u+v -w  es te  to t

exces i vS"  Fun r : l - i  a  f  oq1 -o  fu rn i zaLs .  de  genera l i za rea  teo reme i

lu i  Mo too  pen t ru  s i t ua l i a  f d r5  i po teza  (L )  ,  gene ra l i  za re  da td
a  F . - t  _ - - )  y  ^  f _ - ILn  L  4J  g i_  demons t ra td  scu r t  i n  L  5J

F._r.gA-o, "iti.q-J
Sd presupunem cd ex is td un g i r  de mul l imi

as t fe l  ca

(t{n) , ,M.rc }4r.r+1c M

u o ( x , M \ U M n ) = 0 ,  x €  E .

A tunc i  enun ! .u I  de  1a  P ropoz i l i a  2  poa te  f i  p rec i za t  a leg rnd  6 i -

ru l -  f '  ast fe l  ca ln  p lus f r r=0 pe f  \  Mn.



pentru

Demonstrat ie

F i e  ( f  )  c ' i r r r l. - n ,  y r r  q .

U i  I - D L T I J  U r
A ' A

n

o r i c e  t n € f

f u rn i za t  de  P ropoz i t i a

( f , l  ). " . M  I  f

n

,  rezu l td

2 .  Deoarece

M  ) )
n

s u p U O f r r = s u p  
? y p  U A ( f i , I M  )  ,

n n a \ n n

T in ind  con t  de  Lema 3  rezu l td  cd  func l i i l e

v  = i n f  ( s  /  s  e s t e  e x c e s i v d  s  2  s r r n  I i  ( f' n  "  7  : : Y  " A  * - i
a s n

se pot scrj-e sub forma rrr=UA9r,

sa t j - s face  cond i t i i l e  do r i t e .

cu  g r r r=0  pe  B \Mn .  S i ru l  (S r r )

Remarca  5 .

un g i r  (M.r )  ca in

fn cazul  j ,potezei  ( t )  in totdeauna pr : tem alege

enuntu l  precedent ,  format  d in  mul t imi  compacte.

Teorema 6

D r a c , i n l r n e m  c d  n u c l e u l  p o t e n t i a l  U ^  a l  l u i  X  e s t e  p r o p r i u .v q  r r u v r v u !  ! _  _  _  _ _ _ 5 _ _ _  _ o

Fie M o mul f i -me aproape bore l j -and.  urmdtoare le af i rmal i i  s in t

ech i va len te :

c
a)  Pen t ru  o r i ce  func t l -e  exces i vd  u  ex i s td  un  S i r  ( f n )c

,  # *b b ;  a s t f e l  c a  f r r = O  p e  E \ M ,  U o f r r ( U o t . r n ,  $ j -  P . u = l i m  U o f '
" M

b)  T*=T* r  & .s .  r  unde  M '  es te  supor tu l -  f i n  a l  t impu lu i
I'I I't 

!

- oo c u p a r e  A t =  J o  I M ( X s ) d s  a s o c i a t  l u i  M .

Pe$elsErqgg

de

Sd  p resupunem cd  es te  i ndep l i n i t d  cond i t i a  b ) .  Deoarece

Uo  es te  un  nuc leu  p rop r iu  rezu l td  cd  g i  UO es te  p rop r iu  g i  a tunc i

p u n c t u l  a )  r e z u l t d  d i n  P r o p o z i ! i a  2 .



^
D a ^ i  ^ * ^ ^  ^  XK e c r - p r o c f  s a  p r e s u p u n e m  i n d e p l i n i t d  i p o t e z a  a ) .  A t u n c i  r e z u l t a

ce  pen t ru  o r i ce  func f i e  exces i vA  u  avem

P*u=F*, P.ur 4 Prr u

L U i n d  U = U  ( I - - )  -  r r r r  K  r . n m n : r ' l -  r 1  i n  E . n l - r . l - i r .
O Kt ,  L.Ll n uLJtrryd.u L Ll. t- tr  l i , rLJIJ g_t-t le Et

prqu (x) =Ex.( 
f f i*t* (x= )ds) S E" ? 54, rK ("* ) ds ) =pr,u (x) .

Pe de  a l t d  pa rLe  un  ca l cu l  d i rec t  a ra td  c5  T r t . (T l t f  a . s .  A tunc i

d in  re la l i a  an te r i oa rd ,  ca re  a re  l oc  pen t ru  o r i ce  K f  rezu l t i

m - m.M- rM r  <1. .  b .

,  Igo:SggJ.  Dacd Uo este nucleu propr iu  9 i  l i t  este de t in

Ko_sa t i s f5c ind  b )  d in  Teo rema 6  ( i n  pa r t i cu la r  dacd  M es te  des*

ch i sd ) ,  a tunc r  ap rox imarea  de  1a  a )  d j . n  Teo rema 6  a re  l oc  cu

func t i i  ( f n )  ca re  i n  p lus  au  p rop r ie ta tea  cd  mu l . [ im i l e

T t " l t t  s l n t  compacre  g i  i nc luse  i n  M .

Demons t ra t i a  rezu l td  ap l i c -1nd  p ropoz i l i a  4  "

['l

[rJ

[:J
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R E P R E Z E N T A R E A  F U N C T I O N A L E L O R  A D I T I V E  C U  A J U T O R U L  T I H P I L O R  L O C A L I

. tNJS0.pucE$g

l n  a c . e a s t S  l u c r a r e

c o n t i n u e  ( C . A . F )  a l e  u n u i

de

V . B a l l y  s i  L . S t o i c a

v r e m  s 5  s t u d i e m  s t r u c t u r a  f u n c ; i o n a l e l o r  a d i t i v e

p r o c e s  s t a n d a r d  X  a s u p r a  c S r r r i a  f a c e m  i p o t e z a

l i m  y ; ( x )  =  
f * ( x )  =  1

Y+x

5 Ji v(t{q )

= - l t i .  P e n t r u  u n  a s r f e l  d e  p r o c e s  a  d o u a  e q a l  i t a t e  d e  m a iI V

s u s . n e  a s i g u r E  c d  t o a t e  p u n c t e l e  s i n t * r e q u l a t e ,  d e c i  a d m i t  t i m o  I o c a l  L x .

0  s e r i e  d e  a l t e  p r o p r i e t S l i  r e m a r c a b i l e  a l e  p r o c e s l l u i  X  a f l a t  s u b  a c e a s t }

i p o t e z E  s l n t  d e m o n s t r a t e  ? n  p a r a g r a f u l  i :  p r o c e s u l  e s t e  t a r e  F e l l e r ,  f u n c l i a

( x . v )  * +  < f  ( v )  e s t e  c o n t i n u S ,  t o p o l o q i a  f  i n E  c o i n c i d e  c u  t o n o l o q i a  u z u a l E ,I  x ' "  - " ' - - '

f u n c f i  i  l e  e x c e s i v e  s i n t  c o n t i n u e  9 i  i m p l  i c i t  o r i c e  f u n c t i o n a l S  n a t u r a l S

e s t e  C . A . F .  ( f u n c ; i o n a l S  a d i t i v E  c o n t i n u E ) :

, l n  p a r a g r a f u l  2  s t a b i t l  i m  o  c o r e s p o n d e n f S  b i u n i v o c E  i n t r e  C . A . . F . - u r i

9 i  m S s u r i l e  R a d o n  p e  E  ( s p a f i u l  d e  s t E r i  a l e  p r o c e s . u l u i ) .  M a i  e x a c t ,  d e m o n -

s t r S m  c E  p e n t r u  o r i c e  m E s u r E  R a d o n  \ /  ? n d e p l i n i n d  c o n d i r i "  S  v ?  . ( x ) d  t ;  ( y )  d - o ' .
"  I Y '  . J

A
: 1  t *, t , 1 .

v

e s t e .  u n  C . A .  F . c u  l - o o t e n f i a l  f i n i t  9 i  r e c i p r o c ,  p e n t r u  o r i c e  C . A . F .  c u



l - p o t e n f i a l  f i n i t  e x i s t E  o  m S s u r d  1 )  c a r e  s E - l  r e p r e z i n t e  c a  m a i  s u s .

P a r a g r a f l e  3  9 i  4  s i n t  d e d i c a t e  s t u d i u l u i  c o n v e r g e n f e i  C . A , F . - u r i -

l o r  g i  a  p r o i e s e l o r  c r e s c 5 t o a r e ,  c o n U i * t ' " a  i n  a c e s t  s e n s  r e z u l t a t e l e  d i n

I r ] .  D o u S  t i p u r i  d e  c o n v e r g e n f E  s ? n t  c o n s i d e r a t e :  o  c o n v e r g e n f E  u n i f o r m 5  i n

L 2  ( m a i  e x a c t  s r r h  d i s t a n r :  . l  i n t r n d r r c l  l ; r  ? n r - pr b ,  d r  s t a n t a  d Z  i n t r o d u s E  l a  ? n c e p u t u l  p a r a g r a f u l u i  2  d i n

1 1 ] )  t i  c o n v e r g e n ! a  a p r o a p e  s i g u r E .  p r i n c i p a l u j  r e z u l t a t  d i n  p a r a o r a f u l  3

( T e o r e m a  3 . 2 )  a f i r m E  c E  p e n t r u  u n  g i r  d e  c . A . F . - u r i  A n  c u  p o t e n l i a l e  u n  t i
o ^

m 5 s u r i  d e  r e p r e z e n t a r e  ' t i  
n  ,  s i n t  e c h i v a , l e n t e  a f  i r m a x i i l e :  n n  - - 2 g -  n  ,

1 ) n  
' " - * > Y  s l a b ,  u n  * * + '  u  p u n c t u a l .

P a r a g r a f u i  4  p r e z i n t 5  d o u 5  m o d e l e  d e  a p r o x i m a r e  a  C . A . F . - u r i  l o r  a n a -

l o g e  c e l o r  c u n o s c u t e  p e n t r u  t i m p u l  l o c a l :  p r i m a  c o r e s p u n d e  r r t i m p u l u i  d e

o c u p a r e ' r  i a r  a  d o u a  , , t r a v e r s E r i l o r , ,  ( a o * l E r o s i n q s ) .

C O N T  I N U  I T A T E A  F U N C T I E  I  v ,

c o n s i d e r b m  u n  p r o c e s  s t a n d a r d  X = ( a , 3 :  , F t , X t  ,  F t  , p x )  c u  s p a ! i u

d e  s t 5 r i  ( r . ? )  l o c a i  c o m D a c t  c u  b a z S  n u m 5 r a b l i s ,  p e  c a r e  i l  p r e s u p u n e m  i n

p l u s  c o n e x  ( a c e a s t E  i p o t e z i  v a  f u n c f i o n a  f S r E  m e n l i u * r e  s p e c i a l S  i n  t o t

c u r s u l  l u c r E r i i ) .  C o n s i d e r 5 m  d e  a s e m e n e a  f u n c l i a  f  ( v ) = f Y ( " - t * )  ( T  = , , .
l x  ' '  x

= i n f I  t : X a = x ]  )  a s u p r a  c E 1 6 i a  f a c e m  i p o t e z a

( t .  1 )

A  d o u a  e g a i i t a t e  d i n  ( t . t )

t i m p  l o c a l .  V o m  n o t a  c u  L a

i m p l  i c E  c 5  o r i c e  n u n c t  e s t e  r e . g u l a t  d e c i  a d m i
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- a r f i a l  i n t r e b d r i i  d e  l a  p g . 1 1 0  d i n  F r i s t e d  9 i  T a y l o r  I 9 B 3  f 3 i '

I n  l uc ra rea  l u i  Ge toe r  9 i  Kes ten  l LgJ  s ln t  da te

: :nd i l i i  su f i c i en te  pen t ru  ex i s ten la  une i  ve rs iun i  con t i nue

: . : .  ( t r x )  Pen t r t l  L .

- : : a l .  I n  1 : r e z e n ! a  t e o r e m e j -  d e . r e p r e z e n t a r e  a  c . A . F - u r i l o r  c u

:  - , u to ru l  t i r npu lu i  l oca l  es te  na tu ra l  sd  p resupunem c5  f i eca re

r : i en i  de  ap rcx ina3 :e  pen t ru  t i npu l  l oca i  se  poa t ' e  adap ta  pen t ru

: .  l a  o  sc i ren i r  c l e  a .p rc rx imare  pen t ru  c .A "F -u r i .  I n  aces t  pa rag ra f

- , - : : i  da doud ast fe l  de scherne cu un conl inut  in tu i t iv  p i l tern ic :

:c1e corc)spunzdtoare t impulu i  C 'e oct ' ipar :e  g i  t raversdr i lor

L 7

in  p lus L adm. i te  vers iune ' '  cont inud in

T in ind '  seama de  con t i nu i ta tea  l u i y
/

-3  a i c i  r ezu l tX  cd  u r r * f *  s l ab .  ( i )  u rneaz5  acu rn

: a r  t ; i l  d . i n  r e m e r c a  ( 3 . 4 . )

4 . Ar:rox imar:i pentru - f glq-!i93319**4glqlvg-ggtrFiltlg

Existd n ia i  mul te  scheme de aprox i rnare a1e t inpulu i



'  
a A  '

l-o ::
I '

a  
, .

i .cc*meJosings") .  partea interesantd din punct de vedere l -ntui t iv

i . -

I  acestor teoremelde aproxlmare const l  in punerea ln evidentd

r legdtur i i  care existA lntre cregterea funcl ionalei  adl t lve gi

,  . . , ,  t

Gil iportarea procesului  pe t ra iector i i .  vom discuta mai precis

reasta leg5turd in f  iecare caz in parte '

rn tot  cursul  acestui  paragraf  
l r r"  

s i tuam sub ipo-

| r J z a ( 1 . 1 . ) e i p e n t r u s i r n p l i f i c a r e f a c e m i p o t e z a c S s p a t i u l s t a r i -

lor  este c l reaPta real5.

€[ . roximiri corespunz5loar-q !:. 1u i

Pentru g>0 f ixaf ,  considerdm reteaua

-  : s  s . - ?  c  \  f i , L i + . ) =  j : -  l 1 r  { X ^ ) , ! . s ,
; f  I f  = L * o , ) ( ' t l r L )  

J  
U r t o .  r r  )

/
Notdm Ju f mdsura de reprezentare a tirnpul-ui obi j-

J

ruit , decj- m5sura Pentru care

{  =  S  Lx1  ( - : )  c13 t r \  W- , t t s { - . ' ' { '

11 oi. : t/x t|l ( Trli ) = o t impu l  ob i jnu i t r  Pr i -

dreapta. ,  deci  con-

d e gg9

h a

deoarece

vl t  ca funcl ional5 adi t ivd,  are suportul  toatd

form obs. (2. !7)  $ a-re 9i  ea acelagi  supo:: t ) '
. )

l l e  acum A  un  C .A .F .  & . t ,  s l l pp  AcK  co rcpac t

kn  ap rox ima  aces t  C .a . f ' .  cu

A ' * = Z i , f u 0 f * t ' $ { i ; )
T e o r e m a  4 . 1  S u b  i P o t e z a  ( 1 . 1 )

a) t*,- d; riu ,7 ) = o
L ''>0

?;', 
n t

c)  Chiar  in  absenla vers iun i i  cont inue a t inpr l l i l i

-  , '  , i  .<-  
,  l : . ,  (L  n)  - -  €<)

local, dacd, alegem 9r., tt'tvf'*l' rta* E= rt1. ,i

- c  u n i f o r m  6 ' s . 'avem A 
-n -u fr

s r d e  f t , r | )  =  r ? { l  - Y * t ' , r ) T l t ' )  I  v i l ( i ( ) l { - i i !  < t }

i  Poat 'e  f i  ln terPretatdC o r p e n t a r i u . A c e a s t d t e o r e m d p o a t ' e f i l n t



1 9

: . - lp6 cum urmea2S.  :  se consider5 urmStoarea metodd de "cunoaqte-

re"  a comport ,amentu lu i  t ra iector i i lor ( independent5 de funcf i 'o-

:a la  pe  ca re  v reau  s -o  aProx imdm) ;

-a  rnomen tu l  t  mdsurdm c i t  t imp  a  s ta t  t ra iec to r i a  i n  f i eca re

.-  c n ! .
: r r e r v a l  I i  t t i * p  n o t a t  

" "  
C l f t ) )  9 i  n o r m a l i z d m  a c e s L  t i m p  p r i n

' \

lx : ru l l i re  cu 09 .  Aceastd "cunoagteret r  are ord inu l  de f inete t  ; '

- : , i :  
J  = ! / * f :  ="  nour*  in terpreta ca impor tanga pe care o de

. , . 1 i ,  . <
'  r A  -  { . :

1:rocesul  " locuIu j . , ,  t9pyezent .at  c le  l i  ,  dec i  inrnul t i rea cu {o" i t

se  poa te  i n te rp re ta  ca  o  cu ra l i r e  a  l ocu lu i  de  sub iec t i v i smu l

p r o c e s u l u i .

I n  aces t  momen t  i n t rd  i n  j oc  func l i ona la  ad i t i vd :

aru lat  f  i ind punctu l  de vec lere aI  procesulu i  asupra lu i  I ' i  ,

se pune in  locul  lu i  prefer inga pe care o are funcf ionala '  ac l i -

s t  . - r . -  . - * . - I ! i r e  c u  v r [ t f , ) .- - ivd pentru {  l ,  ,  Pran anmu -  l j

La  l im i td  se  ob f i ne  A '

C e } e d e m a i s u s s e p o t g i n d i g i a s t f e l : d l n d u - s e

: rndsurd l l  pe spaliul f t i , ;L'rt  (daci o anumitd preferint i

- . ; en t ru  f i eca re  Ioc  d in  spa l i u )  ,  AY  rep rez in td  func l i ona la  ad i -

: i - vd  ca re  s ine  soco tea la  p rocesu lu i  pe  unde  a  s ta t  p lnd  i n  t t

: i nd  ma i  n ru l t 5  sau  ma i  pu l i nd  i n rpo r tan ld  unu i  l oc  sau  a l t u ia " ,

i upd  cum ho td rdg te  ,  .

l*gglgg5g.5ia_ geo::epe} 4:_l:

Vom demonstra ln t l i  inegal i ta tea

( 4 . 1 ) ' r l ' L n ' - -  l j , , i l l  S  2  l t , ,  ( t ' ) v l i ( K )
tl t.

observdm cd  9 ,4n  i i i  )  =  V .^  (1 ; )  ,  dec i '  pen t ru

. j : r  X * - R  1 , . r ,  . t r )  -  ! 4 1 f t )  l i  l i , p - t * ) r l ) ' , $ l  
^  S  / t r r ' ( r , ) ) i , ,  t i ' i ) i  t

,  , , t '  t ' t  '  - , " l 5  
, i i t  l i  / , . A ,  i ' i

{-  iF I i . :  (x) t , i  J i  )  -  . l  1: '  " ' r  
lvn\ t ) l  '  , ,  .  ,  , ,  ;* l

i i ecare  c l in  . * i  f io i " t . r *o ' i  r le  rna i " tsus  s tn t  ma jora l i  o l  { i ,  11)1 , t  ( l ( ) ,

ceoarece s*marea de mai sus se face cloar dup5 l i  a. i - .  i 'u f i  r i  f  ' /  '

] e c i i n e q a l i t a t e a ( 4 ' 1 ' ) e s t e d e r r o n s t r a t s . C o n f o r m t e c r r e m e i 3 . 2

(4 . f ) impticd (a) 5i conforrn acel.ei 'agi teor:eme !r), .-..--- ' 'rt



2 A

elab,  de unde

Con fo rm (4 ,1 )

rmde C este o

Geea ce, cu un

;1 notdm cu

lost atins

{bservdrn cd

numdrul de reveniri

releaua xft

in xff dupd

\
-Z*

tr

( b )  "

r le  ma i  sus  9 i  {2 .L2)  d in  L } ]  ,  rezu l tS

d" (Fr , 7l ( ( lr, G')v(w)- o c ' . '  / " t  '  
t 1

cons tan t5  un i ve rsa ld ,  dec i

d, (Fr, ,F ) 4 *,

argument  Bore l  Conte1l i ,  imPl icd

b. Traversdri ( "dgr{SetgrsiSSs " )

Cons ide rdm d in  nou  Pen t ru  t>0

( € ) .

nl *s
t 7 ^-- +i4

c e a

, fp i

* f , , t .  N o t d m  d e  a s e m e n e a

r ' "d t=  ! - f , t ,  ( * f . , ) f , +  ( ' i  )
. * r  . * h + /  

g i  A ' . *
" RE Q)F Y*nu t*i 7a* n* * ur,

I
r c

SnsiderS.m acum
t'

l l .2 )  l i  t

I .i, i'.

fi.

l {  . 3 )

l l . 4 )

ieci

l { . 5 )

un  C.A.F .  A  c .u 'suPP ACK= f -UruJ gi  def in im

=F A ,{fi

T e o r e m a  4 . 2

D t H v ( I i 7

S u b  i p o t e z a  ( 1 . 1 )

(a )  l im
t + 0

d r b r , F ) = 8

( b )  D a c d  E A  f i O ( t ; . ) < *

" *'Lr'x,'" }gf, *=.f uniform E'5 '

Demonstrat-ie

observSm-c5 deoarece lJ se concentreazl  pe Kr pentru

h t . f  V ,  te rmen i i  a in  suma c l in  (4 ,2 )  s in t ,  nu l i .  fen t ru  h  p

. \  u L  z - t /  , ! :  s  l f t , . ( t )  ,  D e c ir  ( ,  o i , - r r )  u *  - - ' - l ( - - /

* :  ,  s ,  / , :  f ^ r t l J ; :  J \  < f : n t t ' t r i t ( )  )
I - n t  = " ' j - ' A  " i i  '  D ; i  i  ,  ,

X p ,  <  E  6  t l l  [ p i  , ' ( r u ' ) s  I  h  o t t )  n w )  )
.  , -  f ,  \

( t 1 . . i  / ? )
,  p '  , t  ^ , f , / . ,

l u U , { a i *  
t t A G - ) l  =  t r t p t ( z ) - t  Y , E ) ) ' / r / x )  } * /  t i $ ) t : ( K )  4
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D i n  ( 4  .  3 . )  ,  ( 4  .  4 . )  ;  (  4 .  5 )  d e  m a i  s u s

t  / - ,  - \  / r t \  I  t . l( { . 6 )  .  d r ( X  - , f r  
) *  5  c  e t t \ )  1 1  K { t )t

g i  dec i  (a )  es te  rezo l va t  !

(b )  cade  d in  (4 .6 )  gL  un  a rgumen t

5. QolPlemente- - * _ - _

a .  P rocesu l  Po isson  co r .npus  .

vom demonstra cd pentru or ice proces Poisson compus

funcl iona1ele adi t ive ra l ionale se expr imd cu a jutoru l  unei

dens i td l i  ( dec i  imp l i c i t  s l n t  . con t i nue ) .  D in t re  e1e  vo r  admi te

ndsurd de reprezentaree re la t iv  l 'a  t impul  local  exact  acelea

pentru care der is i ta tea se anuleazS in  afara unei  mul l in i  ce l

ru l t  numdrabi le  de Puncte

N o t s m c u 4 p r i m u l . t i n p d e s a l t a l p r o c e s u l u i g i
l,ztccziitei

cu Z-  t impi i  r *€f f i i  de sa l t  (ob l inut l  pr in  i terarea lu i  ?)  '
- -  - K

R e a m i n t i m  c d  6 4 = z  )  6 t - E t  ) 6 . t *  
6 L  ^  ̂ -  s l n t  i n d e p e n d e n l i

exponenl ia l  reparf izal i  de ro.edie 
2 

in raport  cu or ice px.  De

asemenea u* {Ek  lAe  MJ s i  o*  (K .Wtr  / f ,64 /  )  s ln t  indepen-
/ -

d e n t e  r e l a t i v  l a  o r i c e  p X ,  9 i  E x  ( 4 - ' ) =  / , 4 t u  $ . )  = "  c  ( I )  '

Pentru o func l ionald adi t ivd natura lH A notSro

/ \ - * x l  { , J e - j , / , 1 ' ^ )o 1  n U )  = b -  r  - -  - /
tl

P r o p o z i t i a  5 . 1 .  ^ +  |  .  /

-  *  / / o , r o r  ( :  , - 1 ( x t \  c a  s o . - t  & , 4 ,  '
l l t  

- / J - - ' t x , t  J c  i t

L e m o t g t r a l i e V a f i s u f i c i e n t s S d e m o n s t r S r n c S

cele c1ou5 funcl ionale naturale care apar nai  sgs au acelapi

$ i  (  2 . J . 2 ) r  d i n f l ]  r e z u l t d

B o r e l  C o n t e l l i .

' 
;1';Erri'S:.- o *A{x t) /s)= {g:xA 

a-i i;rL-o*fr(x ')/ t) =

= K,u z E ' (u rt gxrn,6f ;'*r,*r) /'a )= 
//g, ilszL'(o**"

D e o a r e c e  i . -  L ?  (  e - z  ) =  a c Q ) '  e x p r e s i a  c l e  m a i

.  . K t

> t r . {o % rr (xK4))= 5 Et  s ; " 'o- -o d, '4 ' ,1

7 
(x 6f)u Ev'i {,

sus  dev ine

) = t;,ft) ,
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PggPgzi l iq ?.2 trent 'ru orice mdsurd Rodon v

r . , L  . , . r  "  S j y f { x r 3 ) / " tJ L:+ tr((,Y ) : '

es te  o  cons tan ta  Poz r t l va .

D e m o n s t r a t i e j S s n o t d r n c u A f u n c f . i o n a l a d i n s t l n g a l u i- - . . . +

( 5 . 1 ) .  I i  c a l c u l d m

( 5 . 2 )  . r , ,  1 x f  = E '
/t

\  i  
^  { _

Din ProPrietatea de 4uw4*'tu1*

gelor  cu cregter i  independente rezul td

€ste o constantd c  (  nu depinde de x)

d ln  p ropoz i t i e '  5 ;1 .

RemarcS.  Conform $ .2) ,  dacd o  funcNiona ls  ad i t i vd

turala se reprezintS Cu ajutorul  unei 'mdsur i  Rddon y ,

s l tatea ei  va f i  x  V(1"\)  ,  c leci  concentratd pe o

re  ce l  mu l t  numdrab i ld  de  Puncte '

( 5 . 1 )

unde (

( toate notat i i le

procesul X int.r-un

l a  t rans la t i i
:- 't/ c'T ' -:\

c d  i =  L ) o e

9 i  d e c i  ( 5 . 1 )

a pro

,hx i- ' * 5  J

r e z u l t

na-

den-

mu l t i *

b. UII-9{9gpi3.  In acest pe'ragraf  vom considera mi$carea

browniand unidirnensionald,  notatd y| .  Construin un prcces X

Acest nou proces are urrni toarele p: :opr ietdt i  :

@) E-ulu- wvr- p'z;./\ tl'u*:t o' H'{**0"{* tana FJ/t''

.  - - - v \  . '  
4  f

legate de el vor rnogteni aceastX bar5) : | t*/uJt ' ' ' {

punc t  E .  Dec i

e s t e  c o n t i n u 5  o r .  ( x r y )  c u(b ) Funcl ia (x, v) --= 
f* 

(*)

x + L L  g i  d i s c o n t i n u d  l n  ( # ,  r d ) '

( c ) o r i c e f u n c ! : i : , o n a l S a d i t i v 5 c o n t i n u d a d m l t e r e p r e z e n .

tare cu a jutoru l  t imPulu i  local  '

(d)  In  afara t impulu i  local  . r . ra i  ex is td doud funct ionale

adi t ive natura le nenule care se anulea-zd-  in  afara lu i  {a- ;

(I*. >"*^.l^i .t-r^- Etf 5f z:s { c {qk'i} r{;fil ==- () t'1+* x (E)

J X . { -  /  Y t .  t s J A - ,
f  :  t  d'.-" 

' ,  
fr t>ro

i]
X



" ) j
J ,

' : .

P:: ima observal ie urmeazd din

A, / i*1 = Lt tl tot + yi^k t(/t^/ - t) /rot)r  |  '  1 4 .
pentru or i -ce func l ie  mdsurabi lS pozi t ivS.

Pent , ru  a demonstra (b)  observdm cd

fr(") 
= tgol{x,}

g i p e n t r u y f a Vo 'Ys  =  o ,d"rE x < e < 1i v-tLzt- Fn: 
t''

< q- t<t t t -  q,>x> i l -  Y- 4 ' t

tL<

)r r,, r - rfi lti t /"<-e' 4 < X
v l  l 1 ) - L l  t I ,  

cl x  l x  "

f u lre e-A!:E!'ai't/ {ou-- t { tr I 4 5<zt< &' < tS'1 x'
, r " '  U _ f t t 4 t 1 i : t a )  ,

-  A f  i r m a ! i a  t J i  o t * o a z d  d i n  ( b )  c o n f o r n ' '  ( 2 . 1 5 )  .

Pentru a demonstra (d)  observdm cd

V ( * )  =  ( ; : - :  / , , f  1 ) :  t  .  ' t r )q?  (+ )
f  t ' 0 ,  ; ; ;  |  ) t ' l /  

* ( - a t t )  u '  L { t  ' ,

y &) = ! i . ,--- i l tZl= {r,,. , , t /1 ) folt/1 1 '  t r  
y : - - > - <  

-  ( 4 a )

r tnt  potenl ia16 naturale corespunzdtoare funct ionalelor

o l  =  { r -  * '  i f  )  ' ' "  1 - 1  =  L ' I I X "  , : a )" t  ' L T t t . * l  ' a ' u  -  - t

e f ;=  l r t r , * ) ( t ) u t  l i .  =  \ . a ( x . o > { )
R::mar-c4,  Or ice funct ional5 adi t ivd natr r ra l5  A,  care se

tnuleaz5.  in .  a fara 1ui  {u  }  se =" t i *  
'ca 

o cornbinal ie  l in iard

g u  c o e f i c i e n l i  p o z i t i v i  d a  L t ,  A l  g i  A 2 .

Demon: t t r t ie .  F ie  x{ .bda.  Deoarece A se anuleazd in  afa-

ra lu i  a  rezul td

Lr,;;:E o f e- yt 
t i ,r (x -r_ ))= urlr,)f,o{rt

r t  
' / l  

1 6

D l n  r e l a l i a  d e  m a i  s u s  g i  d i n  f a p t u l  c d  e x i s t d  l i m ; v , ( x )  r r e l , -
b +ta' tt

tu l ta cd exist t  
| ; ; l . f  

(b)  = o{gi  apoi  se c leduce

t(  ̂ l t)  = d ,/ i  lYln  l & '
,  pen t ru  x<a.

I a  f e l  se  deduce  cd  ex i s td  I im  O; * (b )=g  9 i
6\cr  t r  '

iS ,bt) =,]W /x) '  Pentru x>a'

='i" * ,in/r\l t, t f urit+ J(, 'r ,,,,i (u) fn- 
d

Dln ' tecrema r je  unj -c i ta te a funct ionale lor  natura le asociate

urui potenlial natural" rezultd A= ( - U-,,u)), i  !  +(f -{ ' lUta)) ' l t '+

,  r A
+ tl,,,l^) L-' ,,  - l



este
1

*Ta+ t

2 4
: ,  .

pozi t , ivd pentru or ice ?> 0 iar

J 'w.
=1 s i  n !  =A ,  P*-apt  "  pentru X(a t'^Ta+f-.

)eca rece  AT ,  * ,

" t r . * ,  
es te  mic ,

tnseamnd cd .d -  [&A (a)2 0.  La fe l  se deduce tA 
P-

L & -  ( a \ >  0 .
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