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ASUPRA APROXIMARII FUNCTIILOR EXCESIVE
de

V.Bally, N.Boboc gi L.Stolica

Analizind. demonstratia data iIn 2 pag. ZJ pentru o
teoremd de aproximare a lui Hunt au rezultat urmdtoarele fapte

mult mai precise.

e )

Fie X un proces drept cu spatiul stédrilor (E,§ ) si fie A

o functionald aditivd continud cu suportul fin M=supp A. Vom

nota UA nucleul potential asociat lui A

= TX e 1’“!"\. £ L‘f
U, f (x)=E <S,5 £(x)dn,) , f€ G .,

si vom face presupunerea ca U? este un nucleu propriu.
. 2

Fie & =CT§%),Z (=inf (s¥ O! A > t) schimbarea aleatoare de

timp care este inversd lul A. Procesul cu timp schimbat va fi

notat cu Yﬂ(Yt), Yt:X‘E si este un proces tare Markov, continuu
= |
la dreapta ce ia valori numai In M. Rezolventa asociatd acestui

proces este definitd pe E, In felul urmdtor:

P

. O Vs
Wo £60=E"(§, e * SE(xy )ds), f¢ €, , XCE .

Se constata ca WO:UA este nucleu propriu. Functiile excesive

pentru Y se caracterizeazd astfel:

Lema 1

Fie v:vaé’LO,HQJ o functie universal mdsurabild. Atunci

v este excesivd pentru Y dacd si numai daca:



¢ _ = .
17 v este excesivd pentru X gi

O e
2. vaMv .

Demonstratie

Teorema de aproximare a functiilor excesive prin giruri
monotone de potentiale se poate aplica pentru Y decarece nucleul
sdu potential este propriu. De aceea pentru a werifica proprie-

G Qi oy O o 2 % :
tdtile 17 si 27 vom presupune ca V:UAf, cu feb¥€ A Dar atunci
ambele proprietdti se verificd usor prin calcul direct.

. o e & . G .. 0 g

Reciproc si presupunem cd v satisface 17 si 27 :Rezlta
s . B
imediat din 17 ca

B

Tinind cont ci % este continuu la dreapta si utilizind un argument

de supermartingale, obtinem:

1im B (v (X ))=EX(V(X?£ ))=p, v (x)=v (x) ,

t+0 t o)

o

deoarece ?§O=TM (vezi (3.6) cap. V in [1]).

: r y ” .
Deocarece M"=M rezultd PMPM:PM . Deducem cd pentru orice
functie u care este excesiva fatd de X, functia v:PMu devine
excesivd fati de Y. Aceasta Impreund cu teorema de aproximare cu

potentiale, valabild pentru procesul ¥, ne conduce la

Propozitia 2

: - , P ’ a3
Fie u excesivd pentru X. Atunci exista un s$ir (fn)é b%% 3

astfel ca (UAfn) s3 fie un sir crescator de functii marginite si

PMU(X):l;m UAfn(X)’ XxeE .



Decarece UA este suportat de M rezulta ca putem considera cj
f =0 pe EXM, n €N. Pentru a preciza si mai mult suportul. fung-
i1

tiilor (fn) avem nevoie de o lemd auxiliard:

Lema 3

Pie A, B functieonale aditive astful of u(x)=EX(Acﬁ) < e

si v(x):EX(B&%)<fGC pentru orice x&E. S& notdm

w=inf (s /s este excesivé,vs;;sup(u,v))

le
=

Atunci existd o functie féfg ; O&éfé 1 astfel ca functionalsa

ditiva C=(C definitd de

)]

"

s
C, = drof (X,)d (A _+B_)

n

3 aiba drept potential functia w:w(x)=EX(CoQ).

Demonstratie

Avem sup (u,v)=u+v-inf (u,v). Din Teorema 8 de la pagina 214
in f3] rezul£é cd w este o functie excesivid si u+tv-w este tot
excesivd. Functia f este furnizatd de generalizarea teoremei
lui Motow pentru situatia fird ipoteza (L), generalizare data

in [4] gi demonstratd scurt in [5] .

Propozitia 4

Sd& presupunem cd existd un gir de multimi (Mn),’Mn£ Mn+1C1M

astfel ca

UA(X,M\QﬁMn)=O, X € E.

Atunci enuntul de la Propozitia 2 poate fi precizat alegind si-

rul £ astfel ca in plus f_=0 pe E\ M_.
n n n



Demonstr@tie

Fie (fn) sirul furnizat de Propozitia 2. Deoarece

Upf=sup U, (£f, ) ,

M
n n
; . @ X g
pentru orice f & Gy o rezulta
supU, £ =sup sup UA(fi*lM )
n n ign n

Tinind cont de Lema 3 rezultd cd functiile

(€.

A1 M ))
n

vn=inf(s/ s este -excesivd s2 sup U
ign

n

e pot scrie sub forma van cu gn=0 pe E%aMn. Sirul (gn)

Agn

satisface conditiile dorite.

Remarca 5. In cazul ipotezei (L) iIntotdeauna putem alege

B e

un sir (Mn) ca in enuntul precedent, format din multimi compacte.

Teorema 6

Presupuhem cd nucleul potential UO al lui X este propriu.
Fie M o multime aproape boreliand. Urmi&toarele afirmatii sint
echivalente: |

a) Pentru orice functie excesivd u existd un sir (an:

&.JX - . — 0
< bf;+ astfel ca £ =0 pe EwM, Uofnggubfn+l si PM%—llm Uofn .
b) TM:TM’ a.s., unde M’ este suportul fin al timpului
t
3

de ocupare At=&()1_(xs)ds asociat lui M.

M

Demonstratie

Sa presupunem ca este Indeplinitd conditia b). Deoarece

:o este un nucleu propriu rezulta cia si U, este propriu si atunci

punctul a) rezultd din Propozitia 2.



~

Reciproc, sid presupunem indeplinitd ipoteza a). Atunci rezulti

cd pentru orice functie excesivd u avem

=P )
PMH‘WVPMHQIM’U J

Luind u:UO(l ), cu K compact din E,obtinem

K

X

e T o = & X . =
Pyt (0 =E" ([ 1 (X)ds) S BF( § 1 (x )ds) P (x) .

M U

Pe de altd parte un calcul direct arabd ci TME;TM' a.s. Atunci

din relatia anterioard, care are loc pentru orice K, rezulti

T. =T

M @S,

Teorema 7. Dacd UO este nucleu propriu si M este de tin
He_satisfécind b) din Teorema 6 (in particular dacd M este des-
chisd), atunci aproximarea de la a) din Teorema 6 are loc cu

functii (fn) care iIn plus au proprietatea c& multimile

Fr 2nt o . -
1:n#03 sint compacte si incluse in M.

Demonstratia rezultd aplicind Propozitia 4.
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REPREZENTAREA FUNCTIONALELOR ADITIVE CU AJUTORUL TIMPILOR LOCALI

de

V.Bally si L.Stoica

. INTRODUCERE

In aceasta lucrare vrem s3 studiem structura functionalelor aditive

continue (C.A.F) ale unui proces standard X asupra caruia facem ipoteza

lim y (x) =¥ (x) =1 or. x
el b=ty

-, .
NEVA
unde W y(x)=Ex(e Y. Pentru un astfel de proces a doua egalitate de mai

sus.ne>asiguré ca toate punctele sTnt‘requlate, deci admit timp local L.
0 serie de alte proprietdti remarcabile ale procesului X aflat sub aceastd
ipoteza sint demonstrate Tn paragraful 1: procesul este tare Feller, functia
(x ;)i ?*(y) este continud, topologia find coincide cu tonologia uzuald,
functiile excesive sint continue si implicit orice functionald naturall
este C.A.F. (functionald aditivd continu3).

In paragrafu] 2 stabilim o corespondentd biunivocd Tntre C.A.F.-uri

si masurile Radon pe E (spatiul de stdri ale procesului). Mai exact, demon-

stram ca pentru orice mdsurd Radon VY Tndeplinind conditia Skg (x)d v (y) <o

[y

,f

s
{

este un C.A.F. cu l-potential finit si reciproc, pentru orice C.A.F. cu




1—pofential finit existd o mdsurd ) care si~1 reprezinte ca mai sus.
Paragrafle 3 si 4 sTnﬁ dedicate studiului convergentei C.A.F.-uri-
lor si a proceselor crescitoare, contj%%hd in acest sens rezultatele din
[1J. Doud tipuri de converéenté sint considerate: o convergentd uniformid Tn
L” (mai exact sub distanta d2 introdusd la Tnceputul paragrafului 2 din
[17) si convergenta aproape sigura. Principalul rezultat din paracgraful 3
(Teorema 3.2) afirmd c& pentru un sir de C.A.F.-uri A cu potengiale u sl
masuri de reprezentare Y h o sint echivalente afirmatiile: An %,Eg» A,

) == slab, U~ u punctual.

n
Paragraful 4 prezintd doud modele de aproximare a C.A.F.-urilor ana-

loge celor cunoscute pentru timpul local: prima corespunde "timpului de

. v . 1 .
ocupare'' far a doua "travers3drilor' (dowlrosings).

1. CONTINUITATEA FUNCTIEI &

i

Considerdm un proces standard X=(2 ,5 , 3% X

X .
. ,'ﬁi ,P7) cu spatiu

t
de stari (E.%) local compact cu baz} numarabild, pe care 71 presupunem Tn
plus conex (aceastd ipotezd va functiona fira mentiune speciald Tn tot

-T

cursul lucré(ii). Consideram de asemenea functia 77x(y)=Ey(e x)(Tx=_

=infl t:Xt=x}') asupra cardgia facem ipoteza
'.’] . i (¥R = 7 = . & -,
(1.1) lim y . (a) §a(a) I or. ack
X3
A doua egalitate din (1.1) implicd c& orice punct este regulat deci admite

timp local. Vom nota cu L? timpul local Tn a normalizat astfel Tncit

e

: 1 a, ¢ -5 4,
(1.2) E%(, e %dLd)=1

Prima egalitate din (1.1) implicd citeva proprietdti ale procesului

pe care le descriem Tn urmatoarea propozitie



Propozitia 1.1. Sub ipoteza (1.1)

(a) Topologia fina coincide cu topologia uzuala.

(b) Orice functie T-excesivd este continud.

(¢) Orice N.A.F. (functionalad aditiva naturald) care are
1-potential finit este C.A.F. (functionald aditiva continud) .

(d) Rezolventa procesului este tare Feller.

(e) Functia (x,y)—> fx(y) este continud si strict pozitiva.

(f) 0 functie 1-excesivd finitd Tntr-un punct este finitd

peste tot.

(1.3) Remarcd: Ipoteza "E conzex' a fost introdusd pentru a ne asigura cd

xf este strict pozitiva.

(1.4) Remarci: Orice proces cu cresteri independente omogen, care admite
timpi locali si are stdrile instantance, Tndeplineste.(1.1) (vezi L4],
T.4. pg.278). Dintre procesele cu cresteri independente care admit timpi
locali, doar procesele Hoisson compuse au rémas n afara ipotezei (1.1)
si deci a discutiei din aceastd lucrare, dar in acest caz probleme]e pe

care ni le punem au o rezolvare banald pe care © dim in paragraful 5.a.

(1.5) Remarcd: Se poate pune *ntrebarea reciprocd afirmatiei (d) din pro-,
pozitia de mai sus: dacad un proces cu rezolventd tare Feller nu Tndepli-
neste ipoteza (1.1) (si deci (x,y)~w%*‘fx(y) este continud). Exemplul

din paragraful 5.b. aratd cd o astfel de afirmatie este falsd, totusi vom

demonstra mai jos cd y —>¢ (y) este continud sub ipoteza de rezolventa
{

(X

tare Feller (dacd procesul admite timpi locali Tn fiecare punct) : P

e 1- e i Ssi i >0,n¢ g.s=Uf Ay .
este l-excesiva deci putem gasi un sir fn;,O/nqu a.i. s =UgT g «

Avem



deci

(fx_sn”é (?-sn(x))ifx§f1~sn(x)

Dar lim Sn(x)zaﬁx(x)=1, deci %?x este continud ca limitd uniformd a
functiilor s, » care, rezolventa fiind tare Feller, sint continue.

Trecem acum la demonstrarea propozitiei 1.1.:

Pentru a demonstra (a) va fi suficient s& demonstram cd in orice
vecinitate fin deschisd aproape boreliand D a unui punct x putem s& bagam
o vecindtate deschisd a punctului x. Deoarece D este fin deschisa TCD‘> 0
-7

CDy

X

P™ a.s. deci EX(

e ¢ 1. Sub ipoteza (1.1) putem alege o vecindtate V

. . ; “'ep ' .
a lui x av7. @ (x >~Ex e or vaV. Pentru yD avem T >T , de unde

~T
P L E e )

Rezultd cad Vo D.

Deoarece functiile l-excesive sint fin continue din (a) urmeazd
c5 ele sint continue. (c) rezultd din (b) deocarece 1-potentialul unui
N.A.F. A este o functie l-excesivd, deci continud. Urmeazd ca ea este
potential regulat deci A este in fapt C.A.F. (d) urmeazd si el din (b)
deoarece aplicind operatorul Q1 peste o funcfie mdsurabila mdrginita si
pozitiva obtinem o Fuﬁctie 1-excesivd, deci continua.

Trecem la demonstrarea punctului (e).

Folosind egalitatea Ty=Tx+Tyc %?TX pe TXQ\Ty)se deduce
P - 2
.Tx%Ty) (1 %y(x)).

Utilizind aceastd relatie Tmpreund cu simetrica el obtinem

/

(1.7) rﬁ (z)- & (zﬂ 5; (1- ¢ (y))+(]_ 7 (%)) or. x,y,zGE.
LTX ﬁy xv. %ys

-



Apoi se deduce

' g‘{}a(b)“ r}sx(y)[ & i

()=, (] +6 4,60+ § ()

ceea ce Tmpreund cu continuitatea functiei ¢a si cu relatia (1.1) implica

»

continuitatea functiei (x,y) ""’**’»x(y).
Pentru a demonstra ca ¢ este strict pozitiva observam intii ca
or. ‘a,b,c&Ek

T, gTC+Ta 0 .(fTC ,

deci

(1.10) \{)a(b)? 7”8(c) ¥ () .

~Fie a fixat si s3 notdm C= { ¢ >0, D={ ¢ =0}, Multimile C si D
a a
sint disjuncte iar C este evident deschisd. $3 aratam acum cad si multimea
D este deschisd. Dacd multimea D este nevidid fie bé& D.Conform cu (1.1)
multimea V=4 ¢/ (fjc(b)> O} este o vecindtate a lui b. Tinind cont de

11.10) pentru orice punct c &V vom avea

0= 24 (6) 7 P, (e) 7 (b)

de unde se deduée cd ccD si astfel avem c& V& D. Deci D este deschis.
Froprietatea de conexiune a spatiului implicad atunci C=E.

Pentru a demonstra ultimul punét si considerdm o functie T-excesivé
¢ care este finita Tntr-un punct a. Atunci vom avea pentru orice punct

bcE ,

a

s(a)z E"(exp(-T,)s (XT,)) =s (b) y L@

de unde rezultd s(b) < oo .,



2. CORESPONDENTA DINTRE MASURI S| FUNCTIONALE ADITIVE

Ne asezam sub ipoteza

Rt 2

(2.1) ’ (x,y)-%’y;(y) este'éixf%. masurabild 4

(evident implicatd de (1.1)), care, conform teoremei 1 de la pg.280 din

) o oo ' : ’ ; C s
LAJ, ne asigurd cad putem alege o versiune a timpului local normalizata

astfel Tncit

Ex(fiﬁ

-5, X
1 XY=
o & di=T
si pentru care aplicatia (s,x,w) ~4?'L§(ud) definita pe [0,t] x E xL&
—=[0, =) este i%t x xi?; misurabild (E%t este c-algebra borelienelor

pe [0,t1). In plus, pentru fiecare (x,c0), tmﬁ?L?(UJ) este crescatoare

si continud la stinga, iar pentru fiecare x fixat, L?(u)) este C.A.F.

Propozitia 2.1. Fie y masura pe (E,#) astfel Tncit pentru un X

fixat

(2.2) g ey < oo

v -
Atunci A = § L*dy (x) este C.A.F. cu l1-potential finit.

Demonstratie

Observim Tntii c§ ineqalitatea ¢ (x)7 @ (z)¢ _(x) (vezi (1.10))
g Wy 2 Ty()fz ) ( )

implicd valabilitatea lui (2.2) pentru orice z ¢E. Pentru un proces cres~

cétgr B definim

(2.3) B, = S e °dB

(notatia a fost deja introdusd in [1]) si observam cd EZ(L§Q)= Vx(z),



deci

Z, [ =X il iy 2 :
(DL dv(0=5 ¢ (2)dv(x) <=e or zcE.
Deparess e vo e Kol Z01t8 ca
L e Ly sell, rezu c

(2.4) EZ<Ajj )=£% (§ LX4 9 () ) cos GE k>0 81 £ek.

Putem deci scrie

7 1 yoov Z X X
A “ YA %Q" £ = - X_ . (‘5..
E (} t s A SQU t’) \} E (KL Lt Lsf. Fi

! s {)d v (x)=0

t

\v)
o . Ce b
ceea ce demonstreaza relatia de aditivitate pentru A

M3surabilitatea de care se bucurd versiunea aleasd a timpului local

)

si un argument de clasd monotona implicd ca A2 este adagptat. Evident el
este crescitor iar continuitatea sa la stinga este o urmare imediatd a
continuitatii la stinga a aplicatiilor t-%y»Lth). Rimine deci de verifi-
cat continuitatea la dreapta. A Y fiind proces crescdtor opfional (de
fapt previzibil) va fi suficient s& verificdm cd pentru orice timp de

oprire T

(2.5) | AAT =0 a.s.

Yrgsa

Printr-un-procedeu evident de trunchiere va fi suficient sd veri-
ficam (2;5) doar pentru T M, unde M este o constanta pozitiva. In aceste
condi;i% (2.4) si (2.2) ne asigurd c3 putem aplica toerema lui Lebesgue
si scrie

Y

Z')‘A /)) — N \::_
EZ(&A\{_.‘ B e’}/ (A3 g — 7 ))

- W i K N . .
R Sf‘:r ( LﬁT"‘ W I T ) dyix) =
n
R X {yx) = ©
- BEE(&%”(LT{%”LT)) &



si astfel demonstratia Propozitiei 2.1 este completa. ,

Trecem acum la teorema de reprezentare a C.A.F.-lor:

Teorema 2.2. Sintem sub ipoteza (2.1) si consideram un C.A.F. Acu

1-potential finit si avind in plus proprietatea ci (x,y)— ¥ {y) este
plus prop 4/

continud sl strict pozitiva pehiru X,¥ Tn inchiderea suportului lui A.

Atunci existd si este unica o masura Radon \)A astfel Tncit

(2.6) At= SL?d 1%(x) or.t a.s.

(2.7) Remarcd. Sub ipoteza (1.1) orice funciionala aditivd naturala este

C.A.F. si cade sub teorema 2.2, functia ?? fiind continua pe tot spatiul

(vezi propozitia 1.1).

Demonstratia Teoremei 2.2

Vom demonstra TntTi existenta unei m3suri ) care s3 Tndeplineasca

(2.6). Observam ci printr-un procedeu de tgiere (ludm 1A Tn loc de A)

putem considera ca inchiderea suportului lui A este un compact H.

Pentru £ >0 fixat alegem Vi apropae boreliene si xiégH, i<n

BE (xi). Notdm Ai=1ViA

asa Tncit V, <3 fie disjuncte, U V. =H s i Viii
: t

(A=2? Ai),ﬂﬁi=uAi(xi> si definim

v, =%t £
5 x,

!

Fixim x<H indépendent de %. Din proprietatea de supermedianitate

rezulta ca

_ uAi (x) > ‘f‘xi (x)uAi (x.)

ceea ce implica



M

?\

q\

£
i
gm.

S
I
6

B

unde G=inf {‘\fif‘y(x) cye HY > 0,

Deoarece Vg sint misuri uniform midrginite pe compactul H, un argument
de compacitate ne asiqurd ca putem gisi o misurd ¥ si un sir &pﬁpe%N

astfel Tncit

(2.8) ‘gﬁgﬂé? ¥ slab

&

-

< P P - . A, ; .
Luam np=n? ,c(i s xi s Y8 Ai corespunzatoare lui & sl scriem

. : ‘ AP 1 o T 5y ks i
(0, =5 a0 o @] $E I ol 1) Ugr (1), 12)]
! g ( iz L ¢ 4 yh
¢ L ¥

Notam
(2.9) h(& )=sup{ { - 70;5“})(/)9’ ) /):.’.jfjféhj} C/[}:J'Ef’) ZE Y

si alegem p suficient de mare ca h(EP)é 1/2. Din lema 25,3 dinl 1]

rezultd ca

, ‘ Y B .
fug— = byl hiep) T =% <26 /2( Pty o) .
{2 4 i

care converge la 0 cind p—==0 .
Pe de altd parte, functia y w——:z»fy(x)wfiind continud pe H x H,
¢

ne asigura ca

(2.8)



F

Lo

o B S Y S O

Am demonstrat deci ca

iy = S (z)vidy) = wylE)
gl =3, /i

ceea ce, conform teoremei de unicitate a C.A.F.-urilor cu potential finit
implicd A=A”

Rezultatul de unicitate al masurii » 71 vom reformula separat
sub forma unei leme care precizeazd legatura dintre v si nucleﬁl po-

tential al lul A.

Lema 2.3. Dacd V este o mdsurd Tndeplinind (2.6) atunci:

(2.10) U; fzx)xgiffgf)yg(%))f('/f) j (‘-u'/i»f?ﬁLg'/a ,’}»JXGE/
i 1 :

o x EE

(2.11) 11‘(5/(}) = -’I/Yﬁ‘%[}i) Uﬁ (zfl,é*/(gj/) ;
§ | P o » ' V,,,.{ ’,;"( ) F
(2.12) U; (x/}).: ?jg,u)/é’k‘,f(ﬂ U/[,t (I,C/J )/ oL K 2 E L,

Demonstratie. Relatia (2.6) si un argument de clasd monotona

implica




S’,jc/m);//);:fff?m dLY, dViy) ‘c»a.gfﬁzi%

Putem deci scrie

Uﬁjf(%): ng*( §fe*",é(><5) C/L?{is ) dy(g): S%{&)@»{x)o/ﬂ@j :

Celelalte doud afirmatii urmeaza imediat.
Inainte de a trece mai departe vom mai face citeva remarci refe-

ritoare la teorema anterioara:

(2.13) S‘[’ ek 3 (dy) <= .

.? ‘
Aceasta este o urmare imediatd a faptului ca A are 1-potential

finit si a lui (2.11).

(2.14) In constructia masurii }?% am folosit un subsir extras din
{y,/5>03, care covergea slab la “DA.-In fapt avem chiar
< 3 {7
3)6 S li% AQEéL.
Aceasta deocarece dacd multimea {‘lzi / ¢ >0 %Y ar mai avea
si un alt punct de acumulare , aceasta, conform aceluiasi rationament

ar Tndeplinii (2.6), deci confofm unicitdtii ar fi egala cu l% 5

(2.15) lpoteza Teoremei 2.2 poate fi putin si3bitd Tn sensul urmitor:

putem permite functiei %7 s3 fie discontinud Tntr-o multime de puncte /A’
: s : AuS s G it R

cu conditia c3 A'={x i¢x. j at. [QQ?’f%/lgsa fie formatd din puncte

15Aalate



Demonstratie. Printr-un procedeu de tdiere putem s& consideram ca

gﬁf.fhsupp A este formatd dintr~:un singur punct a. Notind

Bn={x/‘{/"/n+l .\;Q/[)(,a)d/h} ] C=£>€ /0//&,)02‘1’} vom putea scrie

p=d. A=A AFL 4. '
{a&ﬁ’“zfs,ﬁ c'f

Pentru 1, .A si 1A se aplici direct teorema 2.2. Din egalitatea

n ,
. s Gy e N
ERES ot DA =  BOE (8 < Yiay % ufs )}
rezultd ca .{IaB'fj. are acelasi 1—poteﬁtial cub o(La]deci se reprezin-

o &
ta cu masura oL Egq o unde
aRl e "

o = F (BC 5 &y

(2.16) Mention3m citeva proprietati algebrice ale corespondenteli dintre

-

functionalele aditive si m3surile Radon:

Vi
e il R

(a) V{« Y i ) ,4 e d

1 '

P \r’f"{‘//u\ v //' 1_;*1-(

(b) 7. - )/ + ))” / s /.; -+ ) 7

4ep BT B

Z‘ Y e L 7 g ﬁ ‘

© Y=l , AT ool et Gt

Demonstratia este o aplicatie usoara a teoremei de unicitate a functiona-

lelor aditive continue.

{

(2.17) ijj > = nwpd A

Decarece topologia find coincide cu topologia uguald, supp A este
thchis deci coincide cu suportul masurii UA(x,dy) (vezi Blumenthal si

Coteardz]) Dim (2. 11] rezulta (2175




3. CONVERGENTA
A e

Un prim rezultat din acest paragraf se referé.]a convergenta unui
sir de procese crescatoare la o.functionalé aditivd continud. El reprezintd
*  forma pe care o ia teorema 2.2 din[:1]Adacé'supunem procesul la ipoteza
(1.1} Va tregui deci gé ne referim la parametrif care caracterizau acolo
un proces crescdtor: T fvezi 12.6) Tn Ll s A (vezi (2.113 in[1l).
De asemenea convergenta va fi dats sub distanta dZ introdusa 1in [1]. VVom

“

spune Tncd ca un proces crescitor B se concentreazd pe o multime K daca

3.1 EX{ fzo—{m(xé)e'éc/&b )= 0w X

; noel < ; : o :
Teorema 3.1. Fie A° n&N procese crescatoare 3l A functionald adi-
tivd continud, toate cu 1-potentiale finite si concentrindu-se pe un

compact K. Sint echivalente?

(i) u, —>u punctua1; [*n#€>0, Z§nnw>-o‘,

(i1) ¢, A" K) —0 .

Demonstratie

> o o S5k ; ‘n
Dach demonstram c3 (i) =r ﬂun*u{] "N 5 0,teorema 3.1 se
reduce la Teorema 2.2 din [11. In acest scop sa observam Tntii ca in

fapt va fi suficient sd vedem ca

(3.2) 'nu'y; - U ”K i ,&#g'?“t{%(x)—u(wjy —=
h xeK
Scriem
i N . & " — ....X’L—_M W ik )".
U () = Sl o ’4Tz<) FES(MTy {TK” -




E ' . x '
=EX(e N u, (X)) TR S E (A )

wpo=EY( o Kuix Pl

ceea ce, tinind seama ca XT &K a.s. ne asiqura
K J

e,

e

si demonstreazd observatia de mai sus.
Trecem deci s& verificdm (i) =>(3.2). In acest scop sd verificam

mai Tnt1i cad dacd B este un proces crescdtor de potential y— si parametru

de aditivitate [,
(.3) [rog-v )< (3 Gye) v + 27) /;@/g,)
cu W x,y)=1- ¢ (y) ‘7’"y(X).
Scriem relatia
V) =E(F N ER Wo(x) V(L
si simetrica ei, de unde rezulta

v%xb;g*ﬁy%)+%%&hr%}

7*(4) ;:Eﬁ*(f"n) +4 (3»)%(:{) .5 :
ceea ce implica

o z 1 | .i’w 1" e L}q(/ '
Er(r:rx) Veatd ty ) £ vly) frie) £ //fj i [£-E (zTJ)/ x})

Mai departe obtinem



T+ <) A < Ufp ) (15

B cs -ca condiica 1a-12.3). Din-(3.3] aplicat ]uivAn si A rezultd
| U (4) - Q(ﬁ)]glw%(x} k(5] “}~Et’% e5 y—(}z,;j»)g(%(%} 4 c(/)f})j/f [)&/
. o

Pecarece [T —0 un(x) —>u(x) si (x,y) ——Y(x,y) este continud si

nul3 pe diagonald, urmeazd ca pentru orice €30 putem alege o vecindtate

V a lui x si Ne & N a.l.

(uh(’j')“‘i(%’)[i’\;é e’z }é\/ ;M‘ no By

7

Dintr-un argument de compacitate rezultd ca _4lu4L“‘Céﬂkf‘*> O
Remarcidm. Dacd u este o functie {-excesivd arbitrard, calculul

de mai sus f3cut pentru aceasta functie aratd cd, analog cu (3.3), avem

i‘U”m_ - »1(4)l< 3 L) VU /Yy )

De aici rezultd cd pentru un sir de functii excesive finite con-

vergenta punctuala implicd convergenta uniformépa.to}vvmﬁxfgt
: /

Formul®m acum teorema care exprima proprietatea topologicd a cores-

pondentei dintre functionalele aditive si masuri:

Teorema 3.2. Fie An si A C.A.F.-uri cu suporturile incluse Tntr-un

compact K. Sint echivalente

(a3 - =% \”}';; ; slab
: Hh ; ; o g ( j/:)-———-}’]i( {a

() . peadpes. pheics seonet w € E Uy b d 8] =7 Ualdy/ srap
Z i o v

i o ok :
be) - duata 2L ,Qf/( oL U,J}“ (n/_ [{ "r) e {/”,.é &/ é/,‘// slab




- 0 -
ted Mﬁ — Uy punctual

%’~I‘ — : - ; f =
(&) - dy (fF, F7)—= 0 Q»L,fecg( )

(£)- oy (4, } £)—=0

Observatie. (a)<>(f) d3 o ideee despre naturaletea

pefinitiei distantel dintre doud C.A.F-uri cu ajutorul lui

dz aplicat lui A,

Observatie. (d) Inseamnd c& lﬁh( ﬁ(xn*%ih( QT(XU
Or. x¢E. Faptul cd de aici rezultd (a), deci convergenta pe toa-
te functiile din C, (E) ne aratd ci familia~{f(x): x¢EY} este

extrem de bogati.

Demonstratie. aspbedc este o urmare imediatd.a

BRei 2.3, si a continuitdtii functiedi y,y?y(x)Q

. 1 1 : e PR
b=e: DAﬁf’9UAf Or XeFE sl-fecbé?quga-qu or féCb, deci din

georema 3.1., dz(fﬁn,fﬁ)~>0. :

@ >f si b=>4d sint bgnale iar d<>f urmeazd din teorema 3.1.

Ramine de verificat d=»a. Deoarece

/

: : -1
o (%) =5(]0%(x)dvAn(y)29 Ya_ (K)
(F=inf {fy(x): ye K1), (d) implicid cd familia

: néNY este uniform mirginitd, deci are cel putin un

v,
n

punct de acumulare/a Fie np p&N a.ﬁ.'vnwaftslab. Conformm d=f
avem d2(An Kf“)~50 ceea ce implicid A =A si din wunicitatea

P,

misurii de reprezentare rezultd P V.

(3.4:) Remarcd. Este evident cd dacd timpul
local Lz adnite o versiune continud in (t,x), In conditiile
teoremel 3.2. (Vezi (a)) rezulta

lim ‘An(t)»A(t){=vO a.s. or. t)0.

Corolar 3.3 Fié An ¥eN C.A.F-uri cu g (x) =1 si
n

1im d(supp An x) =0. Atunci
R !

: : s e

(i) l;m dZ(AnlL,) 0




= 17 =

() paca in plus L admite versiune. continud In
(t,x)}atunci

lim|A_(£)-L¥(t)[=0  «. ).
Yi n

Demonstratie Fie yn misurile asociate functio-

salelor A . Conform (2./7), supp V_= supp A, deci lim d(suppf. _)=C
n n n . : n,x
Din (2.11) rezultd cd misura U, (x,dy) se concentreazd pe S, si
n
conform normalizdrii lui An ea este de masi l. Tot (2.11) implica
Al s ¢ l
Vo (BY = dg UAn(x,dy)

n ‘nyi{u j
unde Sn = suppyn.4

LY

?inind geama de continuitatea luiyfavem lim Vn(E)=l.
Y7
De aici rezultd ca an%; slab. (i) urmeazi acum din Teorema 3.2

iar (¢) din remarca (3.4.)

A

(3-5-) Remarcd. O altd demonstratie pentru punctul (i)

2l corolarului anterior figureazd In Teorem@& din [kl =

(3.6.) Remarcd. In corolarul de mai sus se inscriu
modelele de aproximare prezentate In paragraful 4 din [1]: timpul
de ocupare, aria si aria reziduald. Dim in acest fel un rdspuns

sartial Intrebdrii de la pg.110 din Fristed si Taylor 1983 [ 3l

In lucrarea lui Getoar si Kestenﬂl%J sint date
conditii suficiente pentru existenta unei versiuni continue

in (t,x) pentru L.

4 . Aproximdri pentru functionale aditive continue

Existd mai multe scheme de aproximare alg timpului
local. In prezenta teoremei de .reprezentare a C A F-urilor cu
ajutorul timpului local este natural sd presupunem ca fiecare
schemd de aproximare pentru timpul local se poate adapta pentru
a da o schemd3 de aproximare pentru C.A.F-uri. In acest paragraf

von da doud astfel de scheme cu un continut intuitiv puternic:

cele corespunzidtoare timpului de ocupare si traversdrilor




= 18 s . ci .
/ é : : . =
‘iownerosings"). Partea interesantd din punct de vedere intuitiv
g acestor teoreme dé aproximare constd In punerea in evidenta
H LegéturiiAcare existd intre cresterea functionalei aditive si

somportarea procesului pe traiectorii. Vom discuta mai precis

aceasta legéturé in fiecare caz In parte.

In tot cursul acestui paragraf ne situdm sub ipo-
seza (1.1.) si pentru simplificare facem ipoteza cd spatiul stari-

lor este dreapta reald.

a. Aproximiri corespunzdtoare timpului de ocupare

Pentru ¢>0 fixat considerdm reteaua ol k

o 17‘2:“%" X >) LUE@)“’i 115-("(»5)%5,

) Al

Notam cu Zmésura de reprezentare a timpului obij-

suit , deci mdsura pentru care

E=51 c/‘g(‘) ;1,“6/:@&35

P }r

= {feat) - ‘S(Ik) i deoarece timpul obijnuit, pri-
wit ca functionalé aditiva, are suportul toatd dreapta, dec1 con~

form obs.(2.17) ¢ are si ea acelagi suportl
Fie acum A un C.A.F. aiﬁ sﬁpp'Ac:K comrpact

A
5

Yom aproxima acest C.A.F. cu
' g 459 JC
- 0 )J
Teorema 4.1 Sub ipoteza (l.1)

a) g‘&yvx di(}z‘:ejz‘)za 5
€ >0

b) Deci timpul local admite versiune continud, atunci

§ X P
TP '
c) Chiar in absenta versiunii continue a timpului

O

cal, daci alegem £ szq@k ca - p /’((EV) <

avem A En ﬁ;»&‘ : uniform a.s.
4(—;\/})6"“;‘/{ &}

Y

A

ande Lo(€) = spt = g, o)

Comentariu. Aceasta teoremé poate fi interpretatd




= )=

iupd cum urmeazd : se consideri urmitoarea metodd de “"cunoaste-

!

re" a comportamentului traiecgo:iilor(independenté de functio-
nala pe care vreau s~0 aproximim); o
L2 momentul t misurdm cit timp a stat traiectoria in fiecare
interval If’(timp notat cu QZ(%)) si normalizdm acest timp prin
pultire cu O?. Aceastd "cunoastere" are ordinul de finete £ j
;://5f se poate lnterpreta ca importanta pe care o da
procesﬁl."locuIUi“ reprezentat de Iz , deci inmultirea cu 02
se poate interpreta ca O curétiré a locului de subiectivismul
procesului. A : o
In acest moment intrd In jocﬂfunctionala aditiva:
anulat fiind punctul de vedere al procesului asupra lui Iz)

se pune In locul lui preferinta pe care O are functionala adi-

. 2 o ! £
tiva pentru {ﬁ, prin inmultire cu VA(I&),
La limit4 se obtine A,

Cele de mai sus se pot gindi si astfel: dindu-se
o mééuré y pe spatiul sTasslsn  (daci o anumitd preferintd
pentru fiecare loc din spatiu), Ay reprezinta fﬁncﬁionala adi-
tiva care tine socoteala procesului pe unde a stat piné»in £,

4ind mai multd sau mai putiné importantd unui loc sau altuia,

(& h

upd cum hotdraste V .

Demonstratia teoremei 4.1.

Vom demonstra intii inegalitatea

. e st z ”()
(4.1) 4]%& U, < 2h, (/ﬁ«

Observidm cé gq \] )‘“ XA(]i) , deci, pentru

un x&R itt",,«,{(;: - tz)]& ]W (x) c/) (hj/ - = 7 / /(I ){

[4

- ‘“ﬁ TXQ LK)V (I e x!“ (%) [/y [q)’

Fiecare din cei d01 termenl de mai sus swnt majorati de ﬁy(ﬁ)%fK))
K 2
% >
decarece sumarea de mai sus se face doar dupad h a.l. ié H/{iﬁﬁﬁ.

Deci inegalitatea (4.1.) este demonstratid. Conform teoremei 3.2

Sl W

(4.1)implica (a) si conform acelelasi teoreme V)

i




slab, de unde (b).
Conform (4 1) de mai sus si (2 12) dln Pl rezulté

/35)@ Ciz, () ¥(K)
unde C este o constantd universala, deci

S{“ da /'%”/’4\)<OO/

geea ce, cCu un argumeﬁt‘Borél Contelli implica (€).

b.Traversdri("downéerosings")

: < : ; B
Consider&m din nou pentru g>0 reteaua X; =hE

g ; : !
D) numdrul de reveniri In x%’dupé ce &

§1 notam cu K

fost atins x;;{. Notam de asemenea

4t ( - :
g, =1~ (]05(‘};1&1)% ? X, e

- > = 3 ) 2'{"{ 3
servdm cd o D}% (z)», ? e (;)/C'l]\ s$1 A

Considersm acum un C.A.F. A cu supp ACK= [[-M,M] ¢i definim

14.2) "D?t == 4 c/,i Df[é))f(li)

Teorema’4.2 Sub ipoteza (1.1)
() Tim s (DT ,4\): 0

£E—>0 '
(b) Daci Z“IK(?’A)<O@)

. ufgqu beé_€,g uniform a.s.

Demonstratie

Observam ci deocarece V se concentreazd pe K, pentru

Ly termenil din suma din (4.2) sint nuli. Pentru Rk

oIt ek Jf:EZEKZQJ : Deci
o s T F
= d, (1) s 2h Y0
4.3) rDZ =) Y rbi i) }J
e ~ e ,*{" A 3 T % ’.l, fL < (5; )](,}(
14.4) AD&‘\‘?——L‘/&AD’; o el SR L J J

:\ p (fx‘ (Z)V(/I;)
/«, ’ ({))J”\) =

Juy (2) = Uy (2]] = Hg%@Jﬂgr ) Vidx)) €



oy

bin (4.3), (4.4.), (4.5) de mai sus si (2.12) din[1] rezults
.6). dOOE )z savlK)h, le)

= /
si deci (a) este rezolvat.

{(b) cade din (4,6)ygi>un argument Borel Contelli.

‘5, Complemente

a. Procesul Poisson comrpus :

Vom demonstra cd pentru orice proces Poisson compus
functionalele aditive rationale se ex?rimé cu ajutorul unei
densitdti (deci implicit sint»continﬁe). Dintre ele vor admite
misuri de reprezentare@ relativ la timpul local exact acelea
pentru carve densitatea se anuléazé in afara unei multimi cel
mult numdrabile de puncte.

Notdm cu Z primul timp de salt al procesului si

MXU/A L'Z 44_
cu ZP timpil nesose
Y

dé salt (obtinuti prin iterarea lui Z).
Reamintim cd &, ¢, Glj'KL)53"-Zl_a-_ sint independenti
exponential repartizaﬁi de medie % in raport cu orice px.‘De
asemenea T-(tfa /fc-/s/) si G"(X_gk /féN) sint indepen-—
Bentc relativ la orice po, i pX[e %)= LArs 8 ) =L CT0
Pentru‘ o functionald aditivd naturala A‘nétém

ol 4 ) =E S At 2

;rOﬁOZitia Bala

[/ﬁ,c&) gj«x/;(m /4 o' ta.4,

Demonstratie Va fi suficient sé demonstrdm ca

s

cele doui functionale naturale care apar mai sus au acelasi

1 potential:

/ s 5O ﬁ X/ k*«f_, -
EX'\'%&\SC (X,s) 2 ).,, %C/(i) B S, 59¢ (X /3)

(&) /(,

= (f )s
> {, [_)([ Z:’ Z’l(g 2{/(7{ L/ﬁ) /<f)>E J((XG>( ";/’,

bt

Deocarece i~—£1?{e“75):izclg) , expresia de mai sus devine

= 7, : g STy s s i
EZIEI(Q 5§:Oi4bz5&>):‘;l E)Y Sgﬁ 2 q%ﬂh)--twwi/f



LTS

Propozitia 5.2 Pentru orice mdsurd Rodon ¥

: L .
oy I g Yo VH X 5) 44

unde ¢ este o constantd pozitiva.

Demonstratie S& notdm cu A functionala din stinga lui

(5.1). Ii calculé&m densitatea :

prlLg ,-3//$ [_3 ﬂ/),/z ) y(A{x})E /4{)

B2 X
(5.2) \7%[x)

Din proprietatea de «nyu4umaa~é1 la translatii a proce-
)
7___)4 z \,(
selor cu cresteri independente rezultd cd (§ /L_ J
este o constantd ¢ ( nu depinde de %) si deci (5:1) rezulta

-

din prop021t1&,5 1.

Remarcid. Conform (5.2), daca e functlonala aditivd na-
turald se reprezintd cu ajutorul unei mdsuri Radon Y , den-
sitatea ei va fi x —=> Y({x}) , deci concentratd pe o multi-

e cel mult numdrabild de puncte.

b An exemplu. In acest paragraf vom con51dera miscarea

browniand unidimensionala, notatd ¥. Construim un prcces X
e
(toate notatiile 1legate de el vor rosteni aceastd barad) shfanu{

procesul X intr—un punct a. Deci
X {X £ g P TS T“’k /
f
Tt & fét "f
)
Acest nou proces are urmdtoarele Droprletétl :
() EJ,ZQ/ ey Ja/ﬁ»uf\ Hucvz/( s /fjg’“(‘/w/‘b{ é’z/‘tQ ’L?’/éj@’:l i
(b) Functia (x,Y? —=> %; }) este continud or. (x,y) cu

= §i discontinud In (g ,2).
(c) Orice functionald aditiva continuid admite reprezen-

tare cu ajutorul timpului local.

(d) In afara timpului local mai existd doud functionale

aditive naturale nenule care se anuleaza in afara lui . {a} .
B it e LI o g O fonty) =@ Pre K2R




g o
| Prima observatie urmeazd din
774 ! e ‘/‘ : 7 [y 7\’“-— 1[’; )
Ut foe) = Ulfoo ﬂ_/x/[;‘f&/ Ut
pentru orice functie mdsurabild pozitiva.

Pentru a demonstra (b) observam ca

7 /u\) = »{3‘ X/

G : ‘,‘  > ,f X - o »y:!g{(;{' < X /S.,(’
i pentru y # a ‘ Lfk{?) ,.cjéibchi Xsi&,c0/¢au{dé : 5
J (4] p1g) e e 5 3t
7&[5):(///}) dece. jf<)f < &, dar j/> S i
X X

?(ﬂ)% /;g/?) ﬁ}i/'}[ﬂ),é{/;(g::{ ’E{a('é‘{—\ b ﬁi”é‘< a b t'-m(,(/ L(}/(_.X o
‘ ol A il :

Afirmatia (c) urmeazd din (b) conform (2.15).

Pentru a demonstra (d) observémncé
y1g) = Covn £,09)= g W'Y
v (4) = (/MM ¢, /1Y) = {(/ oy 7(4.)

A
int potentlale naturale corespunzatoare functlonaTelor
1. / ) c =T A -,
By = {l;Ti/’O) ¢ ey (¥, <a)
2 B ~ -
AL = {_ el T s
& b ) 27 Tty 50

Remarcid. Orice functionald aditivad naturala A, care se

anuleazd in afara lui .{ag- se scrie ca o combinatie liniara

cu coeficienti pozitivi cﬂz La, Al si A2

Demonstratie. Fie x<bJa. Deocarece A se anuleazd In afa-
ra lui a rezultd / ) 7
e = RV
J~;;)([(/ TA({ >) 1/( }()

!/
uX

Jin relatia de mai sus si din faptul cd existé limij(x),ref

: , b=
zultd ci existd liml, (b) =«gi apoi se deduce
’A& G
MA& v (x) ¢ pentru xda.
Lla fel se deduce ca exxsta lim w(b)=B si

AN i
L,{; ):D&‘f‘ (}f) ¢ pentru x3a,

Rezultd cd U= (9\~ N (Q)y 1(«-—4ﬁ/0 %/ fLL [a)//

Din teorema de un1c1tate a functionalelor naturale asociate

unui potential natural rezultd A:(?{~(€?M9)ﬁff 4L0§~Q%ﬁd)7‘“#
FU, ml |




- 24 -

Ta + ¢
o . este mic' Al‘ =1 si A2 =0 Papt pentru X<a
Ta+t £ ake Ta+t e 5

este pozitivd pentru orice = o lar.

nseamnd cd ¢ - Uy (a)> 0. La fel se deduce cd p—-’@A(a);} D
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DUALLTATE PENTRU O CLASA DE PROCESE MARKOV
CARE ADMIT TINMPT 'LOCALI

V. Bally gi L, Stoica

INTROTUCARE ‘ o

In luerorea /1/ autorii su studist o clacd de procese
canelorimiw timpi locsli
care au 'o anumita ]

in orice punct al spatiului de stari

aritate, In prezenta lucrare vom ardteicid
asd. In primul 'rind Teorema 4 din /3/" im—
I'eSidemaill josiar qt» cz toate p?‘oceseln (it
cregieri independente csre adpit timpi locali sint In clasZ. Tot
dln‘hropozigia 1.5 se vede cA prin trecere la u - proces r&minem

preund cu rropoziyi

r»

in clasd. In paregraful 3 al lucririi se aratZ cd schimbarea alea- :
toare de timp gi.treceres la subproces de asemenea lasi invariantd
clasa. Dar cca mai interesantd transformsre care lasi invarizntd
clasa consideratis este trecerea ls ducl,

Frincipalul 'rezultat a2l lucrsrii care esie Teorems 2.2 apas
t4 cd pentru un proces de tipul In discuiie rezolvanta asocizti ad-
mite rezolvantie dusle sub- harkov1enu, aceste rezolvante admit proce-
se de acelasi tip care se Obgln unul din altul prin operagla de uI

pI‘OCGS.

_ Pentru notaiii gi rezultate privitoare ls u-procese tripi-
tem 13 pare gr aful 4idin cepitolul X din /4/.

1. Funciie Green

Fie @ misura de reprezentare o tlmpuluL obignuit, Ea estels

03

determinatsi de relciia :
Uy f(*c) “"(S;Ir S'J‘.‘(‘c)ds)
Sm)ﬁa () avlm 5ol i‘GE.

‘Se ObSQPVa 1med1at ci hz 1ncarca deuch1§11. ln raport cl




(GaL531) &y (x,y) = P, )

- B = g Gy + (1-p) U () pte >0 _' 
unde g{(.) gl(, ’Ay). _ : : 1

, o 3 | .
Sy notép u (n,y) ai( g ezp(-ps) & Lé )
0

p ~r e . J v -y
Py (x) = B% (exp ("le)). Un caleul simplu arotd c% u, oatisface
de asemenea relagiile (UMURR) s e e e — gp; Din proprictatea tare
lMarkov gi egalitates stabilitsd rezulti
. v X |
02 74 e ¢ = 1 o | | ’ |
(1.2) &p(x,y) U Sac, i () 8, (E, )
|/
Pentru = studia proprietdjile luil g, ‘eom aves nevoie de @
urmstoarea lewms ‘ |
Lema 1.1 (2), Pentru orice ae i, lin, T, =0 in o probsbilitate . e
y—>a

|
(b).Pentru orice p >0, funciia (“,v)-—><r (y) este

continusd i strict pozitiva,

(c). Pentru orice functie p - excesivd s, aver

[962) ~ o S P, 00) s(x)/r:fj(x)
unde /Jl-p(:{,y) =1 -lf>p (y)clo_é?(x).

uemonsﬁraﬁie. Hentraiuni e On fixatilscrden

P £ ST = U Pa.mX(a e

ceea ce implicH

it )L-(1'>s) \0 (a)

g | ; AR § o a ;
gi decil ipotezav(o.l) implicd convergentatin Wk probabilitate.

Aceasta la rindul ei implicd convergenga in repartiiie,

deci i
: J BIA . : W ’;v\‘".' |
lim g(Q) 1. Deocrece 4 este regulat pehtru el 1nsu§1, ﬁpg(a)i%;
X e D AR Y ; :
d:;l 1poteaa (iGyiieste indeplinitd pentru ?’ . Prin acelagi ray
nsmenticea Cbl dln /1/ Propozikia L.l punctul (e) rezults (b)) d

lema de mal sus. FPunct tul (c) are ﬁcelag dexonstrable ca remarca
urmeaza 'eoremcl 3 1 din Aty




PropoziLin 1 2

| ~ o
Lo |

(a) 0 <& % ) | ‘ \ | j

: 1

(b) 29 e gp(X,y) esﬁe PE=eXco Sivar o e ’ i

(c) (x,7) <> £iﬁz,y) este continug,

(U ) S £y) an(y) or. feg,

(e

Ce,Gay) - g o\%s¥) )/ (a=p), = jgp<x,z> £,(5,97) 4 9(2)
Sgéxﬁ)gMZJ)deL

Demonstratie,

(2) Deoarcce ?p este strict pozitivag gi

LT ERSIORMG S 1 i o (L e g,> 0 $d demonstrin cg

£

]' /
GF&;E5 P pentru p = 1 zceasts inegzlitate este cvidentd, izr pentru
P # 1 scriem

I vy e i1l ¢ Hadligr , aeei BRI e SRl Gl

Tunctul (b) urmeazz imediat din prima egalitate din (1. 2)

Folosind punctul (c) al lemei (1.1), functiile {}g A=
sint ezal continue pentru orice compact K. Continuits

atea in .y ©re-
zultd din (1.1) gi sstfel (c) este denonstrat,

Din ecuajia rezolventei gi (1.1) rezultd (a).

Din ecuatia rezolventei relatic (e) mezults 77(dy) apr oape
gie sint continue
51 Qz'incarcé‘deschisii, aceastd relatie este adevwrﬁta peste tot.

sigur, Deoarece funcgiile care apar fn aceastsd rels

Urmatorul rezultat permite recunoagterea pP
deplinesc condlp 1a (u 1), prin intermediul rezolventei,

Propoziiia 7.). Fie }’ un proces Hunt cu: rezolvents (W ) 15

Preuupuhem et pentpuiuniip s ORI oL
WoEE t i
\‘Jp i‘( S h (X;J)f(g/-t(dé'l p2ntru IS E
& radon SEith e E:+X'E:'
i ; h eot(‘
(1) B o &

unde /#-este o mauur

e

oceselor carc in.<




(a)

(b)
(c)
(d)
(e)

EROpoZ e 9102

1
P

NS s SP(X,V) aste p -

0<s; <

(x,y) —> &5 (x,y) este

’

excesiva OoP. Y,

continud ,

U F ()= Sg (e :[‘(y) dvz(y) or. £e&,

(&G, - g (x,3) )/ (g-p). j 3 (x,2) g (2,y) d 9(2) =

= sgq(X,z) gp(z,y) d7(Z)'

Derionstratie, (&) Deoarcce ?p

up(y

Sl
PN p

yY)D 0, din (1.2) rezults oz

: pentru p = 1 aceasts inégzlitate este cvidentd,

p # 1 scriem

i ¥,

fa

sint e
zul'ta

srll&l=Tllien itgech

este strict pozitiva gi

gp) O. Sia demonstrim ci

P

gpv(x’y) \( T (1-p) \<

iar pentru

U -

Punctul (b) urmeazd imediat din prime egalltate din V(s 2nee

Folosind punctul (c) al

Din ecuaiia rezolventei

Din ecuatia rezolventedl

lemei (1.1), functiile gyp =

gl (1.1) rezultd (a).

d

relatia (e) rezults

sirur. Deooarece funciiile care apar in aceastd rels

Ty e

3¢ wha S

gal continue peniru orice compact K. Continuitatea in LA re-fﬂ
din (1.1) gi astfel (c) este demonstrat, é

M (dy) aproape
SNk contlnue

ol ’rl incarcZ deschigii, aceasti I‘Cla_gle este adev: wrata pestettotiy

unde /A

Urntitorul rezultat permite recuncagterea procoselor care in,
deplinecsc ‘condij;,la (C.1), prin internediul rezolventei,

PI'ODO"’ZL‘J.S 1.;. I‘:Le Y un proces Hunt cu reatﬂventd (“J )-
Presupunems cé pentru un . p D O - B

-

este ohma SUI‘d I'f,don .,1

.Ll“‘:ut

w Sh (x,y )f(g)/u(dgl DuntI‘ll fe E

Exe,,



Fie Yo faxatigi Vn , N€N deschise relativ compacte

g1 Q\ =§y}. Fie o =V )" 14V

Functia hp- fiind continugd fn y vom avea

Lig ’p by (X) e 1 (-~:3/)- Aplicind proprietatea tere Markov objinem
n ,

(258 P{),n ('il f )(x) ’Ip £,(x) pentru mne !

> i a ' = "’A T f .:.nd 103)
Deoarece upfm( ){uup{hp(a,z) : uevl} , fiolosa (

rezults '-."ipf sup {h (Gl BusTan QVW} , ceea ce ne permite sd tre-/
cem la 1imitd cu m —» oo In (1.3) gi =4 obiinem : L
- ’ "

Pi)r h‘; (x) = hp(x,y) pentru orice ngll cu | ‘

hg () = h ( Sy : \

Dar P‘I; h% (GO NPl (e pa (=D T D A CERC R, y) )

1 iR TVI1 E

I "4- 'J_%‘

X T I 2 X) h

e AL .(e P (=pTE)i)iin (J,y) ﬂfy (x) p\y,y) %t

5i demonstraiis punctului (i) se incheie, Afirmagie () urmeazd ba—-'-":i,
nel ¢in (i). | \ S0 ’! ’

Remarcd 1.4. Sub ipoteza RN procesul X este un procns
Hunt : aceasta deoarece Eropogitieyl.INdiny /1/ ne coronteazd o si\ i
indeplinite condijiile Teoremei 4.5 s gay AR () AL G chasta te ‘i
remdi este fndepliniti dac# rezolventa cu care se lucre'izé adnmite p:c-o

cos standard ). Propozijia 1.5 de mal sus apare deci ca 0 condlél

cehivalents cu (0.1), expflxmta in termeni de rezolventd,

Remarecd 1.5, Fie X un proc“s cere indeplinegte: 1poteza
(0L LNERG o funcgie o-eﬁce51v
fezolvenud va avea don31tatea Indmneporticy ”z egala cu Gy A
gp(x,y) u(y)/u(x) (~gnde gp a fost dengitatea relativ 1a gl pe: ¢
rezolvente lui & ) care este continug, strict! pozitiveiigd flnlté.--
ConRong propozigigifl,B, procesul asociat lui W ( In /4/ Cap.ﬂl,fF:
parzgr. 4 ) va indeplini ipoteze (O.l).“ ‘ s



: i
P ~
= !-,:i&l;;u_-‘ - s e e .|
=S5 G
[}

t Up(y _g& (X5 e () d'vz(*{) pentru fe & 3n. p>o

gotetinidelidonuolees wolon  helma B pentru 0 » ceste
consecventy : ) :

i entd cu cea din /2/ gi /4/ dar ve i abandonatd reclativ la
alte rezolvente dunle P€icare le, construim mai tirziu.
) A
t Relatia (e) din proposzijia 1.2 ne garanteazi ci ( s )
S R O 2 OV DB aI My S D e A tal o dualitate cu U relativ
la fz in sensul ¢z
<gl
*U:S>Q=<f,Ug)7 or f,geE+
Dan cfteva Proprictigi imedizte ale acestei rezolvente :
Ar‘rooozi_ig_n 2.1. (2) Pentru fE€DbLE cu suport compact,
aven £ U & ‘
ven £ U € q (5. /
A
ol Sq (X,y)  este g = U~ excesivis

ontinuare vor apirea mei multc rezolvente I

&

T 1 rovil] ook s ) ik b

( In duslitate cu (UD y vom folosi urmitoarea notatie : pentru o :

o W N 3 { - it o s ) i ) e hlis L " s ol

rezolventd W (wp), spunem cf o funciie este g-VW-excesiva dacd \
este g-excesivd in raport cu U

functul (a) rezultd din definigia 1ui #I} gi continui-

tatea funcjiei Epe fentru a demonstra (b) obser

Cm cé relatia (e)
din pr0p0413i, ilifo 2 newas

e

(pra)ie 7’ U .,) SR(pZ o) RS o) ! | !

Jo)alel :
X J Z i

unde é3¢ (= gq (et e e i gq fiind g=Ur=eXcesivi Ag
rezultd g-U-excesivd, . i

Rezolventa U nu este In generel sub-Markoviang, Dé aseme-
nea in general capul siu (nucleul potengial) nu cste propriu,., Totusi
2 onterioard gi din punctul (d) al teoremei de mai JO:
ezults ca este foarte oproape de condijiile Kunita-Watanabe,
Teorema principélé a luerdrii, pe care o dim mai jos, se ocup cu |
construirea gi descrierea rezolventelor sub-lizrkoviene ce sint dua-
listaterctiti:

P

din propoz it

ogdrema 2.2 L i | | . 1t

. A A ." § & i |
(oSSR Orice fUncyle O-U-cxceslva care diferd de cele doud funciii
consjéwte 0 gi .+ee , eate neapirat strict pOthlVd,.flnlt 5i con-

~té cel Puyln 0 astfel de funcgle.:-



-
-~

- R -

AR Rk o s Bl S . s

g,
- - e

: !
L T
(b) Fie v o funcfie o-U-excosivd astfel ca 0<V<eo gi
ai .
(SN

notém cu V = (Vp) rezolventa urndtoare
(2.3) Vi (x, dy) = (1/v(x) )U (v{y) dy, x )

Atunci rezolventa V este in dualltate cu U relativ la
gsura v.yl

« Bezolventei V i se ssociaz# un proces Hunt veri-

ficind proprietstea (0,1) :

(c) Eie'l W

=W ) 0 regolvent” sub-Markoviani care se aflz in

dualitatesicn’ U relatlv la o mdsurd » , Presupunem ci Wy

A s -
Atunci existd o funciie w care cste O_U_eycg ive gi
(2ol n’ (X dJ)

L () U (wiy)dy, "z, Vl( %) aproaepe sigur. |/

Dacsiin plus’ ‘W f
P

(2.1 ) fare loc peste tot,

Tk o _;
(a) Rezolvents U satisface relatis '

este continui pentru fECc(L}), atunci

Lo miin B (F U)( Mil=at xR E CHl R Gl |

p—> o |

Ngt:—:'gie SND ST rezolvgnt;:i“ Wil= (T‘i"p)p70 il q > 0N ot amEc L ‘|
W= 1rezolventa data de ‘q"ﬁ = wq+p' i ,’
Demonutrabi. teoremei ve fi fhcutd fn douid etape : fntr-o |

primd etapd ( propozitiile 2,3 - 2.5 ) vom demonstra re"ultate an&- \
loge celor din teoremd, relativ la S \
|

Avind aceste rezultate pentru orice

a >0, le vom putea
deduce pentru 'q = 0.

A ! : :
Lema \2e8ontiie a0 E}IiS' 3 o functie w q - U - excesivd, continug,
strict pozitivd gi finitia astfel incit

(- oloky B S (i) i x0)
x—>A &

unde A este punctul lui Alexandrov,

YEE T

Demonctratie

-

Alegen (Kll) un gir de compacii astfel fncit

K &€ Int e .gi,: L:_Kn E. Notém AR TCK . Hezultd cd sup T )‘,]’ ]

a Gl hiat Definin




W (x)

_ ; i ¢
¥ : -A4, %
(encllg (KT,QC))=E3(S4- i sE ety
! n Trn
Fixdm z€Z5., Trecind la un subgir putem presupune ci
(ALSJJQP. Folosind inegalitatea (1,10) din /1/ sub forma

cfczl G Cf)g a2 (f;qf (u), din (1..2). obfinem
(2-3) gq (u'z) g

X X GUNR(Geheo ) Gy B33 59)
(2,2) Y g, (x,2) o gy (v,
Atunci deducem (x)(‘v (z) &8 (e (f 7) <'

-n e i -1 =
& = 8, )] 8q (Cezh) gl definim funcsla w -Z:VQI care v fi
continud, strict pozitivd, finiti gi

gitiq = U - excesiva ( q%tlma pro-
prictate urmeazi din faptul cid
sivd deci W

Il

A gq (X,y) egte 'q.— U - exce= 3/
sint la fel ). Observém acum cd W, Ry

¢ a2

— (o e C
W 0 b

T decdutE (a,x)/w(x).g'l/n pe Chn ceea ce asigu-

Lr
= ?

n
rafteenpentou tiyii=iay

Folosind (2.%) obginem (2.2) pentru orice &
yE€E s3i demonstr

3
ajia se Incheie.

Fie g>0 fixat. Construim urmdtosrea rezolventd :

(caiidyl = w(x)"l Gﬁ (it Oy aysiee)

unde w  este funciiz din lema anterioari,

Rezolventa W = (W))

nu este in {;eneI‘al Sub—I‘.‘IaI‘kOVian?;'\,
o 7Q = v/ ato
ar W (\-p+(l) e-.:'tul.

sub-llarkoviand gi in plus :
Propozitia 2.4, Rezolventa wa
asociazid un proces Hunt.

este Felleniand, deci i se
Adcest proces satisface ipoteza (0.1).

Demonsxra le

Vom nota Il Jq(C ) care egte un sp batiu vectorial,

Din relgVWa (2:2) lrezults

M&C . Vom ardts cd Inchideres
- - i 1
uniformi a lui M este Co' Pentru aceasta vom utiliza tzorema Hghn-
Banseh in felul urmdtor. S% presupunem c&8 M nu ests dens in C
Atunci exists F o funchionald liniard si continud pe C,» care se
anuleazd pe M dar care nu este identic nulid, Dar orice functional#d

liniard gi continud pe C, se reprezinty

1l
.

ariatia mErginitd :

(2.3) ) jf(y)v(dJ) reo

cu ajutorul unei mdsuri cu

&

L

: .F:LB.-, v+ ul v _ Dbartea poz:.t:.vé 3:1. re pect:.v purtea negati.
dsurii ™ . Acestea sint doud II‘::lSllI‘l Badon poz:.tlve g:L;‘ mﬁﬁ"



e S W R A 5 TR

I

8, (x)

qu(x, ) W(:y)":L Y, (ay)

89 (30) _ggq(x, y)\n(y)-l v (dy)

]

Fugcﬁiile s_ 81 s, sint finite, deoarece
g (XERDHE NG C, @i chiar continue dcosrece 8, este continpus
in ansamblul celor douq variabile ( se foloaeJto gi (2.3) pentru a

0 = F(wd £) = ”u(y) £(y) gy (7,%) wix)” 1'}?(dj)'l)(dx)
= {2 () (s m 5_ Iy

De unde deducem s, =g , Fie Ay =‘IL£ ptirt (bl = Gl

o Cte AR i : b c

A_ = Jb »_ (ax) funcyionalele aditive asociate mdsurilor ), si

2y TS el e oo b cﬁ' g ~' potenkialele acestora sint s, g1 8 , }Q
decx 4, ='4  gi mal departe LA G v l

fezultd F = 0 ceea ce contrazice ipoteza ci I nu_este ‘
dens. WV este deci rezolventd Feller. Aplicind Propozitia 1.3(ii)
T2 ZIEAREO I t

A - oyl g L )
Lema 2.5, Existd o funciie v , o - U - excesivd, finit#d, strict po-

zitiva gi continud,
Demonstratic :"Fie' g €& Tixatisi hp(y) = gp(a,y)/gp(a,a)

Vom demenstra mai intii cd hp SLOICHUDE l'j este o familie
de funcigiztegal deontinue ‘pelcompaciii Fie W, funciia construiii iIn
1 enaSitBiipeabuni S GiF=R o W rezolventa din Fropozitia 2.4. Fanc-

1 (v
tiile &, (5, ») sint 2-U-excesive ceci gp(a, .)/wl( ) sint
1-W"=cx ceulve.

(a)/wl( a) = l/wl(:i) pentru orice p deci h /‘Jl Al
o< DSl nu 1 8) s{el il LT =lexcesiivetiio ool marblnlta in a. Lema
1.1 (lc)ine saranteazd cd elessint egalicontinuepe coupacti. Putcm
deci extrage un subgir p. —> {) 2ga incit %n —> V" uniform pe

compacti, unde VW este o funcgie continud gi finit3. Deoarcce

= A ) v l . 4 - 1
/i, —> v/wy , funciia v/w; este 1 - W~ excesivd gi v(a) = 1

“n

rezultd cd v/‘w este strict pozitivd., Deci v este gl ea str':.ct-_

4.3.th.... Pentru un £ S O fixat funcgidle hp cuil plig s i o

g <t excceive deci v va £l la fel, Deoarece € este arblt’raf
I‘ozulté cg v este 0 - G - eXces:ng, ceea ce inchele dlemons.-tr

1



Dowonstretin Yooremei 2.2. Vom demonsira Intii punetul (b).

1 . A o . ' 0 . o -
LL@Wiy iy < EaTal vt et BT excesivd, continug, finitd gi

strict pozitivi gi rezolventa 'V datd de (2.1). Fixim q >0 gi :
notdm w funcfis dat4 de Iema 2,3, Atunci

(G0 (b)) = w (x) v(x)~L wg (. v(;)ur(y)"l dy )

Conforw Iropozifici 2.4 rezolventei W3 i se asociazi un
proces Hunt, funcgia v/w_ este 0 - W% - excesivd, deci, conform
A " . . . 4
/4/ Cap. & paragraful 4, lui vt i co asociazi un proces Hunt.

)

feoremsz 4,3 din /5/ gargmieazd cd gi lui V i se asocizzi
un proces Hunt. Conform Propozijiei 1.3 acest proces va indeplini J
(0.1).

Irecem la demonstrarea puflCulllLll (ap)eiDiniilemn L 205 e timiica
i

existd cel pugin o funeia efiiv s OR= U - eXcesivd continuz st
o e A i ; b g
tivaigi ¢1v711ua. e 3 e o S S excesive se obtin din o = V - ex—|

cesive prin fnmulgire cu  v. Despre scestea gtiz, conform (B), ci

- ~

sint continue, finite i strict pozitive gi & tfbl demonutrotia

-~

punctului (=) se incheie,

Trecem la demonstrarea punctului (c). S&i demonstrim fntii
cd » gi D sint .riv'a ente. Fie Y € £ asa Incit Y{i) = C. Avenm
(2.4) DR SL < 80
deci Ul A =R ORI I8 5/9 Rezgltﬁ c3 pentru cel puiin un X EZ avem

0= 0, 1,60 = gy (e,3) am(y)
Deozrece g, este strict pozitivd, rezultd ca 17(‘-\) =0p
é.'Q(rJ O, atunci Uy 1. =0, deci, jinind scama et
4) l..lpllCd Y (4) = 0,
rie wle £ aga fncit Y= u?y . Pentru £, h € E_,_
A
1% - = L0 = | . '
e QI <U pioil h>7 {E, L/ut(u hUp))

ia T eote arbitparg rezultd

L

Deoarcce funcy
(2.5) ./ nix) = 1/w'( <) (w hU NG '7((1\) gl

oloalnd efﬂlltatea (2 5) pentru h Z l, sub markov1an1toteaf
W ne apigury cd wl sLe‘ 0 - U - supermed ané ?

rezolvantel




el BF :
el e el e

e S 2 A g e B W L B S e e =y ‘“

ok e |

pe | WS oD T s

Tinfnd cont de faptul cd & este numdre-

bil generat, muliimea de excepiie din (2.5) poate fi sleasd indepenﬁ
dentd de h, deci (2.1') aste demonstrat.,

Daca p(C (D))C;u (&) , pentru he&C, (E), funcgiile care
apar S0 (2.5 M(0u ' Ta doc ds ) A e gi astfel, deoce
reece ? incarcs deschigii, egalitatea se extinde peste tot.

Rezolventa V definitd 1a panctul (b), avind proces, are

proprietateq (g)- Relatia (2.1) aratd ci aceastd proprietate este
mogtenits de U,

5. Schimbare aleatoare de timp_gi subprocese ’/

2. Schimbare aleatosre de tinp

Considerim o funcyionald aditivd continud 4 f£initd pe 5
[0, %) st % - ‘

A

)
)

ol : ik ; AL } rocesul obhi-
Ly Azt cu tt inf {:3 Ohe Qs t ¢ proces %
nut prin schimbarea aleatoare de timp datd de A ( vom adZuga un
~ s : L .
lafitoate notatiilelireferitoare da . X ). \
—~
Faie SN s por tul i finifalifunc tionaiei i, i Degareceitopolio=

R

: : R ;i A
iafizngcoinecide feultopolliogi afuzualis sl

este iInchis deci, conformi|
N
emarcidmdeiil alfipacinan 2,053 8dinl/ 2y X

"5

este un proces standard.

>
Lt

Propozitia 3.1, £ 1iIndeplinegte ipoteza (o0.l).

Remarki : in /1/ am presupus ci spagiul de stiri a2l proce-

i
3
!
i
l
i
\
sului discutat este conex, presupuncre pe cere nu o mai facem ncntru\
doar pentru a
demonstra cd funcgia f’ @ste strict pozitivd, lucru pe care il von
demonstra direct in cazul de fatd. Cdata demonstratd aceasta, to

rezultatele din /1/ gi din artlcolul de fdgé sint valabi Le pentr' X

<% @

E. Aceasta deoarece ipoteza de conexiune era folosits
St

QLS

Demonstratie. S& verificdm Intii cd T

= AT 2.5. pentru

o ; _ i 53 |

orice x €L, unde T = 1nf§4>0 ; As = x}: inf g s)().; 3 ° “ ,{_fk_
$¢ fixdm un tHO gl si presupunen cd <t Vom prsi decil

un st ags fnclt xza _=Xf Urmeazd ci "a:s\<'z dcclN DG |

gi agvfellAlT) )‘gjﬂt% = t. Am demonstrat cg  A(T, ) (T . Pentru a

denonstra 1ne"alluatpa inversd obsefvim cil T (AT, )) ST e e R B

K(A(T ))

A e (O ))) =x a.u.‘ ceea ce




, O B oot = v
I LI ‘ |

Trecep acum la demonstragla propriuzisi. Avem
o~

-1 -4 T )
Ty(‘) (e y) Dx (e (

Conform lemei 1.1 (e am R TR = O B 2ot probsbilitate.
y—=2 x

) Blglt el poete deci extrage uh subgir
pe carc convergenta de mai sus are loc

convergents funciiei

Din orice gir vy

p a.8., ceea ce implicd

, (x) cdtre 1 pe acest subgir, ceea cc
fncheie demonstratis I‘ornulei (0.1). Rémine de verificat ci Cf el

Deoarece P30, pentru orice x, y€E avem P‘Y(Ty% )> 0, deci, ti-

nind cont de ipotezs fricutd asupra lui 4, I P (A(L )<®2 ) >0, ceea
ce Incheie demonstragia.

b. Subprocese

Fie M o functioneld multipli

ativ&i tare Markov, pesntru
care toate punctele sfint permznente

e ————

g1, ]-ﬂ'ter p Considerzm X sub—
procesul asociat acestei functionale ( vezi Corolarul 3.16 pg. 111
din /2/ ; toate notajiile gi definigiile relativ la

M sint cele
din aceasts lucrzre ). Pentru (¢ A SIS R

- '|T\
Sl €

Y

L, (@,X) vafi egal cu TR d o =SS () <A \

g1 infinit fn caz contrar., Putem deci calcula ;
A = !
R ai= W (exp (- 'I' )) = & (e x M) i
J L [
, X ‘
Folosind din nou faptul ci —> Qg P probabilitate \
c I dumy: —-) X, un ragionement similer celui din propozitia 3.1 arats |
cd lim =1 or. x€&ZE. Am denonstrat deci -
; ﬁPJ
y—v &

A
£ 4indeplinegte condigis (o0.l).

el

/1/ . V., Bally si L Stoicas Reprezentarea funciionalelor aditive cu
aJutorul timpilor locali ( apare in acelagi volum ).
/ 2/ h. Biumenthal, R.K, Getoor :

Markov Processes and Potential
fheory. Academic Press New York, London, 19

- /B3/ R.,K. Getoor, H. Kestien : Continuity of Local Times for Karkov
Processes. Compositio hathematlca, Vol 24, 'F

'JSC . 3, 1972
Bne s sosn e 2 | o
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;Lﬁcture Hotos 1n muuhematlc

sPrln;cr Vdriug 1968.

On th“ CPDSuructlon of Hunt Proces sos from

Resolvents. %e Warsch. verm. Geblete. 64+ 167 ~ 179
(1983).
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u - PROCESE

‘de Lucian BEZNEA

Scopul acestei lucridri este de a explicita paragraful 4,
cap.Il, referitor la u-procese, din [5];Explicitarea este necesard
deoarece completdrile de corpuri ce apar In formula de la sfirsitull

nr.22 nu sint cele "obisnuite" pentru procese Markov (vezi teorema

7 si notatiile ce o preced).

Fie E un spatiu local compact Eu bazi numdrabila si (Pt) un

semigrup sub-markovian pe E satisfdcind "ipotezele drepte":
- admite o realizare cu traiectoriile continue la dreapta
si astfel Incit functiile p-excesive (p70) sint aproape boreliene

si a.s. continue la dreapta pe traiectorii. Presupunem in plus i |

existenta limitelor la stinga In E pe (0,3).

Definitia 1. Fie u o functie excesivd (nuld iIn § prin conven-

- i
ehE - gl ElE

B, =[0w<=],

Definim nucleul sub-markovian Pi pe E prin:

e

i Pt(x,uf)
Ptf(x)= s XéEu‘ i
0 ' X¢Eu . , |

unde f este universal mdsurabila $i,POZitiva.'




e L i e iy
MR

a cdruil rezolventa (uY ) este datd de:

o EE(x,uf) y eru
Upf(x): uixs
0 ¢ X$E,

b) Fie w o functie universal misurabil¥,pozitivd. Sint echivalente
afirmatiile:

i) w este excesiva In raport cu (UD);
ii) w=0 pe E~NE

—
T s O

o si existd o functie excesiva v af:uw=v pe E

Punctul b) al teoremei este valabil cu aceeasi demonstratie pentru .
- functii p-excesive.

Notatie. O functie excesivd, supermediana in \raport cusrec=

s —

zolventa (Up) se va numi excesivd/u, supermediand/u.

P —

e - :AA
—————

Demonstratie. Pentru x¢E_ m&sura Po(x,

.) este purtata de
u ) ~ i :
Pt(x,.) nu fncarcd nici [u—<%ﬂ (deocarece

P (x,.) este absolut continud In raport cu P (x,.), mdsurd ce nu

Euu{sg. Intr-adevdr,

incarcd DL‘“ﬂ decarece P u(x){u(x)<=2) nici [u—@nE prin deflnltle.

u :
a) Relatia PtP Pt+s este evidentda pe ENE

—— S ek s e Vol

—

u’ Pentru eru avem:

nggf(x)= j/P (x, dy)Puf(y)— “(X)J;P (x Ay)ul(y) —/——

A\
u(y) Pt(Yruf)= t
_.T-f (x dy)IE (y)P(y,uf)= u(x) P (x,dy)P (y uf) = ‘
u -
= - i)Ps(x,Pt(Uf))= ﬁTx)Ps+t(x'“f)=Ps+tf(x)’

s (R A——

egalitatea'avind loc deocarece P_(x,dy) nu incarci [u— w]

. { Vi
iar Pt(y,uf)=0 pentru ye [u=0]. ; | '

\

Afirmatia referitoare la reZOlVenté este evi&enté. VoY

b) “i) 711)" Fie W O functie excesivé/u. Definim functia Qb‘“



.

U.w pe E
4)= 0 (=uw) pe [u=0]
== pe [u=dﬂ

Functia q5 ueste supermediand. Intr-adevdr pentru xéEu avem :
u — l l s o~ e
Pt(x,w)_ mpt(x'UW)WPt(x'cb)' caci Pt(x,.) nu incarcd [u J

w f£iind supermediand/u rezulti: TJ..(--}E-)-pt(x,4))gw(x) deci Pt(x.¢)5¢(xl

Aceeasi inegalitate are loc evident pe E1=°°J. Daca xé[u=0] rezul-

td P, (x,u)=0 deci misura P, (x,.) este suportatd de [u=0] , multime %

pe care ﬂb este nuld, In concluzie Pt(x,q)) =0=cb(X) . /
Fie v=1im Pt(¢) (regularizata excesivd a functiei dJ i i‘
tNo0

4 ' il
v = 4) pe E | (cdci pentru XEE ., W fiind excesivd/u avem: \

Deoarece ¢7=0 pe [u=0J iar Ogv's(f) avem v=43$i pe [u=0] . Existd deci &1‘

v,functie excesivd, astfel Incit uw=v pe E  s$i in plus v=0 pe I

|

[.\1:0} 5 *

3.

WA 1 o i '
Py e w) < w () TP (4~ Gy 0 (2 P, (x,0)—> $(x))

(x)

e

"ji) =»i)" Fie w satisfdacind conditia ii).

w este supermediani/u. Intr-adevidr, daca x¢Eu avem P‘é(x,w)‘:():h

Sm——

=w(x). Daca XEE  mdsura P (x,.) este suportatd de B si avem:

P (x, ) = yPy (6, W) = TP (V) G =u(x), functia v fiind

supermediand.

Pentru a incheia demonstratia teoremei mai' trebuie aritat

e S Ll el Y. i

ci pentru X€E , avém;

2 Gl mCO G L
‘ t»o ! ‘-’; ! Y
1 ‘ P (iile v)-—#v(kj i T:V Sl o L
i AN R R

b Wideciiixiiesteinerequs

AL



(2 B (T 0 =
u

Deoarece (V(XE)) este un supermartingal avem E%[v(Xk )/¥;$vtxt),
: o
tgt,. Rezultd:

2% : £
(3) E [v(xto). TCE>t]gE [v(xt), el
; u u
Functia v fiind supermedian# obtinem pentru tgt

- X X 4 3 : 5
v ()7 [v (x,) 1Eu(xtﬂ7,bx[v(xt),TCEu>t (3 2 vixg,), Teg 7 et

Trecind cu t la limitd inferioard In acest sir de inegalititi, ]

rezultd: ’ . &

v(x)y lim ET[v(X,),1, (X,)]| Llim E® Wl Dy tl=
£50 [ L ]/t»o - ey CEu7]

O
e

X 255
= 1im E [v(x ). T )t]=E v (X
o ek [ ¢

e

) o TCEu> 0] — X[V(z( )]——?v(x)

(o} 0 t$0

Deci: : ; : :

B
e

lim E v(X ) Ml 1 S (MY = (32)
t’*O [ Eu t}

Evident:

t£20

- e ————y ot

1in £X[v0x0), 1y (K¢ v e

Din ultimele doud relatii rezultd ca“x:‘

-;EX[V‘.(’xt" 1 (XtJ “"‘_’(x) |




CONSTRUCTIA u~-PROCESELOR

Fie W ={“’:[R;*?E U{QSS' /s(,t‘w(s)_-_-é =>v (t)= Cf}',
Xz(w)zw(t) . gozé'(xg/s?/o) 4 Eg:ﬁxg/sgt) .

Fie}; probabilitate pe E. Conform [4], x11,21. (restringerea la
Fu

traiectorii cu "timp de viati") existd doud masuri PF si P
e (W,r°) g o i i ]
B r L a.1. procesul(X.) este Markov si admite legea de intrare

(PPt) ¢ respectiv (}.\P‘é) 5

Pe W definim variabila aleatoare 19 jekealian
3w =ing{t/x ()= §)

numitd durata de viatd a procesului.

Lema 3. Cu notatiile stabilite, multimea [3’=t, Xié E}
/u

este P¥ si P neglijabild pentru orice x€E.

Demonstratie. Sd observam mai Intii cd din existenta unei

realizdri cu traiectorii continue la dreapta avem:

(4) lim Ps (x,lE)=Pt(x,lE)
s»t
Fie xeE. Deoarece ne-am restrins la traiectorii cu timp de viati
S o e @[V o) ; ; . .
rezulta ca: ['S=t,Xt €E]— /\ers"&rxteE] si deci este suficient si

syt
arétém ca:

(5) Ex[xoztg,XEEE] —> 0 &
S sht

Ex[Xg.-:é,X:é E]= Ex[ l{é'ko X(S-t)+t v Xgé E]:

T

S e P s

W s o ——
P



X (0]
& [Ps-t(xt'l{gg)r lE(Xzi)=Pt(x,1EPs_t(.,l {8} ) )=

DGR CA Lo ufs)) )=P, (x,1.P__ (., 1p))=

::Pt (X, 1E)—PS(X'1E) 5

Am obfinut deci relatia:
X SOl o
(6) | E [Xs—s,xt€.5]=Pt(x,lE)jPS(Xrlg)

Din (4) si (6) rezults (5).

Fie acum x €E . Folosind (6) scris# pentru samigrupul (P%) obtinem

x/uf,o_ o Lo i R £ v
E [xs—él XtéE]—Pt(X,lE)-'PS(X,lE)— GTX—)- Pt(xru_) PS(X,U) i

1
= P_(x,u-P__ (,,u)) —>0.
u(x) t s-t e
Convergenta la zero rezultd din excesivitatea functiei u
0
si din faptul cd u este P(x,.) integrabild (P(x,u){u(x)<se). Ra- |
tionamentul continud ca iIn prima parte.
Pentru er\Eu £inind cont de (6) si definitia lui P'{__l

obtinem direct: EX[:X2=8, Xié E}:O.

Corolarul 4., Avem egalitatea

(1) [e<3]=[*2€ E],

P& si PX/u a.s. pentru orice x¢E.

Teorema 5 a) Pentru orice t0 avem‘Pﬂ/u(XQ¢E eSS =0

b) Fie t70, HE gi,}ﬂ;o, Atunci:

'] ¥

- [ prang
S E -',5“ 7




c) Fie D o multime numirabily, densé in R, si

—{w/sw)’ (w) are limité’\ la dreapta x (w)éE pe D in orice teﬁ)

S(W)) §1 limitd la stinga Xz_(w)eE pe D in orice té(O,](wi&u
Atunci: Bé_P_‘o si pﬂ/u(B)=l

d) 1) Pentru orice t70, £/
2) Pentru orice XEE , pX/“(x0+=x)-1

Sy
3) Pentru xéEu,P /u(x3+=5)=1.

o

Demonstratie. a) Este suficient si demonétrém pentrg/l=£x,
xek, ?inind cont de (7) obtinem:

-

XA 0 / :
P /(X 28E |, t<T)=p>/ U xO Ocpy =p%/ Y (%O —pY (x.E 15 :
SEERTE <) (X4E, , X2em)=pH H(xOcEnE ) —pH (x, E~EL) =~

b} Este suficient si demonstrim (8) pentr€/4=ﬁx, xéEu adica; ti-
nind cont de (7):

T -
’*‘_"“ oy B W4

x/u o il
(9) E [H.lEOXt] i x[H(l ES UQXt], XEE , £50

Cu argumente de clasd monotond, putem presupune

o) o S ‘
H=f1°x§£""fﬁxsn unde fl,...,fn_sint functii boreliene nule tn 5

185, ...<sn=t. Yerificarea relatiei (9) se face acum prin induc-

tie dupd n.

c) Fie te€Q. Definim:

e T e o aiart. S L W

* PAI
T ————————

iy : I O 5 g |
Bt=[t<3/ex1-stéu<t Fl Sl Xm_ nu ex1stél in E sau exis.té We (Ot Raag

XO

% nu existd In E],

llmitele flind calculate pe D Deoarece EB= k/Bt este suficient

sa arétém cé.¢¢ (Bt) =0. Deoarece Bt se poate exprima cu aj

'raveré ascendente pe E(\[0




-y &; "~y

o
i o 217 4 :
By €L. Evident Btﬂutﬂ[t<1]$i deci conform punctului b) este zu- |
ficient ca: prBt)=O, conditie Indeplinit# din ipotezele asupra
semigrupului.'

d) 1) Fie ty0, Deoarece, ¢inind cont de lema 3 avem P

e~ fgmee, ey

P 0.4+,0 1
]&;ifxtfxt+r t + E<<3j este suficient sd ardtdm cd:

/J/U[O (@) 8
A 1
& Xt#Xt+ (g Gy E<S}dﬂ pentru orice k¢l,

O (@] (7}
Deoarece Xt¢Xt+JE§ 1 pentru orice keN putem aplica (8) pentru
t+}-z
—— O O : .
H—l[xt#xt¥] si obtinem:

VAR B0 ke 1 ./ 1
P T o e S e 3 )i S 2
[ ey }<<SI Eéu(dy)u(x)E [ﬁ(xt+%)'

xOsx©

1 -~

: : o Xiio
ultima egalitate avind loc deoarece P [%t#X2+ =0 din "ipotezele
drepte”.
2) Tinind bnt de 1). pent E . pX/u VIR x/u (ori T
) eslipi © : ), pentru xe 4y avem: P (xO+ x) =P [Xo_x]_
= pUY A LN %
= Po(x,{x}) U(X)Po(x,u.lb* ) Po(x'l{x})‘l'

3) Dacd x€ENE din 1) rezultas PX/U[x0 ~glp*/U[xo_ 8]=P‘;(x,l{5j )=1

Se/a e Jyu o o]l Ll
Dacd x=4:P [ko+—5]-P [ko—é]—Po(é,l{J})=1.
Vom specifica acum notatiile:
Fie.[L:{w:m+h#dzu{ﬂ/ continud la dreapta, cu timp de viat:

, avind limitd la stinga in E in orice punct din (0,3)}.

o
Pile X, coordonatelelsi gt' EO corpurile uzuale (necompleta:

t

te),
o (@) (a4 ~s
Fie G:(B,E/B)-_,(LLE ) definitd prin G(w)=w, unde w(t)=

=xg+(w), t70, limita fiind calculatd pe D. Multimea D fiind numi-

rabil4, G este mdsurabila.




Notam tot cu ]_)}‘/u

midsura pe L2 obtinut4d ca imagine prin
G a restrictiei 1a p a m

dasurid PﬁVu

N

definitd pe W. Obtinem rezul-
tatul urmtor:

Teorema 6,

" 1
Pentru orice lege‘p pe E existd o mdsura P//u )

= QL '
P unicd, pentru care procesul (X ) este markovian admite ca

senigrup de‘tranzitie (PE) si legea de intrare (pP ).

; 7]
Se observi ci distributia lui X / Yo
A =y .

Vom nota cu géﬂ (respectiv E,f?u) completatt4l corpului

_) nu esteﬂ

i ‘ | ;
Fy In raport cu misura pP (respectiv Pf?u), iar cu P”, P! (respec-

nab AL iy
tiv F ; gt/ ) completatele in F

port cu pH (respectiv vau

. ®)
ale corpurilor F°, Fis in ra- |

Teorema 7.

Fie ty0 si Hegg” , Hy0. Atunci:

. - *rﬂ/u l:

b) (10) E/U/U[H l[t<3ﬂf//(dx) [H l[t<S] .ueX ]

Demonstratie. a) Fie Hégéﬂ ; H»0. Rezultd cd existi

1i
H', H'0, H' H'€EQ a.1. H'CHGH" si |

' |
(11) PP @’ A1) =0, | . |
|
Fie F'=H’.l[t<3] ’ 5 }
i e O o e .
Evdldent b, S F égt si I'SH lft(S]éF ¢
In pluS‘: l[F’#F“} = lEI'#H"] l[t<~5]o |
Aplicind (8) pentru functia 1[H g si tinfnd cont de (11) obti-
nem: lu/u[F'#F"] =08 |

: b-), Formula (10) se obtine aplicind (8) PRt i BV ENHEN




T e

Teorema 8. Fie T un (E'P) t.s. (timp de stopare) sgi
HeEM, Hy0. Atunci:

5
A . ; ¢
a) T/\S eSiteMun (" /u Y tonic

MY

v ¥

¢y B//0 il
CHE2 [H‘l[Tcx]]:{/A (dx)mhxfﬂ.l[T(ﬂ-uoXT]
. u

Demonstratie.

a) Aven evident[T/\:gyr]:[r(T]()[r<S]. Dar [r(T]egli}‘ pentru ca

T este (E{:}l) t.s. Aplicind teorema 7 a) pentru l[r(T] obtinem i

[r(T]ﬂ[r<.S]6£‘£_ﬂ/u , pentru orice ry0.

b) Fie ty0. Deoarece:

H.l[T<3]-l[TAI$t] - H.1[T<_S ’ Tgtf

= sup H.1
reQ
L4E
Y=t

este suficient sda aratdm ca:
[=giso k]| 4

(12) H.i[r<3, Tgrjégi’__ﬂ/u ;. pentru rgt.

Dar H'i[T<r]é§£.)l pentrﬁ ca Hégéf“ si aplicind teorema 7 a) pentru

e e T i 7 S e it —

e

His [Tgr] obtinem (12).

T e RN e

c) Demonstratia se face aproximind T cu timpi de stopare etajati

si ‘aplicind (10).

Lema 9 ((4], XIV.10). Functiile p-excesive/u sint a.s. con-

tinue la dreapta pe traiectoriile u-procesului.

Demonétratie. I) S& ardtdm c3d £ fiind o functie excesivd,

ty0 si notind Gf::. u’/‘s‘&--rfoxs(q)) nue ?ont'inué »la dieaptative [O,t)}y

T A e




-] )

(13) Gfeg')‘

(o

.?

Decarece f este aproape boreliani este suficient si& demonstrdm

(13) pentru functii boreliene. Functia £ f£iind excesivid, procesul

(£oXs), s<t este un supermartingal. Din [3], VI T.3(2) rezultd cd

existd limita:

(w)
}1 to = llrtt:l foX (w), pentru orice te[o t)sl w¢-h,
S
o

s>to : i
SEQ | ‘

L/ 1

‘unde H= : £ Bant X )= oo]

ST 1N Hn' a’b G et Hnrarb [U <fOXS ¢ Q n[O = n]’ 2 ] ‘:.
a,beQ
acb

i

In plus PP (H)=0. Multimea pe care se calculeazd fiind num&rabild, 1

s A it o

functia traversdrii ascendente rezultd gztnﬁsurabilé si deci:

o . o : |
. w = H

n'a,begt. Rezulta Cé-HGEt- Punind deci hs( y=0, pentru w & |

obtinem un proces gi numdrabil (hs), 0g¢s<t. (X ) avind tralectorili

$

t

H

sl

continue la dréapta, procesul (foXs), 0¢s<t este de asemenea ma-

oY

|
. _ | I
Surabil. Notind: il

2

et o

E

Bt={k5ﬂu)/fox (w)#h (w) , s<t} . obtiném:

B e ﬁWR )XF . Aplicind acum "teorema de masurabilitate a debuLulu1

([2], 1II.44) obtinem: Dy éP’P si notind A —[D <o°] avem A ep'}‘
By

Avem fnsd evident: Ag {hVJ s¢t a.i, feX_ (W)#h (WP si decid:

S

e '—w—m

A eGlen U, pM(H)=0. Rezultd: (13).

II} Sgpermartingalul (uoXt) fiind continuu la dreapta rezulta

VI T.15):

s. ¥ xeE.Continui-




:aopx a

5D ;
(15) D s

Se«; pentru orice eru. : C
Di . ; : |
n teorema de misurabilitate a debutului rezultd ca pentru

5 u{§ -

Atiriw{ } borellané,debutul DA este un (Fép) t.s. Rezultatul se

pdstreazd pentru a aproape boreliani.

III) Fie w o functie pP-excesivid/u. Rezultd ca:

w = pe E

clg

wunde v este p-excesivi.

Din continuitatea 1a dreapta a traiectoriilor avem:

w ‘
{ /s+—Pw X W) nu e continui 1a dreapta } =UG‘; A[t<3] 4
. teD

Deocarece [t<SJ=£DcE€‘ t<:§]U[t<DCE /\‘SJ , pentru a incheia demonstra-
. , u u /7 |
fia este suficient si aritim cd urmitoarele multimi sint P /& ne=

glijabile:

6, [e¢oey 3]

G,=C¢N [Py f t< ‘S]

Pe multimea [t(DCE/NSJ avems Xsé Eu' pentru orice s<t si deci
u
PSRV o VI
wohs = uaXs. Rezultd ca GlC(GtLjGt)ﬂ[£<3],
Functiile p-excesive fiind a.s. continue la dreapta pe

traiectorii si tinind cont de (13) putem aplica (10) si obtinem:

Pﬂ/u[(GXUGE)I’\[_—t<3]} =0. Din (15) avem P a.sS. pentru orice

eru:DCEu = D[u—':OjA D[u:wsz[u"—-O] PN @OINS [DCEf t('S]:&éé([DCEué t]n b

(\[r("ﬂ),iar din (14) rezulta acum: 1 He

P e 2 i e O

- i X ) e |
[DCEué t]n[r( bjC[Xré {u—o]]  PT a.s. pentru orice X€E . Tinind ]i
cont de (10) ([DCEé, t]f\[r(S]égl'_u , iar integrarea in raport cu mi- \
u
surafj se face pe Eu) rezulta cad:

CEé t,r(}] =0, pentru orice rjt, decHiscH! [DCEuét <S] este
u

|

|

J/u - |

p/i/u neglijabilad. G, Lezultall negliiohlL: 1
1

e I e s




excesivi/u se expr: %

ive (care sint a@proape boreliene)

emonstrim ci. functiiile éproape bore-~

And. ExistX deci £1/ £, €EB(E) a.z,
i pM
7 (3 fl(xs)¢fz(Xs{]=0. Ardtim cj

J |
& /u[fls,fl (x)#¢, x_ )] =0. |

Notind cu AE dceasty multime si oy

’ B/={s,w) /Ep% (@) AE ox_ («?)} k
avem: Aé={bBé<C°?]. Din [2], TSI

deci are loc (16).

sint tare ' Markov pentru familia (E/V

U/ , Al ke
£+ ) si deci familiga (gt

continud la dreapta (conform[4], XL LI TIN 20

Lema 11, u~Procesele sint quasi-continye la Stinga dacy

Procesul initial este asa.

i
Demonstratie. Din [l] teorema Yol cap.I rezultjx G B 2
Suficient sd consideradm (5;) t.s. Fie deci Tn,nz,_{(

M l i
Noting a =[lim XML -<S] avem:
n 14 T n

§
¢

o 1
£t+) t.s.,TnﬂT.i

['um 2 #XT : T<S]= Ua,

n-9-° n neN




]

Prin ipote = b : ‘
P ZAUE (A )=0 pentru orice x¢E, iar ALEF 1 Din teorema {
T+~ :
8.c) rez : F/u ;
) ulta: p (A )=0, deci cvasi-continuitatea la stinga pentr:
U-ProCcCes.

Cumul ind Yezultatele 1emelor oy

10 si 11 obtinem urmdtorul
rezultat:

Teorema 12,

Dacd semigrupul (Pt) este standard atunci

semigrupul (Py) are toate proprietatile unui semigrup standard

mai putin proprietatea: x0+=x, Px/u a.s. (care nu este satisfdacuta

daca X&Eu, conform teoremei 5. d.3))
Vom demonstra acum un rezultat ce va permite s& "restrin-
gem" spatiul stirilor la E » obtinind astfel un proces standard

(pentru care spatiul stdrilor Eu nu este total compact):

S o e Iy PR WY PR e

Teorema 13. Pentru eru avem Px/u Qs

X, WEE  si X, (wWeE pentru orice te(0,T(w)).

Demonstxratie.

Pentru ALE\/{J) aproape boreliand definim ([4], XV,‘T.7)=
SA(w)zinf{tZO/Xt_(wﬂéA}

$i avem SA7/D P d.S.

Cu teorema de miésurabilitate a debutului se obtine usor ca SA |

este o (rue) t.s., cu A boreliana, iar tlnind cont de inegalita- }
) entru A o) b .

tea S,7D,, se obtine acela$i rezu}tat P u A aproape oreliénév

Fie r€Q. Definim:

'A(Ib./gt@:, te[ .,o]sau Xt_é["“’]}
S;,Jt(r' X é[ u—o] sau Xté[u 0]}

R SR S e



et ) s
N,=[r<S]N ([D | VIE [u=g]] ) - f |

Cu observatiile f3cute rezulta: N N, & 1“8:t

17 F.,In plus: N1=[r<‘s]f\ -
/\[D[u___ér] §i N,= r<'3]/‘)[D[ =0]<r],p a.s.

i
Deocarece putem ap;ica (10) pentru N, si N,, este suficient sd ard-

R

s s e -~ ol e .-
__ e b A B o SN

e

tam cd:

($1873) uex  dp¥=p |

: Ny 11! |

(18) [ wex_ ap*=o I
i

pentru orice x¢E

o
—

Din (15) rezultsi p¥

R

Ny)=0, deci are loc (17).

(L4)fdmplica N.C u°Xrﬁ0] a.s. gi obtinem (18). o %Q

el
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1l.Introduction(p,2)
2.Harmonic functions(p.14—15) : |
3.Boundary behaviour of hitting probabilities(p.22) i%

4.Formula for the hitting probabilities of a sphere(p.26) |

5.5ets non visited by the brovmian motion(p.37)

6.The probability of visiting an ellipsoid,for n3 3(p.52)
T.Examples of HA(x,

e R A 5, T bl

)# € ,with x €A and visited A (p.58)
(69 p.) y{

This is a seminar,having as main purpose to expose,with. com- i
plete proofs,the "Lebesgue thorn".lMore generally,it had as pur-

pose to give significant examples concerning the topics im 5,7 . ;
o It is written in such a way that a probabilist,which had no j

interest in potential theory before facing the problem of stu-
dying the hitting probabilities for the multidimensional browni-— 1

ani motion,may read it without any difficulty.As appears also
from the title of 4,it does not require any knowledge in(Newtomn)
potential theory. ?ﬂ

It requires some knowledge in probability theory.In its ini—,
tial form,the menuscript was integrated ih.a course in probabi-
1ity.Since this course 1s not published,we eliminated all the
corresponding quotafions and changed the numbers of the sections.
It was ndt supposed that the manuscript will be reproduced as

it 45t contained " XXX g " which were erased.These are the
’ :
eXplaﬁations of its curious graphical aspect and of the pages

nr,14-15 and 16-17. L
g i 1a (palu-14)exe not related to the main
v nd%,iiéed‘ in the sequel.

b, 0
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IETATE DE DIHOTOMIE PENTRU TRAIECTORIILE MISCARI I
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INTRODUCERE

Clasa multimilor semipolare a aparut natural ca o clasa de multimi
A ~ . % A i) R )
neglijabile Tn teoria potentialului. In cazul teoriei clasice in R, n>1,
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sint polare apar insd in cazul procesului care are ca generator infini-

tesimal ecuatia caldurii. Acest proces, denumit proces caloric, poate fi

descris prin intermediul miscarii browniene astfel: fie X=(Xt) miscarea

A n
RSP ) : = 0 R este procesul
brownian3 n R, atunci procesul X (t’Xt) ctival T IAHER S
A

. Ay ) . - ~ ‘
caloric. 0 multime de forma o< Redli, FateRiesite evident efilata pentru X s

nu este polara " Rezultd ca pentru orice multime numarabila N inclusa n R,

multimea NxR'va fi cemipolara si nepolara. Se pare ca in afara exemplelor
i i licate de multimi
i i tiu alte exemple mal comp
de acest tip simplu, nu s€ > L
La o prima vedere, autorului i-s-a parut ca in

semipolare si nepolare.
-] ) -
imi [ 0 AR tea fi
cazul unidimensional (n=1) multimile incluse in R aLoy ar pu
u
. 7 it ca nu este asa.
interesante din acest punct de vedere. Dar s-a dovedit ca
m | a ltimile semipolare incluse
T < <o dovedeste ca .mu
Anume 1n lucrarea de fata s i
| i a clasica
in Rxfcs lare (Teorema 5). Metoda de demonstratie este c€ ,
in K x{¢) sint po _
: | | i : inut
incipiul continuitétii”. Acelas i rezultat a fost obt
rincipl

cind prin''p |
i 2 din Praga (comunicare

- nersonald) .
endent si de [van Netuk D




brow-

fiind daty o multime

7

N axa timpjlor Strict pozitivi, MC (0,), atunci |
traiectoriile care pleacd din or|g|ne se

impart in dou- unele nu vizj- ‘
teaza originea la momente de timp dip M

N . ~ - - '
lar altele viziteazs originea la

boreliana M inclysy

o infinitate nenumarabily de timpi din M;

cele care viziteazs originea

la o multimea nevidi dar cel mult numdrabils de timpi din M, formeaza o

‘multime de probabilitate zero.

Rezul tate principale

oy e ~ %
Fiie (el ise) ol P

X el iscarea browniand pe dreapta
ey e s ) s

O Rx£L
i iana m I@Les )
tragem direct concluzii pentru miscarea Browniand. Pune

! f} Aaal /; QH”)GE\L
X{ (&, C,O -~ ({- T,L} x{(w))).ﬁfé(d,“')— (\H—T/Ig(»t))penpru (&, u A

N\
ot P (o) X '“|p1' pe @(H)QS} . Apoi construnm}J-}{_
si definim Ca

X{ t}‘P) Semigru-

i ii inue
procesul Mrkov cu traiectoril cont

init de
pul asociat acestui proces este def

{ @ (z~gf-)%u/£ atu, )0{/
B pem= S

SR

i inind
calculeaza atunic, obtln

Rezolventa se | db / ’
i { 0(,)(9 |
- (S@"'(a))(, b/j)/é(bs ff}. (J ;
_v F(&’x)::J
<L

1y fx(b_,l) / = (3*%)%.{é—aiwytéutb>a

= )

; bt < 2
' =5/ / b '): : /P.
,}mde‘ Gaala ey ) . | ,




Prin calcul direct se Verifics ex N\
ca ca rezolvénta(v )
o) este tare Feller: a
nume

daca 72'5 B (R1)
& at i
unci \/ yl_egb Rz), x>0 | jar dacd in plus

suportul lui

P ul lui f este compact atunci Voz/!) & (RQ) gz ©

Prin calcul di ’ : |
|rect- se vede si faptul cd functia (e 1) —=>G o,z b, )'

este excesivd pentru fiecare punct (b y) | 3

Vominotall G —tGC
Fie oiéi

famili 3 ;
la masurilor Radon cu suport compact si pozitivegoe

dreapta reala. Utiliz?] .
p ‘eala. Utilizind identificarea lui R cu Rx{0} si prin abuz

de 1imbaj i PRS2 '
i ! J vom identifica LLC cu familia masurilor Radon pozitive din

>

lan, care ' Ly
P ’ e au suportul compact si inclus in JQ)({O} . Pentru o masura

: i 5 ;
/u g,,(é vom defini G/VL in>fa/w] prin

C:/u(a,x): SG(OL/)C) b, 0)/A [d'b.)

Se observa imediat ca daca functia G/u este local mdrainita, atunci
- masura /LL este difuzi. De asemenea se constata ca G/.,, este excesiva.

Urm3toarea propozitie este cheia pentru aplicarea metodelor ‘ ‘

cunoscute in teoria clasicad a potentialului.

Propozitia-T

UU,"[ o masura difuza si fie K o constanta astfel ca G/‘«é K

Fie /" &ic

i 2K este tot.
pe suppft . Atuncl G’Lu < K p |
Demonstratie A : : l

(,%, t, o)< G(s,0 f,.O) rezultd prin

Din inegalitatea G
= G_ (4, Q) . .

integrare (;/c () x)
3m situatia pe mult;Imea R x {0§

RZmine sa examin
e pell senfel & (6,0 ¢ osuppp Consiiiderepiatin el RER ol

R % 40Y care contine pe s si nu intersecteaza supp x

S

=T

' tul maxiﬁm’al_ din

a\c:;'e‘,st ;s,egmen-t. Numerele a, b sint definite de P'fOP",i,-etéﬁ.i e



(a,9) ) (5,0) MUfJ/L | DR S .
| J (@, 5) y{‘)}/)/)u/lf/‘{?—(/)"

rezulta,
i :
Gu s Cwe i,
/ 0) u(d A
- (b, =) / ]
par G (»,0, t,0 ¢ )
/ / )$7b
/ G (b0, T, 0) pentru orice t >b, de unde Gu(4,2) <
< G}L(B,U) < I, Si cuaceasta d [ 7 | ;
emonstratia este Tncheiata. 3

1.7-1.9 in [3] sau Teormele 9.1.1, 9.2.1 din [2])

Propozitia 2

o0 W/l
Fie Y 4 uﬁg , di fuza astfel ca functia 9# restrictionata
‘A
i

|
(\

la
SR s fie continua. AtunCI'Gﬁ( este continua peste tot

Demonstratie

il

Daca (a,x) é supp

sntr-un astfel de punct.

este clar din expresia lui G ca functia G

este continua Rimine de studiat continuitatea
in punctele lui SUPP/}L- Fie (a,0) € SUPP/"L . Pentru &>¢ notam cu 4
(. ma G ‘ ot . Avem =G 2 : |
/ 6 masura x{a-g,lhfa)X{Uﬁ /'( G/LL L//—Le + I,L—//..\f') . Fiecare
inferior semicontinue .iar suma lor

din functiile G%Ai_ 5'(;0“‘ﬁz)5|nt

continud din ipoteza. Rezultd c3 ambele functii

are restrictia la supp M
Deoarece At este difuza rezulta ca

continue.
JLL‘e’)L C,.J.\l /LL/;Ll{ ?S (.T/x

trebuie s3 aiba restrictil
M AD si deci (:J‘Q )N O, prfH-& 7 Din teorema lui Dini rezu
supp st convergenta este unl
ero unlform pe R2

1ta ca pe

S sy g [

forma si din propozitia anterioard rezultd ca

tlnd & # Dar punctul (a,0) nu apartine

functiile G/Li
supp (/“ “/“L(,,) 5

0. Cum aceste funct||

) este continud Tn acest punct

rezul ta ca Cbu—

aproximeaza uniform pe G/u.

"Vurorrce &>



'

zulta ca 3 ’
s aceasts functie €ste contj
inua

. n .
demonstrata. (2,0) 5 Propozitia este

Propozitia 3

Fie feclb!

. ~

a O Se‘ im /‘4:-1-— o /‘( ( || 1 I J I

i - - 7|
(: ; ) /{('%é(// } aSt e] Ca C/é,y, Sa ie C()“-t .-“Ua
pel”lu Olice n GVN. . | |

Demonstratie

———

Vom - i ntii
aplica m;‘q Intii teorema lui Lusin pentru a gdsi un sir lde mul-
imi com ] ey
t pacte (Kn) astfel ca K, C sps, K, (1K, = ¢

pentru m#n, restricti iei, & i

| rictia Func'tlel. C/*' la frecare compact Kn este continud, si

& . »/ ik % . . .

/(fi, (C g)hq)—v- Definim /«"L%= 'XKM- /L( si vom avea imediat relatia
/L(. = 2 /Lf,n . Pentru n fixat vom avea G’/_“ G/q it @4‘« S 5

la fel ca in demonstratia propozitiei anterioare din faptul ca Q«/g are

restrictia continua pe KM vom deduce ca G/‘"w are de asemenea restrictia

continua pe K_ Aplicind propozitia anterioard se deduce ca G/u% este
5 /

continud peste tot si demonstratia este incheiata.

Corolar &

Dacé/tié't.[fé'[este astfel ca functia G/‘ sa fie marginitd rezultd exis-
A
(At) pentru X astfel ca

tenta unei functionale aditive continue

pentru ori-ce"IEEvR

6/(3)— ’-1_—(4,0—1 ,

Demonstratie

! ! C/.L—n , unde fie-
Aplicind propozi -

tia anterioara scriem G}e——

snva contlnua De asemenea

SEte ® TuReEie EaEE

‘7%431{6/4 E&Mik[)/

1 requlat s

al seriei

care termen, é%%7tg
H_/‘x V=@ daca

- se poate constata ca C%uWL
| a tentia
consecinta faptul ca Q}hleste un potent




ke
: /
atunci se reprezintd cy yn CAF 7R ( 2 ) : i
, ) : A : G’/%u(‘i):EJ:L—rqn;j ‘
(Vezi Teorema 3.13 din cap. |y EUTDs s bl i
. kel Ay = = /4 bt
v - ; 1 OoDfinem fU“Ctiona]a ]
autata. :
cau :
Teorema § 8
Orice mlultlme‘semipolaré inclusa Tn [?X[(’} este polara.
Demonstratie
Daca demonstrém ci toate submultimile compacte ale lui M sint polare X
rezulta si M polard. De aceea vom presupune de la nceput ci M este compacts. :
Ap1icTnd Teorema 9 de la pag. 66 din [L] rezultd c3 functia- I%ﬂ { \
se réprezinté cu o masura /u,aand suportul Tn M.
Deci 1 ¢ 0&6 si 1A7 1= //( . Din Teorema 6 de la pag.65 din
e
‘ [ﬁ] rezul ta ;
'
I3 pentru orice deschls D
26 p= G |
< om0 CERCH (Acest lucru se poate vedea si direct tinind cont :
ca procesu] este contlnuu) Din corolarul anterior avem o functionala (At) ‘
1 ;
astfel ca G# (.}) -—E [/loo] Din re]atla antenoara rezulta ca suportu i
fin al acestei functlona1e este inclus Tn fiecare mul time D, de unde tra-
. ‘ v i ‘ i in M. Dar multimea M fiind \
" gem concluzia ca acest suport fin este inclus 1n 5 t
=l ot contine o multime regulatd. Deci funcgionala aditiva ;
K a a.
s &8 fie suild gl tunel Fywlisls ERe 9 demonstreaza teorem ‘
: ; b
Corolar 6 ’ . h

inclusa in (0,22), iar

A/j)'., - E
» (51-/9)1/A{—) .
Daca M este o multlme boreliana .

i igi atunci
brownlene care pleaca din origine,

heM. %) =

este procesul miscarii

A

we [0< it M /X{_(w): o




dinalul L2 Ho este
cardinalul numerelor naturale '

Demonstratie

————

el @t P R0y o Telah ] § e /)?ge M7

Este clar c3 dac3 GONANQ)

fHeM [X ()= 0} este vids.

S T(D/w):w atunci multimea

Ra
amine de cercetat multimea {T<=0} . Din teorema de aproximare

din interior : < Ik ¥
OF vom avea un sir crescator de compacti inclusi Tn M’ astfel

ca T;/;,A’T Bly &y,

Pentru o multime compacta 2 [R ¥ {07

‘\\’\‘ & L,.,/ 4kﬂﬁ’lﬂ_{“ ‘-—\Li[&_( C"‘-—«fvuw (€% ”_'C/M_(_jl)._ﬁj
ultlmeE\ rezulta a fi chiar polara deci K2 2=177 si fl( _TK

Multimea K}L

rezulta atunci regulata si Th’ coincide cu timpul de penetra-

. . s i “ ad 2 " A . A

tie. Acum daca TK {(7,0‘“ ) < ¢ , rezulta c3 multimea {‘f /Xt/U/ w) & K &

este nenumarabila. Din relatia {T'-/\'do}g = (J {TVM' <.a@} rezulta f
n

proprietatea afirmata in enunt.

Subordinatorul asociat timpului local

In continuare vom face unele consideratii cu caracter mai qeneral,

pe care le vom particulariza apoi la studiul procesului invers timpului ,
¥ o i = Vo = ’)1

local al misc3rii browniene. Fie Y~ (W} or) }f} yt ) 4;;11 ) ! )

¢ w tL[’ val ﬂ a‘[/
un proces standard cu spatiul starilor E. Fie A= (At) ] T/ C i 6 \Uj
c@ﬂ’ilfh' Lx 4p = 4uf4¢l,4//&41 Ql RN (2% R-— [VL {[ L/ { )
Vom nota cu & ({.) procesul invers lui A, definit prin -7-_ — L”‘f{'$50/~l4>2(}

d

5 i = A A\ — =ME o g

si notam CUZ {"’ )procesu1 schlmbat‘de timp Zt Yi;(t) vem 'b(t) %
\

E

\

Z{”ﬂ \

o A 3 5 & ]
\V ai face ipoteza A IF E8ER @ multime Tnchisa astfel ca procesu
om m

s standard ([1] Propozitia
2=, 5 Fzrp) Z.JC)"(T P/sa fie un proc

e o multime aproane boreliana vom nota

411 cap. V). Daca BCF est

; e RN
TB=inf{'~E>0/Yf€8’} 5 g = inf 4t Iz

K¢ B. Atunci

& act
S - o = (§ % Juam acum un comp
Se constat3 imediat ca TBS (&) (5@ Sa

R 2



e KCF pe {TK/".QO_}S’ 5 ks

7
o M, :
y ~—
-L Roe_ 2] I < (Fvl\
o =] = EE ) R>0] T <oo] 0, (bﬂk([
~ Avem deci R@‘G - 0 ce | 5 ' '
' | | TK ea ce lmpllca éJ(ATK)=TK pe { TK < 2o} Imediat

rezulta S, <A

kS TK Si ap]ncundt avem: G(S ) é TK

.- Asa cum am mentionat
mai sus i i a '
su (pentru B) Inegalitatea contrar3d este imediats si avem G(S )=
. . . G Sy —TK 5
Deducem

)

Alegind un sir de compacti (Kn) astfel ca T, R rezults T =5 (sg

n B

Remarca. In calculul anterior am lucrat neriguros. Pentru corecti-

tudine ar trebui sa mai precizam ca dCK," l;g::zé ff_{ G ) = co,

sa reamintim conventia inf ¢= ~ Si sa precizam ca am lucrat aproape

sigur.

Propozitia 7

a) Multimea B este Y-polard daca si numai daci este Z-polara.

b) Multimea B este Y-efilata in punctul x din F daca si numal

dacs este 7-efilatd n x. v
numai dacd este Z semipolara.

¢) Multimea B este Y sem|polara e of

O ——

Demonstr t

' i Z . Ient‘u a demOH
S tl—] | r i n I. ra i Obt|n ( B
i[a punq

Atuncx avem ca relatia

e E [ Sg >Oj




este echivalenti ¢y e s ;
)

.

si mai departe tin7ph : 5
'  Ge € X st iy Sugortul fin al 1ui A :
este echivalnetd ¢y I A aceasta

Punctul ¢) rezults din b).

Sa ic3 : A
aplicam acest rezultat la czaul procesului X din sectiunea an-

~ ()

terioars. Vom cons i = i i
: idera L (Lt) timpul local al miscdrii browniene X in

; ; ; ot ' A
0 si vom construi functionala aditiv3 A=(At) pentru X Tn felul urmdtor
At(a,b0)=Lt(co), Se verifica imediat cd A este un CAF al carui SUporf fin
este Rx §0%. Dacad notam o((t)=inf{' s/Ls> ty , inversul lui L, atunci

inversul lui A va fi gc{a, w) = ci#ﬁﬁ. Procesul cu timp schimbat va i

N\ ; :
X«I;(t)(a’LC)=(QLt(Ld)’O)' 2

Se stie cd sub probabilitatea P° a miscarii browniene care pleaca
din origine procesul (Odf) este un proces cu cresteri independente si

crescitor, ‘adicd un subordinator. Din Teorema 5 si propozitia anterioara

rezultd urmatorul corolar (7

Corolar 8

Pentru subordinatorul (ka) multimile semipolare sint polare.

extins la cazul unui invers de timp local

Acest rezultat poate fi

1 i iana u a
<tandard mai general decit miscarea browniana. Pentr
| ; ) A%

- e
o B G Wy Edpt ) £

iar aleE este un punct

pentru un proces.

vedea acest lucru sa consideram ca Y=

este un proces standard cu spatiul starilor E,

a normalizat astfel ca

requlat. Fie L=(L ) timpul Jocal Tn U
' i ul sau:

£

A -poteri,tia]



|

UG8 = ; |
(%) A u/« ) + V<-— A) Vl (U—/{.x)/)_’]

-pentru
;]//‘('>0/

-

unde (V)
A/A>p este rezolventa procesului.

teza v
u

fata de o ma 5 B
asura ¢ i ita
' a & pe E iar densitatile sint continue

Mai precis vom ‘
: presupune ca ista i inita
. P exista o functie Pt(x,y) definita
- pentru (t c < i inua
p ,R,YL (0,) x E x E si continud Tn ansamblul celor trei varia-

bile astfel ca

» ) ) :
. E [f(Yt)]=§f(y)Pt(x,y)éy(dgj)xéE,’ t>0.
Rezult3d atunci ca rezolventa [VG)A\ose scrie

Vil S“J) Dy () 54

cu densitati definite de relatia
OO ___1"{ .
- e o b2, d+

Dﬂ(k,%d ”‘SO o Pf )J)

\

Din ecuatia rezolventei rezul ta

. i (D#(,'}f?))(x) :
ved D5 04 D/“ ‘i’é A i _ it

ste A —€xces iva

oy : S
Din aceasta relatie rezulta ca functna DA( IJ)e
‘ parte 7n multe cazuri se stie céofunc’t»‘l-ia £

‘mea Y- Apare deci natuf

‘pentru orice Yy fixét. Pe de alta

redus la mult

D',\( ) ‘3’) are s‘.upo'rtul "armomc
G | s ' )’- CLL &) ~ unde ¢ este o const
—ct (
) se deduce ca DA(’/a) R

ciile "(#) si (#x



pentru orice A > 0,

Fie ac
um = («(t)) inversul

proces Markov invariant

timpului locil L. Exist3 un
Ur\lC

la trans]at
e pe R astfel c3 |
uind punctul 4 d :
e

terminare al sau s3 fi
le +
©Q, acest proces sub probabilitatea p]
a plecariij

a

reala. Pentr ti A :
¥ @ fuieEic ¢ i3+(R) avem:

Vo= {5 EXTf(eg)) «y<oldt,
Sa consideram functia f(u)=eXp(—,Au) si sd calculdm expresia de sus: !

Uf)=E"L Sche‘c/o('- A &%j A4 =B 5owﬂf(4?;‘¢)c‘/ite]:

=0V
= W) = (/) Dya) = (/) §s eeplben W) (o8 die = )

g ———

= (1/2) S:O %7/'4} [)u/a,a) &

Din acessta relatie rezulta ci nucleul potential U este absolut

continupg fata de masura Lebesque cu densitatea ﬁ(s’t) data de af
: A [} f

' //c)f) /Li,t’c) '){>d |
9/54) \0 - ) ﬁi_é f

=

presupune cd funetie © == (a,a) este descrescatoare

elui din Propozitia 1 si ap

Daca acum seé
oi se

se poate demonstra un rezultat de tipul ¢

u-se numai

P il ¥ ¢

5 la Teorema 5, dar lucrind

repeta toate celelalte argumente pin
7 inTndu- 5 pentru
pe R cu functia g,$i referitor la procesu] ol obtinindu-se ca P

imile semipolare sint polare.

acestbproces mult




Eﬁgmole de multimi de tip Cantor

F I (l | tl ) I I I Ie ca (l (0] ~ I 2. ] e[l[li

rfk""'_;{\ L SR e i
o JUT= 2 0], m,=10,8 TUIF - 3° FJY6-5 , 1-3+32] U
U[];_i ,1} si asa mai deparet

M={) Cat A
S 84 il

multimile M

, daca multimea Mn se va scrie

. el | el Wl i TR
i vom lua a, _,=a , b2k-1 ak+

n+1 n n+1 1 G i"+i { i

4 ‘_ n+ /n L M -f

o bk D ) %k kh Jom defini M %{{ [~ l)h

/"\

Intersectia M= {] M

— n
;

, €ste o multime de tip Cantor. Vom arata acum

ca daca

A

¢ <. /b, atunci M x [0 este polard pentru procesul caloric
X iar daca 1/b << 1/2

, atunci multimea aceasta nu mai este polara.
S3 consideram mai Tntii cazul ‘5 1/L. Vom nota cu ( , masura
(o ;
de mas3 1, uniform repartizata pe M_, adica /%H«{ﬂh)_—:>(&iw)}iﬁ 7 )¥]‘d.
, b= L) R
unde dx este masura Lebesgue. Se observd usor ca existd o limita slaba a
irului (£0) e care o vom nota cu/ﬁb . 53 evaluam @5&fﬁﬂ’) Tntr-un
sirului /’h 5 [0 y

2 . - - ~ o . . -~ d
punct s & M. Pentru aceasta vom analliza mai [Intii situatia cin

: e m of ke 2
v 4] m 1 ] , pentru un anumit n $ RS .

2 }
) [ lf 1) 32&"4

i A ﬁ' A S 1 / /L{‘{) >
. A Al /L/K()/ Srn ¢ A B =
Gr(éju)fggvm/* Uti Wf I

; ; ,
7 _L/H»:-_ R e c



Sa presupunem acum ci re M {l)m
5N 9] /416/\// A<y

n

Atunci mulfimea -{:"VL/(H) h<ogmn 4 e[a'”“ sy
4 2h~1) ‘14—4]}

k ) Cl d
e

(si k este cores 3 :
/{ punzdtor), deci ultima integrala tinde catr
] % G//'(S’O)'

Cum
.Q"H+i ey 1 allca a
e o , Tnseamnd ca neaparat Gja/’i,[)):'mo ;
‘ /

Rezulta din {1 Ch TP 5
| E [ U.l}wf@»f.ﬂca multimea M este polara.
S3a presupunem a 3 J
C . o
an (6 I 2@ & Ik . BenskEryin aseménétor masura
i evaluam G i i
Mos aluam C/u . e din Gen 4@ IR ’”“ : [
261 | 2/‘#1] ; atunci
f

avem

Sb; P L. :

a”“ Var(E-4) /( i AATE \Tgr LTM'{I—QJ’)

o —————

Rezultd atunci ca pentru orice punct s &M avem

LD
e o}\ S i \i_—/_,:F———// a2
To \ 25 {427 ) Rrlar) Ve 1

din Corolarul 4 rezultd a fi poten=

G este deci o functie marginita si

E
I\
\
Vi , :
tialul unui CAF. Din EI/TJ*“’/“‘“%H} 66]rezul ta ca SUPO"U” fin al acestu!l g

In acest fel obtinem c3 M nu este polara.

CAF éste inclus 1n mul timea M.

o
i




Probleme deschise

e s o = -

fatd de multimi i iune ;
£ ujtlmlle de dimensiune Haussdorf Besicovich 1/2 2

r

Remarcam ca di
a di i ‘
mensiunea multimii M de tip Cantor, analizati maj
i

sus,

i, R

sug, e = 0 A e fn el sl =i oo ¢ 1Y/

b) 3 3 3

») Este adevarat c3 daca o multime M c R x { 0jare proprietatea ca
M ¢ pelans

: (i (0‘, C) X{O} este nepolara pentru orice &> 0, atunci multimea M nu

este efilata in (0,0) ?

- - c) Cum trebuie sa fie o multime MC.R)({b} pentru ca

P.O({w / (3) t>0, It,Xt(w,)eM})=1 ?

d) S3 se dea exemplu de o multime semipolar§ hetriviald'" McR x R

: PS . A
(pentru procesul X) in urmatorul sens: 1) M nu este polara, 2) intersectia

MAR x{aly este sau vid5 sau nenumdrabil3, pentru orice a¢R.

e) Fie X- miscarea browniané.n-dimensionélé si X procesul cu com-
ponente (e cu valori 1n Rn+1. Este adevarat ca multimile semipolare
(i, i ‘
A el A : :
pentru X, incluse oo @ s 0 R BT ST ce fapt polare ?
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SIMPLIFICAREA UNEI DEMONSTRATII
de L.Stoica

Sintem sub ipotezele Kunita-Watanabe si cu notatiile lui
- Meyer [l}: Vom da o demonstratie mai simpld pentru teorema 40 1L/
de la pagina 60 In fl]. Iatd enuntul:

t

Teorema
Fie v, Vi neN functii excesive finite/%— -apt. astfel

; 1
ca Vv_¢ converge vag la V. . Atunci v_ converge stiay My ILEZT W
n 7 _ g el hl n g loc

Demonstratie

Cunoasterm din T.12 @F W& LmilaE Wi o Vrem sd aplicam T.15.

Pentru aceasta trepbuie aratat ca

(1) lim § £v_ = §fv ,

pentru orice RunEEse ftéBb(E) care se anuleaza in afara unui

compact. Ne putem restringe la cazul cind 0 < £ <1 si sa alegem

5] (€ (5C(E) astfel ca gz0, £ $g. Atunci h=g-f satisface h>0.

" Atunci

(2)- 5 fv S f(liminf vn)g liminf S VA

si In mod similar

(3) § hv < Liming § hv -

A

¢

v e

T AT



Mai departe obtinem

4 V=B AVEL imi 3o S
(i) Sg S v Shvg liminf S fvn+llm1nf S hv £ 11mlnngvn
P B

par din ipoteza teoremei cunoastem ca lim Sgan- gv si atunci

din relatiile (2);, (3) si (4) se deduce ca 5fv=liminf S'fvn.

Aceastd relatie radmine valabild pentru orice subsir si atunci

rezulta (1).

-

Rgferin;ew

1 P.A. Meyer, Processus de Markov: la frontiere de Martin, ;e

L.N.M. 77 (1968). ;
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