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Complexitate descriptiva

Subdomeniu al teoriei modelelor finite

Scop

e descrierea principalelor clase de complexitate timp si spatiu
prin fragmente de logica de ordinul ntéi si doi

e gasirea unui mecanism de complexitate minimald pentru
stabilirea decidabilitatii formulelor logice

Impact: noi directii si perspective de cercetare

1. aparitia unor domenii de studiu precum model checking,
demonstrarea automata de teoreme

2. noi posibilitati de investigare a unor probleme teoretice
deschise din domeniul complexitatii precum P=NP, coNP=NP
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Structura

1. Un microcosmos al teoriei modelelor finite
(logicd si automate finite)

2. Complexitate descriptiva

3. Logica problemei P=NP
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Un microcosmos al teoriei modelelor finite

1. Un microcosmos al teoriei modelelor finite
1.1 Limbaje acceptate de automate finite
1.2 Logica de ordinul intai
1.3 Cuvintele ca modele in logica de ordinul ntai
1.4 Generalizari ale cuvintelor
1.5 Codificarea structurilor relationale arbitrare in cuvinte
1.6 Logica de ordinul doi
1.7 Limbaje definibile in logica monadic3d de ordinul doi

2. Complexitate descriptiva

3. Logica problemei P=NP
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Un microcosmos al teoriei modelelor finite

Logica si automate finite

e prima caracterizare (din punct de vedere cronologic) a unei
clase de complexitate: caracterizarea clasei limbajelor
recunoscute de automate finite cu ajutorul logicii monadice de
ordinul doi

e Biichi si Elgot au ardtat faptul c3 automatele finite si logica
monadica de ordinul doi interpretata pe cuvinte finite au
aceeasi expresivitate

e Biichi, McNaughton si Rabin au demonstrat o astfel de
echivalentd ntre automate finite si logica monadica de ordinul
doi peste cuvinte infinite si peste arbori
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Un microcosmos al teoriei modelelor finite

Limbaje acceptate de automate finite

Definitie.Un automat finit nedeterminist (AFN) peste
alfabetul A reprezinta un tuplu

A= (Q7A7q0757F)

unde

() este o multime finita de stari
A este un alfabet finit
qo € () este starea initiald

0 C @ x A x @ este relatia de tranzitie intre starile
automatului

F C @ multimea stdrilor finale (acceptoare)
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Un microcosmos al teoriei modelelor finite

Limbaje acceptate de automate finite

Definitie.Definim limbajul recunoscut (acceptat) de
automatul finit nedeterminist A astfel:

L(A) = {w € A* | §(qo,w) N F # 0}

unde 0: Q x A* — P(Q) este functia indusa de relatia de
tranzitie:

* 3(g,A) = {a} )
* d(q,wa) ={p| (r,a,p) €4, pentru r € 6(q, w)}
pentru orice stare ¢, orice simbol a si orice cuvant w
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Un microcosmos al teoriei modelelor finite

Limbaje acceptate de automate finite

Exemplu.Automatul finit A; accepta cuvinte peste alfabetul
A = {a,b} care incep cu litera a, se termina cu litera b si au
proprietatea: dupa fiecare a urmeaza un b si dupa fiecare b
poate urma doar un a.
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Un microcosmos al teoriei modelelor finite

Limbaje acceptate de automate finite

Comportamentul automatului Ay poate fi descris prin formule
folosind

variabile x, 4, ... pentru pozitiile literelor din cuvant,

formula S(x,y) pentru a indica faptul c3 pozitia y urmeaza
imediat pozitiei x,

formula first(xz) pentru a indica faptul c3 = este prima pozitie
din cuvant,

formula last(xz) pentru a indica faptul c3 z este ultima pozitie,

formule @ @ x pentru a formaliza faptul c3 la pozitia = se afl3
simbolul a,

operatorii = (negatie), A (conjunctie), V (disjunctie), —
(implicatie)

cuantificatorii V (oricare), 3 (existd)
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Un microcosmos al teoriei modelelor finite

Limbaje acceptate de automate finite

O posibila formul3 pentru Ay:

@ Jx(first(z) Aa Q x)A
Jy(last(y) A b Q y)A
VaVy(S(z,y) > (a@Qx —-bQyAbQz —aQy)).

unde putem scrie

first(z) : Vy(z < y)
last(y) : Va(z < y)
S(z,y):"(x=y) ANz <yAVzy<zVz<uz).
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Un microcosmos al teoriei modelelor finite

Logica de ordinul Tntai — sintaxa

Definitie.
o Signatura de ordinul intdi: {P,},cn (familie de multimi de
simboluri de relatii indexate de aritatile lor)

e Formule atomice:
{R(x1,...,2,) | RE Pysizy,...,x, € X}
e Formule definite inductiv:

— orice formul3 atomic3 este formul3,

— daca @ este formul3, atunci si —¢ este o formul3,

— daca ¢y si @2 sunt formule, atunci si ¢1 V g este o formul3d
(similar pentru operatorii A, — si <),

— dacd x € X este o variabilad si ¢ este formuld, atunci Jzy si
Vz sunt formule
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Un microcosmos al teoriei modelelor finite

Logica de ordinul intai — sintaxa

Notatia p(x1,...,p) semnificd faptul cd in formula ¢ putem avea
ca variabile libere (variabile necuantificate cu V sau 3) doar
variabile din multimea {z1,...,2,}.

tv(R(x1,...,zyn)) ={x1,..., 2.}, pentru R € P,

fv(=p) = fv(yp)

tv(p1 V @2) = fv(p1) Utv(pe), similar pentru conectorii A, — si >
tv(Vzp) = tv(p) \ {z}, similar pentru 3.

Propozitiile - formule fara variabile libere.
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Un microcosmos al teoriei modelelor finite

Logica de ordinul Tntai — semantica

Definitie.Fie {P, },cn o signatura de ordinul intdi. O
structura (model) A constd din:

e o multime dom(.A) numitd domeniul structurii A,

o pentru fiecare relatie R din P, o multime R4 C dom(A)"

numita interpretarea relatiei R in A.

Exemplu.Pentru exemplul automatului A;, cuvantul w = abab
este un model cu dom(w) = {0, 1,2, 3} si urm3toarele
interpretari ale relatiilor: <,= {(i,7) | i < j,4,7 € dom(w)},
a @={0,2} si b @= {1, 3}.
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Un microcosmos al teoriei modelelor finite

Logica de ordinul intéi — relatia de satisfacere |=

Definitie.Vom numi instantiere a variabilelor din X intr-un
model A o pereche (A, x4), unde x4 este un tuplu din
dom (A)XI.

(A, z4) este completd in raport cu o formuld ¢ dacd

fv(yp) C X.

e pentru definirea relatiei de satisfacere intre modele si
propozitii vom considera mai Tntai relatia de staisfacere intre
instantieri si formule

o relatia de satisfacere intre instantieri si formule poate avea loc
doar pentru instantierile (A, x4) complete fatd de ¢
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Un microcosmos al teoriei modelelor finite

Logica de ordinul intéi — relatia de satisfacere =

Definitie (Relatia de satisfacere intre instantieri si
formule).

e dacd ¢ = R(x1,...,2p) € Py,
(Aza) Eo e ((zi)al1<i<n)e Ry
® dacd ¢ = ),
(Aza) Eoe (Aza) EY
® dacd ¢ = 1 V p2,
(Aza) Eoe (Aza) = ersau (A za) = o2
® dacd ¢ = p1 A2,
(Aza) Eee (Aza) Eersi (Aza) e
® dacd ¢ = @1 — ¥a,
(A,za) F @& (A za) e implicd (A, z4) F 2
® daca ¢ = p1 < P2,
(Aza) Eee (Aza) e dnd (A za) =2
(A, z4) E VYyp < pentru orice instantiere y4 a luiy, (A, z4,y4) E ¢
(A, z4) E Jyp < existd o instantiere y 4 a lui y astfel incat (A, z4,y4) E ¢
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Un microcosmos al teoriei modelelor finite

Logica de ordinul intéi — relatia de satisfacere =

Definitie (Relatia de satisfacere intre instantieri si
formule).
® daci o = R(z1,...,Tn) € Pp,
(Aea) e ((@)a|1<i<n)€Ra
e dacd p =

-,
(Aza) EFype (Aza) FEY

® dacd ¢ = p1 V p2,
(Aza) Eoe (Aza) Eersau (A za) o2
® dacd p = p1 A p2,
(Aza) Eee (Aza) Eersi (Aza) E e
® dacd ¢ = @1 — ¥a,
(Aza) E oo (Aza) | e1 implicd (A z4) E @2
® dacid ¢ = p1 < P2,
(Aza) Eee (Aza) e dnd (A za) =2
(A,z4) = Yyp < pentru orice instantiere y4 a luiy, (A, z4,y4) FE ¢
(A, z4) | Jyp < existd o instantiere y 4 a lui y astfel incat (A, z4,y4) E ¢
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Un microcosmos al teoriei modelelor finite

Logica de ordinul intéi — relatia de satisfacere =

Definitie (Relatia de satisfacere intre instantieri si
formule).
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Un microcosmos al teoriei modelelor finite

Logica de ordinul intéi — relatia de satisfacere =

Definitie (Relatia de satisfacere intre instantieri si
formule).
® daci o = R(z1,...,Tn) € Pp,
(Aea) e ((@)a | 1<i<n)€Ra
® dacd p = ),
(Ayza) o (Aza) i
® dacd p = 1V p2,
(Aza) Eoe (Aza) Eersau (A za) o2
® dacd ¢ = @1 A pa,
(A ) oo (Aea) e si (Aza) b= e

e dacd p = 1 — 2,
(Aza) Eo e (Aza) Eprimplicd (A z4) = @2

® dacid ¢ = p1 < P2,

(Aoa) E ¢ (Aoa) et dnd (Aoa) g2

(A, z4) = Yye < pentru orice instantiere y4 a luiy, (A,z4,y4) E ¢

(A, z4) | Jyp < existd o instantiere y 4 a lui y astfel incat (A, z4,y4) E ¢
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Logica de ordinul intéi — relatia de satisfacere =
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Un microcosmos al teoriei modelelor finite

Logica de ordinul intéi — relatia de satisfacere =

Definitie (Relatia de satisfacere intre instantieri si
formule).
® dacd ¢ = R(z1,...,xn) € Py,
(Aza) Fee(@i)all<i<n)€ Ry
® dacd p = ),
(Aza) Eee (Aaza) FEY
® dacd ¢ = 1 V p2,
(A,za) B (Aza) Eprsau (A za) E ez
® dacd ¢ = @1 A pa,
(Aza) Eoe (Aaa)Eersi(Aza) E e
® dacd p = p1 — 2,
(Aza) E oo (Aza) | e1 implicd (A z4) E @2
® dac3d ¢ = p1 < P2,
(Aza) Eoe (Aza) E e dnd (A za) =2
(A, z4) = Vyp < pentru orice instantiere y4 a lui y,
(A za,ya) F o

® (A z4) |E Jyp < existd o instantiere y 4 a lui y astfel incat (A, xz4,y4) E ¢
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Definitie (Relatia de satisfacere intre instantieri si

Un microcosmos al teoriei modelelor finite

Logica de ordinul intéi — relatia de satisfacere =

formule).

dacd ¢ = R(z1,...,Tn) € Pp,

(Az4) o & (@A | 1<i<n) € Ra

daca ¢ = ),

(Aza) Eoe (Aza) FY

daca ¢ = 1 V p2,

() b 9 & (A 2a) o1 sau (A z4) g2
dacd ¢ = 1 A p2,

(Aza) Eee (Aza) Eersi (Aza) = e
daca ¢ = p1 — 2,

(Aza) Eee (A za) =1 implicd (A, z4) = @2
dacd ¢ = 1 <> 2,

(A0) b 9 (A a) o1 dnd (A24) = 92

(A,z4) = Vyp < pentru orice instantiere y4 a lui y, (A, z4,y4) FE ¢

(A, z4) E Jyp & existd o instantiere y4 a lui y astfel incat

A, za,ya) E @
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Un microcosmos al teoriei modelelor finite
Logica de ordinul intdi (FO)

Definitie (Relatia de satisfacere intre modele si
propozitii). Un model A verificd asadar o propozitie ¢

(A = o) daca (A,0) = ¢.

Definitie.Prin logica de ordinul intai vom intelege clasa
tuturor signaturilor { P, },,eny Tmpreund cu multimea de
propozitii, cu clasele de modele si relatiile de satisfacere
asociate acestora.

Definitie.Limbajul definit de o propozitie ¢ este

L(p) ={w e A" |w = o}

Un limbaj L C A* este definibil in logica de ordinul intdi daca
exista o propozitie de ordinul intéi ¢ astfel incat L = L(yp).
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Un microcosmos al teoriei modelelor finite

Cuvintele ca modele n logica de ordinul intai

Exemplu.Revenind la exemplul nostru, observam ca:
o L(p) = L(A1)
e cuvintele definesc modele (dom(w), <, (@ @),c4) unde

— domeniul este multimea pozitiilor simbolurilor din cuvant:
dom(w) ={0,..., |w| -1}

— pentru relatia binara < multimea < 4 este relatia de ordine
totald pe multimea pozitiilor dintr-un cuvant:
<a={(,J)|i<j,4,j € dom(w)}

— pentru relatia unarda ¢ @ multimea a @ 4 reprezinta pozitiile
din w la care se afl3 simbolul a € A:

a @ = {i | la pozitia 7 Tn cuvantul w se afld simbolul a € A}

Observatie.Orice structura relationala poate fi redusa la un
cuvant prin codificare.
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Un microcosmos al teoriei modelelor finite

Generalizari ale cuvintelor

1. cuvinte infinite peste un alfabet A
2. arbori (binari)

nodurile reprezentate ca secvente finite de simboluri din {0, 1},
unde 0 - ramificare la stdnga, 1 - ramificare la dreapta

dom(t) submultimi inchise la prefixare ale limbajului {0, 1}*
(pentru w € dom(t), fie ambele w0, w1 € dom(t), fie niciunul)
un arbore peste A —¢: dom(t) — A

structura relationald atasatd — (dom(¢), S0, 51, <, (a @)4ea),
unde S0, S1 sunt relatiile de succesivitate stanga si dreapta
((u,u0) € S0, (u,ul) € S1, pentru u,u0,ul € dom(t)),

< este relatia de ordine uzuald peste dom(¢), iar

a @= {u € dom(t) | t(u) = a}.

3. grafuri orientate

Claudia Chirits
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Un microcosmos al teoriei modelelor finite

Generalizari ale cuvintelor

1. cuvinte infinite peste un alfabet A

2. arbori (binari)
3. grafuri orientate cu muchii si noduri etichetate

— etichetele nodurilor dintr-un alfabet A, etichetele muchiilor
dintr-un alfabet B

— multimea nodurilor partitionata Tn submultimi a @, multimea
muchiilor Tn submultimi similare, b _

— structura relationald atasatd — (V, (@ @)aea, (b _)pen)

— arborii — cazuri particulare: V este dom(t), pe muchii
gasindu-se dou3d etichete indicadnd tranzitia cdtre un succesor
stang sau drept

— cuvintele — cazuri particulare: o singura eticheta pentru
muchii, relatia de succesivitate
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Un microcosmos al teoriei modelelor finite

Codificarea structurilor relationale arbitrare Tn cuvinte

Fie A — alfabet. Pentru orice model (A, <) de cardinalitate n din
clasa structurilor relationale ordonate Ord (ale cdror domenii sunt
total ordonate), pentru orice k considerdm {0,...,n* — 1} pentru
identificarea dom(.A)*, asociind fiec3rui k-tuplu pozitia in ordinea
lexicografica.
Consideram codificarile cod: Ord — A* peste alfabetul A care
satisfac:

o identifica structurile izomorfe:

cod(A, <) =cod(A, <) & (A, <) = (A, <)
e valori marginite polinomial
e definibile in logica de ordinul intai

e permite calcularea eficientd a atomilor

Claudia Chirit3 Introducere in complexitate descriptiva 20 / 44



Un microcosmos al teoriei modelelor finite

Codificarea structurilor relationale arbitrare Tn cuvinte

Fie A — alfabet. Pentru orice model (A, <) de cardinalitate n din
clasa structurilor relationale ordonate Ord (ale caror domenii sunt
total ordonate), pentru orice k considerdm {0,...,n* — 1} pentru
identificarea dom(.A)¥, asociind fiecirui k-tuplu pozitia in ordinea
lexicografica.
Consideram codificarile cod: Ord — A* peste alfabetul A care
satisfac:

e identificd structurile izomorfe

e valori marginite polinomial: |cod(A, <)| < p(| dom(A)|)

e definibile in logica de ordinul intai

e permite calcularea eficientd a atomilor
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Un microcosmos al teoriei modelelor finite

Codificarea structurilor relationale arbitrare n cuvinte

Fie A — alfabet. Pentru orice model (A, <) de cardinalitate n din
clasa structurilor relationale ordonate Ord (ale cdror domenii sunt
total ordonate), pentru orice k consideram {0,...,n* — 1} pentru
identificarea dom(.A)¥, asociind fiecirui k-tuplu pozitia in ordinea
lexicografica.
Consideram codificarile cod: Ord — A* peste alfabetul A care
satisfac:
e identificd structurile izomorfe
e valori marginite polinomial
e definibile Tn logica de ordinul intai: Vk € N,Vo € A existad o
formul3 de ordinul intdi @, (x1,... ,x) astfel incat pentru
orice structurd (A, <) € Ord si pentru orice tuplu
(ai,...,ax) € dom(A)*, instantierea (A, a1,...az) satisface
o dacd si numai daci al (ay, ..., ax)-lea simbol din
cod(A, <) este 0.
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Un microcosmos al teoriei modelelor finite

Codificarea structurilor relationale arbitrare Tn cuvinte

Fie A — alfabet. Pentru orice model (A, <) de cardinalitate n din
clasa structurilor relationale ordonate Ord (ale caror domenii sunt
total ordonate), pentru orice k considerdm {0,...,n* — 1} pentru
identificarea dom(.A)¥, asociind fiecirui k-tuplu pozitia in ordinea
lexicografica.

Consideram codificarile cod: Ord — A* peste alfabetul A care
satisfac:

e identificd structurile izomorfe
e valori marginite polinomial
e definibile in logica de ordinul intai

e permite calcularea eficientd a atomilor: pentru un model
cod(A, <), un simbol de relatie R si un tuplu (a1, ...ax)
putem decide eficient dacd (A, ay,...a;) E R(x1,...,xE).

Claudia Chirit3 Introducere in complexitate descriptiva 23 / 44



Un microcosmos al teoriei modelelor finite

Codificarea structurilor relationale arbitrare Tn cuvinte

Exemplu.
o A={0,1}
e < — ordine totala peste dom(.A)
e A= (dom(.A), (Ri)ay--- (Rm)A) de cardinalitate n, cu
[ — cea mai mare aritate a relatiilor (Ry).4, ..., (Rm)a
e asociem fiecdrei relatii R de aritate j un sir
R=1wp... w00 € {0, 1}"1,
unde w; = 1 dac3 al i-lea tuplu din dom(.A)’ apartine
relatiei R si w; = 0, altfel.
e cod(A, <) =1"0"1R; ... Ru
Fiind dat3 o codificare pentru structuri ordonate, pentru cele
neordonate consideram

cod(A) = {cod(A, <) | < ordine totald peste dom(.A)}.
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Un microcosmos al teoriei modelelor finite
Logica de ordinul doi (SO)

e extindem logica de ordinul Tntdi prin adaugarea variabilelor de
ordinul doi:

— pentru fiecare num3ar natural k exista un tip de variabile de
ordinul doi peste relatiile de aritate &k pe domeniul modelelor

— dacd R este o astfel de variabila k-ara si x1,xo,..., 2 sunt
variabile de ordinul Intdi vom avea formula atomica
R(z1,2,...,7k), cu semnificatia (x1,z2,...,2%) € R:
considerdnd un model A si interpretdrile variabilelor de ordinul
intdi (z;) 4 € dom(A) pentru fiecare i € {1,...,k}, impreund
cu interpretarea R4 a relatiei R, are loc

(.A, (ml)A,...,(l‘k)A,RA) ': R(xl,...,xk)

dacd si numai dac3 ((z1)a4, .-, (¥k)4) € Ra
e construim in mod inductiv formule pornind de la aceste
formule atomice, folosind cuantificatorii universali (V) si
existentiali (3) corespunzatori noului tip de variabile
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Un microcosmos al teoriei modelelor finite
Logica monadicd de ordinul doi (MSO)

e MSO: fragment al SO 1n care variabilele de ordinul doi sunt
doar peste relatii unare (multimi de elemente din domeniul
modelelor — pozitii ale simbolurilor dintr-un cuvént)

e pentru fiecare astfel de variabild R avem formule atomice
asociate de tipul R(z) cu semnificatia € R, unde x este o
variabila de ordinul Tntai

e definibilitatea unui limbaj L in FO[<] implica definibilitatea
lui L in MSO[<]
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Un microcosmos al teoriei modelelor finite
Logica monadica de ordinul doi (MSOy)

e MSOq: sistem logic echivalent logicii monadice de ordinul doi,
fara variabile de ordinul intdi, cu formulele atomice
— X CY: X este o submultime a lui Y
Sing(X): X este o multime cu un singur element
X <Y: XY sunt multimi cu cate un singur element {z},
respectiv {y} cu z <y
— X Ca @: X este o submultime a multimii ¢ @

e translatia MSO si MSOq — inductie dupa modul de definire a
formulelor MSO

e Exemplu.p : Vz(a @ (z) — Jy(y < x A Z(y)))

VX (Sing(X)AX C a @— JY (Sing(Y)AY < XAY C 7))

Claudia Chirit3 Introducere in complexitate descriptiva 27 / 44



Un microcosmos al teoriei modelelor finite
Logica monadica de ordinul doi (MSOy)

e o formuld MSOy ¢(X1,...,X,) cu variabile libere din
multimea {X1,..., X, } este interpretatd intr-un model A cu
n submultimi atasate (X1)a,...,(Xn)4

e in cazul considerarii cuvintelor drept modele, o astfel de

interpretare (w, X1, ..., X,,) reprezintd un cuvant peste
alfabetul extins A" = A x {0,1}", unde eticheta
(a,c1,...,cn) de pozitie p indica faptul c3 la pozitia p se afld

simbolul a € Asip € X;, dacd ¢; =1

Exemplu.Pentru modelul (w, X1, X5), unde w = abab, X;
este multimea numerelor impare si X, este multimea numerelor
pare, vom avea urmatorul cuvant peste {a,b} x {0,1}*:

(a,1,0)(b,0,1)(a, 1,0)(b,0,1)
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Un microcosmos al teoriei modelelor finite

Limbaje definibile in logica monadicad de ordinul doi

Teorema (Biichi, Elgot). Un limbaj finit este recunoscut de
un automat finit daca si numai daca este MSO definibil.
Demonstratie: (=)

o fie A= (Q, A, q,0, F), cu multimea starilor
Q =10,...,k} sistarea initiald ¢o = 0

e demonstram ca exista o propozitie monadica de ordinul
doi ¢ care descrie faptul ca automatul A acceptd un
cuvant w = aq . ..a,_1 peste alfabetul A, adica existenta
unei ruldri cu succes qq, ..., q, a automatului A, cu
q =0, (¢, @i, qiy1) € 6, pentrui <n,q, € F
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Un microcosmos al teoriei modelelor finite

Limbaje definibile in logica monadicad de ordinul doi

Teorema (Biichi, Elgot). Un limbaj finit este recunoscut de
un automat finit daca si numai daca este MSO definibil.
Demonstratie: (=)

e codificam secventa de stari de la ¢, la ¢,_1 printr-un tuplu
(Xo, ..., X)) de submultimi ale domeniului
({0,...,n —1}), unde X; contine pozitiile simbolurilor
din w la care se poate afla capul de citire in starea i

e pornind de la starea ¢,_; automatul trebuie sa ajunga
intr-o stare finala prelucrand ultima litera a cuvantului,
Ap—1

e dacd un automat A accepta un cuvant w, modelul w
satisface propozitia
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Un microcosmos al teoriei modelelor finite

Limbaje definibile in logica monadicad de ordinul doi

Teorema (Biichi, Elgot). Un limbaj finit este recunoscut de
un automat finit daca si numai daca este MSO definibil.
Demonstratie: (=)

3Xo.. . 3Xe [ N\ Ve (Xi(z) A X;(2))
i#j
A (Vx(first(x) — Xo(:r)))

A (VmVy(S(x,y) — \/ (Xi(z) Na@x A X](y))))
(i,a,j)€8

A (Vx(last(a:) — \/ (Xi(z)Na @ x))))

JjEF,(i,a,5)€S
w — cuvantul vid A, modelul vid satisface ¢ cu fiecare X; = 0)
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Un microcosmos al teoriei modelelor finite

Limbaje definibile in logica monadicad de ordinul doi

Teorema (Biichi, Elgot). Un limbaj finit este recunoscut de
un automat finit daca si numai daca este MSO definibil.
Demonstratie: (<)

e aratam ca daca un limbaj este definibil in logica monadica
de ordinul doi, atunci limbajul este regulat

e aratam pentru fiecare formuld ¢(Xy, ..., X,) din
fragmentul de logica MSO, existenta unui automat finit
ce acceptd cuvintele w din alfabetul extins A x {0,1}" ce
satisfac ¢
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Un microcosmos al teoriei modelelor finite

Limbaje definibile in logica monadicad de ordinul doi

Teorema (Biichi, Elgot). Un limbaj finit este recunoscut de
un automat finit daca si numai daca este MSO definibil.
Demonstratie: (<)

e pentru formulele atomice construirea automatelor este
triviala:

- X; € X;: automatul acceptd cuvantul w € (A x {0,1}")*
daca pentru fiecare 1 din a 2-a componenta din n-tuplul format
din simbolurile 0 si 1 se gaseste simbolul 1 si Tn cea de-a j-a
componenta

— Sing(X;): automatul acceptd w dac3 pentru a i-a component3
in n-tuplul format din simbolurile 0 si 1 se gaseste o singura
dat3d simbolul 1
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Un microcosmos al teoriei modelelor finite

Limbaje definibile in logica monadicad de ordinul doi

Teorema (Biichi, Elgot). Un limbaj finit este recunoscut de
un automat finit daca si numai daca este MSO definibil.
Demonstratie: (<)

e pentru formulele atomice construirea automatelor este
triviala:

— X; < Xj: automatul acceptd w dacd automatele
corespunzatoare formulelor Sing(X;), Sing(X;) accepts si in
plus, daca pozitiile la care se gasesc simbolurile 1 respecta
conditia z < y

— X; C a @Q: automatul accepta w daca pentru fiecare 1 din a
i-a componentd din n-tuplul format din simbolurile 0 si 1 se
gaseste simbolul 1 si in reprezentarea echivalentd n alfabetul
{0,1} pentru multimea pozitiilor din cuvant la care se gaseste
simbolul a
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Un microcosmos al teoriei modelelor finite

Limbaje definibile in logica monadicad de ordinul doi

Teorema (Biichi, Elgot). Un limbaj finit este recunoscut de
un automat finit daca si numai daca este MSO definibil.
Demonstratie: (<)

e pentru pasul inductiv putem considera doar conectorii
-,V si cuantificatorul existential asupra multimilor, din
moment ce cuantificatorul universal si ceilalti conectori se
pot defini in functie de acestia

e demonstrarea existentei automatelor asociate unor formule
in care apar acesti conectori si cuantificatorul existential
se reduce la demonstrarea proprietatii de inchidere a
limbajelor regulate la complement, la reuniune si proiectie.

g
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Un microcosmos al teoriei modelelor finite

Limbaje definibile in logica monadica de ordinul doi

Consecinta.Orice formuld MSO[<]| poate fi scrisd ca o
formuld EMSO

e prin eliminarea cuantificatorilor, cu exceptia celor existentiali
pentru multimi si a celor universali de ordinul Tntai

e eliminarea cuantificatorilor este posibila datorita Tnchiderii
simultane a limbajelor regulate la proiectie si la complement

e teoria automatelor: reducerea unui automat nedeterminist
(pentru care se obtine proiectia) la un automat determinist
(pentru obtinerea complementului)

e alternadrile succesive de cuantificatori necesita aplicari
succesive ale acestei transformar; dimensiunea automatului
creste in mod exponential
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Complexitate descriptiva

1. Un microcosmos al teoriei modelelor finite
(logicd si automate finite)

2. Complexitate descriptiva

2.1 Descrierea claselor de complexitate
2.2 Modelul de calcul
2.3 Clase de complexitate

3. Logica problemei P=NP
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Complexitate descriptiva

Descrierea claselor de complexitate

e prin clasd de modele ne referim la o clasd K de structuri
inchisd la izomorfism peste un vocabular A (dacd A € K si
A= B, atunci Be K )

e dacd vocabularul nu este fixat — domenii de structuri

e pentru a ne referi la clasa de structuri peste vocabularul A din
domeniul D scriem D(A)

e complexitatea descriptiva isi propune s3 stabileasca daca pe
un anumit domeniu de structuri D exista o logica L care s3
surprinda o clasa de complexitate C:

— daca pentru orice ¢ € L evaluarea acesteia pe structuri din
domeniul D este o problema din clasa de complexitate C

— daca fiecare proprietate a structurilor din D care poate fi
decisd cu complexitatea C este definibila in logica £
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Complexitate descriptiva

Descrierea claselor de complexitate

Definitie.Fie £ o logica, C o clasa de complexitate si D un
domeniu de structuri finite. Spunem ca L descrie C pe D daca

1. pentru fiecare vocabular A si fiecare propozitie p € L(A),
problema verificarii satisfacerii propozitiei ¢ pe domeniul
D(A) este in clasa de complexitate C,

2. pentru fiecare clasd de modele I C D(A) a carei
problema de apartenentad este in clasa C, exista o
propozitie ¢ € L(A) astfel incat
K={AeDA)| AL ¢}

Exemplu.Pe domeniul cuvintelor logica monadica de ordinul
doi descrie limbajele regulate.

Claudia Chirit3 Introducere in complexitate descriptiva 34 / 44



Complexitate descriptiva

Modelul de calcul

Definitie.O masind Turing M este un tuplu (Q,T,b,%,6,qo, F), unde
e () este o multime finita, nevida a starilor masinii
e T este o multime finit3, nevidd a simbolurilor de pe band3 (alfabet)

b € T este simbolul blank

> C T\ {b} este multimea simbolurilor de intrare
® gy € @ este starea initiald
e [ C (@ este multimea stdrilor finale (acceptoare)

JC(Q\F xT)x(QxT x{L,R,N}) este o relatie (relatia de
tranzitie), unde L semnificd o deplasare la stinga, R o deplasare la
dreapta, iar N indica faptul c3 nu are loc nicio deplasare a capului
de citire.
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Complexitate descriptiva

Modelul de calcul

e pentru w = wy ... wg € ¥* masina Turing M va incepe o
computatie Tn starea qg si se va opri intr-o stare ¢ scanand un
simbol a € T" daca relatia § nu este definitd pentru (g, a)

e daca starea g € I, spunem ca M acceptd cuvantul w, altfel,
M 1l respinge

e un limbaj L C X7 este acceptat de M dac3 pentru fiecare
w € X, M acceptd w dac3 si numai daci w € L

e 0 masina Turing M este deterministd daca pentru orice stare
q € @ si orice simbol a € IT" exista o singura tranzitie posibila
(6 — functie partiald, 6: Q\ F xI' - Q@ xI'x{L,R,N} )
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Complexitate descriptiva

Modelul de calcul

Pentru o functie f: N — N, o masina Turing M este f
m3rginitd in timp dacd pentru orice cuvint w € X" acceptat
de M existd o rulare a lui M de lungime cel mult f(Jw|) ce
conduce la acceptare.

M este f maginitd in spatiu, daca pentru orice cuvant
w € X1 acceptat de M existd o rulare ce conduce la
acceptare si foloseste cel mult f(|w]|) celule pana la oprire.

Un limbaj L C X% este in clasa de complexitate PTIME sau
in clasa PSPACE dac3 este acceptat de o masind Turing
determinista care este p marginita in timp sau spatiu, pentru
un polinom p cu coeficienti numere naturale.

Clasele NPTIME si NPSPACE sunt definite similar, admitand
masini Turing nedeterministe.
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Complexitate descriptiva

Clase de complexitate

[ SO(LFP) EXPTIME }
[ FO(PFP) SO(TC) PSPACE ]
coNP complet lerarhia timspopolinomialé NP complet
I} coNP s NP
NP N coNP
FO(LFP) FO(IFP) P complet b
SO-HORN
- J
E
ﬁ ' Y
o FO(TC) NLOGSPACE
FO(DTC) LOGSPACE

J
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Logica problemei P=NP

1. Un microcosmos al teoriei modelelor finite
(logicd si automate finite)

2. Complexitate descriptiva

3. Logica problemei P=NP

3.1 Clasa de complexitate NP si logica de ordinul doi existentiala
3.2 Clasa de complexitate P

3.3 Completitudinea problemei satisfiabilitatii

3.4 Reformularea problemei P=NP
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Logica problemei P=NP

Clasa de complexitate NP si logica de ordinul doi existentiala

Teorema (Fagin). Fie K o clasd de structuri finite inchise la
izomorfism peste un vocabular X finit, nevid, fixat. K este in
clasa de complexitate NP daca si numai daca K este definibila
in logica existentiala de ordinul doi.
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Logica problemei P=NP

Clasa de complexitate P

Teorema.Fie A o clasa de structuri finite ordonate inchise la
izomorfism peste un vocabular A finit, nevid, fixat. A este in
clasa de complexitate P daca si numai daca

1.

2. (Immerman si Vardi) A este definibild in logica de ordinul
ntai cu cel mai mic punct fix sau

Gradel) A este definibild in logica Horn de ordinul doi sau

3. (Immerman) este definibild in logica de ordinul intai cu
punct fix inflationar.
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Logica problemei P=NP

Completitudinea problemei satisfiabilitatii

Teorema (Cook, Levin). Problema SAT este NP-completa.

Demonstratie
e trebuie sa demonstram ca orice problema P din clasa NP

poate fi redusa la problema SAT

e din teorema lui Fagin rezulta ca exista o propozitie de
ordinul Tntai ¢ astfel incat

P:A{w|wE3Ry... 3R, ¢}
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Logica problemei P=NP

Completitudinea problemei satisfiabilitatii

Teorema (Cook, Levin). Problema SAT este NP-completa.
Demonstratie
e pentru fiecare cuvant w asociem o formula propozitionala

0 aplicand o reducere n spatiu logaritmic
e pentru cuvantul dat w vom nlocui in formula ¢
— subformulele 32, cu 'V, cqom(w) ¥[%i/ail, .
— subformulele Va9 cu A\, cqom(w) Y[2i/ail si
— atomii R(a) prin valoarea lor de adevar din w.
e privind atomii R;(a) drept variabile propozitionale, am
obtinut o formul3d propozitionala astfel incat

wePewkEIR ...3dRp < ¢, € SAT.
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Logica problemei P=NP

Reformularea problemei P=NP

e problema deschisa P=NP poate fi reformulatd in mod
echivalent in domeniul logicii potrivit rezultatelor demonstrate
de Fagin si Gradel

e cum problema SAT este NP-completd, pentru a arata ca
P=NP este suficient sa descriem problema satisfiabilitatii
printr-o formul3 existentiald Horn de ordinul doi (X}-HORN),
adica sa gasim un algoritm polinomial care sa determine daca
o formul3d din logica propozitionala este satisfiabila

e cu alte cuvinte, daca pentru fiecare formul3d existentiala de
ordinul doi ¢ € X} existd o formul¥ echivalent3
P e E%—HORN, atunci P=NP
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Logica problemei P=NP

Clasa de complexitate NP si logica de ordinul doi existentiala

Teorema (Fagin). ESO descrie NP peste cuvinte.
Demonstratie — de la formule la masini Turing

e ardtam ca pentru fiecare formula ESO ¢ exista un
algoritm nedeterminist ce ruleaza in timp polinomial si
decide pentru fiecare structura finita (cuvant) w daca
wl=g

o fie o =dR;...dR,,¢, unde ¢ este o propozitie de
ordinul ntai

e construim o masind Turing M nedeterminista cu o banda
de intrare si mai multe benzi de lucru
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Logica problemei P=NP

Clasa de complexitate NP si logica de ordinul doi existentiala

Teorema (Fagin). ESO descrie NP peste cuvinte.
Demonstratie — de la formule la masini Turing

e M alege mai intadi In mod nedeterminist cate o multime
de tupluri de k; pozitii din cuvantul w pentru fiecare
variabila dR; de aritate k;. Fiecare tuplu e codificat intr-o
secventd binar3 de lungime n*, unde n = | dom(w)|.
Secventele sunt retinute pe cate o banda de lucru

e M simuleaza apoi o masina Turing M; ce primeste pe
cate o banda de intrare cuvantul w si relatiile Ry, ..., R,
gasite de M si verifica in timp polinomial si spatiu
logaritmic daca modelul (w, Ry, ..., R,,) satisface v
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Logica problemei P=NP

Clasa de complexitate NP si logica de ordinul doi existentiala

Teorema (Fagin). ESO descrie NP peste cuvinte.
Demonstratie — de la formule la masini Turing

e constructiile masinilor M; se realizeaza in mod inductiv
dupa structura propozitiei :
— daca 1 este o formuld atomica, atunci v este de forma = < y,

a Qg sau R;(x1,...,2k,), Vi € {1,...,m}. Pentru fiecare
dintre formulele atomice, M7 va simula o masind Turing M’ ce
primeste la intrare si interpretarile variabilelor de ordinul ntai si
verificd (in timp polinomial si spatiu logaritmic) dacd modelul
satisface v
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Logica problemei P=NP

Clasa de complexitate NP si logica de ordinul doi existentiala

Teorema (Fagin). ESO descrie NP peste cuvinte.
Demonstratie — de la formule la masini Turing

e constructiile masinilor M; se realizeaza in mod inductiv
dupa structura propozitiei :

— dac3 9 este de forma —)1, M; va simula o masin3 Turing M’
ce verificd dac3 modelul satisface v1; dacd M’ accept3d, M
respinge, iar dacd M’ respinge, M; acceptd (numdr finit de
variabile si de valori)

— dacd ¢ = ¥1 V ¥3, cu 1,1, formule, masina M7 va simula Tn
paralel dou3 masini Turing M’, M" ce verific3 satisfacerea
formulei 11, respectiv 15 si acceptd cuvantul de intrare daca
cel putin una dintre masinile simulate accepta modelul
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Logica problemei P=NP

Clasa de complexitate NP si logica de ordinul doi existentiala

Teorema (Fagin). ESO descrie NP peste cuvinte.
Demonstratie — de la formule la masini Turing

e constructiile masinilor M; se realizeaza in mod inductiv
dupa structura propozitiei :

— dac3d ¢ =V, My parcurge w, alege pe rand fiecare pozitie
din cuvant si simuleaz3 cite o masind M’ pentru fiecare
valoare. M’ primeste la intrare si aceastd pozitie si verifica
dacd modelul satisface 1. Daca fiecareM'’ acceptd, atunci M;
accepta

— dacd ¢ = dxtq, unde 1y este formul3d, masina M; va alege in
mod nedeterminist si va retine pe o band3 de lucru o pozitie
din cuvant apoi va simula o masind M’ ce primeste la intrare
aceastd pozitie si verifica dacd modelul satisface formula ¢/
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Logica problemei P=NP

Clasa de complexitate NP si logica de ordinul doi existentiala

Teorema (Fagin). ESO descrie NP peste cuvinte.
Demonstratie — de la masini Turing la formule

e fie M o masina Turing cu o banda care stabileste n timp
n* — 1 dac3 w apartine limbajului, unde n = |w|

e reprezentam o computatie a masinii M pentru o intrare w
printr-un tuplu R de relatii pe domeniul dom(w)

e construim o propozitie de ordinul Tntadi ¢, peste
Y U{<} U{R} astfel incat structura (w, R) = on <
relatiile R reprezinta o computatie ce conduce la
acceptarea cuvantului w de catre M
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Logica problemei P=NP

Clasa de complexitate NP si logica de ordinul doi existentiala

Teorema (Fagin). ESO descrie NP peste cuvinte.
Demonstratie — de la masini Turing la formule

e pentru ca domeniul dom(w) are n elemente, pentru a
reprezenta un timp polinomial n* vom identifica numerele
de la 0 la n* — 1 prin tupluri Z din dom(w)"

e introducem relatia de succesivitate pentru k-tupluri
y =+ 1 prin formula

\/ (/\(xj =y;) NSz, u) AN (last(xj) A ﬁrst(yj)))

i<k “j<t J>t
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Logica problemei P=NP

Clasa de complexitate NP si logica de ordinul doi existentiala

Teorema (Fagin). ESO descrie NP peste cuvinte.
Demonstratie — de la masini Turing la formule

e IR consta din:
Moment, = {t € dom(w)" | la momentul ¢, M este in starea ¢}

Celula, = {(t,¢) € dom(w)* xdom(w)" | la momentul £,
celula ¢ contine simbolul a}

Cap = {(t,¢) € dom(w)* x dom(w)" | la momentul £,
capul de citire este pozitionat la celula ¢}

Claudia Chiritd Introducere in complexitate descriptiva 44 / 44



Logica problemei P=NP

Clasa de complexitate NP si logica de ordinul doi existentiala
Teorema (Fagin). ESO descrie NP peste cuvinte.
Demonstratie — de la masini Turing la formule

e ) este definitad ca inchiderea universala a conjunctiei

START A TRANZITIE ASTOP
START = Moment,, (0) A Cap(0,0) A /\ @ @ z — Celula, (0, z)

ael’

TRANZITIE = FARAMODIF A MODIF

STOP = /\ —Moment,(t)
qe€Q\F
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Logica problemei P=NP

Clasa de complexitate NP si logica de ordinul doi existentiala

Teorema (Fagin). ESO descrie NP peste cuvinte.
Demonstratie — de la masini Turing la formule

TRANZITIE = FARAMODIF A MODIF

FARAMODIF = A ( Celula, (£, Z) A (7 # §) A (F = £+ 1)A

acTl’
Cap(t, i) — Celulay(?, :f))

MODIF = A (PRE[q,a]—> \/ POST[q’,a’,m])

q€Q,acl (¢’ ,a’;m)€d(q,a)

< Revenire
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Logica problemei P=NP

Clasa de complexitate NP si logica de ordinul doi existentiala

Teorema (Fagin). ESO descrie NP peste cuvinte.
Demonstratie — de la masini Turing la formule

TRANZITIE = FARAMODIF A MODIF
PRE[q, a] = Moment, (¢)ACap(t, ) ACelula,(t, Z)A(t' = t+1)

POST[¢, ', m] =Moment, (') A Celula, (¢, 7) A
(5 = & + m A Cap(t, 7))

< Revenire

Claudia Chiritd Introducere in complexitate descriptiva 44 / 44



