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Complexitate descriptivă
Subdomeniu al teoriei modelelor finite

Scop
• descrierea principalelor clase de complexitate timp s, i spat, iu
prin fragmente de logică de ordinul întâi s, i doi

• găsirea unui mecanism de complexitate minimală pentru
stabilirea decidabilităt, ii formulelor logice

Impact: noi direct, ii s, i perspective de cercetare
1. aparit, ia unor domenii de studiu precum model checking,

demonstrarea automată de teoreme
2. noi posibilităt, i de investigare a unor probleme teoretice

deschise din domeniul complexităt, ii precum P=NP, coNP=NP
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Structură

1. Un microcosmos al teoriei modelelor finite
(logică s, i automate finite)

2. Complexitate descriptivă
3. Logica problemei P=NP
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Un microcosmos al teoriei modelelor finite

1. Un microcosmos al teoriei modelelor finite
1.1 Limbaje acceptate de automate finite
1.2 Logica de ordinul întâi
1.3 Cuvintele ca modele în logica de ordinul întâi
1.4 Generalizări ale cuvintelor
1.5 Codificarea structurilor relat, ionale arbitrare în cuvinte
1.6 Logica de ordinul doi
1.7 Limbaje definibile în logica monadică de ordinul doi

2. Complexitate descriptivă
3. Logica problemei P=NP
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Un microcosmos al teoriei modelelor finite
Logică s, i automate finite

• prima caracterizare (din punct de vedere cronologic) a unei
clase de complexitate: caracterizarea clasei limbajelor
recunoscute de automate finite cu ajutorul logicii monadice de
ordinul doi

• Büchi s, i Elgot au arătat faptul că automatele finite s, i logica
monadică de ordinul doi interpretată pe cuvinte finite au
aceeas, i expresivitate

• Büchi, McNaughton s, i Rabin au demonstrat o astfel de
echivalent,ă între automate finite s, i logica monadică de ordinul
doi peste cuvinte infinite s, i peste arbori
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Un microcosmos al teoriei modelelor finite
Limbaje acceptate de automate finite

Definit, ie.Un automat finit nedeterminist (AFN) peste
alfabetul A reprezintă un tuplu

A = (Q,A, q0, δ, F )

unde
• Q este o mult, ime finită de stări
• A este un alfabet finit
• q0 ∈ Q este starea init, ială
• δ ⊆ Q× A×Q este relat, ia de tranzit, ie între stările
automatului

• F ⊆ Q mult, imea stărilor finale (acceptoare)
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Un microcosmos al teoriei modelelor finite
Limbaje acceptate de automate finite

Definit, ie.Definim limbajul recunoscut (acceptat) de
automatul finit nedeterminist A astfel:

L(A) = {w ∈ A∗ | δ̃(q0, w) ∩ F 6= ∅}

unde δ̃ : Q× A∗ → P(Q) este funct, ia indusă de relat, ia de
tranzit, ie:

• δ̃(q, λ) = {q}
• δ̃(q, wa) = {p | (r, a, p) ∈ δ, pentru r ∈ δ̃(q, w)}

pentru orice stare q, orice simbol a s, i orice cuvânt w
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Un microcosmos al teoriei modelelor finite
Limbaje acceptate de automate finite

Exemplu.Automatul finit A1 acceptă cuvinte peste alfabetul
A = {a, b} care încep cu litera a, se termină cu litera b s, i au
proprietatea: după fiecare a urmează un b s, i după fiecare b
poate urma doar un a.

A1 : // • a // •
b ** •
a

ii
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Un microcosmos al teoriei modelelor finite
Limbaje acceptate de automate finite

Comportamentul automatului A1 poate fi descris prin formule
folosind

• variabile x, y, . . . pentru pozit, iile literelor din cuvânt,
• formula S(x, y) pentru a indica faptul că pozit, ia y urmează
imediat pozit, iei x,

• formula first(x) pentru a indica faptul că x este prima pozit, ie
din cuvânt,

• formula last(x) pentru a indica faptul că x este ultima pozit, ie,
• formule a @ x pentru a formaliza faptul că la pozit, ia x se află
simbolul a,

• operatorii ¬ (negat, ie), ∧ (conjunct, ie), ∨ (disjunct, ie), →
(implicat, ie)

• cuantificatorii ∀ (oricare), ∃ (există)
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Un microcosmos al teoriei modelelor finite
Limbaje acceptate de automate finite

O posibilă formulă pentru A1:

ϕ : ∃x(first(x) ∧ a @ x)∧
∃y(last(y) ∧ b @ y)∧
∀x∀y(S(x, y)→ (a @ x→ b @ y ∧ b @ x→ a @ y)).

unde putem scrie

first(x) : ∀y(x < y)
last(y) : ∀x(x < y)
S(x, y) : ¬(x = y) ∧ x < y ∧ ∀z(y < z ∨ z < x).
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Un microcosmos al teoriei modelelor finite
Logica de ordinul întâi – sintaxa

Definit, ie.
• Signatură de ordinul întâi: {Pn}n∈N (familie de mult, imi de
simboluri de relat, ii indexate de arităt, ile lor)

• Formule atomice:
{R(x1, . . . , xn) | R ∈ Pn s, i x1, . . . , xn ∈ X}

• Formule definite inductiv:
– orice formulă atomică este formulă,
– dacă ϕ este formulă, atunci s, i ¬ϕ este o formulă,
– dacă ϕ1 s, i ϕ2 sunt formule, atunci s, i ϕ1 ∨ ϕ2 este o formulă

(similar pentru operatorii ∧,→ s, i ↔),
– dacă x ∈ X este o variabilă s, i ϕ este formulă, atunci ∃xϕ s, i
∀xϕ sunt formule
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Un microcosmos al teoriei modelelor finite
Logica de ordinul întâi – sintaxa

Notat, ia ϕ(x1, . . . , xp) semnifică faptul că în formula ϕ putem avea
ca variabile libere (variabile necuantificate cu ∀ sau ∃) doar
variabile din mult, imea {x1, . . . , xp}.

fv(R(x1, . . . , xn)) = {x1, . . . , xn}, pentru R ∈ Pn
fv(¬ϕ) = fv(ϕ)
fv(ϕ1 ∨ ϕ2) = fv(ϕ1) ∪ fv(ϕ2), similar pentru conectorii ∧,→ s, i↔
fv(∀xϕ) = fv(ϕ) \ {x}, similar pentru ∃.

Propozit, iile - formule fără variabile libere.
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Un microcosmos al teoriei modelelor finite
Logica de ordinul întâi – semantica

Definit, ie.Fie {Pn}n∈N o signatură de ordinul întâi. O
structură (model) A constă din:

• o mult, ime dom(A) numită domeniul structurii A,
• pentru fiecare relat, ie R din Pn o mult, ime RA ⊆ dom(A)n
numită interpretarea relat, iei R în A.

Exemplu.Pentru exemplul automatului A1, cuvântul w = abab
este un model cu dom(w) = {0, 1, 2, 3} s, i următoarele
interpretări ale relat, iilor: <w= {(i, j) | i < j, i, j ∈ dom(w)},
a @= {0, 2} s, i b @= {1, 3}.
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Un microcosmos al teoriei modelelor finite
Logica de ordinul întâi – relat, ia de satisfacere |=

Definit, ie.Vom numi instant, iere a variabilelor din X într-un
model A o pereche (A, xA), unde xA este un tuplu din
dom(A)|X|.
(A, xA) este completă în raport cu o formulă ϕ dacă
fv(ϕ) ⊆ X.

• pentru definirea relat, iei de satisfacere între modele s, i
propozit, ii vom considera mai întâi relat, ia de staisfacere între
instant, ieri s, i formule

• relat, ia de satisfacere între instant, ieri s, i formule poate avea loc
doar pentru instant, ierile (A, xA) complete fat,ă de ϕ
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Un microcosmos al teoriei modelelor finite
Logica de ordinul întâi – relat, ia de satisfacere |=

Definit, ie (Relat, ia de satisfacere între instant, ieri s, i
formule).

• dacă ϕ = R(x1, . . . , xn) ∈ Pn,
(A, xA) |= ϕ⇔ 〈(xi)A | 1 ≤ i ≤ n〉 ∈ RA

• dacă ϕ = ¬ψ,
(A, xA) |= ϕ⇔ (A, xA) 6|= ψ

• dacă ϕ = ϕ1 ∨ ϕ2,
(A, xA) |= ϕ⇔ (A, xA) |= ϕ1 sau (A, xA) |= ϕ2

• dacă ϕ = ϕ1 ∧ ϕ2,
(A, xA) |= ϕ⇔ (A, xA) |= ϕ1 s, i (A, xA) |= ϕ2

• dacă ϕ = ϕ1 → ϕ2,
(A, xA) |= ϕ⇔ (A, xA) |= ϕ1 implică (A, xA) |= ϕ2

• dacă ϕ = ϕ1 ↔ ϕ2,
(A, xA) |= ϕ⇔ (A, xA) |= ϕ1 dnd (A, xA) |= ϕ2

• (A, xA) |= ∀yϕ⇔ pentru orice instant, iere yA a lui y, (A, xA, yA) |= ϕ

• (A, xA) |= ∃yϕ⇔ există o instant, iere yA a lui y astfel încât (A, xA, yA) |= ϕ
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Un microcosmos al teoriei modelelor finite
Logica de ordinul întâi (FO)

Definit, ie (Relat, ia de satisfacere între modele s, i
propozit, ii). Un model A verifică as,adar o propozit, ie ϕ
(A |= ϕ) dacă (A, ∅) |= ϕ.
Definit, ie.Prin logică de ordinul întâi vom înt,elege clasa
tuturor signaturilor {Pn}n∈N împreună cu mult, imea de
propozit, ii, cu clasele de modele s, i relat, iile de satisfacere
asociate acestora.
Definit, ie.Limbajul definit de o propozit, ie ϕ este
L(ϕ) = {w ∈ A∗ | w |= ϕ}.
Un limbaj L ⊆ A∗ este definibil în logica de ordinul întâi dacă
există o propozit, ie de ordinul întâi ϕ astfel încât L = L(ϕ).
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Un microcosmos al teoriei modelelor finite
Cuvintele ca modele în logica de ordinul întâi

Exemplu.Revenind la exemplul nostru, observăm că:
• L(ϕ) = L(A1)
• cuvintele definesc modele (dom(w), <, (a @)a∈A) unde

– domeniul este mult, imea pozit, iilor simbolurilor din cuvânt:
dom(w) = {0, . . . , |w| − 1}

– pentru relat, ia binară < mult, imea <A este relat, ia de ordine
totală pe mult, imea pozit, iilor dintr-un cuvânt:
<A= {(i, j) | i < j, i, j ∈ dom(w)}

– pentru relat, ia unară a @ mult, imea a @A reprezintă pozit, iile
din w la care se află simbolul a ∈ A:
a @A= {i | la pozit, ia i în cuvântul w se află simbolul a ∈ A}

Observat, ie.Orice structură relat, ională poate fi redusă la un
cuvânt prin codificare.
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Un microcosmos al teoriei modelelor finite
Generalizări ale cuvintelor

1. cuvinte infinite peste un alfabet A
2. arbori (binari)

– nodurile reprezentate ca secvent,e finite de simboluri din {0, 1},
unde 0 - ramificare la stânga, 1 - ramificare la dreapta

– dom(t) submult, imi închise la prefixare ale limbajului {0, 1}∗
(pentru w ∈ dom(t), fie ambele w0, w1 ∈ dom(t), fie niciunul)

– un arbore peste A – t : dom(t)→ A
– structura relat, ională atas,ată – (dom(t), S0, S1, <, (a @)a∈A),

unde S0, S1 sunt relat, iile de succesivitate stângă s, i dreaptă
((u, u0) ∈ S0, (u, u1) ∈ S1, pentru u, u0, u1 ∈ dom(t)),
< este relat, ia de ordine uzuală peste dom(t), iar
a @= {u ∈ dom(t) | t(u) = a}.

3. grafuri orientate
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Un microcosmos al teoriei modelelor finite
Generalizări ale cuvintelor

1. cuvinte infinite peste un alfabet A
2. arbori (binari)
3. grafuri orientate cu muchii s, i noduri etichetate

– etichetele nodurilor dintr-un alfabet A, etichetele muchiilor
dintr-un alfabet B

– mult, imea nodurilor partit, ionată în submult, imi a @, mult, imea
muchiilor în submult, imi similare, b _

– structura relat, ională atas,ată – (V, (a @)a∈A, (b _)b∈B)
– arborii – cazuri particulare: V este dom(t), pe muchii

găsindu-se două etichete indicând tranzit, ia către un succesor
stâng sau drept

– cuvintele – cazuri particulare: o singură etichetă pentru
muchii, relat, ia de succesivitate
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Un microcosmos al teoriei modelelor finite
Codificarea structurilor relat, ionale arbitrare în cuvinte

Fie A – alfabet. Pentru orice model (A, <) de cardinalitate n din
clasa structurilor relat, ionale ordonate Ord (ale căror domenii sunt
total ordonate), pentru orice k considerăm {0, . . . , nk − 1} pentru
identificarea dom(A)k, asociind fiecărui k-tuplu pozit, ia în ordinea
lexicografică.
Considerăm codificările cod: Ord→ A∗ peste alfabetul A care
satisfac:

• identifică structurile izomorfe:
cod(A, <) = cod(A′, <)⇔ (A, <) ∼= (A′, <)

• valori mărginite polinomial
• definibile în logica de ordinul întâi
• permite calcularea eficientă a atomilor
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Un microcosmos al teoriei modelelor finite
Codificarea structurilor relat, ionale arbitrare în cuvinte

Fie A – alfabet. Pentru orice model (A, <) de cardinalitate n din
clasa structurilor relat, ionale ordonate Ord (ale căror domenii sunt
total ordonate), pentru orice k considerăm {0, . . . , nk − 1} pentru
identificarea dom(A)k, asociind fiecărui k-tuplu pozit, ia în ordinea
lexicografică.
Considerăm codificările cod: Ord→ A∗ peste alfabetul A care
satisfac:

• identifică structurile izomorfe
• valori mărginite polinomial: | cod(A, <)| ≤ p(|dom(A)|)
• definibile în logica de ordinul întâi
• permite calcularea eficientă a atomilor
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Un microcosmos al teoriei modelelor finite
Codificarea structurilor relat, ionale arbitrare în cuvinte

Fie A – alfabet. Pentru orice model (A, <) de cardinalitate n din
clasa structurilor relat, ionale ordonate Ord (ale căror domenii sunt
total ordonate), pentru orice k considerăm {0, . . . , nk − 1} pentru
identificarea dom(A)k, asociind fiecărui k-tuplu pozit, ia în ordinea
lexicografică.
Considerăm codificările cod: Ord→ A∗ peste alfabetul A care
satisfac:

• identifică structurile izomorfe
• valori mărginite polinomial
• definibile în logica de ordinul întâi: ∀k ∈ N,∀σ ∈ A există o
formulă de ordinul întâi ϕσ(x1, . . . , xk) astfel încât pentru
orice structură (A, <) ∈ Ord s, i pentru orice tuplu
(a1, . . . , ak) ∈ dom(A)k, instant, ierea (A, a1, . . . ak) satisface
ϕσ dacă s, i numai dacă al (a1, . . . , ak)-lea simbol din
cod(A, <) este σ.
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Un microcosmos al teoriei modelelor finite
Codificarea structurilor relat, ionale arbitrare în cuvinte

Fie A – alfabet. Pentru orice model (A, <) de cardinalitate n din
clasa structurilor relat, ionale ordonate Ord (ale căror domenii sunt
total ordonate), pentru orice k considerăm {0, . . . , nk − 1} pentru
identificarea dom(A)k, asociind fiecărui k-tuplu pozit, ia în ordinea
lexicografică.
Considerăm codificările cod: Ord→ A∗ peste alfabetul A care
satisfac:

• identifică structurile izomorfe
• valori mărginite polinomial
• definibile în logica de ordinul întâi
• permite calcularea eficientă a atomilor: pentru un model

cod(A, <), un simbol de relat, ie R s, i un tuplu (a1, . . . ak)
putem decide eficient dacă (A, a1, . . . ak) |= R(x1, . . . , xk).
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Un microcosmos al teoriei modelelor finite
Codificarea structurilor relat, ionale arbitrare în cuvinte

Exemplu.
• A = {0, 1}
• < – ordine totală peste dom(A)
• A =

(
dom(A), (R1)A, . . . , (Rm)A

)
de cardinalitate n, cu

l – cea mai mare aritate a relat, iilor (R1)A, . . . , (Rm)A
• asociem fiecărei relat, ii R de aritate j un s, ir
R = w0 . . . wnj−10nl−nj ∈ {0, 1}nl ,
unde wi = 1 dacă al i-lea tuplu din dom(A)j apart, ine
relat, iei R s, i wi = 0, altfel.

• cod(A, <) = 1n0nl1R1 . . .Rm

Fiind dată o codificare pentru structuri ordonate, pentru cele
neordonate considerăm

cod(A) = {cod(A, <) | < ordine totală peste dom(A)}.
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Un microcosmos al teoriei modelelor finite
Logica de ordinul doi (SO)

• extindem logica de ordinul întâi prin adăugarea variabilelor de
ordinul doi:

– pentru fiecare număr natural k există un tip de variabile de
ordinul doi peste relat, iile de aritate k pe domeniul modelelor

– dacă R este o astfel de variabilă k-ară s, i x1, x2, . . . , xk sunt
variabile de ordinul întâi vom avea formula atomică
R(x1, x2, . . . , xk), cu semnificat, ia (x1, x2, . . . , xk) ∈ R:
considerând un model A s, i interpretările variabilelor de ordinul
întâi (xi)A ∈ dom(A) pentru fiecare i ∈ {1, . . . , k}, împreună
cu interpretarea RA a relat, iei R, are loc(

A, (x1)A, . . . , (xk)A, RA
)
|= R(x1, . . . , xk)

dacă s, i numai dacă
(
(x1)A, . . . , (xk)A

)
∈ RA

• construim în mod inductiv formule pornind de la aceste
formule atomice, folosind cuantificatorii universali (∀) s, i
existent, iali (∃) corespunzători noului tip de variabile
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Un microcosmos al teoriei modelelor finite
Logica monadică de ordinul doi (MSO)

• MSO: fragment al SO în care variabilele de ordinul doi sunt
doar peste relat, ii unare (mult, imi de elemente din domeniul
modelelor – pozit, ii ale simbolurilor dintr-un cuvânt)

• pentru fiecare astfel de variabilă R avem formule atomice
asociate de tipul R(x) cu semnificat, ia x ∈ R, unde x este o
variabilă de ordinul întâi

• definibilitatea unui limbaj L în FO[<] implică definibilitatea
lui L în MSO[<]
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Un microcosmos al teoriei modelelor finite
Logica monadică de ordinul doi (MSO0)

• MSO0: sistem logic echivalent logicii monadice de ordinul doi,
fără variabile de ordinul întâi, cu formulele atomice

– X ⊆ Y : X este o submult, ime a lui Y
– Sing(X): X este o mult, ime cu un singur element
– X < Y : X,Y sunt mult, imi cu câte un singur element {x},

respectiv {y} cu x < y
– X ⊆ a @: X este o submult, ime a mult, imii a @

• translat, ia MSO s, i MSO0 – induct, ie după modul de definire a
formulelor MSO

• Exemplu.ϕ : ∀x(a @ (x)→ ∃y(y < x ∧ Z(y)))

∀X(Sing(X)∧X ⊆ a @→ ∃Y (Sing(Y )∧Y < X∧Y ⊆ Z))
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Un microcosmos al teoriei modelelor finite
Logica monadică de ordinul doi (MSO0)

• o formulă MSO0 ϕ(X1, . . . , Xn) cu variabile libere din
mult, imea {X1, . . . , Xn} este interpretată într-un model A cu
n submult, imi atas,ate (X1)A, . . . , (Xn)A

• în cazul considerării cuvintelor drept modele, o astfel de
interpretare (w,X1, . . . , Xn) reprezintă un cuvânt peste
alfabetul extins A′ = A× {0, 1}n, unde eticheta
(a, c1, . . . , cn) de pozit, ie p indică faptul că la pozit, ia p se află
simbolul a ∈ A s, i p ∈ Xi, dacă ci = 1

Exemplu.Pentru modelul (w,X1, X2), unde w = abab, X1
este mult, imea numerelor impare s, i X2 este mult, imea numerelor
pare, vom avea următorul cuvânt peste {a, b} × {0, 1}2:

(a, 1, 0)(b, 0, 1)(a, 1, 0)(b, 0, 1)
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Un microcosmos al teoriei modelelor finite
Limbaje definibile în logica monadică de ordinul doi

Teoremă (Büchi, Elgot). Un limbaj finit este recunoscut de
un automat finit dacă s, i numai dacă este MSO definibil.
Demonstrat, ie: (⇒)

• fie A = (Q,A, q0, δ, F ), cu mult, imea stărilor
Q = {0, . . . , k} s, i starea init, ială q0 = 0

• demonstrăm că există o propozit, ie monadică de ordinul
doi ϕ care descrie faptul că automatul A acceptă un
cuvânt w = a0 . . . an−1 peste alfabetul A, adică existent,a
unei rulări cu succes q0, . . . , qn a automatului A, cu
q0 = 0, (qi, ai, qi+1) ∈ δ, pentru i < n, qn ∈ F
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Un microcosmos al teoriei modelelor finite
Limbaje definibile în logica monadică de ordinul doi

Teoremă (Büchi, Elgot). Un limbaj finit este recunoscut de
un automat finit dacă s, i numai dacă este MSO definibil.
Demonstrat, ie: (⇒)

• codificăm secvent,a de stări de la qo la qn−1 printr-un tuplu
(X0, . . . , Xk) de submult, imi ale domeniului
({0, . . . , n− 1}), unde Xi cont, ine pozit, iile simbolurilor
din w la care se poate afla capul de citire în starea i

• pornind de la starea qn−1 automatul trebuie să ajungă
într-o stare finală prelucrând ultima literă a cuvântului,
an−1

• dacă un automat A acceptă un cuvânt w, modelul w
satisface propozit, ia ϕ
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Un microcosmos al teoriei modelelor finite
Limbaje definibile în logica monadică de ordinul doi

Teoremă (Büchi, Elgot). Un limbaj finit este recunoscut de
un automat finit dacă s, i numai dacă este MSO definibil.
Demonstrat, ie: (⇒)
∃X0 . . . ∃Xk

(∧
i 6=j
∀x¬

(
Xi(x) ∧Xj(x)

)
∧
(
∀x
(
first(x)→ X0(x)

))
∧
(
∀x∀y

(
S(x, y)→

∨
(i,a,j)∈δ

(Xi(x) ∧ a @ x ∧Xj(y))
))

∧
(
∀x
(
last(x)→

∨
∃j∈F,(i,a,j)∈δ

(Xi(x) ∧ a @ x)
)))

w – cuvântul vid λ, modelul vid satisface ϕ cu fiecare Xi = ∅
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Un microcosmos al teoriei modelelor finite
Limbaje definibile în logica monadică de ordinul doi

Teoremă (Büchi, Elgot). Un limbaj finit este recunoscut de
un automat finit dacă s, i numai dacă este MSO definibil.
Demonstrat, ie: (⇐)

• arătăm că dacă un limbaj este definibil în logica monadică
de ordinul doi, atunci limbajul este regulat

• arătăm pentru fiecare formulă ϕ(X1, . . . , Xn) din
fragmentul de logică MSO0 existent,a unui automat finit
ce acceptă cuvintele w din alfabetul extins A× {0, 1}n ce
satisfac ϕ
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Un microcosmos al teoriei modelelor finite
Limbaje definibile în logica monadică de ordinul doi

Teoremă (Büchi, Elgot). Un limbaj finit este recunoscut de
un automat finit dacă s, i numai dacă este MSO definibil.
Demonstrat, ie: (⇐)

• pentru formulele atomice construirea automatelor este
trivială:

– Xi ⊆ Xj : automatul acceptă cuvântul w ∈ (A× {0, 1}n)∗
dacă pentru fiecare 1 din a i-a componentă din n-tuplul format
din simbolurile 0 s, i 1 se găses, te simbolul 1 s, i în cea de-a j-a
componentă

– Sing(Xi): automatul acceptă w dacă pentru a i-a componentă
în n-tuplul format din simbolurile 0 s, i 1 se găses, te o singură
dată simbolul 1
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Un microcosmos al teoriei modelelor finite
Limbaje definibile în logica monadică de ordinul doi

Teoremă (Büchi, Elgot). Un limbaj finit este recunoscut de
un automat finit dacă s, i numai dacă este MSO definibil.
Demonstrat, ie: (⇐)

• pentru formulele atomice construirea automatelor este
trivială:

– Xi < Xj : automatul acceptă w dacă automatele
corespunzătoare formulelor Sing(Xi), Sing(Xj) acceptă s, i în
plus, dacă pozit, iile la care se găsesc simbolurile 1 respectă
condit, ia x < y

– Xi ⊆ a @: automatul acceptă w dacă pentru fiecare 1 din a
i-a componentă din n-tuplul format din simbolurile 0 s, i 1 se
găses, te simbolul 1 s, i în reprezentarea echivalentă în alfabetul
{0, 1} pentru mult, imea pozit, iilor din cuvânt la care se găses, te
simbolul a
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Un microcosmos al teoriei modelelor finite
Limbaje definibile în logica monadică de ordinul doi

Teoremă (Büchi, Elgot). Un limbaj finit este recunoscut de
un automat finit dacă s, i numai dacă este MSO definibil.
Demonstrat, ie: (⇐)

• pentru pasul inductiv putem considera doar conectorii
¬,∨ s, i cuantificatorul existent, ial asupra mult, imilor, din
moment ce cuantificatorul universal s, i ceilalt, i conectori se
pot defini în funct, ie de aces, tia

• demonstrarea existent,ei automatelor asociate unor formule
în care apar aces, ti conectori s, i cuantificatorul existent, ial
se reduce la demonstrarea proprietăt, ii de închidere a
limbajelor regulate la complement, la reuniune s, i proiect, ie.

�
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Un microcosmos al teoriei modelelor finite
Limbaje definibile în logica monadică de ordinul doi

Consecint,ă.Orice formulă MSO[<] poate fi scrisă ca o
formulă EMSO

• prin eliminarea cuantificatorilor, cu except, ia celor existent, iali
pentru mult, imi s, i a celor universali de ordinul întâi

• eliminarea cuantificatorilor este posibilă datorită închiderii
simultane a limbajelor regulate la proiect, ie s, i la complement

• teoria automatelor: reducerea unui automat nedeterminist
(pentru care se obt, ine proiect, ia) la un automat determinist
(pentru obt, inerea complementului)

• alternările succesive de cuantificatori necesită aplicări
succesive ale acestei transformăr; dimensiunea automatului
cres, te în mod exponent, ial
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Complexitate descriptivă

1. Un microcosmos al teoriei modelelor finite
(logică s, i automate finite)

2. Complexitate descriptivă
2.1 Descrierea claselor de complexitate
2.2 Modelul de calcul
2.3 Clase de complexitate

3. Logica problemei P=NP

Claudia Chirit,ă Introducere în complexitate descriptivă 32 / 44



Complexitate descriptivă
Descrierea claselor de complexitate

• prin clasă de modele ne referim la o clasă K de structuri
închisă la izomorfism peste un vocabular A (dacă A ∈ K s, i
A ∼= B, atunci B ∈ K )

• dacă vocabularul nu este fixat – domenii de structuri
• pentru a ne referi la clasa de structuri peste vocabularul A din
domeniul D scriem D(A)

• complexitatea descriptivă îs, i propune să stabilească dacă pe
un anumit domeniu de structuri D există o logică L care să
surprindă o clasă de complexitate C:

– dacă pentru orice ϕ ∈ L evaluarea acesteia pe structuri din
domeniul D este o problemă din clasa de complexitate C

– dacă fiecare proprietate a structurilor din D care poate fi
decisă cu complexitatea C este definibilă în logica L
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Complexitate descriptivă
Descrierea claselor de complexitate

Definit, ie.Fie L o logică, C o clasă de complexitate s, i D un
domeniu de structuri finite. Spunem că L descrie C pe D dacă
1. pentru fiecare vocabular A s, i fiecare propozit, ie ϕ ∈ L(A),

problema verificării satisfacerii propozit, iei ϕ pe domeniul
D(A) este în clasa de complexitate C,

2. pentru fiecare clasă de modele K ⊆ D(A) a cărei
problemă de apartenent,ă este în clasa C, există o
propozit, ie ϕ ∈ L(A) astfel încât
K = {A ∈ D(A) | A |= ϕ}.

Exemplu.Pe domeniul cuvintelor logica monadică de ordinul
doi descrie limbajele regulate.
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Complexitate descriptivă
Modelul de calcul

Definit, ie.O mas, ină Turing M este un tuplu (Q,Γ, b,Σ, δ, q0, F ), unde

• Q este o mult, ime finită, nevidă a stărilor mas, inii

• Γ este o mult, ime finită, nevidă a simbolurilor de pe bandă (alfabet)

• b ∈ Γ este simbolul blank

• Σ ⊆ Γ \ {b} este mult, imea simbolurilor de intrare

• q0 ∈ Q este starea init, ială

• F ⊆ Q este mult, imea stărilor finale (acceptoare)

• δ ⊆ (Q \ F × Γ)× (Q× Γ× {L,R,N}) este o relat, ie (relat, ia de
tranzit, ie), unde L semnifică o deplasare la stânga, R o deplasare la
dreapta, iar N indică faptul că nu are loc nicio deplasare a capului
de citire.
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Complexitate descriptivă
Modelul de calcul

• pentru w = w1 . . . wk ∈ Σ∗ mas, ina Turing M va începe o
computat, ie în starea q0 s, i se va opri într-o stare q scanând un
simbol a ∈ Γ dacă relat, ia δ nu este definită pentru (q, a)

• dacă starea q ∈ F , spunem că M acceptă cuvântul w, altfel,
M îl respinge

• un limbaj L ⊆ Σ+ este acceptat de M dacă pentru fiecare
w ∈ Σ+, M acceptă w dacă s, i numai dacă w ∈ L

• o mas, ină Turing M este deterministă dacă pentru orice stare
q ∈ Q s, i orice simbol a ∈ Γ există o singură tranzit, ie posibilă
(δ – funct, ie part, ială, δ : Q \ F × Γ→ Q× Γ× {L,R,N} )
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Complexitate descriptivă
Modelul de calcul

• Pentru o funct, ie f : N→ N, o mas, ină Turing M este f
mărginită în timp dacă pentru orice cuvânt w ∈ Σ+ acceptat
de M există o rulare a lui M de lungime cel mult f(|w|) ce
conduce la acceptare.

• M este f măginită în spat, iu, dacă pentru orice cuvânt
w ∈ Σ+ acceptat de M există o rulare ce conduce la
acceptare s, i foloses, te cel mult f(|w|) celule până la oprire.

• Un limbaj L ⊆ Σ+ este în clasa de complexitate PTIME sau
în clasa PSPACE dacă este acceptat de o mas, ină Turing
deterministă care este p mărginită în timp sau spat, iu, pentru
un polinom p cu coeficient, i numere naturale.

• Clasele NPTIME s, i NPSPACE sunt definite similar, admit,ând
mas, ini Turing nedeterministe.
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Complexitate descriptivă
Clase de complexitate

SO(LFP) EXPTIME

FO(PFP) SO(TC) PSPACE

Ierarhia timp polinomială
SOcoNP complet NP complet

Π1
1 coNP Σ1

1 NP
NP ∩ coNP
P completFO(LFP) FO(IFP)

SO-HORN P

FO(TC) NLOGSPACE

FO(DTC) LOGSPACE

fe
za

bi
l
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Logica problemei P=NP

1. Un microcosmos al teoriei modelelor finite
(logică s, i automate finite)

2. Complexitate descriptivă
3. Logica problemei P=NP

3.1 Clasa de complexitate NP s, i logica de ordinul doi existent, ială
3.2 Clasa de complexitate P
3.3 Completitudinea problemei satisfiabilităt, ii
3.4 Reformularea problemei P=NP
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Logica problemei P=NP
Clasa de complexitate NP s, i logica de ordinul doi existent, ială

Teoremă (Fagin). Fie K o clasă de structuri finite închise la
izomorfism peste un vocabular Σ finit, nevid, fixat. K este în
clasa de complexitate NP dacă s, i numai dacă K este definibilă
în logica existent, ială de ordinul doi.

Demonstrat,ie
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Logica problemei P=NP
Clasa de complexitate P

Teoremă.Fie A o clasă de structuri finite ordonate închise la
izomorfism peste un vocabular A finit, nevid, fixat. A este în
clasa de complexitate P dacă s, i numai dacă
1. (Grädel) A este definibilă în logica Horn de ordinul doi sau
2. (Immerman s, i Vardi) A este definibilă în logica de ordinul

întâi cu cel mai mic punct fix sau
3. (Immerman) este definibilă în logica de ordinul întâi cu

punct fix inflat, ionar.
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Logica problemei P=NP
Completitudinea problemei satisfiabilităt, ii

Teoremă (Cook, Levin). Problema SAT este NP-completă.
Demonstrat, ie

• trebuie să demonstrăm că orice problemă P din clasa NP
poate fi redusă la problema SAT

• din teorema lui Fagin rezultă că există o propozit, ie de
ordinul întâi ϕ astfel încât

P : {w | w |= ∃R1 . . . ∃Rmϕ}
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Logica problemei P=NP
Completitudinea problemei satisfiabilităt, ii

Teoremă (Cook, Levin). Problema SAT este NP-completă.
Demonstrat, ie

• pentru fiecare cuvânt w asociem o formulă propozit, ională
ϕw aplicând o reducere în spat, iu logaritmic

• pentru cuvântul dat w vom înlocui în formula ϕ
– subformulele ∃xiψ cu

∨
ai∈dom(w) ψ[xi/ai],

– subformulele ∀xiψ cu
∧
ai∈dom(w) ψ[xi/ai] s, i

– atomii R(ā) prin valoarea lor de adevăr din w.
• privind atomii Ri(ā) drept variabile propozit, ionale, am
obt, inut o formulă propozit, ională astfel încât

w ∈ P ⇔ w |= ∃R1 . . . ∃Rmϕ⇔ ϕw ∈ SAT. �
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Logica problemei P=NP
Reformularea problemei P=NP

• problema deschisă P=NP poate fi reformulată în mod
echivalent în domeniul logicii potrivit rezultatelor demonstrate
de Fagin s, i Grädel

• cum problema SAT este NP-completă, pentru a arăta că
P=NP este suficient să descriem problema satisfiabilităt, ii
printr-o formulă existent, ială Horn de ordinul doi (Σ1

1-HORN),
adică să găsim un algoritm polinomial care să determine dacă
o formulă din logica propozit, ională este satisfiabilă

• cu alte cuvinte, dacă pentru fiecare formulă existent, ială de
ordinul doi ϕ ∈ Σ1

1 există o formulă echivalentă
ψ ∈ Σ1

1-HORN, atunci P=NP
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Logica problemei P=NP
Clasa de complexitate NP s, i logica de ordinul doi existent, ială

Teoremă (Fagin). ESO descrie NP peste cuvinte.
Demonstrat, ie – de la formule la mas, ini Turing

• arătăm că pentru fiecare formulă ESO ϕ există un
algoritm nedeterminist ce rulează în timp polinomial s, i
decide pentru fiecare structură finită (cuvânt) w dacă
w |= ϕ

• fie ϕ = ∃R1 . . . ∃Rmψ, unde ψ este o propozit, ie de
ordinul întâi

• construim o mas, ină Turing M nedeterministă cu o bandă
de intrare s, i mai multe benzi de lucru
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Logica problemei P=NP
Clasa de complexitate NP s, i logica de ordinul doi existent, ială

Teoremă (Fagin). ESO descrie NP peste cuvinte.
Demonstrat, ie – de la formule la mas, ini Turing

• M alege mai întâi în mod nedeterminist câte o mult, ime
de tupluri de ki pozit, ii din cuvântul w pentru fiecare
variabilă ∃Ri de aritate ki. Fiecare tuplu e codificat într-o
secvent,ă binară de lungime nki , unde n = | dom(w)|.
Secvent,ele sunt ret, inute pe câte o bandă de lucru

• M simulează apoi o mas, ină Turing M1 ce primes, te pe
câte o bandă de intrare cuvântul w s, i relat, iile R1, . . . , Rm

găsite de M s, i verifică în timp polinomial s, i spat, iu
logaritmic dacă modelul (w,R1, . . . , Rm) satisface ψ
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Logica problemei P=NP
Clasa de complexitate NP s, i logica de ordinul doi existent, ială

Teoremă (Fagin). ESO descrie NP peste cuvinte.
Demonstrat, ie – de la formule la mas, ini Turing

• construct, iile mas, inilor M1 se realizează în mod inductiv
după structura propozit, iei ψ:

– dacă ψ este o formulă atomică, atunci ψ este de forma x < y,
a @ x, sau Ri(x1, . . . , xki

), ∀i ∈ {1, . . . ,m}. Pentru fiecare
dintre formulele atomice, M1 va simula o mas, ină Turing M ′ ce
primes, te la intrare s, i interpretările variabilelor de ordinul întâi s, i
verifică (în timp polinomial s, i spat, iu logaritmic) dacă modelul
satisface ψ
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Logica problemei P=NP
Clasa de complexitate NP s, i logica de ordinul doi existent, ială

Teoremă (Fagin). ESO descrie NP peste cuvinte.
Demonstrat, ie – de la formule la mas, ini Turing

• construct, iile mas, inilor M1 se realizează în mod inductiv
după structura propozit, iei ψ:

– dacă ψ este de forma ¬ψ1, M1 va simula o mas, ină Turing M ′
ce verifică dacă modelul satisface ψ1; dacă M ′ acceptă, M1
respinge, iar dacă M ′ respinge, M1 acceptă (număr finit de
variabile s, i de valori)

– dacă ψ = ψ1 ∨ ψ2, cu ψ1, ψ2 formule, mas, ina M1 va simula în
paralel două mas, ini Turing M ′,M ′′ ce verifică satisfacerea
formulei ψ1, respectiv ψ2 s, i acceptă cuvântul de intrare dacă
cel put, in una dintre mas, inile simulate acceptă modelul
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Logica problemei P=NP
Clasa de complexitate NP s, i logica de ordinul doi existent, ială

Teoremă (Fagin). ESO descrie NP peste cuvinte.
Demonstrat, ie – de la formule la mas, ini Turing

• construct, iile mas, inilor M1 se realizează în mod inductiv
după structura propozit, iei ψ:

– dacă ψ = ∀xψ1, M1 parcurge w, alege pe rând fiecare pozit, ie
din cuvânt s, i simulează câte o mas, ină M ′ pentru fiecare
valoare. M ′ primes, te la intrare s, i această pozit, ie s, i verifică
dacă modelul satisface ψ. Dacă fiecareM ′ acceptă, atunci M1
acceptă

– dacă ψ = ∃xψ1, unde ψ1 este formulă, mas, ina M1 va alege în
mod nedeterminist s, i va ret, ine pe o bandă de lucru o pozit, ie
din cuvânt apoi va simula o mas, ină M ′ ce primes, te la intrare
această pozit, ie s, i verifică dacă modelul satisface formula ψ1
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Logica problemei P=NP
Clasa de complexitate NP s, i logica de ordinul doi existent, ială

Teoremă (Fagin). ESO descrie NP peste cuvinte.
Demonstrat, ie – de la mas, ini Turing la formule

• fie M o mas, ină Turing cu o bandă care stabiles, te în timp
nk − 1 dacă w apart, ine limbajului, unde n = |w|

• reprezentăm o computat, ie a mas, inii M pentru o intrare w
printr-un tuplu R de relat, ii pe domeniul dom(w)

• construim o propozit, ie de ordinul întâi ϕM peste
Σ ∪ {<} ∪ {R} astfel încât structura (w,R) |= ϕM ⇔
relat, iile R reprezintă o computat, ie ce conduce la
acceptarea cuvântului w de către M
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Logica problemei P=NP
Clasa de complexitate NP s, i logica de ordinul doi existent, ială

Teoremă (Fagin). ESO descrie NP peste cuvinte.
Demonstrat, ie – de la mas, ini Turing la formule

• pentru că domeniul dom(w) are n elemente, pentru a
reprezenta un timp polinomial nk vom identifica numerele
de la 0 la nk − 1 prin tupluri x̄ din dom(w)k

• introducem relat, ia de succesivitate pentru k-tupluri
ȳ = x̄+ 1 prin formula
∨
i<k

(∧
j<i

(xj = yj) ∧ S(xi, yi) ∧
∧
j>i

(
last(xj) ∧ first(yj)

))
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Logica problemei P=NP
Clasa de complexitate NP s, i logica de ordinul doi existent, ială

Teoremă (Fagin). ESO descrie NP peste cuvinte.
Demonstrat, ie – de la mas, ini Turing la formule

• R constă din:

Momentq = {t̄ ∈ dom(w)k | la momentul t̄,M este în starea q}

Celulaa = {(t̄, c̄) ∈ dom(w)k×dom(w)k | la momentul t̄,
celula c̄ cont, ine simbolul a}

Cap = {(t̄, c̄) ∈ dom(w)k × dom(w)k | la momentul t̄,
capul de citire este pozitionat la celula c̄}
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Logica problemei P=NP
Clasa de complexitate NP s, i logica de ordinul doi existent, ială

Teoremă (Fagin). ESO descrie NP peste cuvinte.
Demonstrat, ie – de la mas, ini Turing la formule

• ϕM este definită ca închiderea universală a conjunct, iei

START∧TRANZITIE∧ STOP

START = Momentq0(0̄) ∧ Cap(0̄, 0̄) ∧
∧
a∈Γ

a @ x̄→ Celulaa(0̄, x̄)

TRANZITIE = FARAMODIF∧MODIF
STOP =

∧
q∈Q\F

¬Momentq(t̄)
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Logica problemei P=NP
Clasa de complexitate NP s, i logica de ordinul doi existent, ială

Teoremă (Fagin). ESO descrie NP peste cuvinte.
Demonstrat, ie – de la mas, ini Turing la formule

TRANZITIE = FARAMODIF∧MODIF

FARAMODIF =
∧
a∈Γ

(
Celulaa(t̄, x̄) ∧ (x̄ 6= ȳ) ∧ (t̄′ = t̄+ 1)∧

Cap(t̄, ȳ)→ Celulaa(t̄′, x̄)
)

MODIF =
∧

q∈Q,a∈Γ

(
PRE[q, a]→

∨
(q′,a′,m)∈δ(q,a)

POST[q′, a′,m]
)
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Logica problemei P=NP
Clasa de complexitate NP s, i logica de ordinul doi existent, ială

Teoremă (Fagin). ESO descrie NP peste cuvinte.
Demonstrat, ie – de la mas, ini Turing la formule

TRANZITIE = FARAMODIF∧MODIF

PRE[q, a] = Momentq(t̄)∧Cap(t̄, x̄)∧Celulaa(t̄, x̄)∧(t̄′ = t̄+1)

POST[q′, a′,m] = Momentq′(t̄′) ∧ Celulaa′(t̄′, x̄) ∧
∃ȳ(ȳ = x̄+m ∧ Cap(t̄′, ȳ))

�
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